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Kontinuumsmechanik
Losungsvorschlag zu Aufgabe 2 auf Blatt 7

Bitte beachten Sie, dass es sich bei diesem Losungsvorschlag um keine
Musterlosung handelt, da einige Aussagen nur skizzenhaft bewiesen werden.

Aufgabe 2 (Relationen der von-Mises Plastizitit).
Weisen Sie die expliziten Relationen [Buch, (27.13) - (27.15), Seite 559] nach.

Losungsvorschlag.
Behauptung 1. Fiir alle o € X gilt

(Z) fur oD ¢ KD
0¥ (o) =< {0} fir |op| <~
{Aop | A >0} fur |op|=7.

Beweis von Behauptung 1. Fiir eine Matrix o € X ist das Subdifferential 0¥ (o)
wie folgt definiert:

V(o) ={ee X | firalle{ € X gilt: ¥({) >e: (( —0)+¥(0)}.

i) Es sei op ¢ Kp. In diesem Fall ist ¢ ¢ K und somit V(o) = +oo. Da
U(¢) =0 fir alle £ € X mit {p € Kp, konnen wir schliefien, dass 0V (o) = 0.

ii) Es sei op € Kp mit |op| < 7. In diesem Fall ist o € K und somit V(o) = 0.
Wir bemerken, dass ¥(£) = +oo fir alle £ € X mit {p ¢ Kp. Somit ist
e € 0¥(0) genau dann, wenn fiir alle £ € X mit {p € Kp gilt: 0 > e: ({—0).
Dies ist fiir ¢ = 0 offensichtlich erfillt. Nehmen wir nun an, dass es ein
e € 0¥(0) mit e # 0 gibt.
1. Fall (ep = 0). Setzen wir £ :=e+0, soist {p = op € Kp. Dann gilt aber:

0>c:(E—0)=1e|* >0,

woraus wir folgern kénnen, dass € = 0. Dies ist ein Widerspruch zu e # 0.
2. Fall (ep # 0). Nach Annahme ist |op| < 7, so dass es ein 1 € (|opl,7)
gibt. Wir definieren nun die reelle Zahl b := (n — |op|)|ep| ™" > 0. Setzen wir
€ :=0+be, soist |(p| < |op|+nlep| =n < 7; insbesondere ist {p € Kp. Es
folgt nun, dass

0>e: (E—0)=ble[>>0.

Da b > 0 ist dies ist ein Widerspruch zu € # 0.
Die Behauptung ist damit gezeigt.



iii) Es sei op € Kp mit |op| = 7. In diesem Fall ist ¢ € K und somit V(o) = 0.
Wie schon in i4) gezeigt, gilt folgende Aquivalenz: ¢ € O¥(o) genau dann,
wenn €: (£ — o) <0 fur alle £ € X mit &p € Kp.

Wir zeigen zunéchst, dass alle ¢ € {\op | A > 0} auch im Subdifferential
0¥ (o) liegen. Da eg = 0, gilt fiir ein £ € X mit {p € Kp, dass

e:(—0)=¢cp: (&p —op) =Aop: &p —)\|0D|2 <0.
Die letzte Ungleichung folgt dabei aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
sowie der Tatsache, dass |op| =~ > |¢p]-

Fir den zweiten Teil des Beweises nehmen wir an, dass ¢ € 0WU(o), aber
e¢{dop | A>0}.
1. Fall (e = Xop fiir A <0). Da eg = 0 folgt fiir ein £ € X mit {p = 0, dass

0>e:({—0)=¢p: (fD—UD):—)\\JD]22O.

Da |op| = v ist dies ein Widerspruch.
2. Fall (s # 0). Setzen wir == 0 + €5, so ist {p = op € Kp und es folgt:

0>e¢: (5—0') = Eg: (55—05) = |€S|2 >0.
Da g5 # 0 angenommen war, ist dies ein Widerspruch.

Behauptung 2. Fiir alle ¢ € X ist die Fenchel-Konjugierte W* durch die
Vorschrift
W (e) = 400 fl:lr g # 0
vlep| fires=0

gegeben.
Beweis von Behauptung 2. Fir € € X ist die Fenchel-Konjugierte W* gegeben durch

U (e) = sup{€: < — W(E)}.

£eX

i) Esseie € X mit eg = 0. Da V(&) = 4oo0 fiir £ ¢ K, geniigt es, wenn wir das
Supremum iiber der Menge K bestimmen. Wir bemerken, dass |£p| < v fiir
einen Vektor ¢ € K. Da Gleichheit in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
fiir linear abhéngige Vektoren gilt, folgt

U*(e) =sup{ép: ep — V(&) } =supép: ep = vlep]-
fekK ¢eK

ii) Es sei ¢ € X mit eg # 0. Wie in i) erlautert, gentigt es das Supremum tiber
der Menge K zu betrachten. Wir erhalten dann:

U*(e) = igfg{&j: ep+E&s:iest>Epiep+ sup {§s: €5} = +00.

fséRIdx

Hierbei ist £p € Kp ein beliebiger, aber fester Vektor.



Behauptung 3. Fir alle € € X ist das Subdifferential 0U*(¢) gegeben durch

0 fir eg # 0
oV*(e) =« K fir es =0,ep =0
{o | op =~eplen| ™'},

Beweis von Behauptung 3. Fir eine Matrix o € X ist das Subdifferential 0W*(¢)
wie folgt definiert:

0V*(e) ={o € X | firalle { € X gilt: U*(§) > 0: (£ —¢) + ¥ (e)}.

i) Es sei eg # 0. In diesem Fall ist U*(¢) = 4o00. Da ¥*({) < +oo fir alle
€ € X mit £ = 0, ist das Subdifferential 0U*(¢) leer.

ii) Es sei g = ep = 0. In diesem Fall ist U*(¢) = ylep| = 0. Da ¥*(§) = +o0
fiir alle £ € X mit &g # 0, gilt folgende Aquivalenz: o € O¥*(¢) genau dann,
wenn y|€p| > op: (§p —ep) +vlep] fiir alle Vektoren € € X mit {g = 0. Fir
ein 0 € K ist |op| < 7, sodass wir folgendes erhalten:

op: (€p —ep) +7lep| = op: &b < lopl|ép| < v

Wir haben damit gezeigt, dass K C 0¥*(e).

Fiir den zweiten Teil des Beweises sei 0 € 0W*(¢), aber o ¢ K. Es ist also
lop| > ~. Fur alle £ € X mit £ = 0 gilt somit

op: &p <7|¢p].
Setzt man nun £ := op, so erhdlt man einen Widerspruch zu |op| > 7.

iii) Es sei ¢ € X mit eg = 0 und ep # 0. Wie in i) erlautert, gilt folgende
Aquivalenz: o € 0U*(g) genau dann, wenn v|p| > op: (§p —ep) +|ep] fiir
alle £ € X.

Wir zeigen zunéchst, dass alle o € {o | op = veplep| "} auch im Subdiffe-
rential OU*(¢) liegen. Fiir ein solches o gilt:

op: (€p —ep) +7len| = vlen| ren: €p — Ylen| +7len| < v[ép] -

Fiir den zweiten Teil des Beweises nehmen wir an, dass es ein o € 9¥*(¢)

mit op # 75D|5D|71.
1. Fall (Jop| < 7). Setzen wir £ := 0, so folgt:

0=1[p| = —op: ep+lep|.
Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung kénnen wir dann schlieflen, dass
Vlep| < op:ep < |opllepl <lep.

Dies ist ein Widerspruch.
2. Fall (|yp| > 7). Setzen wir € = ep + oplop| ™", so gilt:

v

g
o+ 12| = ool + 7).

lopl
3



Aus der Dreiecksungleichung sowie der Abschitzung |op| > v folgt:

Y +7lep| < lop|+7lep| < vlep| + 7.

Dies ist ein Widerspruch.
3. Fall (lop| = 7). Setze € == op. Da v = |op|, gilt

\UDIQ > IUD\Q +lopllep| —op: ep.

Unter Verwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, kénnen wir wie
folgt abschétzen:
’UD||5D| S Op:. €D S ’UD||5D| .

In der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt Gleichheit nur, falls op und
ep linear abhéngig sind. Es existiert folglich ein A € R, so dass op = Aep.
Aufgrund der Annahme |op| = 7, muss A = y|ep| ™" gelten. Dies ist aber ein
Widerspruch zur Annahme, dass vp # veplep|.

Da wir in allen drei Féllen einen Widerspruch erzeugt haben, konnen wir auf
die Behauptung schlieflen.



