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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

Im Rahmen des Studienprojekts Modellbildung und Simulation haben wir uns ein Jahr lang mit der
Entwicklung einer Simulationsumgebung fiir komplexe Szenarien der linearisierten Elastizitit im R? be-
schéftigt. Dieses Projekt bildete im Verlauf unseres Bachelor-Studiums einen Hohepunkt, da es sowohl
Aspekte aus der Mechanik und damit unseres Nebenfachs als auch der angewandten Mathematik mit-
einander verband. Wir mussten zudem unsere Fahigkeiten im Bereich des selbststindigen wissenschaft-
lichen Arbeitens unter Beweis stellen. Auch unsere aulerfachlichen Kompetenzen waren gefordert. Da
es sich bei dem Grofteil des Studienprojekts um Teamarbeit handelte, kam auch dieser Aspekt nicht zu
kurz und wir lernten, dass die Koordination der Teilgruppen nicht immer einfach ist. Auf diese Weise
erhielten wir einen spannenden Einblick in das wissenschaftliche und fachiibergreifende Arbeiten.

Im Fachgebiet der Mechanik beschiftigten wir uns mit der Elastizitétslehre, in der man das Deforma-
tionsverhalten von Festkorpern unter der Einwirkung duflerer Kréfte untersucht. Diese Problemstellung
haben wir als thematische Grundlage fiir das Studienprojekt aufgrund ihrer vielfiltigen Anwendungen
ausgewdhlt, um zum Beispiel die Stabilitit von Bauwerken unter Krafteinwirkung beurteilen zu konnen.
Es ist offensichtlich, dass die Verformung von Festkorpern sowohl von der Stérke der Belastung und der
Lagerung des Korpers als auch von den Materialeigenschaften abhingig ist. Diese Materialeigenschaf-
ten flieBen als Parameter in die das Problem beschreibende Gleichung ein, was es uns ermoglicht hat, in
dieser Hinsicht flexibel zu bleiben. Bei der Diskretisierung haben wir uns auf finite Differenzen zweiter
Ordnung festgelegt und als freien Parameter die Gitterweite h zugelassen. Das Rechnen auf komplexen
Geometrien haben wir durch die Verwendung verschiedener Immersed-Boundary-Methoden ermdglicht.
Zum Losen der resultierenden diinn besetzten linearen Gleichungssysteme haben wir unser Software-
paket um problemspezifische Loser und Vorkonditionierer erweitert. Das effiziente und schnelle Losen
des Gleichungssystems stand nicht nur bei der Wahl der Vorkonditionierer und Loser im Vordergrund,
sondern auch bei der Entscheidung nicht nur auf der CPU zu rechnen und den Programmcode dort zu
parallelisieren, sondern durch Mitgabe eines Parameters auch das Rechnen auf der GPU zu erméglichen.
In allen Bereichen war uns eine hohe Flexibilitidt und Modularitdt der Programme sehr wichtig.

1.1 Struktur des Berichts

Um einen kurzen Uberblick iiber den Bericht zu geben, gehen wir zuerst auf die benétigte Theorie ein und
beschiftigen uns dazu zundchst mit dem Thema der linearisierten Elastizitit (vgl. Abschnitt [2.1), wobei
wir die Lamé-Gleichung, die das obige Problem beschreibt, herleiten. Da wir das Modell der linearisier-
ten Elastizitit betrachten, muss sichergestellt werden, dass die Deformationen hinreichend ,.klein* und
reversibel sind.

Zur Diskretisierung der in dieser Gleichung auftretenden zweiten Ableitungen nutzen wir die Metho-
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG UND MOTIVATION

de der Finiten Differenzen (vgl. Kapitel 2.2) und dort insbesondere die zentralen Differenzenquotienten
zweiter Ordnung. Diese Methode lésst sich am Rand des Gebietes offensichtlich nicht anwenden, da hier
ins ,,Leere” gegriffen werden miisste. Um dies zu vermeiden wird an den Randpunkten auf Vorwirts-
beziehungsweise Riickwirts-Differenzenquotienten zweiter Ordnung ausgewichen, wo die Benutzung
zentraler Differenzenquotienten nicht moglich ist. Dies kann aufgrund der drei Raumdimensionen, zum
Beispiel an den Seitenflichen des betrachteten Korpers, zu Kombinationen beider Differenzenquotienten
fiihren.

Mithilfe dieser Grundiiberlegungen beschrinken wir die zugrundeliegende Geometrie zunédchst auf den
Einheitswiirfel. Damit wir auch auf komplexeren Geometrien rechnen konnen, beschéftigen wir uns mit
dem Konzept der Immersed-Boundary-Methoden (vgl. Abschnitt[2.3)). Hierfiir haben wir zwei verschie-
dene Ansitze studiert und implementiert: die Penalty-Methode aus der Klasse der Continuous-Forcing-
Ansitze und aus der Klasse der Discrete-Forcing-Ansétze die Methode der semi-impliziten Integration
der Randwerte. So ist es uns moglich weiterhin auf dem Einheitswiirfel zu rechnen, jedoch durch Verin-
derung der Systemmatrix quasi vollkommen beliebige Geometrien ,,auszuschneiden®.

AnschlieBend befassen wir uns in dem Abschnitt iiber Daten- und Loserstrukturen (vgl. Kapitel [2.4) mit
der Frage, wie die Struktur der entstehenden Matrix aussieht. Hierbei fillt auf, dass die Matrix je nach
Nummerierung der Unbekannten entweder Bandstruktur oder Blockstruktur aufweist, wobei die einzel-
nen Blocke wiederum Bandstruktur haben. Um die Effizienz beim Losen zu erhohen, schauen wir uns
neben den uns bisher bekannten Losern, dies sind insbesondere Krylov-Unterraum-Verfahren, und Vor-
konditionierern auch Blockldser und -Vorkonditionierer an.

Zum Abschluss des Kapitels geben wir einen Einblick in die Rechnerstruktur von GPUs und Multicore-
CPUs. Dabei gehen wir speziell auf die sich aus der spezifischen Rechnerstruktur ergebenden Einsatz-
moglichkeiten dieser beiden Hardwarekomponenten ein.

Das darauffolgende Kapitel soll einen Einblick in den Verlauf der Projektarbeit geben und unsere weitere
Vorgehensweise im Bezug auf die Implementierung darlegen, wobei wir néher auf die Programmstruktur
eingehen. Besonderen Wert haben wir hierbei auf ein modulares Konzept der einzelnen Komponenten
gelegt. Auch beim Kompilieren haben wir darauf geachtet, dass die wesentlichen Einstellungen ,,von
aullen* vorgenommen werden konnen. Zusitzlich wird darauf eingegangen, welche Tests (vgl. Kapitel
angestrebt und welche Voraussetzungen dafiir benttigt werden.

Der Fokus des vierten Kapitels liegt auf den numerischen Tests, die wir unter Benutzung unserer Pro-
gramme durchgefiihrt haben. Zunéchst demonstrieren wir hier anhand einer analytischen Referenzldsung
und dem Hookeschen Gesetz, dass unsere Implementierung Ergebnisse liefert, die denen realer Experi-
mente in guter Ndherung entsprechen. Danach gehen wir auf die Frage ein, welche Strategien sich zur
Steigerung der Laufzeiteffizienz unter realen Bedingungen eignen und welche Losungsverfahren praxis-
tauglich sind. Dazu untersuchen wir anhand einiger Testfélle, welcher Speedup sich durch die Nutzung
der GPU erreichen lédsst und welchen Einfluss die Verwendung der beiden Nummerierungsarten bezie-
hungsweise Speicherformate auf den Losungsprozess und die Laufzeit hat.

Zuletzt wird anhand einiger komplizierter ,,Showcases* die Leistungsfidhigkeit und Flexibilitit unserer
Implementierung demonstriert.

Der Bericht endet mit einem kurzen Fazit, in dem wir die wesentlichen Ergebnisse zusammenfassen.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

2.1 Linearisierte Elastizitit

Elastizitdt ist ein Teilgebiet der Mechanik, das sich mit der Deformation von Korpern unter der Ein-
wirkung duflerer Krifte beschiftigt. Diese elastischen Deformationsvorgénge unterliegen in der Realitit
nichtlinearen Zusammenhéngen. Unter gewissen Einschrinkungen beziiglich des Materials und der Gro-
Be der Verschiebungen stellen die linearisierten Gleichungen jedoch eine gute Approximation zur Be-
schreibung der Deformation eines Korpers dar. Zusitzlich wollen wir uns auf zeitunabhiingige Probleme
beschrinken. Die Betrachtungen in den nachfolgenden Abschnitten beruhen auf [Wobker|] und [Bartel]].

2.1.1 Materialeigenschaften

Ein Korper heiflt elastisch, falls die Deformation des Korpers aufgrund einwirkender Kréfte reversibel
ist. Im Folgenden betrachten wir einen festen und deformierbaren Korper, das heif3it die einwirkenden
Krifte indern die Form des Korpers, nicht aber seine Materialeigenschaften. Au8erdem beschrinken wir
uns auf homogene und isotrope Materialien. Wir nehmen also an, dass jeder Massepunkt in alle Raum-
richtungen dieselben Eigenschaften aufweist. Ein solches Material ist beispielsweise Stahl, wobei Holz
aufgrund seiner Faserstruktur ein typisches Gegenbeispiel ist.

Wir betrachten also einen Korper {2 C R3 mit Rand 9Q = I'pUT'y und I'pNT' 5 = @ im undeformierten
Zustand. Hierbei bezeichnet I'p den Dirichlet-Rand und I'y den Neumann-Rand, deren Bedeutung im
Kapitel erldutert wird. Wird der Korper mit Volumenkriften (eingepragten Kréften) f und Oberfld-
chenkriiften (Spannungen) ¢ belastet, so verformt er sich. Das gesuchte Verschiebungsfeld v : Q — R3
beschreibt diese Deformationen.

2.1.2 Lamé-Gleichung

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die dieses Problem beschreibende Gleichung nur in Abhéngigkeit der
Verschiebungen u darzustellen. Hierzu stehen uns die folgenden aus der Mechanik bekannten Gesetze
zur Verfiigung:

1
linearisierter Verzerrungstensor: ¢ = g(grad(u)T + grad(u)) (2.1)
Impulsbilanz:  div(o(x)) = f(z) Vz e Q\T (2.2)
1
Hookesches Gesetz: W (e) = utr(e?) + itr(e)2 =0 =2ue+ Atr(e)l (2.3)



4 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Hierbei beschreibt € die Verzerrung eines Linienelementes aufgrund der Verformung. Durch o wird der
im Korper herrschende Spannungszustand beschrieben, wobei Spannung als Kraft pro Fliche definiert
ist:

Oxx Oyxr Ozx
0: QR o= |04 o, 0y (2.4)

Oxz Oyz Ozz

Bei den Spannungskomponenten handelt es sich um Vektoren, wie sie in Abbildung zu sehen sind.

4
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Abbildung 2.1: Dreidimensionaler Spannungszustand

Die im Hookeschen Gesetz auftretenden Groflen ;o und A sind Materialkonstanten, die sogenannten
Lamé-Konstanten. Sie stehen mit dem Elastizitdtsmodul E und der Querkontraktionszahl v, die experi-
mentell ermittelt werden konnen, in der Beziehung

B Ev

P o+ A= A r =)

Anschaulich kann F als Widerstand gegen die Verformung aufgefasst werden, wihrend v das negative
Verhiiltnis der relativen Dickenénderung zur relativen Lingendnderung angibt.

~ Ad/d
N

Geht v — 0.5, so folgt daraus, dass A — oo geht und man spricht von fast inkompressiblen Mate-
rialien. Im Grenzfall v = 0.5 heifit das Material dann inkompressibel und das betrachtete Modell der
linearisierten Elastizitit gilt nicht mehr. Einige Beispiele fiir die eingefiihrten Materialkonstanten soll
die untenstehende Tabelle 2.1l liefern.

Material | E[Pa] v[-] /1[Pa] A[Pa]

Stahl 2.1-101 0.29 8.14-10 1.1-10"
Aluminium | 7.0 - 1010 0.35 2.6-10  6.0-10'
Gummi 2.5-107 0.499-05 82-10° 4.1-10°

Tabelle 2.1: Materialkonstanten verschiedener Stoffe [[Wobker]

Durch Zusammenfiihren der Gleichungen (2.1, (2.2) und (2.3)) erhalten wir
—(p+ A grad(div(u)) — pdiv(grad(u)) = f in Q.

Um diese Gleichung aus mechanischer und mathematischer Sicht zu vervollstindigen, ist es notwendig
Randbedingungen vorzuschreiben.
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2.1.3 Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen

Um die Randbedingungen zu definieren kann man sich iiberlegen, dass man den Korper, im Rahmen
unseres Modells, von auflen auf zwei Arten beeinflussen kann. Zum einen kann man ihn durch Auflager
in einer bestimmten Position halten. Andererseits ist es moglich Krifte von aulen auf den Korper wirken
zu lassen.

Auf dem Dirichlet-Rand I' p kénnen Anfangsverschiebungen mittels sogenannter Dirichlet-Randbedin-
gungen

u(z) = up(z) Ve eI'p

vorgegeben werden. Gilt u(z) = up(z) = 0 Vz € I'p, so spricht man von homogenen, anderenfalls
von inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen. Der Rand des betrachteten Korpers kann sich an diesen
Stellen also nicht weiter verformen.

Diese Eigenschaft wird durch die Neumann-Randbedingungen

o(x)n = t(x) Ve ely

in die Gleichung aufgenommen. Dabei ist n der duflere Normalenvektor im Punkt z. Aus mechanischer
Sicht entspricht der Neumann-Rand einem freien Rand.

Mit diesen Randbedingungen kdnnen wir nun die Lamé-Gleichung aufstellen, die das linear-elastische
Verhalten eines belasteten Korpers beschreibt.

— (p+ A) grad(div(u)) — pdiv(grad(u)) = f  inQ (2.5)
u = wup aufl'p
on = t auf I'y

2.1.4 Von-Mises-Vergleichsspannungen

Der Spannungstensor (2.4) ist nicht sehr anschaulich und schlecht geeignet, um Materialversagen abzu-
lesen, da kritische Spannungen meist als skalare Groen im Zugversuch ermittelt werden. Hierbei wird
das betreffende Material einem einachsigen Spannungszustand ausgesetzt und so die kritische Spannung
bestimmt. Wir bendtigen daher eine skalare Vergleichsspannung oy, die den dreidimensionalen Span-
nungszustand moglichst gut darstellt. Eine geeignete GroBe sind die von-Mises-Spannungen, die iiber
die Formel

1
ov = ﬂ\/(am - Uyy)Q + (oyy — Uzz)2 + (022 — Um)2 + 6(0ay® + 0y* + 022%)

und das Hookesche Gesetz (2.3)) bestimmt werden (vgl. [Kessell]).
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2.2 Diskretisierung mit Finiten Differenzen

Die Methode der Finiten Differenzen ist ein Niaherungsverfahren zur Diskretisierung von partiellen Dif-
ferentialgleichungen. In diesem Abschnitt wird auf die Herleitung des Verfahrens iiber den Satz von
Taylor eingegangen, bevor dann die im vorherigen Kapitel eingefiihrte Lamé-Gleichung (vgl. Gleichung
diskretisiert wird. Weiterhin wird eine gewisse Grundlage an Theorie gelegt, wobei Begriffe wie
Konsistenz, Konvergenz und Stabilitit des Verfahrens erldutert werden, um die Qualitédt der Approxi-
mation beurteilen zu konnen. SchlieBlich beschiftigt sich dieses Kapitel mit der Diskretisierung von
Dirichlet- beziehungsweise Neumann-Randbedingungen.

2.2.1 Approximation zweiter Ableitungen
Grundlage des Verfahrens der Finiten Differenzen ist folgender Satz (vgl. [Konigsberger]).

Satz (Taylor)

Sei I C R ein Intervall, sei u : I — R, u € C™+1(1).
Dann gilt: V a,z € I : u(z) = T, (z) + Ry () mit der Taylorentwicklung

rw=> 0 (58 W

k=0

um den Entwicklungspunkt a und mit dem Restglied

o) = [T (T

das heiBt u(z) = T,,(z) + O ((z — a)" ™) .

Die nun folgenden Resultate basieren auf [Moller]. Sei I = [0, 1] d4quidistant zerlegt mit z; = ih, wobei
i€ {0,..N}, NeN, h=1L (vel. Abb. und g = u(w), (33) = (32) (@),

1
Tp i1 Ty Tip1 TN-1 TN

0

Abbildung 2.2: [0, 1] dquidistant in N + 1 Stiitzstellen zerlegt

Dann folgt mit dem Satz von Taylor:

" pkE 0k ou h? [ 0%u h3 [ O3u
Ui+1:ZI€!<axk>-ZUi+h<ax>~+2<ax2>-+6<8$3>»+m (2.6)
k—0 7 7 7 7
" (=h)* [ OFu ou h? [ 9%u h3 [ 93u
““:kz i \aer) —u M 5) T \ez) "o \as) e @D
-0 7 7 7 7

Subtrahiert man Gleichung (2.7) von (2.6), so erhilt man den zentralen Differenzenquotienten der ersten
Ableitung:

ou Uil — Ui—1 2
<8I>i =, 10 (h?) (2.8)
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Wenn man die beiden Gleichungen hingegen addiert, so ergibt dies den zentralen Differenzenquotienten
der zweiten Ableitung:

d*u Uip1 — 2U; + Ui—1 2
— | = O (h 2.9
(5) L o () 29)
Nun wollen wir die im eindimensionalen gewonnenen Approximationen direkt auf die dritte Dimension
erweitern. Betrachten wir also im Folgenden die #quidistante Zerlegung €2}, von €2 := [0, 1]2 mit Schritt-

weite h 1= %, N € N. Dann hat (z;,y;, z;) € Q4 die Form (ih, jh, kh), i,5,k =0,..., N.
Beispielhaft ist dies in Abbildung[2.3|fir N = 3 dargestellt.

Z

V 3,33
X,

3,3,2

3,31

3,30
3,2,0
3,1,0

0,0,0 1,0,0 2,00 3,00

Abbildung 2.3: [0, 1]3 dquidistant zerlegt

Wihlen wir nun (z;,y;, 2,) € Q23\0Q, bilden gemidl Gleichung (2.9) die Niherungen der zweiten
Ableitung in x-, y- und z-Richtung und variieren den entsprechenden Index, so erhalten wir fiir ¢, j, k =
1,..,N—1:

0%u Uit1,jk — 2Ui 5k + Uim1 ik 2

<W) _ . +0 (1)
i7j7k

d*u Wiyl k — 2Ui gk + Uij—1k 2

(az) _ = + 0 ()
Y=/ ik

0%u Wi jk+1 — 2Wi ke + Wi jk—1
gu = bl ek & O (n*
(822)i,j,k h? ! ( )

AuBerdem kann man gemischte Ableitungen in dhnlicher Weise diskretisieren. So erhilt man zum Bei-

spiel eine Approximation von ( ggy) wie folgt.
Nach Gleichung (2.8) gilt:
ou Uitk — Wi—14k 9
— | = eX =& h 2.10
< aa:) 57 + O (r?) (2.10)

Setzt man nun in Gleichung (2.10) die analoge Niherung von (%) ein, so erhélt man:

+ 0 (h?) (2.11)

2

< 0%u > Uik — Uikl 1k — Yio1 41k T Uis1 -1k

= 2
0xdy ik 4h

2 2 .
Analog zu (2.11)) konnen Naherungen fiir ( 6‘1 gz) o und ( gy gz) ermittelt werden.
0,7,

1,5,k
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2.2.2 Konsistenz, Stabilitit und Konvergenz

Die Definitionen und Folgerungen in diesem Abschnitt beruhen auf den Darstellungen von [Knabner].
Die Begriffe Konsistenz, Stabilitit und Konvergenz werden anhand des eindimensionalen ,,Modellpro-
blems®, also der Poisson-Gleichung —Awu = f mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen, untersucht.
Die Diskretisierung iiberfiihrt die Losung des Modellproblems in die Losung eines linearen Gleichungs-
systems der Form Apu, = fj. Dabei bezeichnet Ay die aus der Diskretisierung entstehende Matrix,
in der die Vorfaktoren der Losungskomponenten stehen, uy die angenihrte Losung und fj, die in den
Gitterpunkten ausgewertete rechte Seite.

Nun stellt sich natiirlich die Frage, wie gut das Ndherungsverfahren wirklich ist. Dies ldsst sich iiber den
Begriff der Konsistenz beantworten.

Definition (Konsistenz)

Wir betrachten das LGS Apup, = fr. Seiw : 0 — R die exakte Losung der Poisson-Gleichung
—Au=f

Sei €, die dquidistante Zerlegung von €2 mit Schrittweite & und u|q, die exakte Losung ausge-
wertet an den Gitterpunkten.
Die Approximation von u hei3t konsistent, falls gilt:

|4 (uloy,) = Anunll = [[4n (ulo,) = full =20

Das Verfahren hat die (Konsistenz-)Ordnung p > 0, falls gilt:
[An (ulgy,) = full = O (RP)

Der Konsistenzbegriff liefert eine Aussage dariiber, wie gut das Niherungsverfahren das tatsdchliche
Problem annihert, also in wie weit das diskretisierte Problem mit dem kontinuierlichen uibereinstimmt.
Dies wird iiberpriift, indem man den diskretisierten Laplace-Operator nicht nur auf die approximierte
Losung uy,, sondern auch auf die exakte an den Gitterpunkten ausgewertete Losung u|q, anwendet und
mit dem diskretisierten Laplace-Operator der angenédherten Losung vergleicht. Je hoher dabei die Ord-
nung ist, desto besser ist die Approximation, da der Fehler O (h?) fiir wachsendes p immer kleiner wird.

Fiir den Zusammenhang zwischen Konsistenzfehler und dem Fehler von exakter und approximierter
Losung gilt:
lur, — ulg, | < 1145 | Anun — fal (2.12)

Um einen proportionalen Zusammenhang zwischen dem Konsistenzfehler und dem ,,Konvergenzfehler*
||up, — ulq, || zu erhalten, muss || A; || von h unabhingig und beschrinkt sein.
Dies fiihrt auf den Begriff der Stabilitit.
Definition (Stabilitit)
Die Niherungslosung uy, heiBt stabil, falls gilt: 3 C' > 0 unabhingig von h, so dass || 4, | < C.

An der Abschitzung (2.12) lésst sich ablesen, dass Konsistenz und Stabilitiit die Konvergenz implizieren
und dabei mindestens die Konsistenzordnung als Konvergenzordnung vorliegt.
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Satz (Konvergenz)
Konsistenz und Stabilitit liefern Konvergenz, das heiBit ||u;, — u|q, || L290.
Sei weiter p die Konsistenzordnung und ¢ die Konvergenzordnung.
Dann gilt: ¢ > p.

Des Weiteren lésst sich zeigen, dass die Konsistenzordnung direkte Auswirkungen auf die Kondition
der Systemmatrix A, beziehungsweise deren Wachstumsverhalten hat. Im Allgemeinen gilt hier, dass
die Konditionszahl bei der Verwendung eines Verfahrens der Ordnung p fir h — 0 wie h™" gegen
unendlich strebt. Details hierzu finden sich etwa bei [Roos]).

2.2.3 Diskretisierte Lamé-Gleichung

Die folgenden Darstellungen sind analog zu dem Vorgehen von [Wobker]| hergeleitet. Nachdem wir uns
im vorangegangenen Teil dieses Kapitels mit der Methode der Finiten Differenzen beschiftigt und uns
davon iiberzeugt haben, dass das Verfahren geeignet ist, um partielle Differentialgleichungen zu diskre-
tisieren, wollen wir es nun auf die Lamé-Gleichung

—(p+ A) grad(div(u)) — pdiv(grad(u)) = f

konkret anwenden. Mit den Bezeichnungen u,, u, und u. fiir die Verschiebungen in x-, y- und z-
Richtung sowie f;, f, und f. fiir die Komponenten der rechten Seite ldsst sich die Lamé-Gleichung
umschreiben in

(2M + /\)&vxuac + M(ayyua: + azzu:v) + (N + A)amyuy + (:u + )‘)a;rzuz fac
(4 N)Oyuz  +  Cu+AN)Oyyuy  +  p(Orzuy + 022uy) + (e + X)0yu =—1/fy
(4 N)Ogpruy  + (e + X)Oy-uy +  Cu+N)0u; + p(Opzus + Oyyus) f2

Approximieren wir nun die Ableitungen mit Finiten Differenzen, so erhalten wir die diskretisierte Lamé-
Gleichung.

_fivi,j,khZ - (2M + A)uxi—l,j,k + Mt 5y + KUz, ;. + 2(4M + )‘)uﬂci,j,k
+(2M + )\)uCUH—l,j,k + :u’ufﬁi,j+1,k + /’Lu-fz‘,j,kq_l

ki1 (ui k)
A
+ %(uyiﬂ,jﬂ,k - uyz‘+1,j71,k - uyi—l,jJrl,k + uyi—l,j—l,k)
k12 (u; j k)
A
+ %(U'Ziﬂ,j,kﬂ - uzi+1,j,k71 - uzifl,j,kJrl + uzifl,j,k—1>
k13 (s 1)
A
_fyi,j,khQ = MI (umz‘+1,j+1,k - uwiJrl,jfl,k - uxifl,jJrl,k + uwi—l,j—l,k)
ka1 (i 1)

+Muyi71,j,k + (2” + /\)uyi,jq,k + iuuyi,j,kfl + 2(4/'6 + )\)uyi,j,k
+luuyi+l,j,k + (2/‘ + )‘)in,jﬂ,k + luuyi,j,kJrl

-~

koo (u;, 1)

A

+ 1 (uzi,j+l,k+1 Uz ikt Uz e T uzi,j—l,k—l)

ko3 (wi j k)
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- fzi,j,khQ =£ 1— A Uy jpr = Uaigr g1 — Yaiog g T Uiy 1)
ka1 (wi,jk)
+ #T—I_)\(uyi,j+l,k+l — Uy g~ Uyigorarn Uy o1ken)
k32(;:-,j,k)
iy g Uz (2R Mtz 2040+ M,
FU gt U (R N, (2.13)
ka3 (ui jk)

Zur spiteren Verwendung und Vereinfachung bezeichnen wir die einzelnen Kopplungsterme als

kst(u@jﬁ), s, t e {1,2,3}.

2.2.4 Behandlung von Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen

Wir betrachten zuerst die zuvor diskretisierte Lamé-Gleichung mit den Dirichlet-Randbedingungen
u=up(z,y,2), up : 92 — R® Sei N € Nund h := . Wihle ), wie in Kapitel [2.2.1|beschrieben.
Zur Veranschaulichung wird beispielhaft nur ein Randpunkt mit inhomogener Dirichlet-Randbedingung
versehen. Sei exemplarisch

up = (qu,uDy,uDz)T 1=1,j=0k=1
uD(xhyjaZk) = 0 sonst

wobei up # 0.

Also liegt in diesem Beispiel eine inhomogene Randbedingung im Punkt (h, 0, k) vor. Um diese in die
Diskretisierung zu integrieren, fiigt man an der entsprechenden Stelle in der Systemmatrix Einheitszeilen
ein, in denen an den passenden Stellen eine 1 und sonst O steht. Diese Stelle ist von der Nummerierung
der Unbekannten im Losungsvektor v abhingig (vgl. Kapitel [2.4)). In den Vektor der rechten Seite wird
dann an der entsprechenden Stelle der zugehorige Wert der (in)homogenen Randbedingung eingesetzt.

Bei der Betrachtung von Neumann-Randbedingungen ist die Diskretisierung etwas komplizierter.
Diese Randbedingungen haben fiir die Lamé-Gleichung die Form

on = (2ue + Mr(e))n =t (2.14)

wobei p und € die entsprechenden Grofen in der Lamé-Gleichung bezeichnen und n der lokale Norma-
lenvektor ist, der demnach orthogonal auf der Oberfliche des Gebietes steht. Hierbei gibt ¢ den Wert der
zur Neumann-Randbedingung gehdrigen Spannung an. In Matrix-Vektor-Schreibweise ergibt sich

Oug 1 ( Ou, Ouy 1{(0u ou,
oz §<agf+%) 2\or T o 5 5 5
1( Ou. Ouy Ouy 1 [ Ouy Ou Ug Uy Uz N
2/L 3 8yT+W Ty 5@4’ 8; +)\ 8x+87y+8z I n==t.
L(Ouz y Oug 1(0uy | Qu. duy
2\ Oz 0z 2\ 0z oy 0z

Um eine Diskretisierung von (2.14) am Neumann-Rand zu erhalten, muss also der Spannungstensor ¢
approximiert werden. Dabei ist zu beachten, auf welchem Teil des Randes man sich befindet. Betrachtet
man zum Beispiel einen Punkt auf einer Seitenfliche, so muss ein einseitiger Differenzenquotient ver-
wendet werden. Analog miissen fiir Kanten beziehungsweise Ecken bis zu drei einseitige Differenzen-
quotienten eingesetzt werden. Dies ist notig, weil man nicht zu Punkten auBerhalb des Gebietes koppeln
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kann. Um trotzdem Konsistenzordnung zwei zu erhalten, muss man weiter ins Innere greifen. Ahnlich
zu Kapitel 2.2.T kann folgender einseitiger Differenzenquotient gebildet werden

(3“> _ DBtk + A1k — Witk o (n).
ox ik 2h

Analog lassen sich Ndherungen fiir (%Z) ™ und (%) ~ herleiten.
17]7 7’7]7

Setzt man nun diese Approximationen je nach Bedarf in die Matrix-Vektor-Schreibweise von Gleichung
(2.14)) ein, so erhilt man die Diskretisierung zweiter Ordnung der Neumann-Randbedingungen. Dies hat
allerdings zur Folge, dass in der Systemmatrix durch die einseitigen Differenzenquotienten zusitzliche
Eintrdge entstehen, je nach Nummerierung des Gitters auch Bénder. Des Weiteren hat die Verwendung
von einseitigen Differenzenquotienten den Verlust der Symmetrie der Systemmatrix zur Folge, was die
Wahl des Losers zusitzlich einschrinkt (vgl. Kapitel [2.4).
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2.3 Immersed-Boundary-Methoden

Die Methoden, die in Kapitel [2.2.4] zur Beriicksichtigung von Dirichlet-Randbedingungen vorgestellt
wurden, erfordern, dass das Diskretisierungsgitter dieselbe Form hat wie das untersuchte Gebiet. Fiir
eine komplexe Geometrie ldsst sich ein solches randadaptiertes Netz jedoch im Allgemeinen nur unter
sehr hohem Aufwand generieren. Um die Geometrie einfacher erfassen zu konnen, kann es hier sinn-
voll sein, nicht die Diskretisierung anzupassen, sondern die zu 16sende Differentialgleichung. Die hierzu
verwendeten Verfahren heilen Immersed-Boundary-Methoden. Anhand der Art und Weise, wie die Ma-
nipulationen an den Gleichungen erfolgen, lassen sich Immersed-Boundary-Methoden klassifizieren und
grob in zwei Hauptgruppen einteilen [Mittal]. Diese unterscheiden sich primir darin, an welcher Stelle
der Rechnung die Randbedingungen in die Diskretisierung aufgenommen werden. Im Folgenden werden
wir zwei verschiedene Ansitze, die Penalty-Methode und die direkte Integration der Randbedingungen,
am Beispiel der Lamé-Gleichung vorstellen.

2.3.1 Penalty-Methode

Die Penalty-Methode gehort in die Klasse der sogenannten Continuous-Forcing-Verfahren, die auf dem
Ansatz basieren, die Randbedingungen durch einen zusitzlichen Lastterm fr direkt in die untersuchte
Differentialgleichung zu integrieren. Stellt diese Ersatzlast sicher, dass die Losung den Nebenbedin-
gungen einer bestimmten Geometrie geniigt, so brauchen diese in der verdanderten Differentialgleichung
nicht mehr explizit als Restriktionen behandelt werden. Im Falle der Lamé-Gleichung ist diese Her-
angehendsweise dazu #dquivalent, dass die Einspannung an fixierten Punkten durch die (unbekannten)
Auflagerkrifte ersetzt wird und diese wiederum als dullere Krifte interpretiert und auf die rechte Sei-
te der Gleichung geschrieben werden. Das fundamentale Problem dieses Ansatzes besteht darin, dass
die passende Ersatzlast im Allgemeinen nicht explizit berechnet werden kann. Das Penalty-Verfahren
umgeht diese Problematik, indem es die erforderliche Belastung wihrend der Kalkulation aus einer Art
Hookeschem Gesetz bestimmt. Dazu ldsst man (im Falle homogener Dirichlet-Randbedingungen) an ein-
gespannten Punkten die zusétzliche Kraft fr = —C'u fiir ein festes C' > 1 wirken, die jede Auslenkung
aus dem Nullpunkt durch eine Riickstellkraft bestraft. Losen wir beispielsweise die Lamé-Gleichung auf
dem Einheitswiirfel [0, 1] unter der Bedingung u| o13\e = 0,92 0,1 [3, so erlaubt uns diese Ersatzlast,
die Differentialgleichung umzuschreiben zu

—(p+ A) grad(div(u)) — pdiv(grad(u)) = f + frLj13\0 in [0, 1)?

Hierbei ist 1jg 1j3\ ¢ die charakteristische Funktion auf [0, 1]% \ Q. Zur Diskretisierung schrinkt man nun
die Kraft —Culg ;)3\ auf eine beliebige Punktmenge {1} k—1,..n aus dem eingespannten Bereich ein,
das heiflt man betrachtet

—(p+ ) grad(div(u)) — pdiv(grad(u)) = f = Y Cudy, i [0,1]%,
k=1

Wollen wir diese Differentialgleichung auf einem kartesischen Gitter 16sen, so muss nun noch das Kro-
necker Delta durch ein kontinuierliches Pendant §, eine sogenannte Lastdistributionsfunktion, ersetzt
werden, damit die Kraftfunktion in den Gitterpunkten ausgewertet werden kann. Einige Beispiele hierzu
finden sich in Abbildung [2.4]
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Abbildung 2.4: Verschiedene Lastdistributionsfunktionen nach [Mittal]

Die resultierende Gleichung kann nun analog zu Kapitel [2.2.3] diskretisiert werden. Fiir die x-Richtung
ergibt sich beispielsweise

_fwi,j,khQ = (2:u + )‘)uxiq,j,k + Hlz; ;1 + Pl ;g + 2(4:u + A+ Cl'ijk (h))ufﬂzjk
+ (2'u + )\)uffiJrl,j,k + HUa; 541k + HUz; 5 g1
A+ A
+ T(uyi+1,j+1,k - uyi+1,j—1,k - uyi—l,j+1,k + u'!/i—l,j—l,k)
A+ A
+ T(uzi+1,j,k+1 T Uz -1 T Yziog kg + uzi—l,j,k—l)'

Hierbei bezeichnet Cy, ., (h) den Wert, der sich bei der Auswertung der Ersatzlast in dem betrachteten
Punkt (ih, jh, kh) ergibt. Er entspricht einer lokalen Federhirte und ist ein MaB dafiir wie ,,fest” ein
Punkt fixiert ist. Das Penalty-Verfahren vereinfacht sich somit darauf, Strafparameter auf passenden
Hauptdiagonalelemente der Systemmatrix zu addieren. Die Penalty-Methode ist somit sehr einfach und
kosteneffizient umsetzbar. Nachteilig ist jedoch, dass a priori keine Aussagen iiber die benétigte Fe-
derhirte getroffen werden konnen und dass die Verschiebungen an fest eingespannten Punkten nicht

komplett verschwinden, sondern nur auf ein vernachléssigbares Mal} gedampft werden.

2.3.2 Direkte Integration der Randbedingungen

Die zweite Hauptklasse der Immersed-Boundary-Methoden besteht aus den sogenannten Discrete-For-
cing-Verfahren. Wie bei der Penalty-Methode ist auch hier die Idee, Einspannungen durch Manipula-
tionen an der Systemmatrix und der rechten Seite in die Differentialgleichung zu integrieren. Im Ge-
gensatz zu den Continuous-Forcing-Ansitzen verdndert man hier aber erst nach der Diskretisierung das
resultierende Gleichungssystem. Die einfachste Methode, die Randbedingung nach der Diskretisierung
durchzusetzen, besteht darin, an allen Punkten des kartesischen Gitters, die in der eingespannten Men-
ge liegen, die gegebenen Funktionswerte direkt vorzuschreiben. Dies ist beispielsweise moglich durch
sogenannte semi-implizite Integration der Randbedingungen. Im Grunde basiert diese darauf, die Zeilen
der Systemmatrix, die eingespannten Punkten entsprechen, durch Gleichungen der Form

u(z) = up(x)

zu ersetzen, was im Allgemeinen darin resultiert, Teile der Systemmatrix durch Einheitszeilen auszu-
tauschen (analog zu Abschnitt[2.2.4). Dies macht das Verfahren zum einen duflerst verlisslich beziiglich
der gewiinschten Anpassung an komplexe Geometrien und zum anderen leicht umsetzbar.



14 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

2.4 Daten- und Loserstrukturen

Der folgende Abschnitt beruht auf [Wobker]. Wollen wir nun das lineare Gleichungssystem l6sen, das
aus der Diskretisierung der Lamé-Gleichung resultiert, so verwenden wir zum Beispiel das vorkonditio-
nierte BiCGStab-Verfahren (vgl. [Goddeke]]). Eine andere Moglichkeit, ein Losungsverfahren zu wih-
len, ist das Richardson-Verfahren, da dieses ebenfalls keine Symmetrie der Systemmatrix voraussetzt.
Die Geschwindigkeit und Effizienz dieser Verfahren lisst sich durch die Wahl des Vorkonditionierers be-
einflussen. Bei der Wahl des Vorkonditionierers beschrinken wir uns nicht auf die uns bereits bekannten
elementaren Vorkonditionierer wie Jacobi und GauB3-Seidel, sondern iiberlegen, wie man diese Loser mo-
difizieren kann, um die Matrixstruktur auszunutzen, die sich bei der Diskretisierung der Lamé-Gleichung
und unter Verwendung verschiedener Nummerierungstechniken ergibt. Analog zum Modellproblem, das
wir in der Vorlesung High Performance Computing und parallele Numerik I (vgl. [Goddeke]) untersucht
haben, erhilt die Systemmatrix bei zeilenweiser Nummerierung der Gitterpunkte auch hier Bandgestalt.
Ein wesentlicher Unterschied besteht jedoch darin, dass wir nun keine skalare Differentialgleichung be-
trachten, sondern eine vektorwertige Differentialgleichung auf dem R3. Dies hat zur Folge, dass die Zahl
der Unbekannten wichst. Statt wie bisher einer, haben wir nun drei Unbekannte pro Gitterpunkt. In je-
dem Gitterpunkt miissen wir die Verschiebungen in x-, y- und z-Richtung beachten. Hierdurch ergeben
sich weitere Moglichkeiten zur Konstruktion effizienter Vorkonditionierer, wenn wir die Matrixstruktur
genauer betrachten.

2.4.1 Ordnen nach Knoten (PDO)

Sei N die Anzahl der Gitterpunkte x; in €2, i« = 0,..., N. Eine erste Moglichkeit die Unbekannten
anzuordnen nennt man Ordnen nach Knoten oder kurz PDO fiir Pointwise Displacement Ordering. Dazu
setzt man

u = ((ug(@r) uy(21), us(21)), -, (wolan), uy(en), us(2n)) "
So erhilt man das lineare Gleichungssystem K, ,u = f mit
Kopo = (Krs)ij = kps(Uiji), rs=1,23, 4,5,k=0,...,N.
Hierbei ist k;.s(u; j ;) wie in Gleichung (2.13)) definiert und wir kénnen die Matrix K schreiben als

K1 -+ Kin
KPDO _ L c RSNX?)N
Ky -+ Kpyn

Sie besteht also aus N - N 3 x 3 Blocken (s. Abb.[2.3).

Wir konnen beobachten, dass bei Benutzung der Methode der finiten Differenzen zweiter Ordnung
hochstens sieben Blockmatrizen in einer Zeile ungleich der Nullmatrix sind [Halder]. Dies erscheint
einleuchtend, wenn wir uns einmal genauer anschauen, was beim Ordnen der Unbekannten geschieht.
Bildlich gesehen halten wir einen Punkt fest und betrachten dort nacheinander die Verschiebungen in x-,
y- und z-Richtung. Dann erst gehen wir weiter zum néchsten Punkt und betrachten dort wieder die Ver-
schiebungen in alle Richtungen und so weiter. Die Blockmatrizen in einer Zeile der Matrix entsprechen
also den Kopplungen eines Knotens mit sich selbst und seinen sechs Nachbarn.
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Abbildung 2.5: Blockstruktur der Matrix beim Ordnen nach Knoten

2.4.2 Ordnen nach Kopplung (SDO)

Eine andere Moglichkeit die Unbekannten anzuordnen nennt man Ordnen nach Kopplung oder kurz SDO
fiir Separate Displacement Ordering. Dazu setzt man

u = ((ux(xl)v R 7u$(xN))a (Uy(xl)a cees Uy(xN))a (UZ(:El)? cees UZ(:EN)))T'
Das hierbei entstehende Gleichungssystem K, ,u = f wird nun definiert tiber
KSDO :(KTS)ijk:kTS(ui,j,k‘)a iajakzoa"'>N7 T73:172737

wobei wir wieder die k,(u; ;1) aus Gleichung verwenden.

Im Gegensatz zu PDO halten wir bei SDO erst eine Verschiebungsrichtung fest und betrachten dann die
Punkte. Das heif3t, wir betrachten erst in jedem Punkt nur die Verschiebung in x-Richtung. Anschlie-
Bend gehen wir die Gitterpunkte noch einmal komplett durch, betrachten nun aber die Verschiebungen in
y-Richtung. Fiir die z-Richtung verfahren wir analog. So beschreibt jeder Matrixblock K¢, welchen Ein-
fluss die Verschiebung in Richtung i auf die in Richtung j hat. Die Matrix K, erhilt die Blockstruktur
aus Abbildung 2.6}

3
N N N
e
N
N |3
N

Abbildung 2.6: Blockstruktur der Matrix beim Ordnen nach Kopplung

Wir beschreiben die Matrix im Folgenden durch
K1 K2 Kis
Koo = | Kai Koo Koz | € R3SV
K31 Kz Kss
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2.4.3 Loserstrukturen

Ordnet man fiir die Diskretisierung der Lamé-Gleichung die Unbekannten punktweise, so ist fiir die Wahl
des Vorkonditionierers die sich ergebene Blockstruktur der Matrix nicht ausschlaggebend. Man verwen-
det also bekannte Vorkonditionierer wie Jacobi oder Gaul3-Seidel. Eine andere Herangehensweise wire
die Wahl eines ILU-artigen Vorkonditionierers, der den Vorteil hat, dass er ohne jegliche Vorkenntnis
tiber die Struktur der Matrix zuverlidssige Ergebnisse liefert.

Nehmen wir also an, dass unsere Variablen nach Kopplung sortiert sind. Nun kénnen wir die bekann-
ten Vorkonditionierer intuitiv auf die Blockgestalt der Matrix K iibertragen. Als Loser verwenden wir
wieder das Richardson- oder das vorkonditionierten BiCGStab-Verfahren. Hierbei ist die Neuerung, dass
nun so genannte Block-Vorkonditionierer eingesetzt werden.

Block-Jacobi

Anstelle der Diagonalen der Matrix wéhlen wir nun also die Blockmatrizen, die auf der Diagonalen
stehen, als Vorkonditionierungsmatrix

Ki1 0 0
Kgjac := 0 Koo 0
0 0 Ks3

Aus der Sicht dieses Vorkonditionierers handelt es sich bei der Matrix K also um eine 3 x 3-Matrix. Zur
Anwendung eines Jacobi-Schrittes bendtigen wir nun die Inversen der Diagonal-Blockmatrizen. Dazu
miissen wir in jedem Schritt drei lineare Gleichungssysteme 16sen:

Kyuy = fz, Koouy = f,, Kszu, = f,

Dies geschieht mit Hilfe der bekannten Loser. Wir haben nun also ein System aus Vorkonditionierern.
Dabei bezeichnen wir den Block-Vorkonditionierer auch als dufleren und die Vorkonditionierer fiir die
einzelnen Matrixblocke als innere Vorkonditionierer.

Da der Block-Jacobi-Vorkonditionierer nur eine 3 x 3-Matrix ,,sieht* ist die Konditionszahl der dufleren
Vorkonditionierungsmatrix von der Feinheit des Gitters h unabhéingig. Fiir weitere Einfliisse der beiden
Nummerierungstechniken verweisen wir auf [[Axelssonl]. Man beachte aber, dass dort die Methode der
finiten Elemente zur Diskretisierung verwendet wurde.

Da die entstandenen Systeme unabhiingig voneinander sind, konnen sie parallel gelost werden. Dies
verfolgen wir jedoch nicht weiter, da wir mit dem Einsatz von GPU und Multicore-CPU (vgl. Kapitel
eine hohere Parallelitit erreichen konnen.

Block-GauB-Seidel

Analog zu unserem Vorgehen bei dem Jacobi-Vorkonditionierer erweitern wir nun den GauB-Seidel-
Vorkonditionierer auf einen solchen in Blockgestalt:

Kii 0 0
Kpgs :== | K21 Koo O
K31 K3 Ksg

Dies fiihrt auf die zu 16senden Gleichungssysteme:
Kiyuy = fo Kouy = fy — Koyugy  Kszu, = f. — K31u, — K3auy

Zur Losung dieser Gleichungssysteme verwenden wir auch hier wieder die uns bekannten Loser.

Verglichen mit einem Block-Jacobi-Vorkonditionierer haben wir mehr Rechenaufwand pro Iterations-
schritt, da durch die Beriicksichtigung der Matrixblocke K51, K31 und K39 in unserem Vorkonditionie-
rer drei Matrix-Vektor-Multiplikationen mehr durchzufiihren sind. Aulerdem entfillt die Parallelitét der
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inneren Probleme.

Analog zu dem normalen GauB3-Seidel-Vorkonditionierer kann man bei Verwendung von Kpgs anstelle
von Kgy,e bessere Konvergenz beobachten.

Verwendet man einen Block-Gauf3-Seidel- Vorkonditionierer innerhalb von BiCGStab, muss man auf die
Wahl der Startlosung achten, da eine schlechte Wahl dazu fiihren kann, dass das Verfahren abbricht, ohne
gelost zu haben. Dieses Problem wird in [[Wobker|] néher erldutert.
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2.5 Multicore-CPUs und GPUs

Betrachtet man die Lamé-Gleichung im dreidimensionalen Fall, stellt man schnell fest, dass das diskre-
tisierte Problem mit kleiner werdender Schrittweite A schnell groler wird. Dies hat zur Folge, dass auch
die Rechenzeit, die zur Losung des Systems benotigt wird, stark anwichst, da die Matrizen grofler wer-
den und die Konvergenzrate der betrachteten BiCGStab- und Richardson-Loser von der Schrittweite h
abhingt. Hier stofft man schnell an die Grenzen einer Rechnerstruktur mit einer einfachen CPU.

Um die Laufzeit der Loser zu optimieren, lernten wir im Laufe der Vorlesung High Performance Com-
puting und Parallele Numerik (vgl. [Goddeke]]) Multicore-CPUs kennen. Die Idee hierbei ist, dass man
Operationen parallel auf verschiedenen Kernen ausfiihren lédsst. Betrachtet man beispielsweise das Bil-
den eines Skalarprodukts zweier Vektoren, so wiirde dies bedeuten, dass jeder Kern einen gewissen
,»~Abschnitt” der beiden Vektoren erhilt und mit diesen ,.kleinen* Vektoren ein Skalarprodukt ausrechnet.
AnschlieBend wird das Skalarprodukt als Summe der Ergebnisse der einzelnen Kerne berechnet.
Wihrend des Studienprojekts lernten wir eine weitere Rechnerstruktur, die GPU, kennen. Hier liegt die
selbe Idee wie bei Multicore-CPUs zugrunde. Ein wesentlicher Unterschied besteht jedoch in der An-
zahl der sogenannten Threads, die parallel rechnen konnen. GPUs sind aufgrund ihrer Rechnerarchitektur
(vgl. Abb2.7) besonders auf die Optimierung des Durchsatzes vieler gleicher Aufgaben ausgelegt. Sie
sind gegeniiber Multicore-CPUs also besonders dann im Vorteil, wenn Rechenoperationen die Datenpar-
allelitdt ausnutzen. Will man Rechnungen auf hiufig wechselnden Daten ausfiihren, ist eine Multicore-
CPU die geschicktere Wahl, da diese fiir die Optimierung der Latenz ausgelegt ist. Die Hauptmotivation,
die Berechnungen von der CPU auf die GPU zu verlagern, war also die Moglichkeit, durch massive
Parallelitdt bessere Laufzeiten zu erzielen, was fiir das Hochleistungsrechnen sehr interessant ist. Da-
bei haben wir mit CUDA auf einer GeForce GTX 560 Ti-Grafikkarte und mit OpenMP auf dem fiir uns
bereitgestellten Intel-Core i7 970-Prozessor gerechnet. Somit konnten wir auf der CPU mit 6 Kernen
rechnen und es standen uns auf der GPU 8 Multiprozessoren mit je 48 CUDA Cores zur Verfiigung —
wir konnten dort also mit bis zu 12288 Threads parallel rechnen. Fiir detailliertere Informationen iiber
GPU-Architekturen und das CUDA-Programmiermodell verweisen wir auf [Garland].

Control ‘ALU ‘ALU =] |
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Abbildung 2.7: Architektur einer Multicore-CPU und einer GPU [NVIDIA]
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Projektorganisation und -planung

In diesem Kapitel beschreiben wir zunzchst unsere Uberlegungen hinsichtlich der zum effizienten Losen
der vorgegebenen Problemstellung notwendigen Rahmenbedingungen. Diese Voriiberlegungen bezogen
sich auf die verwendete Hardware, die Assemblierung der Systemmatrix und die Wahl der Loser und
Vorkonditionierer. Des Weiteren wurden erste Ideen zu moglichen Vergleichen entwickelt und diskutiert.
AuBerdem wird in diesem Abschnitt die Umsetzung der in Kapitel 2] eingefiihrten Theorie vorgestellt.
Um die einzelnen Teilgebiete voneinander unabhéngig zu gestalten und die notigen Einstellungen von
aullen vornehmen zu kénnen, wurde unserem Programmcode ein modulares Konzept zu Grunde gelegt,
was in den einzelnen Bereichen entsprechend realisiert wurde.

3.1 Entwicklungsphasen

Um ein so komplexes Projekt umzusetzen, bedarf es einiger Zeit der Vorbereitung und Einarbeitung
hinsichtlich der benétigten Kenntnisse. Diese mussten vor allem in den Bereichen Programmieren und
effizientes numerisches Losen erworben und vertieft werden.

Vorbereitend horten wir zunéchst die Vorlesung High Performance Computing und Parallele Numerik,
die uns ein grundlegendes und weiterfithrendes Verstindnis der Programmiersprache C, insbesondere
die Benutzung von OpenMP, sowie verschiedener Vorkonditionierungs- und Losungstechniken fiir diinn
besetzte lineare Gleichungssysteme vermittelt hat.

Als Startschuss fiir die eigentliche Projektarbeit diente eine Seminarphase zu Beginn des zweiten Se-
mesters unseres Studienprojekts, in der problembezogene theoretische Grundlagen gelegt wurden (vgl.
Kapitel [2)). Diese Grundlagen bezogen sich jedoch nicht nur auf die oben behandelten Aspekte, sondern
auch auf den Umgang mit einem SVN-Server zur Ermoglichung effizienter Gruppenarbeit, der Visua-
lisierung der betrachteten Testfélle mittels Paraview sowie der Erarbeitung der GPU-Programmierung
mithilfe der CUDA-Bibliothek.

Hierauf aufbauend folgte die Implementierungsphase, wéihrend der wir uns zunichst in die Kleingrup-
pen Assemblierung, Vorkonditionierung und GPU-Programmierung aufteilten. Neben der CUDA- und
CUBLAS-Bibliothek, als Hilfsmittel fiir die GPU-Programmierung, verwendeten wir auch Teile der
MKL-Bibliothek, um einen stirkeren Vorkonditionierer einsetzen zu konnen. Zum Kompilieren haben
wir die GNU Compiler Collection genutzt. Die Koordination der Teilgruppen erfolgte in wochentli-
chen Treffen mit unserem Projektbetreuer. Mit dem Voranschreiten der Implementierung dnderte sich
die Gruppenaufteilung kontinuierlich, um neue Aufgaben, wie die Visualisierung in Paraview ﬂ anzuge-
hen.

Nach der erfolgreichen Implementierung konnte die Test- und Berichtphase beginnen, wozu wir uns in
zwei gleichgroBe Gruppen aufteilten.

'nttp://www.paraview.org/
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3.2 Modularisierte Implementierung

3.2.1 Speicherverwaltung und numerische lineare Algebra

Das Ziel der Implementierung war, die Nutzung unserer eigenen Bibliotheken so universell wie mog-
lich zu gestalten. Einen wesentlichen Bestandteil des Codes bilden dabei Verfahren und Operationen
der numerischen linearen Algebra. Als erstes wurde eine Unterscheidung zwischen Speicherallokierung
(memory . c) und Rechenoperationen (numlinalg. c) sowohl fiir konventionelle als auch fiir Block-
matrizen vorgenommen. In dem Modul memory . ¢ kann der Nutzer von aulen eingeben, ob Speicher
auf der CPU oder GPU allokiert wird. So gibt es beispielsweise eine Funktion mallocVec, die optio-
nal den Speicherplatz eines Vektors auf der CPU oder GPU allokiert. Dazu wird ein Parameter target
eingegeben, der entweder den Wert TARGET__CPU oder TARGET__GPU annehmen kann. Eine ,,Verteiler-
funktion* verweist dann auf die entsprechende _CPU- oder _GPU-Variante der Routine. In dem Modul
numlinalg.c gibtes dhnliche Funktionen, die anhand der Datenallokation der libergebenen Vektoren
entscheiden, ob eine Operation, zum Beispiel das Berechnen von Skalarprodukten oder Normen, auf der
CPU oder GPU ausgefiihrt werden soll. Die eigentliche Implementierung der Operationen basiert dann
auf CUDA und CUBLAS fiir GPU beziehungsweise OpenMP fiir Multicore-CPUs.

Der Unterschied von normaler zu Block-Implementierung in den Modulen numlinalg.cundmemory.c
besteht hierbei aus einer zusétzlichen Schleife iiber die Blocke. Die Arbeitsweise der Module numlinalg-block.c
und memory-block. c besteht darin, fiir jeden Matrixblock die entsprechende konventionelle Routi-
ne aufzurufen und wenn nétig anschlieBend zusammenzufiihren. Soll beispielsweise ein Skalarprodukt
zweier Block-Vektoren berechnet werden, so werden erst drei Skalarprodukte gebildet. Jeder Block in ei-
nem Vektor wird hierbei als normaler Vektor an die Skalarprodukt-Routine des Moduls numlinalg.c
weitergegeben. Dort werden die konventionellen Skalarprodukte berechnet und anschlieBend aufsum-
miert.

Es konnen alle bestehenden Funktionen in dem Modul numlinalg. c direkt genutzt werden, ohne bei
der Benutzung der Routinen darauf achten zu miissen, ob der Speicher auf der GPU oder CPU allokiert
ist. Somit reduziert sich die Umstellung von CPU auf GPU nur noch auf das Setzen eines Schalters beim
Kompilieren (GPU=YES / NO). Fundamental ist dabei das von uns verwendete Makefile. Dort besteht
nicht nur die Moglichkeit, eine Entscheidung zwischen CPU und GPU zu treffen, sondern auch auf ei-
ner Multicore-CPU zu rechnen. Dies geschieht iiber eine entsprechende Eingabe in der Kommandozeile
(OPENMP=YES / NO). Auflerdem kann mittels eines weiteren Schalters zwischen zwei verschiedenen
Kompiliermodi gewihlt werden. OP T=NO stellt einen Debugging-Modus zur Verfiigung, indem verschie-
dene Abfragen tiberpriifen, ob zum Beispiel Speicher fiir die eingegebenen Daten reserviert wurde oder
ob zwei zu addierende Vektoren die gleiche GroBe haben. Das fiihrt dazu, dass das Programm unter Um-
stinden abgebrochen wird beziehungsweise nur dann auszufiihren ist, wenn die Basisoperationen korrekt
oder mit korrekten Parametern aufgerufen werden. Der optimierte Modus OPT=YES verwendet spezi-
fische Compilereinstellungen fiir die zugrunde liegende Hardware. Im Debugmodus werden zusétzlich
Hilfsprogramme wie valgrind unterstiitzt, die die Fehlersuche vereinfachen.

3.2.2 Assemblierung

Die Frage, ob wir Matlab oder C als Programmiersprache verwenden wollten, war sehr schnell geklart.
Wir erstellten anfinglich einen Code in Matlab, der dazu diente, das Konzept der Matrixassemblierung
zu validieren und Vergleichslosungen zu erstellen, um die komplexere Umsetzung in C zu iiberpriifen.
Fiir den Testfall einer festen Einspannung aller Seitenflichen des Einheitswiirfels wurde eine zusitzli-
che Matrix assembliert. Hier konnte nur die Gitterweite & von auBen verdndert werden. Diese Matrix
diente dem Zweck, die strukturbezogenen Vorkonditionierer und Loser schon vorzeitig testen zu kon-
nen. Die eigentliche Assemblierungsroutine findet sich in der Datei 1ameassembly . c und wurde sehr
flexibel gestaltet. Sie ermoglicht es sowohl verschiedene Testfdlle zu simulieren, das heifit unterschied-
liche Einspannungs- und Belastungssituationen, als auch mit den verschiedenen Immersed-Boundary-
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Methoden (vgl. Kapitel [2.3)) und Nummerierungstechniken (vgl. Kapitel [2.4) zu experimentieren.

3.2.3 Loser und Vorkonditionierer

Die in Abschnitt[3.2] vorgestellte Struktur wird auch bei den Losern und Vorkonditionierern ausgenutzt,
da dort auf die jeweiligen Operationen auf der CPU oder GPU verwiesen wird. Sobald man ein TARGET
gewdhlt hat, iibernehmen die Verteilerfunktionen das Aufrufen von CPU- oder GPU-Routinen und dem
Anwender wird diese Aufgabe abgenommen. Es reicht also aus, nur einen Loser zu implementieren, da
dieser dann sowohl auf der CPU als auch auf der GPU ausgefiihrt werden kann.

Bei der Assemblierung der Loser und Vorkonditionierer miissen wir trotzdem eine Unterscheidung tref-
fen. Diese besteht in den zwei verschiedenen Mdglichkeiten, die Unbekannten anzuordnen (vgl. Kapitel
[2.4), was zu unterschiedlichen Matrixstrukturen fiihrt. Aus diesem Grund wurden zwei ,,Pakete” mit
entsprechenden Losern und Vorkonditionieren realisiert.

PDO-Nummerierung

Ordnen wir die Unbekannten nach Knoten, so ist die Blockgestalt der entstehenden Systemmatrix nicht
ausschlaggebend. Hier kénnen wir also die Loser und Vorkonditionierer nutzen, die schon im Rahmen
der Vorlesung High Performance Computing und Parallele Numerik (vgl. [Goddeke]]) vorgestellt und im-
plementiert wurden, insbesondere das Richardson- und das vorkonditionierte BiCGStab-Verfahren mit
einem Jacobi- oder GauB3-Seidel-Vorkonditionierer. Hierbei kann das Jacobi-Verfahren auch parallel ge-
rechnet werden. Zusitzlich wurde der ILU(0)-Vorkonditionierer aus der MKL-Bibliothek eingebunden.
Die Loser wurden in der Datei solver. c und die Vorkonditionierer in precon . c realisiert.

SDO-Nummerierung

Um die Blockstruktur der Systemmatrix im SDO-Format auszunutzen, haben wir die oben genannten
Loser auf das Blockformat erweitert. Dies wurde realisiert, indem Matrix-Vektor-Operationen durch
das Einfiigen einer zusitzlichen Schleife iiber die Blocke angepasst wurden. AuBlerdem wurden die in
Abschnitt[2.4.3]|beschriebenen Vorkonditionierer implementiert. Als innerer Loser wird eine leicht modi-
fizierte Version der Loser fiir das PDO-Format verwendet. So steht auch hier die oben genannte Auswahl
an inneren Vorkonditionierern zur Verfiigung. Analog zur PDO-Nummerierung wurden auch hier die
duBeren Loser in der Datei solver-block.c und die Vorkonditionierer in precon-block.c im-
plementiert.

Auch bei den Losern und Vorkonditionieren kann vorab gewihlt werden, welche Kombinationen man
benutzen will. Zuerst wird der Loser iiber den Parameter solver festgelegt, der die Werte O fiir das
vorkonditionierte BiCGStab-Verfahren oder 1 fiir das Richardson-Verfahren annehmen kann. Die dort
benétigten Vorkonditionierer werden iiber einen weiteren Parameter gewihlt. Hier stehen der Jacobi-, der
GauB3-Seidel- und der ILU(0)- Vorkonditionierer zur Verfiigung. Wihlt man den Jacobi-Vorkonditionierer,
besteht zusitzlich die Moglichkeit auf der Multicore-CPU oder auf der GPU parallel zu rechnen.

Bei Block-Losern muss auch der innere Loser und Vorkonditionierer gew#hlt werden. AuB3erdem miissen
hier Parameter, wie die Anzahl maximaler Iterationen, fiir den inneren Loser iibergeben werden. Diese
werden in einer Struktur param zusammengefiihrt. So ist es moglich von auflen alle nétigen Einstellun-
gen vorzunehmen und die zugehdrigen Parameter festzulegen.

3.2.4 Applikationen

Die oben beschriebenen Codefragmente wurden schlieBlich in zwei Applikationen zusammengefiihrt.
Um diese Teile einfach in die Programme einzubinden, haben wir eine ,,Header*“-Datei 1amesolver.h
erstellt, in der die benétigten Dateien verlinkt wurden. So ist es moglich, nur diese eine Datei einbinden
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zu miissen, um auf alle Routinen und somit die gesamte Funktionalitit unserer Simulationsumgebung
zugreifen zu konnen. Die Parameter der unterschiedlichen Funktionen konnen in den beiden Applika-
tionenen festgelegt werden. An dieser Stelle konnen also verschiedene Testfélle (Belastungen und Geo-
metrien), Loser und Vorkonditionierer ausgewihlt werden. Die erste Applikation ist die DIAapp, die
das aus der diskretisierten Lamé-Gleichung entstandene lineare Gleichungssystem 16st. Hierbei wird das
PDO-Format verwendet. Im Gegensatz dazu 16st die BLOCKapp dieses Problem unter Verwendung der
SDO-Nummerierung.

3.3 Testkategorien

Mit fortschreitender Implementierung haben wir diskutiert und festgelegt, welche Vergleiche und Tests
wir uns als Schwerpunkte setzen. Diese liegen in den oben behandelten Themen.

Im Bereich Hardware haben wir uns fiir den Vergleich von (Multicore-)CPUs und GPUs entschieden, um
herauszufinden, ab wann das Rechnen auf der GPU deutlich effizienter ist als auf der CPU. Besonders
interessant ist hierbei, wie grof3 der Speedup von der GPU zur CPU ist.

In der Kategorie Assemblierung vergleichen wir die Varianten SDO und PDO, die in Kapitel vorge-
stellt wurden. Im Vordergrund steht hier vor allem der Vergleich zwischen ,,normalen‘ und Blocklosern.
Dabei geht es hauptsichlich um das Gegeniiberstellen von Iterationszahlen, Konvergenzraten und Exakt-
heit der Losungen. Also wird untersucht, in wie weit das Losen innerhalb der Matrixblocke den Loser
insgesamt beeinflusst.

Zuletzt werden verschiedene Vorkonditionierer untersucht, um deren Qualitdt und Beitrag zum Losen
des Gleichungssystems zu bewerten.



Kapitel 4

Numerische Tests

Im Fokus dieses Kapitels stehen die numerischen Tests, die wir mit unserer Simulationssoftware durch-
gefiihrt haben. Anhand dieser Versuche werden wir zum einen demonstrieren, dass unser Code ordnungs-
gemal arbeitet, und zum anderen auf die Frage eingehen, inweit sich die theoretischen Vorhersagen aus
Kapitel 2| mit unseren Ergebnissen decken. In den Abschnitten und werden wir des Weiteren
untersuchen, durch welche Strategien sich die Berechnungen am besten beschleunigen lassen und wie
sinnvoll die Block-Vorkonditionierungs- und Block-Losungsanséitze in der Praxis sind.

4.1 Validierung des Programmcodes

In dem folgenden Abschnitt werden wir anhand zweier Testfélle belegen, dass unser Programm sowohl
mathematisch als auch physikalisch sinnvolle Losungen berechnet. Das erste Szenario besteht aus einer
einfachen Belastungssituation, in der sich die Verschiebungen analytisch bestimmen lassen. Mit Hilfe
dieser Referenzlosung werden wir untersuchen, wie sich der Diskretisierungsfehler bei kleiner werdender
Schrittweite verhélt und wie gut die von uns berechneten Ndherungen die exakte Losung approximieren.
Dariiber hinaus werden wir an dieser Stelle auf die Frage eingehen, inwiefern sich die theoretischen
Voraussagen beziiglich dieser Aspekte anhand unserer Ergebnisse bestitigen lassen. Im zweiten Testfall
werden wir eine einfache Zug- und Druckprobe simulieren und demonstrieren, dass sich die von uns
berechneten Verschiebungen in guter Naherung mit der Theorie des Hookeschen Gesetzes decken.

4.1.1 Verhalten gegeniiber einer analytischen Referenzlosung

Um eine analytische Referenzlosung unter vertretbarem Aufwand berechnen zu konnen, werden wir uns
im Folgenden auf die Situation beschridnken, dass die gesamte Oberfliche des belasteten Blockes fest
gelagert ist, also alle Punkte in der Oberfliche homogenen Dirichlet-Randbedingungen unterliegen. Die
zu losende Differentialgleichung vereinfacht sich damit zu

—(p+ N grad(div(u)) — pdiv(grad(u)) = f in]0,1[3

u=0 aufd]0,1>

Geben wir uns nun eine Verschiebungsfunktion u vor, die an den Randern des Wiirfels verschwindet und
in einem Bereich liegt, in dem lineares Materialverhalten vorausgesetzt werden kann, beispielsweise

z(z —Dy(y —z(z - 1)

u(x,y,z) = 10_9 x(gj - 1)y(y - 1)2(2 - 1)

z(z —Dy(y —z(z - 1)
so ldsst sich durch Einsetzen in die Differentialgleichung die rechte Seite f bestimmen, die zu genau
dieser Losung passt, und man erhilt einen Spezialfall der Lamé-Gleichung, zu dem eine analytische
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Losung bekannt ist. Fiir das obige u ergibt sich etwa
fla,y,2) =

2y(y — D2z = 1)+ (22 = 1)(2y — Dz(z = 1) + (22 — D)y(y — 1)(22 — 1)
107 (u4+ N | Qe -2y —Dz(z = 1) +2z(x — V)z(z = 1) + z(z — 1)(2y — 1)(2z — 1)
2r—1yly—1)2z—1) +2(z—1)2y —1)(22 — 1) + 2z(x — 1)y(y — 1)

2y(y — Dz(z —1) +2z(x — 1)z(z — 1) + 2z(z — y(y — 1)
—107%u | 2y(y — Dz(z — 1) + 2z(z — 1)z(z — 1) + 22(z — D)y(y — 1)
29y — Dz(z — 1)+ 2z(x — 1)z(z — 1) + 2z(x — Dy(y — 1)
Im Folgenden werden wir genau diese Belastungsfunktion f voraussetzen. Fiir das Material Stahl, das
heift fiir die Elastizititskonstanten (vgl. Tabelle [2.T))

E N Ev
2(14+v)’ (1 +v)(1-2v)

entspricht die Referenzlosung v dann einer Verschiebung entlang der Wiirfeldiagonalen, wie sie in
Abbildung 1] zu sehen ist. Die Abbildungen [4.2] a) bis d) zeigen nun die mit unserer Simulations-
software bestimmten Losungen zu den Schrittweiten h = %, i, 5 und ;5. Rein optisch ist gut zu
erkennen, dass unsere Niherungen fiir kleiner werdende Schrittweiten die exakte Verschiebungsfunk-
tion immer besser approximieren. Bei der Diskretisierung wurde hier die in Kapitel 2.4.1] vorgestell-
te PDO-Gitternummerierung benutzt, gelost wurde durch ein BiCGStab-Iterationsverfahren mit Gauf3-
Seidel- Vorkonditionierung (Skalierungsparameter w = 1, Abbruchkriterium ¢ = 10~!2, Startlosung
zo = (107%);21,_n, mit OpenMP und sechs Kernen). Die Firbungen sind ein Ma fiir die euklidische

Norm des Verschlebungsvektors u in den einzelnen Gitterpunkten.

E =21-10" Pa, v =0.29, =

sample_scalars
71e-11

“2e-11

Abbildung 4.1: Analytische Referenzlosung ausgewertet auf einem Gitter der Schrittweite h = %

Mathematisch zeigt sich die oben beschriebene Qualitdtsverbesserung dadurch, dass mit der Schrittweite

[ Aun—fllo
llunl]

algleichung (vgl. Kapitel 2.2)) ausschlieflich Difgerenzenquotienten zweiter Ordnung verwendet wurden,
ist hier zu erwarten, dass auch e asymptotisch wie const - h? gegen Null geht. Wie in Abbildung a)
zu sehen ist, ldsst sich dieses Verhalten auch in der Praxis beobachten. Es ist deutlich zu erkennen, dass
- zumindest in guter Naherung und fiir kleine h - bei einer Halbierung der Schrittweite der Diskretisie-
rungsfehler e um den Faktor 4 reduziert wird. Abbildung[4.3]b) zeigt dariiber hinaus die Entwicklung des
relativen Fehlers zwischen der von uns berechneten Nidherung und der exakten Losung (beziiglich der
Euklidischen Norm). Offensichtlich pendelt sich dieser fiir kleine Schrittweiten bei tolerablen sechs Pro-
zent ein. Zugrundegelegt wurde fiir diese beiden Tests erneut die oben beschriebene Testkonfiguration
zu verschiedenen Schrittweiten. Die kontinuierlichen Graphen entstanden durch lineare Interpolation.

h auch der relative Konsistenzfehler e = abnimmt. Da bei der Diskretisierung der Differenti-
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Abbildung 4.2: Berechnete Ndherungen zu verschiedenen Schrittweiten (Testkonfiguration siehe oben).
Um die Deformationen sichtbar zu machen, wurden die Verschiebungen mit dem Faktor 1010 skaliert.
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(b) Entwicklung des relativen Fehlers zur exakten
Referenzlosung (beziiglich der Euklidischen Norm)

Abbildung 4.3: Fehlerentwicklungen
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Neben dem Verhalten des Konsistenzfehlers geniigt auch die Entwicklung der Konditionszahl unserer
Systemmatrix den theoretischen Voraussagen. Da es sich bei der Lamé-Gleichung um eine Differential-
gleichung zweiter Ordnung handelt und wir eine konsistente Diskretisierung mittels Differenzenquotien-
ten zweiter Ordnung gewihlt haben, ist hier generell zu erwarten, dass die Kondition mit abnehmender
Schrittweite wie const - h% gegen Unendlich strebt (vgl. Kapitel . Bei unserer Matrix ist aber zusétz-
lich zu beachten, dass durch die semi-implizite Integration der Dirichlet-Randbedingungen Einheitszei-
len eingeschoben werden, die dieses Verhalten stéren. Aus diesem Grund lédsst sich die vorhergesagte
Entwicklung cond(A) = O(h~?) lediglich fiir Materialien mit moderaten Eigenschaften beobachten,
wihrend sich fiir Extremfille ein anderes Verhalten einstellt beziehungsweise das vorhergesagte Wachs-
tum erst bei sehr kleinen Schrittweiten zur Geltung kommt und somit fiir die Praxis nicht relevant ist.
Man betrachte hierzu Abbildung §.4]
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(c) Moderater Referenzwerkstoft: £ = v = 0.29

Abbildung 4.4: Verhalten der Konditionszahl fiir kleiner werdende Schrittweiten in der oben beschrie-
benen Belastungssituation unter Verwendung verschiedener Materialien. Man beachte die grundsitzlich
unterschiedlichen Entwicklungen fiir die Extremfille Stahl (£ > 1) und Gummi (v = 0.5), sowie die
quadratische Entwicklung fiir einen Werkstoff mit moderaten Elastizitédtseigenschaften.
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Das Wachstum der Konditionszahlen beeinflusst dabei direkt das Konvergenzverhalten der iterativen Lo-
ser, man vergleiche hierzu die Abbildungen §.5]a), b), ¢) und d). Sowohl beim Richardson- als auch
beim BiCGStab-Verfahren nehmen hier die Iterationszahlen mit abnehmender Schrittweite zu, bei ers-
terem proportional zu h% bei zweiterem unregelmiBig. Dariiber hinaus zeigt sich deutlich, dass der
Jacobi- die GauB3-Seidel-Vorkonditionierung und dem Richardson-Verfahren der BiCGStab-Loser vor-
zuziehen ist. Des Weiteren sind im Konvergenzverlauf des BiCGStab-Losers deutlich die typischen
Instabilititen zu erkennen, die sich durch die Maschinengenauigkeit und die rundungsfehleranfillige
A-Orthogonalitédtsbedingung ergeben (Details hierzu finden sich etwa bei [Goddeke]). Das Richardson-
Verfahren zeigt hingegen eine kontinuierliche Defektreduktion, die jedoch auf Kosten der Geschwindig-
keit geht. Die theoretischen Voraussagen lassen sich anhand unserer Ergebnisse also bestitigen.

10 T T T 10

\

10" -

Defekt
Defekt

101

‘
10° 10

10° 10 ? 10* 10° 10" 10° 10° 10*
Iterationen Iterationen
(a) Richardson mit Jacobi-Vorkonditionierung (b) Richardson mit GauB3-Seidel-Vorkonditionierung

5

10

Defekt
Defekt

‘
10° 10

10° 10" ? 10 10° 10" 10° 10° 10
Iterationen Iterationen
(c) BiCGStab mit Jacobi-Vorkonditionierung (d) BiCGStab mit GauB3-Seidel-Vorkonditionierung

Abbildung 4.5: Defektreduktion fiir verschiedene Loser-Vorkonditionierer-Kombinationen. Berechnet
wurde das obige Modellproblem zu den Schrittweiten h = i, %, 1—16, 3% und 6%1 unter Benutzung der
PDO-Gitternummerierung. Man beachte das Zusammenbrechen des aufgebauten Krylov- Unterraumes
bei der Verwendung des BiCGStab- mit dem Gauf3-Seidel-Verfahren bei h = 3—12 Restarts erfolgten hier

bei schlecht konditionierten Divisionen, das heiBt im Fall ,,Divisor < Divident - 1014«
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Zusammenfassend konnen wir an dieser Stelle zu dem Ergebnis kommen, dass sich alle Resultate, die
wir in dem oben beschriebenen Szenario unter Benutzung unseres Codes bestimmt haben, so verhalten,
wie es die Theorie vorhersagt und die analytische Referenzldosung erfordert. Sowohl die Assemblierungs-
routinen als auch die iterativen Loser arbeiten mathematisch korrekt und lassen sich somit im Folgenden
guten Gewissens auch auf kompliziertere Problemstellungen anwenden.

4.1.2 Vergleich mit dem Hookeschen Gesetz

Um zu demonstrieren, dass die von uns berechneten Niherungen nicht nur der mathematischen Theo-
rie geniigen, sondern auch den Gesetzen der zugrundeliegenden Physik, werden wir in dem folgenden
Abschnitt eine einfache Zug- und Druckprobe simulieren und die Ergebnisse mit den Voraussagen des
Hookeschen Gesetzes vergleichen. Wir betrachten dazu einen an der Unterseite fest eingespannten Block,
der an seiner Oberseite durch eine Normalspannung belastet wird. Setzen wir voraus, dass keine Volu-
menkrifte auftreten, so ergibt sich in dieser Situation als zu 16sende Differentialgleichung

—(p + A) grad(div(u)) — pdiv(grad(u)) =0 in]0,1[3

u, =0 auf T'p :=]0,1[*x {0}

Q
= o O

0
= (0] auf I'ny:=]0,1[x {1}
t

on =0 auf I'yo:= 8]0, 1[3\ (FD U FNI)

wobei mit o der in Kapitel 2.1| eingefiihrte Spannungstensor, mit n der lokale Normalenvektor und mit ¢
die eingeprigte Spannung bezeichnet wird. Im Gegensatz zu der Problemstellung aus Abschnitt[d.1.1]lie-
gen hier also nicht nur homogene Dirichlet-Randbedingungen, sondern auch inhomogene und homogene
Neumann-Randbedingungen an den belasteten beziehungsweise freien Wiirfelflachen I'y; beziehungs-
weise 'y vor. Da es sich bei diesem Szenario um eine eindimensionale Belastungssituation handelt,
bietet es sich an, zur Berechnung der Verschiebungen ein linear elastisches Materialverhalten entlang der
z-Koordinate vorauszusetzen und die Deformationen in die anderen Raumrichtungen zu vernachldssigen.
Diese Annahmen fiihren auf das Hookesche Gesetz, das sich fiir das obige Problem auf den folgenden
Ausdruck reduziert (vgl. [Kessel])): .

-z
E
Die Verschiebungen der Gitterpunkte hingen in diesem vereinfachten Modell also linear von ihrer Hohe
ab und sind unabhéngig von der Position in der jeweiligen x-y-Ebene. Wihlen wir als Material Gummi
mit den Elastizitdtskonstanten

uz(xvyv Z) =

E =0.1Pa, v = 0.49,
E Ev
= ———=0.03P A= =1.64P
o+ & 1+ )1 —2v) e
und als Belastungsspannung ¢ = —2 - 102, so erhalten wir die konkrete Verschiebungsfunktion

uy(x,y,z) =—0.2-2

In Abbildung [.6] sind die Ergebnisse unserer Berechnungen in dieser Belastungssituation zu sehen.
Benutzt wurde hier ein BiCGStab-Loser mit Gau3-Seidel-Vorkonditionierung (Skalierungsparameter
w = 1, Abbruchkriterium ¢ = 1078, Startlosung rg = (10_1)z‘:1,...,N, mit OpenMP und sechs Ker-
nen) und die aus Kapitel [2.4.1] bekannte PDO-Gitternummerierung. Die Fiarbungen geben an, wie stark
sich die Gitterpunkte an der jeweiligen Stelle verschoben haben, wobei blau keine Verschiebung und rot
die maximale Verschiebung codiert.
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sample_scalars sample_scalars
.19356 .19356

0.16 0.16
012 012
“0.08 “0.08
E0.0A E0.0A
0 0
L. L.

(a) Néherungslosung zu h = %

sample_scalars
.19356
-0.16

“0.12
“0.08

E0.0A

0

(c) Niherungslosung zu h = é

sample_scalars
.19356

0.16
012
~0.08

Eo.o4

0

(b) Nidherungslosung zu h = i

19356
Eo.m

012
“0.08

Eo.oA

0

(d) Naherungslosung zu h = %

0.16
0.12
~0.08

Eo.o4

0

sample_scalars

sample_scalars
.19356

(e) Niherungslosung zu h = - (f) Naherungslosung zu h = &

Abbildung 4.6: Simulation des Druckversuches mit verschiedenen Schrittweiten h (genaue Testkonfigu-
ration und Belastungsart siehe oben). Zur besseren Visualisierung wurden die Verschiebungen in die drei
Raumrichtungen mit dem Faktor 2.5 skaliert.

Da die Lamé-Gleichung im Gegensatz zum Hookeschen Gesetz auch Verschiebungen entlang der x-
und der y- Koordinate miteinbezieht, treten hier Deformationen in alle Raumrichtungen auf. Um unsere
Losungen dennoch ,fair" mit den Voraussagen des eindimensionalen Modells vergleichen zu konnen,
werden wir im Folgenden ausschlielich die mittlere Sehne des Blockes betrachten, das heifit die Menge
S := {(0.5,0.5,2) € [0,1]*| z € [0,1]}. Diese weist naturgemiB die geringsten Querverschiebungen
auf und kommt deshalb den Voraussagen des Hookeschen Gesetzes am nichsten. Wie Abbildung 4.7]
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zeigt, ergeben sich an diesen Gitterpunkten genau die erwarteten Resultate. Zum einen verhilt sich un-
sere Niherung bei kleiner werdenden Schrittweiten auf der Menge S zunehmend linear, zum anderen
konvergieren die Verschiebungen auf der Sehne fiir A — 0 gegen die Werte, die das Hookesche Gesetz
vorhersagt. Unsere Losung zeigt somit sowohl quantitativ als auch qualitativ das Verhalten, das die phy-
sikalische Theorie von ihr erwartet. Wir konnen also davon ausgehen, dass unser Programm auch fiir
kompliziertere Geometrien und Belastungssituationen Resultate produziert, die den Ergebnissen realer
Experimente nahekommen.

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

|
©
-

-0.12

-0.14

Verschiebung in z-Richtung

-0.16

-0.18

0200 20 30 40 50 60 70

Kehrwert der Schrittweite: 1/h
Abbildung 4.7: Verschiebungen entlang der z-Achse in den Gitterpunkten (0.5, 0.5, 0.25), (0.5, 0.5,0.5),
(0.5,0.5,0.75) und (0.5, 0.5, 1) (von oben nach unten) zu verschiedenen Schrittweiten h. Gestrichelt sind
die Werte gekennzeichnet, die das Hookesche Gesetz an diesen Stellen vorhersagt.

4.2 Test des Penalty-Verfahrens

Im Folgenden wollen wir untersuchen, wie sich die beiden Immersed-Boundary-Methoden, die wir zur
Integration von Dirichlet-Randbedingungen im Falle komplizierter Geometrien programmiert haben, zu-
einander verhalten (vgl. Kapitel[2.3). Als Testfall benutzen wir hier einen Zug- und Druckversuch analog
zu Kapitel @.1.2] Die zugrundeliegende Differentialgleichung lautet damit

—(p + A) grad(div(u)) — pdiv(grad(u)) =0 in]0,1[3

u=0 auf I'p:=]0,1[*x {0}
0 0

ol0|=(0]| auf Ty :=]0,1[>x {1}
1 t

on =0 auf Ty :=9]0,1[3\ (I'p UT'N1)

mit o als dem Spannungstensor aus Kapitel n als dem lokalen Normalenvektor und ¢ als der auf der
Oberseite des Blockes eingeprigten Spannung. Als Material setzen wir erneut Gummi voraus, das heifit
die Elastizitdtskonstanten
E =0.1Pa, v = 0.49,
E Ev

i) Q03P A= T,y T Lok

:u:
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Belasten werden wir mit £ = —2 - 1072, Zum Vergleich des Penalty-Verfahrens mit der semi-impliziten
Integration sind in Abbildung [4.8]nun die Ergebnisse einiger Berechnungen zu sehen, die wir zur Simu-

lation dieses Szenarios durchgefiihrt haben.

L '

(a) Losung bei semi-impliziter Integration zu h = é

1

(c) Losung bei semi-impliziter Integration zu h = 75

TZ
L, |||||||

1

(e) Losung bei semi-impliziter Integration zu h = 35

f
Q“ I

(b) Losung der Penalty-Methode zu h = %

(d) Losung der Penalty-Methode zu h = -

f
Ly

. 1
(f) Losung der Penalty-Methode zu b = 55

Abbildung 4.8: Simulation des Druckversuches mit verschiedenen Schrittweiten & und unter Verwen-
dung der beiden unterschiedlichen Immersed-Boundary-Methoden. Zur besseren Visualisierung wurden
die Verschiebungen mit dem Faktor 2.5 skaliert. Die Fiarbungen sind hier ein Maf fiir die internen Span-

nungen.
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Zur Losung wurde in beiden Fillen der BiCGStab-Loser mit GauB3-Seidel-Vorkonditionierung verwen-
det (w = 1, Abbruchkriterium ¢ = 1078, Startlosung zg = (10*1)2:17._,, ~» PDO-Nummerierung, mit
OpenMP und sechs Kernen). Der Strafparameter betrug C' = 10'2, als Distributionsfunktion konnte hier
aufgrund der gitterkonformen Einspannung die Kronecker-Funktion § verwendet werden. Rein optisch
sind die beim Penalty-Verfahren zwangsldufig auftretenden Verschiebungen an der eigentlich fixierten
unteren Wiirfelfliche nicht zu erkennen, sowohl qualitativ als auch quantitativ zeigen die Losungen der
beiden Verfahren in guter Ndherung dasselbe Verhalten. Wie Abbildung zeigt, ldsst sich diese intui-
tive Einschitzung auch mathematisch belegen. Es ist hier deutlich zu erkennen, dass der relative Fehler
zwischen den Niherungen gegeniiber den anderen Fehlerquellen (vgl. Kapitel . T)) vernachléssigbar klein
ist.

=
2}

Relativer Fehler (in 10'4)
o o o = =
£ [} [e¢] [ N £

o
N

0 5 10 15 20 25 30 35
Kehrwert der Schrittweite: 1/h

‘ U Penalty — U Semi-implizit

Abbildung 4.9: Verhalten des relativen Fehlers e = | [P zwischen den Néherungslésun-

”u Semi-implizit ‘ 5
gen des Penalty-Verfahrens und der semi-impliziten Integrationsmethode der Randbedingungen.

Die enorme Hohe des Strafparameters C' = 10'2 ermdglicht es zu garantieren, dass die ungewollten
Verschiebungen an der unteren Wiirfelseite im Gleitkommarauschen untergehen. Sie verursacht jedoch
auch dieselben Komplikationen, die sich bei Materialien mit extremen Elastizitdtseigenschaften (£ > 1
oder v ~ 0.5) einstellen (vgl. Kapitel i.1.1)). So ist beispielsweise die Konditionszahl der Systemma-
trix in dieser Konfiguration des Penalty-Verfahrens gegeniiber der bei der semi-impliziten Integration
deutlich hoher, wie in Abbildung .10 klar zu erkennen ist. Fiir kleine Schrittweiten zieht dies wieder-
um ein schlechteres Konvergenzverhalten der iterativen Loser nach sich (s. Abbildung @.11). Um die
Konditionszahl auf ein vertretbares Maf3 zu reduzieren, kann der Strafparameter C' systematisch verrin-
gert werden. Zu beachten ist hierbei aber, dass mit der Hohe von C' zwangsldufig auch die Genauigkeit
an den Einspannungsstellen sinkt. Ein verniinftiger Kompromiss lédsst sich hier zumeist nur heuristisch
oder experimentell bestimmen. Es zeigt sich an dieser Stelle deutlich, dass sich die Penalty-Methode nur
unter hohem Aufwand auf unsere dreidimensionalen Probleme anwenden lisst. Die Stabilisierung des
Verfahrens erfordert zahlreiche Vorversuche und zieht im Falle komplizierterer Geometrien aufwendige
Berechnungen zur optimalen Verteilung der Strafparameter nach sich. Die semi-implizite Integrations-
methode ist im direkten Vergleich unkomplizierter und effektiver. Aus diesem Grund werden wir uns in
den folgenden Testféllen auch auf diese beschrinken.
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Abbildung 4.10: Entwicklung der Konditionszahl der Systemmatrix bei Verwendung der beiden Inte-
grationsmethoden. Man beachte die duBerst schlechte Kondition bei h = %, die durch die entartete

Kopplungssituation bei Verwendung der einseitigen Differenzenquotienten auf einem 3 x 3 x 3-Gitter
entsteht (siche Kapitel [2.2).

Defekt

‘
10 10° 10 10° 10" 10 10° 10°*
Iterationen Iterationen

(a) Semi-implizite Integration (b) Penalty Verfahren

Abbildung 4.11: Konvergenzverhalten bei Verwendung der beiden Integrationsmethoden. Simuliert wur-
de die oben beschriebene Problemsituation unter Verwendung der Schrittweiten %, %, %, % und % Es
ist deutlich zu erkennen, dass sich bei der Verwendung des Penalty-Verfahrens mehr Instabilitdten erge-
ben als bei der semi-impliziten Integrationsmethode. Restarts erfolgten hier bei schlecht konditionierten

Divisionen, das heiBt in dem Fall ,,Divisor < Divident 10714 «,
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4.3 Geschwindigkeitsmessungen

In den folgenden drei Abschnitten werden die Laufzeiten, die zum Losen der Lamé-Gleichung auf der
GPU, der Multicore-CPU sowie der Singlecore-CPU bendtigt werden, gegeniibergestellt. Um alle Zeit-
messungen sinnvoll miteinander vergleichen zu konnen, haben wir uns auf den Testfall eines Metall-
blocks, aus dem mittig ein Loch ausgeschnitten wurde, beschrinkt. Dieser Block wird von oben in ne-
gative z-Richtung durch die Spannung ¢ = 1000 Pa belastet und ist am Boden in alle Richtungen fest
eingespannt, wie in Abbildung [4.12] zu sehen ist. Als Material haben wir dabei Stahl gewihlt, also gilt
fiir das Elastizititsmodul £ = 2.1 - 10'! und die Querkontraktionszahl v = 0.29. Als Loser haben wir
das BiCGStab-Verfahren mit Jacobi-Vorkonditionierung verwendet und mit 512 Threads pro Thread-
block auf der GPU, beziehungsweise mit 6 CPU-Threads mit OpenMP gerechnet. Getestet wurden die
Schrittweiten h € {%, %, 2%, e 6%1}.

(a) Ansicht von schréig unten (b) Ansicht von schridg oben

Abbildung 4.12: Testfall bei Schrittweite h = ¢

4.3.1 Singlecore- und Multicore-CPUs

Wir vergleichen als erstes die Rechenzeiten der Multicore-CPU mit der Singlecore-CPU (im Folgen-
den kurz M-CPU und S-CPU), um herauszufinden, inwiefern es sich lohnt, M-CPUs in der Hochleis-
tungsrechnung zu verwenden. Das zu 16sende Problem ist in der Einleitung zu Kapitel [4.3] beschrieben.
Die Vermutung liegt nahe, dass mit der sechsfachen Anzahl an Kernen ein Speedup von fiinf bis sechs
erzielt werden kann, was sich in der Praxis aber nicht beobachten ldsst. An der Speedupkurve in Gra-
fik @.13] erkennt man, dass fiir groBere Probleme lediglich ein Speedup von ungefihr drei erreicht wird.
(vgl. Tabelle[d.T)). Das liegt zum Einen daran, dass die Verwendung von OpenMP immer mit einem ge-
wissen Overhead beispielsweise zur Synchronisierung verbunden ist, der erst fiir grole Datenmengen
amortisiert wird und sich somit negativ auf die Laufzeiten auswirkt. Dieser Effekt tritt beispielsweise in
Rechenoperationen wie der Norm oder dem Skalarprodukt auf, bei denen mehrere Kerne auf gleichen
Daten arbeiten, sich also gegenseitig synchronisieren miissen und mehr Operationen als in einer seriel-
len Implementierung durchgefiihrt werden. In unserem Programmcode ist dies mit einer reduction
gelost, welche die Schreibrechte der Kerne organisiert. Zum Anderen stellt die Speicherbandbreite eine
weitere physikalische Einschridnkung dar, die, unabhédngig davon, ob in einer Routine Speicherkonflik-
te auftreten, die Rechenzeiten beeinflusst. Wie sich diese bei einer bestimmten Operation auswirkt, ist
abhingig von der sogenannten arithmetischen Intensitit, die definiert ist als Rechenoperationen pro Spei-
cherzugriff. Je kleiner die arithmetische Intensitét ist, desto groBer miisste die Speicherbandbreite sein,
um die theoretisch maximale Rechenleistung einer Architektur auszunutzen. Anhand des Beispiels der
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Vektoraddition z = = + y ldsst sich der Einfluss der arithmetischen Intensitédt anschaulich erldautern:
Addieren wir zwei Vektoren der Lange IV, so miissen N reine Rechenoperationen durchgefiihrt werden,
bei denen zusitzlich jeweils zwei Lese- und eine Schreiboperation anfallen. Insgesamt kommt man also
auf 3N Speicheroperationen. Die arithmetische Intensitédt ergibt sich hieraus zu é—% = % Betrachten
wir nun den von uns verwendeten Rechner (Westmere-CPU, DDR3-Speicher, s. Kapitel , so hat die-
ser eine theoretische Maximalleistung von 78.6 GFLOP/s bei einer Speicherbandbreite von 25.6 GB/s.
Bei Rechnung in doppelter Genauigkeit impliziert die arithmetische Intensitdt von % also, dass selbst
bei optimaler Ausnutzung der Speicherbandbreite nur 258—'6 . % ~ 1.1 GFLOP/s erreicht werden konnen,
was circa 1.4% der maximalen Rechenleistung entspricht. Andersherum formuliert brauchten wir also
(%)_1 -8-7.68 - 10 ~ 1.8 TB/s Bandbreite. Uns steht aber nur eine Bandbreite von 25.6 GB/s zur
Verfiigung, sodass unsere Berechnungen gebremst werden. Dieses prinzipielle Problem nennt man auch
,,memory wall“. Fiir ndhere Informationen verweisen wir auf [Dongarra]. Nichtsdestotrotz empfiehlt sich
der Einsatz von M-CPUs, da sich selbst ein Speedup um den Faktor drei bei den hohen Rechenzeiten der

S-CPUs auszahlt.

S-CPU M-CPU  Speedup
24.63 4.24 5.81
80.87 17.45 4.634
452.66 124.16 3.646

1001.08 299.86 3.338

2020.88 589.81 3.426

3625.52 1067.8 3.395

6183.89  1841.75 3.358

9768.01  2956.26 3.304

15346.47 4615.83 3.324
22504.36  6882.08 3.27
31557.42  9968.42 3.166
4522237 1413932 3.198
63720.62 19988.19  3.188
94946.13  29876.81 3.18

s e e e e S e e S e ey

Tabelle 4.1: Laufzeitvergleich in Sekunden von S-CPU und M-CPU

10E T T

Ein Kern

Sechs Kerne

E| — Speedup

Zeit in Sekunden

I | | I |
44 48 52 56 60 64

10° I I I I I I I
12 16 20 24 28 32 36 40
Schrittweite 1/h

Abbildung 4.13: Zeitmessungen der seriellen Laufzeit gegen OpenMP Parallelisierung
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4.3.2 Multicore-CPU und GPU

Nachdem wir im vorherigen Kapitel herausgearbeitet haben, inwiefern die Benutzung von OpenMP be-
reits die Rechenzeit verringert, wird im Folgenden betrachtet, welchen weiteren Speedup wir durch die
Nutzung der GPU erreichen konnen. Um sicher zu stellen, dass die GPU-Implementierung die gleichen
Ergebnisse wie die CPU-Implementierung liefert, wurde diese zunichst durch den Vergleich von Iterati-
onszahlen und Defektverldufen tiberpriift. AnschlieBend wurde das in Kapitel .3|beschriebene Problem
gelost. Hierbei wurde die PDO-Nummerierung zur Assemblierung der Matrix und eine variable Schritt-
weite h verwendet. In Abbildung sind die Ergebnisse der Zeitmessungen sowie der Speedup zu
sehen.

CPU GPU  Speedup
4.24 6.7 0.632
17.45 11.92 1.464
124.16 21.01 5.908
299.86 37.22 8.056
589.81 63.74 9.254
1067.8 105.64  10.108
1841.75 166.75  11.045
2956.26 265.7 11.126
4615.83 40146  11.498
6882.08  589.11 11.682
9968.42  843.12  11.823
14139.32  1179.22  11.99
19988.19 1608.48  12.427
29876.81 2186.62 13.663

21| -G ol =] ~5| -5~ -8 =2 -8 -5 -l =

Tabelle 4.2: Laufzeitvergleich in Sekunden von CPU und GPU

Auffillig ist, dass die CPU nur fiir sehr grobe Schrittweiten h schneller ist als die GPU, fiir h = % ist sie
ungefihr doppelt so schnell. Dies ldsst sich dadurch erklédren, dass die Dimension der Systemmatrix noch
recht klein ist und somit nicht so viele Rechnungen ausgefiihrt werden. Deshalb macht die zusitzliche
Zeit, die benotigt wird, um die Daten von der CPU auf die GPU zu kopieren einen groferen Teil der
Gesammtlaufzeit aus. Verkleinert man die Schrittweite h nur geringfiigig, ist die GPU bereits schneller.
Schon bei h = 1—16 ist die CPU langsamer und der erreichte Speedup wichst bei weiterer Schrittweiten-
verkleinerung rasch auf elf an. Danach steigt der Speedup langsamer, aber streng monoton bis auf etwa
13 fiir die Schrittweite h = é. Dies lésst sich gut am Speedupverlauf ablesen (s. Abb. .

In Kapitel 4.3.T haben wir festgestellt, dass der Einsatz von M-CPUs uns bei unseren Berechnungen
einen Speedup von etwa drei bringt. Weiterhin wurde nun beobachtet, dass die Verwendung von GPUs
eine weitere Verbesserung der Laufzeit um den Faktor 13 bewirkt. Insgesamt bedeutet dies einen Spee-
dup von 40 gegeniiber der S-CPU.
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107 ¢ T
i CPU
GPU

Speedup

Zeit in Sekunden
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Schrittweite 1/h

Abbildung 4.14: Laufzeitvergleich von CPU und GPU

4.3.3 Gegeniiberstellung der Nummerierungstechniken

Als Nichstes vergleichen wir die Assemblierung im PDO- (siehe 2.4.1)) und SDO-Format (siehe [2.4.2))
und untersuchen, welchen Einfluss die beiden Nummerierungstechniken auf die zur Losung des Pro-
blems bendétigte Zeit haben. Um die Auswirkung der beiden Formate auf das Verhalten der Loser zu
testen, haben wir zusitzlich die Matrix, die bei Benutzung der SDO-Nummerierung entsteht, im norma-
len DIA-Format gespeichert. Das zu 16sende Problem ist weiterhin das in Kapitel @.3| beschriebene.

Es ist leicht einzusehen, dass die Nummerierungsart keine Auswirkungen auf die Kondition der System-
matrix haben kann. Die Matrizen, die bei der Assemblierung in den beiden Formaten entstehen, gehen,
da sie sich nur in der Nummerierung der Unbekannten voneinander unterscheiden, durch die Multipli-
kation mit einer Permutationsmatrix P auseinander hervor. Diese ist naturgemif reguldr und hat die
Determinante £1, was insbesondere bedeutet, dass sie die Konditionszahl nicht beeinflussen kann. Da
diese aber mafgeblich fiir das Konvergenzverhalten unserer Loser ist, konnen sich die Iterationszahlen
sowie die Defektverldufe fiir die beiden Nummerierungstechniken nicht unterscheiden. Lediglich bei der
Verwendung der GauB3-Seidel und ILU(0)-Vorkonditionierer sind die beiden Formate aufgrund der Spei-
cherung im DIA- Format und der unterschiedlichen Besetzungsstruktur der Matrizen nicht gleichwer-
tig. Beziiglich der Laufzeit sind jedoch in jedem Fall Unterschiede festzustellen. Das Gleichungssystem
im PDO-Format lédsst sich schneller assemblieren und 16sen, da die Systemmatrix fiir den betrachte-
ten Testfall nur 69 Bénder hat. Im Gegensatz dazu besitzt die Matrix im SDO-Format 81 Bénder, was
zum Beispiel bei Matrix-Vektor-Operationen zu einem erhohten Rechenaufwand fiihrt. Die Rechenzei-
ten und der Speedup sind den folgenden Abbildungen 4.15|und .16 zu entnehmen, wobei weiterhin das
BiCGStab-Verfahren mit Jacobi-Vorkonditionierung verwendet wurde. In ersterer ist der CPU-, in letz-
terer der GPU-Zeitvergleich des SDO-Formats gegen das PDO-Format zu sehen. Dabei wurde auf der
CPU parallel mit 6 Threads und auf der GPU mit 512 Threads pro Block gerechnet.
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Abbildung 4.15: Zeitvergleich CPU
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Abbildung 4.16: Zeitvergleich GPU

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die Verwendung der SDO-Nummerierung keinen Vorteil bringt,
wenn die entstehende Blockstruktur nicht ausgenutzt wird. Die Frage, ob sich Letzteres auszahlt, wird
im folgenden Kapitel beantwortet.
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4.4 Loser mit konventionellen und Block-Vorkonditionierern

Der Testfall, mit dem wir uns in den folgenden Abschnitten beschéftigen, ist ein Zugversuch, der an
einem Block aus Stahl durchgefiihrt wird (vgl. Abbildung [#.17). Die obere und untere Seitenfliche
des Blockes ist in x- und y-Richtung fest eingespannt, das heilt sie kdnnen sich in diese Richtungen
nicht verschieben. Zusitzlich erzwingen wir auf der oberen Seitenfliche mithilfe inhomogener Dirichlet-
Randbedingungen eine Verschiebung von up, = 2e-11 und auf der unteren Seitenflache eine Verschie-
bung von up, = —2e-11 in positive z-Richtung. Die Schrittweite des Gitters haben wir hier als h = £

32
und den Stellengewinn als epsilon = le-12 gewihlt.

Stresses
27.74206

24

Es
4.666534

Abbildung 4.17: Zugversuch mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen zu der Schrittweite h = 3%

4.4.1 Test verschiedener Loser und Block-Vorkonditionierer

Ordnet man die Unbekannten nach Kopplung, so erhilt die Systemmatrix Blockgestalt (vgl. Kapitel[2.4).
Beim Losen verwenden wir deshalb Block-Vorkonditionierer und Loser, deren Eigenschaften wir im Fol-
genden untersuchen werden. Das Konzept dieser Loser und Block-Vorkonditionierer wurde in Kapitel
[2.4.3] beschrieben und besteht im Wesentlichen darin, dass der Block-Vorkonditionierer wieder einen
Loser aufruft, der seinerseits einen Vorkonditionierer benutzt. In den folgenden Tests wurde OpenMP
zum parallelen Rechnen verwendet, die benutzte Hardware ermoglichte uns das Rechnen auf maximal
6 Kernen. Die Loserroutine ist dabei nicht vollstindig parallelisiert, das heifit, dass die beiden Block-
Vorkonditionierer und der Grofteil der Vorkonditionierer nur seriell zu Verfiigung stehen und nur die
Loser parallel rechnen. Als Block-Vorkonditionierer konnen wir auf den Block-GauB3-Seidel- und den
Block-Jacobi-Vorkonditionierer zuriickgreifen. Bei den Losern konnen wir, sowohl fiir das duSere Glei-
chungssystem als auch die inneren Probleme, jeweils zwischen dem BiCGStab- und dem Richardson-
Verfahren wihlen. Fiir den inneren Loser kdnnen wir die seriellen Vorkonditionierer, das heifit die
Jacobi-, die GauB3-Seidel- oder die ILU(0)-Vorkonditionierung verwenden. Als einziger paralleler Vor-
konditionierer steht uns der parallele Jacobi-Vorkonditionierer zur Verfiigung.

Zunichst beschiftigen wir uns mit der Frage, wie man duflere Loser und Block-Vorkonditionierer best-
moglich miteinander kombinieren kann. Zu diesem Zweck wurden die inneren Loser und Vorkonditio-
nierer und die dabei bendtigten Parameter konstant gehalten. Als inneren Loser wihlten wir das mit
GauB-Seidel vorkonditionierte BiCGStab-Verfahren mit einem Stellengewinn von epsilon = le-12
als Abbruchkriterium. Als Schrittweite fiir das zugrundeliegende Gitter haben wir h = 3% gewihlt. Die
duBeren Loser und Block-Vorkonditionierer wurden variiert und die Iterationszahlen bis zu einem Stel-
lengewinn von epsilon = le-11 notiert. Letztere sind in Abbildung #.18]zu sehen.

Wie erwartet zeigt sich in dieser Abbildung, dass das BiCGStab-Verfahren besser konvergiert als das
Richardson-Verfahren, sofern das Gleichungssystem unter Verwendung des gleichen Vorkonditionierers
mit gleicher Genauigkeit gelost wird. Wihlt man auffen den Block-Jacobi-Vorkonditionierer, so ldsst
sich beobachten, dass das BiCGStab-Verfahren nach 62 Iterationen die geforderte Genauigkeit erreicht,
wohingegen das Richardson-Verfahren in dieser Situation 107 Iterationen benotigt. Des Weiteren lédsst
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Abbildung 4.18: Konvergenzverlauf mit h = 3—12

sich feststellen, dass der Block-Gauf3-Seidel- dem Block-Jacobi-Vorkonditionierer vorzuziehen ist, da
sowohl das BiCGStab- als auch das Richardson-Verfahren unter Verwendung des Block-GauB3-Seidel-
Vorkonditionierers in weniger Iterationen den gewiinschten Stellengewinn erzielen. Hier konvergiert das
BiCGStab-Verfahren nach neun Iterationen, wohingegen das Richardson-Verfahren 26 Iterationen bent-
tigt (vgl. Tabelle |4.3)).

‘ Block-Jacobi Block-GauB3-Seidel
Richardson-Verfahren 107 26
BiCGStab-Verfahren 62 9

Tabelle 4.3: Iterationszahlen

AuBlerdem lésst sich ein klarer Unterschied zwischen dem Block-Jacobi- und dem Block-GauB3-Seidel-
Vorkonditionierer erkennen. Unabhéngig von der Wahl des duBeren Losers benétigt der Block-GauB3-
Seidel-Vorkonditionierer weniger Iterationen als der Block-Jacobi-Vorkonditionierer. Dies sieht man
daran, dass das Richardson-Verfahren mit Block-GauB3-Seidel-Vorkonditionierung 26 Iterationen bend-
tigt und somit weniger als das BiCGStab-Verfahren mit dem Block-Jacobi-Vorkonditionierer, welches
62 Iterationen bendotigt. Dies entspricht einer Verschlechterung um den Faktor 2.4.

| Block-Jacobi  Block-GauB-Seidel
Richardson-Verfahren 643.78 147.43
BiCGStab-Verfahren 1037.90 125.72

Tabelle 4.4: Gesamtlaufzeit in Sekunden
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Wie schon am Verhalten der Iterationszahlen erkennbar ist, hdngt der zeitliche Vorteil des Block-GauB3-
Seidel-Vorkonditionierers nicht von dem verwendeteten duBeren Loser ab (vgl. Tabelle d.4). Der Block-
GauB-Seidel-Vorkonditionierer kombiniert also den Vorteil weniger Iterationen mit geringer Laufzeit
und kompensiert dabei den erhohten Rechenaufwand gegeniiber dem Jacobi-Vorkonditionierer. Aul3er-
dem kann man aus diesen Ergebnissen folgern, dass man die kiirzeste Gesamtlaufzeit des komplet-
ten Losungsvorgangs durch die Kombination der GauB3-Seidel-Vorkonditionierung mit dem BiCGStab-
Verfahren erhilt.

Nun wollen wir uns mit der Frage beschiftigen, welche Kombination aus Loser und Vorkonditionierer
fiir das Losen der inneren Gleichungssysteme am sinnvollsten ist. Auch in diesem Abschnitt 16sen wir
die inneren Gleichungssysteme mit einem Stellengewinn von epsilon = le-12 und wihlen als feste
Schrittweite fiir das zugrundeliegende Gitter h = é Da wir aus dem vorherigen Abschnitt schon die Er-
kenntnis gewonnen haben, dass das BiCGStab-Verfahren mit dem Block-GauB3-Seidel-Vorkonditionierer
die beste Kombination fiir das Losen des duBleren Gleichungssystems ist, testen wir mit dieser Konfigu-
ration die inneren Loser und Vorkonditionierer. Fiir diese haben wir das BiCGStab- und das Richardson-
Verfahren in Kombination mit dem seriellen oder parallelen Jacobi-, dem GauB3-Seidel- oder dem ILU(0)-
Vorkonditionierer zur Auswahl.

Die folgenden Tabellen zeigen die Anzahl der duleren Iterationen (vgl. Tabelle d.5)), die Gesamtzahl der
inneren Iterationen (vgl.[.6), die der Restarts (vgl. und die Gesamtlaufzeit des Losers (vgl. 4.8). Die
einzige Kombination, die divergiert, ist das Richardson-Verfahren mit dem seriellen/parallelen Jacobi-
Vorkonditionierer. Ansonsten sind die dufleren Iterationen konstant neun.

‘ Jacobi (parallel) Jacobi (seriell) GauB-Seidel ILU(0)
9 9 9 9
divergent divergent 9 9

BiCGStab-Verfahren
Richardson-Verfahren

Tabelle 4.5: Anzahl der dufleren Iterationen

‘ Jacobi (parallel) Jacobi (seriell) GauB-Seidel ILU(0)
33482 33486 92297 10217
divergent divergent 1217532 363994

BiCGStab-Verfahren
Richardson-Verfahren

Tabelle 4.6: Gesamtzahl der inneren Iterationen

‘Jacobi (parallel) Jacobi (seriell) GauB-Seidel ILU(0)
BiCGStab-Verfahren ‘ 3282 3149 47028 848

Tabelle 4.7: Gesamtzahl der inneren Restarts

‘ Jacobi (parallel) Jacobi (seriell) GauB-Seidel ILU(0)
BiCGStab-Verfahren 14.05 16.06 125.72 31.86
Richardson-Verfahren divergent divergent 491.58 454.97

Tabelle 4.8: Gesamtlaufzeit des Losers (in sek)

Auch in diesem Test zeigt sich, dass das BiCGStab-Verfahren fiir die inneren Gleichungssysteme besser
geeignet ist als das Richardson-Verfahren, was sich anhand der Iterationszahlen und der Gesamtlaufzeit
verdeutlichen ldsst. Im Folgenden werden wir zunéichst nur die seriellen Vorkonditionierer miteinander
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vergleichen. Hier erkennt man, dass die theoretische Hierarchie der Vorkonditionierer - der ILU(0)- ist
effektiver als der GauB3-Seidel- und dieser wiederum besser als der Jacobi-Vorkonditionierer (vgl. Skript
[[Goddeke]) - in der Praxis nicht immer zu beobachten ist .

Aufgrund von Restarts des BiCGStab-Verfahrens bei serieller Jacobi- (3149) beziehungsweise Gaul3-
Seidel-Vorkonditionierung (47028), braucht der Loser mit dem GauB3-Seidel-Vorkonditionierer mehr Ite-
rationen (92297) als mit dem theoretisch schlechteren seriellen Jacobi-Vorkonditionierer (33486), was
dazu fiihrt, dass die Gesamtlaufzeit des Losers mit dem GauB3-Seidel-Vorkonditionierer lidnger ist als mit
dem seriellen Jacobi-Vorkonditionierer. Wenn man sich die Gesamtlaufzeit des Losers ansieht, stellt man
fest, dass der serielle Jacobi-Vorkonditionierer (16.06) aufgrund seines geringen Rechenaufwands sogar
um den Faktor 2 schneller ist als der serielle ILU(0)-Vorkonditionierer (31.86), obwohl dieser ungefihr
dreimal so wenig Iterationen (10217) und Restarts (848) benétigt. Das heifit, die besseren Konvergen-
zeigenschaften des ILU(0)-Vorkonditionierers reichen in den inneren Gleichungssystemen nicht aus, um
den Nachteil des grofleren Rechenaufwandes gegeniiber dem Jacobi-Vorkonditionierer auszugleichen.
Dieses unvorhergesehene Verhalten ist aktuell nicht erklirbar.

Aus diesen Ergebnissen kann man folgern, dass der serielle Jacobi-Vorkonditionierer den anderen seri-
ellen Vorkonditionierern vorzuziehen ist und man die kiirzeste Gesamtlaufzeit des kompletten Losers in
Kombination mit dem BiCGStab-Verfahren erhélt. Wenn man zudem noch die Gesamtlaufzeit des paral-
lelen Jacobi-Vorkonditionierers (14.05) mit der seriellen Jacobi-Variante (16.06) vergleicht, erkennt man
wie erwartet einen leichten Vorteil bei der parallelen Implementierung.

Als Fazit der letzten beiden Abschnitte kann man festhalten, dass zur schnellstmoglichen Losung des
Gleichungssystems bei Verwendung des Block-Formats die Kombination aus dem BiCGStab-Verfahren
als duflerem Loser mit dem Block-Gauf3-Seidel- Vorkonditionierer und dem mit Jacobi-vorkonditionierten
BiCGStab-Verfahren als innerem Loser gewdhlt werden sollte. Beziiglich der Geamtlaufzeit des Losers
ist der parallele Jacobi-Vorkonditionierer fiir die inneren Gleichungssysteme die schnellste Wahl, wes-
halb wir auch im folgenden Test ausschlieBlich den parallelen Jacobi-Vorkonditionierer benutzen werden.

Anzahl der auBeren Iterationen
Anzahl der &uReren Iterationen

| | . . | I |
Stellengewinn im inneren Loser Stellengewinn im inneren Loser

@ h=% ) h =%

Anzahl der &uReren Iterationen
5 & oz & oz 8w

\
~ Stellengewinn im inneren Loser

© h=g

Abbildung 4.19: Gesamtzahl der dufleren Iterationen zu verschiedenen Schrittweiten A
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Im Folgenden werden wir, weiterhin am selben Testfall, untersuchen, wie genau man die inneren Glei-
chungssysteme l6sen muss, um die dufleren und inneren Iterationen sowie die Laufzeit auf ein Minimum
zu reduzieren. Wir haben dabei eine Konfiguration gewéhlt, die aulen das BiCGStab-Verfahren mit dem
Block-Gauf3-Seidel- Vorkonditionierer und im Inneren das BiCGStab-Verfahren mit dem parallen Jacobi-

Vorkonditionierer vorsieht. Getestet wurde mit den Schrittweiten 1—16, 3% und 6—14, wobei der Stellengewinn

im inneren Loser jeweils um den Faktor % zwischen epsilon = le-2 und epsilon = le-12 variiert
wurde. Die folgenden Graphen zeigen die Gesamtzahl der dulleren (vgl. Abb. sowie der inneren
Iterationen (vgl. Abb. .20) zu den obigen Schritweiten. Die Ergebnisse der Gesamtzeitmessungen sind

in Abbildung .21 dargestellt.

Anzahl der inneren Iterationen
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Abbildung 4.20: Gesamtzahl der inneren Iterationen zu verschiedenen Schritweiten h
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Abbildung 4.21: Gesamtrechendauer zu verschiedenen Schrittweiten h
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Unsere Tests zeigen, dass fiir den inneren Loser ein Stellengewinn von epsilon = le-6 zu optimalen
Ergebnissen fiihrt. Ein weiterer Stellengewinn beim Losen der inneren Gleichungssysteme fiihrt zu kei-
ner weiteren Verbesserung der duleren Iterationszahlen. Die Theorie besagt, dass man die inneren Glei-
chungssysteme nicht exakt I6sen muss, um Konvergenz zu erhalten [[Axelssonl], unser Test zeigt , dass
der duBlere Loser minimal neun Iterationen bendtigt und diese Zahl schon bei einem Stellengewinn von
epsilon = le-6 erreicht wird. Der duflere Loser konvergiert sogar bei geringerer Genauigkeit, was
sich in mehr dulleren Iterationen niederschldgt und in Folge dessen zu einer lingeren Laufzeit fiihrt.
Lost man die inneren Gleichungssysteme mit einer hoheren Genauigkeit, so fiihrt dies zu einem Mehr-
aufwand beim Anwenden der inneren Loser, was wiederum einen Anstieg der inneren Iterationen und
daher eine lingere Laufzeit zur Folge hat. Die Theorie, dass sich die Iterationszahlen bei der Halbierung
der Schrittweite verdoppeln, ist fiir die inneren Gleichungssysteme jedoch giiltig, man vergleiche hierzu
Tabelle [4.9] Gerechnet wurde hier mit dem optimalen Stellengewinn von epsilon = le-6.

‘ Gesamtlaufzeit(in sek) innere Iterationen innere Restarts #dufBleren Iterationen

h=1s 0.93 12966 1586 9
h=3 10.60 25408 2382 9
h=g; 1019.69 51246 4085 9

Tabelle 4.9: Messergebnisse fiir epsilon = le-6

4.4.2 Vergleich zwischen normalem und Block-Loser bei SDO-Nummerierung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Giite der in Kapitel [2.4] vorgestellten Loser und Vorkonditio-
nierer im Hinblick auf ihre Anwendung auf das Gleichungssystem, welches durch SDO-Nummerierung
entsteht, und vergleichen dabei das konventionelle mit dem Block-Losungsverfahren wie es in Kapitel
untersucht wurde. Anschlieend verdeutlichen wir die Geschwindigkeitsdiskrepanz zwischen dem
normalen und dem Block-Losungsverfahren, um Riickschliisse ziehen zu kénnen, ob sich bei den uns
zur Verfiigung stehenden Konfigurationen fiir Block-Losungsverfahren der Mehraufwand eines solchen
lohnt.

Der betrachtete Testfall ist weiterhin die in Kapitel beschriebene Zugprobe an einem stdhlernen
Block (vgl. Abb. und als Schrittweite fiir das zugrundeliegende Gitter haben wir h = 3—12 ge-
wihlt. Wir verwenden auch hier OpenMP, um auf sechs Kernen parallel zu rechnen, wobei der Jacobi-
Vorkonditionierer und die jeweiligen Loser parallel implementiert wurden. Als Erstes beschiftigen wir
uns mit dem normalen Losungsverfahren, um herauszufinden, wie sich die verschiedenen Konfiguratio-
nen aus Loser und Vorkonditionierer auf die Gesamtlaufzeit des Losers und die Iterationszahlen auswir-
ken. Die zu vergleichenden Kombinationen ergeben sich aus den zur Verfiigung stehenden
ILU(0)-, GauB3-Seidel- und dem parallelen Jacobi-Vorkonditionierer sowie dem BiCGStab- beziehungs-
weise Richardson-Verfahren als Loser. Die Ergebnisse der Tests sind in den folgenden Tabellen mit den
Laufzeiten (vgl. Tabelle und den Iterationszahlen (vgl. Tabelled.11)) der verschiedenen Loser-Vor-
konditionierer-Konfigurationen zu sehen. Abbildung .22]stellt die Resultate graphisch dar.

‘ Jacobi (parallel) GauB-Seidel ILU(0)
Richardson-Verfahren divergent 453.329 71.34
BiCGStab-Verfahren 638.07 108.976 5.09

Tabelle 4.10: Gesamtlaufzeit (in sek) des normalen Losungsverfahren
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‘ Jacobi (parallel) GauB-Seidel ILU(0)
Richardson-Verfahren divergent 15953 4755
BiCGStab-Verfahren 14844 1266 145

Tabelle 4.11: Anzahl der Iterationen des normalen Losungsverfahren

—— RICH+GS

——— BICG+ILU(0)

— RICH+ILU(0)
BICG+GS

——— BICG+JAC

(RICH+JAC divergiert)

Defekt

Iterationen
Abbildung 4.22: Konvergenzverlauf bei h = 3%

Bei den konventionellen Losungsverfahren bestétigt sich die Theorie des Konvergenzverhaltens der Lo-
ser und Vorkonditionierer (vgl. Skript [Goddeke]). Der ILU(0)-Vorkonditionierer ist der mit Abstand
effektivste von uns getestete Vorkonditionierer, der parallele Jacobi-Vorkonditionierer der ineffektivs-
te und das BiCGStab-Verfahren ist weitaus schneller als das Richardson-Verfahren. Besonders deut-
lich wird dies anhand der Tatsache, dass die Kombination aus Richardson-Loser und Gauf3-Seidel-
Vorkonditionierer circa 16000 Iterationen und etwa 7.5 Minuten, die Kombination aus BiCGStab-Ldoser
und parallelem Jacobi-Vorkonditionierer hingegen ungefiahr 15000 Iterationen und {iber 10 Minuten be-
notigt. Dies bedeutet, dass der bessere Vorkonditionierer sogar das asympthotisch schlechtere Konver-
genzverhalten des Richardson-Verfahrens kompensiert. Vergleicht man die beiden Loser, die jeweils den
GauB3-Seidel-Vorkonditionierer verwenden, so ist das BiCGStab-Verfahren um einen Faktor vier bes-
ser. Die beste Kombination ergibt sich aus dem BiCGStab-Verfahren mit dem ILU(0)-Vorkonditionierer,
welche nur 145 Iterationen und 5.9 Sekunden benétigt. Dies entspricht einer Steigerung um den Faktor
125 gegeniiber der Laufzeit des BiCGStab-Verfahrens mit dem parallelen Jacobi-Vorkonditionierer be-
ziehungsweise einem Faktor 21 gegeniiber der Laufzeit des BiCGStab-Verfahrens mit dem Gauf3-Seidel-
Vorkonditionierer. AuBlerdem ergibt sich beim Richardson-Verfahren vom GauB}-Seidel- zum ILU(0)-
Vorkonditionierer eine Verbesserung der Iterationen um den Faktor 3.3. Beim BiCGStab-Verfahren ergibt
sich sogar eine Verbesserung um den Faktor 8.7. Die beste Kombination bei den normalen Lésungsver-
fahren ist, bei den uns zur Verfiigung stehenden Vorkonditionierern und Lésern, also das BiCGStab-
Verfahren mit dem ILU(0)-Vorkonditionierer, was aufgrund der Theorie auch zu erwarten war.

Im folgenden Abschnitt wollen wir das normale und das Block-Losungsverfahren miteinander verglei-
chen. Dazu dienen uns die Ergebnisse aus dem vorherigen Abschnitt iiber die normalen Losungsverfah-
ren mit Schrittweite h = 3% und die Resultate aus Kapitel beziiglich der Block-Losungsverfahren.
Da sich das Block-Losungsverfahren aus zwei potentiellen Vorkonditionierern und zwei Losern zu-
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sammensetzt, die die Rechenzeit unterschiedlich beeinflussen, kann man dieses nicht eins zu eins mit
dem normalen Losungsverfahren vergleichen, welches nur aus jeweils einem Loser und einem Vor-
konditionierer besteht. Deshalb miissen wir die Ergebnisse etwas differenzierter betrachten. Als beste
Konfiguration fiir das Block-Losungsverfahren benutzen wir, wie in Kapitel 4.4.1| herausgefunden, das
BiCGStab-Verfahren als duBleren Loser mit dem Block-GauB-Seidel-Vorkonditionierer sowie das mit
Jacobi-vorkonditionierte BiICGStab-Verfahren als inneren Loser mit einem Stellengewinn von epsilon
= le-6. Zum Vergleich dient die Tabelle[d.12] die die Gesamtlaufzeiten der jeweiligen Losungsmethoden
gegeniiberstellt.

Gesamtlaufzeit des Losers (in sek) Anzahl der Iterationen
normale Losungsverfahren:
BiCGStab-Jacobi (parallel) 638.07 14844
BiCGStab-Gauf3-Seidel 108.976 1266
BiCGStab-ILU(0) 5.09 145
optimales Block-Losungsverfahren 10.60 25408 (innere Iter.)

Tabelle 4.12: Vergleich der verschiedenen Loserkombination fiir h = 3%

Wenn man diese Ergebnisse vergleicht, sieht man, dass die obige Konfiguration des Block-Losungs-
verfahrens (10.60 sek) den beiden schwicheren normalen Losungsverfahren (638.07 sek, 108.976 sek)
iberlegen ist. Lediglich der ILU(0)-Vorkonditionierer (5.09 sek) ist schneller als die optimale Block-
Variante. Um einen besseren Eindruck zu bekommen, haben wir die beiden Konfigurationen fiir die
Schrittweite h = é miteinander verglichen (vgl. Tabelle .

‘ Gesamtlaufzeit des Losers (in sek) Anzahl der Iterationen

normale Losungsverfahren:

BiCGStab-ILU(0) 120.25 272
BiCGStab-GauB3-Seidel 3623.99 5187
optimales Block-Losungsverfahren 1019.69 51246 (innere Iter.)

Tabelle 4.13: Vergleich der besten Loserkombination fiir i = 6—14

Es ergibt sich hier, dass das optimale Block-Losungsverfahren (1019.69 sek) um den Faktor drei schneller
ist als das normale Losungsverfahren mit der GauB3-Seidel-Vorkonditionierung (3623.99 sek). Vergleicht
man dieses hingegen mit dem normalen Losungsverfahren, das den ILU(0)-Vorkonditionierer verwendet
(120.25 sek), erkennt man, dass letzteres deutlich schneller ist als das Block-Losungsverfahren, was auch
schon fiir die Schrittweite h = 3—12 zu beobachten war (vgl. Tabelle .

Als Fazit l4dsst sich festhalten, dass sich das Ausnutzen der Block-Struktur im Hinblick auf die Ge-
samtlaufzeit auszahlen kann. Dies kann aber nicht verallgemeinert werden, weil die Gesamtlaufzeit des
Block-Losers stark von der Wahl des duBleren Block-Vorkonditionierers abhingt. Wenn man die uns
zur Verfiigung stehenden Konfigurationen der normalen beziehungsweise Block-Losungsverfahren be-
trachtet, ist das schnellste Verfahren zur Losung des Gleichungssystems bei SDO-Nummerierung das
normale Losungsverfahren bestehend aus dem BiCGStab-Verfahren mit dem ILU(0)-Vorkonditionierer.
Man muss jedoch beriicksichtigen, dass wir keinen starken Block-Vorkonditionierer zur Verfiigung ha-
ben und deshalb der Vergleich mit dem normalen Losungsverfahren bei ILU(0)- Vorkonditionierung nicht
representativ ist. Legt man zum Vergleich stattdessen das normale Losungsverfahren mit GauB3-Seidel-
Vorkonditionierung zugrunde, so ist das optimale Block-Losungsverfahren bestehend aus dem BiCG-
Stab-Verfahren als duBlerem Loser mit dem Block-Gaul3-Seidel-Vorkonditionierer und dem mit Jaco-
bi vorkonditionierten BiCGStab-Verfahren als innerem Loser mit einem Stellengewinn von epsilon
= le-6 die schnellere Wahl.



Kapitel 5

Showcases

In dem folgenden Abschnitt werden wir anhand zweier komplizierter Testfdlle demonstrieren, dass un-
sere Programme auch zur Lésung von Problemen eingesetzt werden konnen, die weit tiber die einfachen
Zug- und Druckproben der vorherigen Kapitel hinausgehen. Als Testobjekt wird uns hier eine ,,virtuelle
Voodoo-Puppe* aus Stahl (E = 2.1-10'! Pa, v = 0.29) dienen, die wir diversen Belastungen aussetzen.
Die zugehorige Geometrie ist in Abbildung [5.1] zu sehen. Zur Losung haben wir den BICGStab- Loser
mit der ILU(0)-Vorkonditionierung eingesetzt, also die Kombination, die sich in den Tests aus Kapitel
@ als optimal herausgestellt hat. Als Stellengewinn haben wir epsilon = 107!, als Startlosung
Ty = (10_9)1-:1,.._, ~ verwendet. Bei der Assemblierung haben wir erneut die PDO-Nummerierung (vgl.
Kapitel [2.4) benutzt. Man beachte, dass wir auch bei diesem Testfall gemif des Ansatzes der Immersed-
Boundary-Methoden (vgl. Kapitel2.3)) immer auf dem gesamten Einheitswiirfel rechnen. Die Simulation
der Belastungen im Falle der komplizierten Geometrie wird ausschlieBlich durch nachtrigliche Manipu-
lationen an der Systemmatrix ermoglicht. Im Detail bedeutet dies, dass auch bei den folgenden Szenari-
en immer erst die Systemmatrix zu einem rundherum mit Neumann-Réndern versehenen Einheitsblock
assembliert wurde und erst dann durch zusétzliche Neumann-Randbedingungen die Kontur der Voodoo-
Puppe von dem Rest des Blockes geldst wurde. Die Punkte des Wiirfels, die auBerhalb des betrachteten
Volumens liegen, haben wir dabei mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen versehen und bei der gra-
phischen Ausgabe vernachlissigt.

o]

K%

Abbildung 5.1: Geometrie der Voodoo-Puppe bei h = %
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In den Abbildungen [5.2]a) bis f) sind nun die Ergebnisse einiger Berechnungen zu sehen, die wir fiir den
,»Voodoo-Puppen‘*-Testfall durchgefiihrt haben. Simuliert wurden hier die Konsequenzen einer duf3eren
Krafteinwirkung ¢ auf die vordere Hilfte der Kopfoberseite. Die Beine wurden zu diesem Zweck durch
homogene Dirichlet-Randbedingungen fixiert, die durch semi-implizite Integration in der Systemmatrix
verarbeitet wurden.

(a) Belastung durch t =500Pa (b) Belastung durch t =1000Pa

B

(c) Belastung durch ¢ =1500Pa (d) Belastung durch t =2000Pa

(e) Belastung durch ¢ =2500Pa (f) Belastung durch ¢ =3000Pa

Abbildung 5.2: Simulation der Auswirkungen verschiedener dufierer Krafteinwirkungen auf die Kopf-
oberseite (in negative z-Richtung). Skaliert wurde hier mit dem Faktor 107, die Firbungen sind ein Maf}
fiir die Stirke der lokalen Verschiebung. Gerechnet wurde auf einem Gitter der Schrittweite h = 8—10.

Man erkennt, dass das Gesicht der Voodoo-Puppe ein dhnliches Verhalten zeigt wie der Block im Testfall
des Kapitels [4.3] Ein wesentlicher Unterschied besteht hier jedoch darin, dass die Locher im Kopf nicht
durchgingig sind (vgl. Abbildung[5.1). Neben der Wirkung einer duBeren Belastung lassen sich anhand
der Voodoo-Puppe auch die Folgen einer internen Krafteinwirkung simulieren. Eine solche haben wir
bisher nur in Kapitel @.1] zur Herleitung einer analytischen Referenzlosung genutzt, wobei wir dort le-
diglich einen in allen Oberflachenpunkten fixierten Block betrachtet haben. Zur Ergédnzung werden wir
hier abschlieBend noch ein Beispiel dafiir geben, wie sich diese internen Lasten in Verbindung mit freien
Neumann-Réndern auswirken. Dazu werden wir eine ortsabhingige Volumenkraftdichte der Form

fla,y,2) = —c(1=2)% e

in negative z-Richtung an der Voodoo-Puppe angreifen lassen, wobei wir die Hinde und Beine erneut
durch semi-implizit integrierte, homogene Dirichlet-Randbedingungen fixieren. Die Ergebnisse dieser
Belastung zu verschiedenen c-Werten sind in den Abbildungen [5.3a) bis d) zu sehen.
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(a) Verformung bei ¢ = 100000 (b) Verformung bei ¢ = 250000

(¢) Verformung bei ¢ = 500000 (d) Verformung bei ¢ = 750000

Abbildung 5.3: Deformationen in Folge der oben beschriebenen internen Krafteinwirkung f zu ver-
schiedenen Werten des Parameters c. Die Verschiebungen wurden hier mit dem Faktor 107 skaliert, die

Firbung spiegelt die Stirke der lokalen Verformung wider. Die verwendete Schrittweite war h = %.

Betrachtet man die Iterationszahlen und Laufzeiten fiir die beiden Testreihen, so stellt man fest, dass
sich in den beiden Belastungssituationen ein @hnliches Konvergenzverhalten einstellt, man vergleiche
hierzu die Tabellen[5.TJund[5.2] Zudem ist hier deutlich zu erkennen, dass die Iterationszahlen in keinem
erkennbaren Zusammenhang zu den beiden Parametern ¢ und c stehen. Das Verhalten der iterativen Loser
ist somit primér von der Lagersituation, nicht aber von der konkreten Hohe der Belastungen abhingig.

Belastung ¢ | Iterationszahl Laufzeit (in Sekunden) Konvergenzrate
500Pa 2145 942.90 0.9882
1000Pa 2281 1000.80 0.9889
1500Pa 2537 1111.34 0.9900
2000Pa 4268 1891.76 0.9941
2500Pa 2556 1118.14 0.9900
3000Pa 3038 1329.76 0.9917

Tabelle 5.1: Benotigte Iterationen, Laufzeiten und Konvergenzraten fiir die Testfélle aus Abbildung
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Parameter ¢ | Iterationszahl Laufzeit (in Sekunden) Konvergenzrate

100000 2767 1208.46 0.9909
250000 2608 1145.30 0.9903
500000 1900 826.97 0.9867
750000 2519 1098.42 0.9902

Tabelle 5.2: Benotigte Iterationen, Laufzeiten und Konvergenzraten fiir die Testfélle aus Abbildung



Kapitel 6

Fazit

AbschlieBend konnen wir zu dem Ergebnis kommen, dass sich die Laufzeiteffizienz unseres Simula-
tionscodes insbesondere durch den Einsatz starker Vorkonditionierer und die Parallelisierung der Pro-
grammabliufe steigern ldsst. Die Block-Losungsverfahren sind hierzu zwar auch in der Lage, gegen-
iber des ILU(0)-Vorkonditionierers erweisen sie sich aber als nicht konkurrenzfahig. Das Ausnutzen der
Blockstruktur der Systemmatrix wird nur dann interessant, wenn dieses Vorgehen eine Parallelisierung
des Losungsprozesses ermoglicht, die die Vorteile der im Allgemeinen nur schlecht parallelisierbaren,
starken Vorkonditionierer aufwiegt. Bei unseren Tests konnten wir ein solches Verhalten aber nicht be-
obachten. Zu den von uns benutzten Parallelisierungsmethoden ist zu sagen, dass sich die GPU-Variante
- zumindest bei Verwendung des parallelisierten Jacobi-Vorkonditionierers - als der OpenMP-Variante
iberlegen erwiesen hat. Der zweistellige Speedup spricht hier fiir sich. Man muss jedoch beachten, dass
sich die Moglichkeiten der GPU nur unter hohem Programmieraufwand voll ausnutzen lassen. Stérke-
re Vorkonditionierer lassen sich hier nicht problemlos von der CPU auf die GPU iibertragen, sondern
miissen so abgedndert und manipuliert werden, dass kein Parallelisierungspotential verschenkt wird. Zur
okonomischen Programmentwicklung stellt die Nutzung von OpenMP somit trotz des niedrigeren Spee-
dups eine verniinftige Alternative dar. Beziiglich der Immersed-Boundary-Methoden kommen wir zu-
sammenfassend zu dem Urteil, dass das Penalty-Verfahren zwar funktionsfdhig, aber im Allgemeinen
nur schwer kontrollierbar ist. Die semi-implizite Integrationsmethode ist hier das Mittel der Wahl.

Diese rein sachlichen Ergebnisse sind jedoch nur sekundédr von Bedeutung. Weit wichtiger sind die Er-
fahrungen, die wir im Laufe dieses Studienprojektes sammeln konnten. So war es uns aus erster Hand
moglich zu erleben, wie sich die Codeentwicklung in einer groBeren Gruppe gestaltet und welche Proble-
me beim arbeitsteiligen Programmieren entstehen kdnnen. Insbesondere auf dem Gebiet der modularen
und flexiblen Programmentwicklung konnten wir hier unsere Kenntnisse ausbauen. Vorteilhaft war da-
bei, dass uns groftmogliche Freiheit in Bezug auf die Projektplanung und die explizite Realisierung
der Programmiervorhaben gewihrt wurde. Dadurch wurde uns zum einen erlaubt, die Aufgaben ent-
sprechend der personlichen Interessen und Stirken zu verteilen, und zum anderen, mit verschiedenen
Ansitzen zu experimentieren und Tests auf vielen Gebieten durchzufiihren. Rein fachlich konnten wir
so unsere Kenntnisse iiber die Programmiersprache C, die Nutzung externer Bibliotheken, das Program-
mieren auf GPUs, die Diskretisierung mit Finiten Differenzen und die Freiheitsgradverwaltung ausbauen
und kamen zusétzlich in Kontakt mit neuen Vorkonditionierungs- und Losungstechniken. Im GrofB3en und
Ganzen stellte dieses Studienprojekt eine erfreuliche Abwechslung und eine sinnvolle, praxisorientierte
Erweiterung des iibrigen Technomathematik-Studiums dar und wird uns deshalb als bereichernde Erfah-
rung in Erinnerung bleiben.
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