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2. Grund: SPEED

Beobachtung: AFEM: MFlop/s-Rate <« peak performance

Beispiel: MV-Multiplikation in FEATFLOW (F77-code):

NEQ | SP-MOD | SP-STO || SBB-V
AMD Opteron 852 4.225 557 561 1805
2,6 Ghz 66.049 395 223 660
4280 MFLOP/s 1.050.625 391 75 591

aus: Dissertation Chr. Becker 2007




Warum gerade r-Adaptivitat?

Warum dieser Einbruch?:

1. : CPU speed > memory speed

2. aktuelle FEM-codes verwenden

Indirekte Adressierung : viele (ungeordnete)
Speicherzugriffe

globale Datenstrukturen verhindern effektives caching
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Warum gerade r-Adaptivitat?

Warum dieser Einbruch?:

1. : CPU speed > memory speed

2. aktuelle FEM-codes verwenden
Indirekte Adressierung : viele (ungeordnete)
Speicherzugriffe
globale Datenstrukturen verhindern effektives caching

Problem:
Elementweise unstrukturierte Gitter ermdglichen Adaptivitat
aber verhindern direkte Adressierung ;

Tensorproduktgitter ermdglichen direkte Adressierung , aber
verhindern Adaptivitat  (scheinbar).
?

Synthese: FEAST g




FEAST-Konzept (der gitterrelevante Tell)

globales Gitter: “viele” lokale verallgemeinerte
Tensorproduktgitter (“macros”).
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MFLOP-rate-erhaltende Adaptivitat

VOI'Q abe: erhalte die lokale Tensorproduktstruktur

Ansatz 1. macroweise h-Adaptivitat ("hanging nodes’)

Ansatz 2. r-Adaptivitat (erhalt die logische Struktur
des Gitters)

Ansatz 3: kombiniere 1 und 2

r-Adaptivitat




Herleitung

Gebiet (2
Triangulierung 7, Vierecke T

“Monitorfunktion” 0 < ¢ < f € C1(Q): gewlinschte
Flachenverteilung

“Gewichtsfunktion” 0 < ¢ < g € C'(Q): vorhandene
Flachenverteilung

Ziel: Transformation ® : {2 — € mit
g(z)|J®(z)| = f(P(x)) Ve

und




Herleitung

- [ 170G@)ds

m(®(T)) := L(T) 1 dz




Herleitung

m(®(T)) := [I)(T) ldx = /T |JP(x)|dx,

1 x 1 Gauss-Formel:

@) o
g(ze) m(T) = f(®(zc)) + O(h).
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Herleitung

m(®(T)) := [I)(T) ldx = /T |JP(x)|dx,

1 x 1 Gauss-Formel:

m@(T) _ o
g(xc) m(T) — f((I)( c)) T O(h)
Wenn nun
g(x) =c(h) m(T)+ O(h),x €T
gilt, dann




Herleitung

Konsistenzbedingung:

1 1
/<I>(Q) de - /Qf(cp(x) | J(®(x))|dz




Herleitung

Konsistenzbedingung:

1 1
/<I>(Q) de - /Qf(cp(x) | J(®(x))|dz

)
L @)
f(@(z)  g(x)
1
= /dea:

= c¢(h) = ch™ =

m(®(T)) = ch*f(®(z.)) + O(h®),z € T.




Deformationsverfahren

Deformation (f, 7)

berechne [ — 3, [:=c/f.§=C/g.[[=[37
I6se )
—div(v(x)) = f(x) — g(x), = € Q, v(z) -n=0, z € 0N

DO FORALL x € 7

lose (o))
. v(p(x,t),t
Oep(@,t) = T )t (0500 0)

ENDDO

0<t<1, p(z,0) ==z

END Deformation




Theorie

Theorem (Moser) Sei 0 > k£ € N, a > 0. Seil 2 C R" ein Gebiet
mit C3tF-glattem Rand. Sei weiter f, g € CH*(Q) mit

[o [ = [ 9. Dann existiert ein C**1->-Diffeomorphismus

d : ) — R™ mit

g(@)|J@(z)| = f(P(x)) Vze

und
¢(zx) =x Ve 0.




Theorie

Theorem (Moser) Sei 0 > k € N, a > 0. Sei {2 C R" ein Gebiet
mit C3tF-glattem Rand. Sei weiter f, g € CH*(Q) mit

[o [ = [ 9. Dann existiert ein C**1->-Diffeomorphismus

d : ) — R™ mit

g(@)|J@(z)| = f(P(x)) Vze

und
¢(zx) =x Ve 0.

Theorem Sei ) wie oben. Wenn die Deformationsabbildung
o : () — Q existiert, erfullt sie die obigen Bedingungen.




numerische Realisierung

Deformation (f, 7)
berechne f — g, g = ¢(7T)
6se (Vwy, Vo) = (f — §,0n) Ven € Q1(T)

Uy — Gh(wh)

DO FORALL z € T
|Ose
Op(0.t) = it neeen 0SS e@0) =z
(I)h(x) — gO(CB, 1)

ENDDO

END Deformation




Fehlermald und Konvergenz

Situation: geg. (7;)icr, N; < N;z1, mit

hi = max le| = O(N;"?) Vi e I (Kantenregularitat)
ecc;

30 < ¢,C : chi <m(T) < Ch? VT € T;Vi € I(Flachenregularitat)




Fehlermald und Konvergenz

Situation: geg. (7;)icr, N; < N;z1, mit

hi = max le| = O(N;"?) Vi e I (Kantenregularitat)
ecc;

30 < ¢,C : chi <m(T) < Ch? VT € T;Vi € I(Flachenregularitat)

Flachenahnlichkeit: 30 < gmin < g < gmax < 0o Mit

1
ﬁcim(T) =g(x)+O(h;)) VeeT VT eTNiel, cs<c¢ <UCs.

g

?
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Fehlermald und Konvergenz

1. Ansatz: Vergleich mit “Referenzdeformation”: ||®;, — ®|| — 0

Probleme:

® eindeutig nur durch rotv 20
||®;, — ®|| schwierig zu berechnen

f(x) !
2. Ansatz: q(z) = < -1~ 0=

Qo = ||CI||L2(Q)7 Qoo 1= ||CI||L<>O(Q)

Konvergenz : < Qg — 0, — 0,Ah — 0
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(7;);c1 Sei stets kantenregular.
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Konvergenzsatz: Vorbereitungen

(7;);c1 Sei stets kantenregular.
Lemma 1 (7;);c; flachenahnlich = (7;),;c; flachenregular
Lemma 2 (7;);c; flachenahnlich = (7,¢);c; kantenregular

Lemma 3 Sei 0 < e < f € CHQ), (T;);er flachenahnlich
= (T.%);¢; flachenregular.




Konvergenzsatz

(7;);cr sei kantenregular und flachenahnlich, 0 < ¢ < f € C1().
Weiterhin gelte ||[Vw — Grwp||eo = O(R'T?), § > 0 und
1Xn — X[] = O(R'*?).

Dann:

a) (7;)icr ist kantenregular

~

b) (7;):cr ist flachenregular
c) dc > 0:

Qo < Chmin{1,5} Qoo < Chmin{1,5}.

Y




Test Problem

Q) = [0, 1]?, Tensorproduktgitter

d — 0.25]

f(x) = min {1, max{ 0o




Test Problem

Q) = [0, 1]?, Tensorproduktgitter

4 . ‘2 N
f(x) = min{l,max< d 0;)5 5’,5} >, d = \/(331 — %)2 + (:CQ — %)2

\ /




Konvergenz der ODE-LoOser

| EE ———— ||
i AB2 —— ||
0.1+ AB3 —+— |]
HEUN ——
| ‘ ‘ 1.0 RK3 -+ i
0.01 t RK4 —+—— |
[ S RKF2B _
0.001 | \
- \ ‘ 2.0 -
le-04 C ' 7
te0s \
1e-06 — - - —
10 100
NEL = 65536

ODE-Fehler: O(At?)




Konvergenz am Testbeispiel

Korollar Sei
|[Vw — Grws|| e = O(R?), At = O(h).

= Qo=0(h), Qo =0(h)
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Konvergenz am Testbeispiel

Korollar Sei
|[Vw — Grws|| e = O(R?), At = O(h).

= Qo=0(h), Qo =0(h)

0.1}

0.01 |

0.001 |

1000 10000 100000 le+06




Grenzen der Methode

('291)

(1,1)

£,

€,

(-2,0) (-1,0)

(1,0)

g(m):{; - reth f(a;):min{l,max{|d_0'25|

; x € (9

g2 C(Q)=w¢gH* Q). k>0

= ||Vw — Grwp|| Lo # O(h?)

0.25




Grenzen der Methode
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Grenzen der Methode
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Laufzeitverhalten

Konvergenz: Zeitschrittweite At = O(h) = C’)(N—W)

Komplexitat: O(N3/2)




Laufzeitverhalten

Konvergenz: Zeitschrittweite At = O(h) = C’)(N—W)

Komplexitat: O(N3/2)

Gesamtlaufzeit ——

1000
100

10 |

0.1 ¢

1000 10000 100000 le+06
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In der Praxis: Gittersequenz durch sukzessives Verfeinern




Mehrgitter-Deformation

Ziel: feste Zeitschrittweite + Konvergenz

In der Praxis: Gittersequenz durch sukzessives Verfeinern
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Mehrgitter-Deformation

Ziel: feste Zeitschrittweite + Konvergenz
In der Praxis: Gittersequenz durch sukzessives Verfeinern

Tes T,

®k—l
— T

~
~
N/

6/ (77
T, T

i




Mehrgitter-Deformation

ldee:
Deformation auf grobem Gitter

Verfeinerung
Deformation auf feinem Gitter (Korrekturschritt)
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Mehrgitter-Deformation

ldee:
Deformation auf grobem Gitter

Verfeinerung
Deformation auf feinem Gitter (Korrekturschritt)

Annahme 1:
dj, := max ||z — ®(x)|| = O(h?)
rEXy
Annahme 2:
X - Xl _
|z — ®(x)]|

= ||X, — X[ = O(h?)




Algorithmus

MehrgitterDeformation (f, 7, Npre) : 7
’]E =R (T, imin)

DO | = 4min, tmax; tiner
7; := PreSmooth( 7;, Npe (7))
7, .= Deformation(f, 7;)
IF (4 <imax) Ziv1 = V(T;)
ENDDO

T :: Zmax

RETURN 7
END MehrgitterDeformation




Mehrgitter-Deformation

0.1 ¢
0.01 |
0.001

le-04

1le-05 -

1le-06 ¢ .

1000 10000 100000 1le+06

imin = 34 Yiner = 1, Npre = 2




Mehrgitter-Deformation

0.1

0.01 }

0.001 |

1000

Q_0, Eingitter —+—
Q_0, Mehrgitter —+—

Q_oo, Eingitter —+— 1.5
Q_oo, Mehrgitter ——
10000 100000

1le+06

Konvergenz trotz fester Zeitschrittweite




Laufzeitvergleich

Eingitter ——

[ Mehrgitter ——
1000
100
10 ¢
1r
0.1 ¢

1000 10000 100000 1e+06

fast optimale Komplexitat




Robusthelt

01 f

0.01 |

0.001 |

Q_0, Eingitter —+—
Q_0, Mehrgitter —+—
Q_oo, Eingitter —+—

Q_oo, Mehrgitter ——

1000 10000

100000 1e+06

Konvergenz beim 2. Testbeispiel




Testproblem: L-Gebiet, 48 macros

Poisson-Gleichung

Q = [-0.5,0.5]%/[0, 0.5]?

u(r, ) = r2/3sin(2/3¢)

f(r) = min {1, max{coh, \f2|7“\}

H/_/

gesucht: Gradientenfehler




Gitter an einspringender Ecke

-0.025 0.025




Fehlerkonvergenz

L-domain, 48 macros

— . .
regular —— |

| |
r-adaptive ---x---
h-adaptive ---%--- 1
. .
0.01 .
S
o
é
T
0.001 -
X
L L L M| L L
1000 10000 100000 1e+06




Zusammenfassung

HPC: lokal strukturierte Gitter

Deformationsmethode: Herleitung und
Konvergenzuntersuchung

Mehrgitterdeformation

Testbeispiel L-Gebiet: r-Adaptivitat




Vielen Dank fur thre
Aufmerksamkeit
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