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1 EINFUHRUNG IN DIE THEORIE DER RBF 1
1 Einfiihrung in die Theorie der RBF

Mit den Arbeiten zur Multiquadratischen Methode eroffnete der Geodése
R. L. Hardy in den siebziger Jahren des letzten Jahrhundert ein neues For-
schungsfeld fiir die Mathematik. Resultierend aus der Maultquadratischen
Methode entstand die verallgemeinerte Theorie der Radialen Basisfunktio-
nen, die Untersuchungsgegenstand dieses Studienprojekts sein soll. Obwohl
die Theorie schon vermeintlich lange Zeit existiert, zeigt sich die Relevanz des
Themas an den zahlreichen Einsatzmoglichkeiten der Radialen Basisfunktio-
nen. Heute finden RBFs Anwendung in der Biologie, Ingenieurswissenschaf-
ten, Geologie, Wirtschaftswissenschaften und Physik, um nur einige Einsatz-
gebiete zu nennen (vgl. [54], S. ix). Dabei orientiert sich die Anwendung im
Wesentlichen an zwei Aspekten. Zum einen kénnen mit RBFs verstreute Da-
ten beliebiger Dimension interpoliert werden und zum anderen konnen RBFs
zum numerischen Losen von gewohnlichen sowie partiellen Differentialglei-
chungen beitragen.

Diese Arbeit soll dem Leser einen umfassenden Einstieg und Uberblick iiber
die Theorie der Radialen Basisfunktionen eréffnen. Dazu wird im ersten Ka-
pitel eine Einfiihrung in das Thema gegeben, wobei die wesentliche Problem-
stellung der Interpolation verstreuter Daten erdrtert und die grundlegende
Idee der Radialen Basisfunktionen anhand der MQ-Methode erklart wird.
Auflerdem wird eine Einfithrung in das numerische Losen von partiellen Dif-
ferentialgleichungen mithilfe von Radialen Basisfunktionen gegeben, wobei
auf die verschiedenen Anwendungsgebiete kurz eingegangen wird. Das zwei-
te Kapitel greift daraufhin das Problem der Interpolation verstreuter Daten
nochmals auf und stellt einen Zusammenhang zwischen Radialen Basisfunk-
tionen und Splines her. Auflerdem wird in diesem Kapitel behandelt, unter
welchen Voraussetzungen die RBF-Methode das Problem der Interpolation

verstreuter Daten 10st. Daraufhin widmet sich das dritte Kapitel einer Feh-
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lerabschétzung der Interpolation mit der RBF-Methode. Auflerdem wird die
Stabilitat und Kondition der einfachen RBF-Methode behandelt. Dazu wird
ein konkretes Beispiel betrachtet, fiir das der optimale Shape Parameter er-
mittelt wird. Im letzten Kapitel wird das numerische Losen von partiellen

Differentialgleichungen behandelt und an konkreten Beispielen erlautert.

1.1 Interpolation verstreuter Daten

In der Mathematik und weiteren Naturwissenschaften stellt die Interpolati-
on von verstreuten Daten (engl.: scattered data) bzw. Rekonstruktion einer
unbekannten Funktion aus verstreuten Daten ein weit verbreitetes Problem
dar. Verschiedene wissenschaftliche Disziplinen von angewandter Mathema-
tik iiber Geologie, Biologie, Ingenieurwesen bis hin zur Betriebswirtschaft
nutzen dies zur Oberflaichenrekonstruktion, Losen von partiellen Differenti-
algleichungen oder Parametreabschétzung (vgl. [54], S. ix).

Bei der Interpolation mit verstreuten Daten werden Datenpunkte X = {x;: i =
1,..,n} C R? in der Dimension d > 1 und zugehérige reelle Datenwer-
te Y = {yi: i = 1,...,n} C R betrachtet. Gesucht ist nun eine Funktion
P; : RY — R, welche an den Datenpunkten die zugehdrigen Datenwerte

annimmt, d.h. die Bedingung
Prlx;)) =y, fir i=1,..,n

erfiillt. Dartiber hinaus sind Stetigkeit und Differenzierbarkeit wiinschens-

werte Eigenschaften, welche die Interpolante P; erfiillen sollte.

Ein Ansatz zum Finden einer solchen Interpolante besteht darin, die In-

terpolante als Linearkombination von Basisfunktionen darzustellen. Dafiir
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wahlt man linear unabhéngige Basisfunktionen Bj, B, ..., B, und lost das

Gleichungssystem

k=1

Dabei sind ¢y, ¢, ..., ¢, reelle Koeffizienten. Stellt man an die Basisfunktionen
die Forderung der Stetigkeit und Differenzierbarkeit, so gehen diese Eigen-
schaften direkt auf die Interpolante Py tiber. In Matrixschreibweise tibertragt
sich der Ansatz auf die Losung des Gleichungssystems Ac = y folgender Ge-
stalt

Bi(x1) Ba(x1) -+ Bp(xy) C1 U1
Bi(x2) Ba(x2) -+ Bp(xa) | | b2
B, (mn) B2(mn) T Bn(mn) Cn Yn

Nach Moglichkeit sollen die Basisfunktionen die Eigenschaft erfiillen, dass
unabhéngig von der Verteilung der Datenpunkte X stets eine eindeutige In-
terpolante existiert. Dies ist offensichtlich genau dann gegeben, wenn die
Matrix A invertierbar ist.

Wahlt man im eindimensionalen Fall d = 1 fiir die Basisfunktionen Mo-
nome By(z) = 2*7! fiir k = 1,2,...,n, so erhilt man durch Losen des Glei-
chungssystems das eindeutige Interpolationspolynom. Bei der Polynominter-
polation ist bekannt, dass die Existenz und Eindeutigkeit unabhéngig von der
Wahl der Datenpunkte A im eindimensionalen Fall gegeben ist. Im mehrdi-
mensionalen Fall d > 1 hingegen, kann die Invertierbarkeit der Matrix A und
damit die eindeutige Existenz einer Interpolante nicht mehr garantiert wer-
den. Ferner wird gezeigt, dass bei jeglicher Wahl von stetigen Basisfunktion

und Datenpunkten X aus einem Gebiet 2 C R? mit mindestens einem inne-



1 EINFUHRUNG IN DIE THEORIE DER RBF 4

ren Punkt immer eine Auswahl von Datenpunkten X C R? existiert, sodass
die Matrix A singular ist. Dazu bendtigt man den Begriff des Haar Raums

(vel. [54], S.18).

Definition 1.1 Seien Q C R? ein Gebiet mit mindestens n Punkten und
B C C(R2) ein n-dimensionaler linearer Vektorraum mit Basis

{By, By, ..., B, }. Man bezeichnet B als Haar Raum genau dann, wenn fir
beliebige paarweise verschiedene Datenpunkte X = {x1, T2, ...,x,} C Q
mit beliebigen Datenwerten Y = {y1,vy2,...,yn} C R genau eine Inter-

polante Py € B existiert.

Uber die Definition hinaus existieren weitere dquivalente Charakterisie-

rungen des Haar Raums.

Theorem 1.2 Unter den Voraussetzungen von Definition 1.1 sind fol-

gende Aussagen dquivalent:
1. B ist ein Haar Raum.

2. Jede Funktion f € B besitzt hichstens n — 1 Nullstellen.

3. Die Matriv A = (Bj(x;)):; ist invertierbar.

Beweis Siehe [54] S. 19. O

Mithilfe des Haar Raums und der aquivalenten Formulierung 3. aus Theo-
rem 1.2 konnen wir nun zeigen, dass im mehrdimensionalen Fall d > 2 keine
Wahl von Basisfunktionen existiert, welche die eindeutige Existenz einer In-
terpolationsfunktion fiir alle paarweise verschiedenen Datenpunkte X C 2

garantiert.
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Abbildung 1: Darstellung der Kurven ¢; und ¢y in der offenen Kugel Us.

Theorem 1.3 (Maierhuber-Curtis Theorem) Sei ) C R? ein Ge-

biet mit mindestens einem inneren Punkt. So existiert fir d > 2 und

n > 2 kein Haar Raum.

Beweis Aufgrund von Theorem 1.2 reicht es zu zeigen, dass man stets Da-
tenpunkte X C 2 findet, sodass die Matrix A singular ist.

Angenommen es existiert ein Haar Raum B C C(Q2) mit Basis { By, Bs, ..., B, }.
Da das Gebiet €2 einen inneren Punkt enthélt, konnen wir eine offene Ku-
gel Us mit Radius ¢ > 0 wéhlen, die komplett im Gebiet ) enthalten ist.
Nun kann man n verschiedene Punkte {@y,®s,...,x,} C Us C € wihlen.
Dariiber hinaus kann man zwei geschlossene Kurven cy,co: [0,1] — Us mit
c1(0) = &1 = c2(1) und ¢4 (1) = x2 = 2(0) konstruieren. Des Weiteren sollen
die Kurven keine der anderen Punkte xj, ..., x, schneiden. Man vergleiche

die Anforderungen an die Kurve mit der Abbildung 1. Aufgrund der Stetig-
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keit der Kurven und der Determinante erhalten wir durch Verkettung eine

stetige Funktion.

Bi(ci(t)) Ba(ei(t)) By(ei(t))
Bi(ca(t)) Ba(ca(t)) B (ca(t))
D(t) = det Bi(xs) Bay(xs) -+ Bu(xs)
Bi(x,) Ba(xp) B,(xy,)
= A,

Aus dem Theorem 1.2 Aussage 3 folgt 0 # D(0) = —D(1). Insbesondere
existiert aufgrund der Stetigkeit von D ein ¢t € (0,1) mit D(¢) = 0, d.h. die
Matrix ist nicht invertierbar, obwohl {¢;(t), ca(t), 3, ..., xn} C 2 ist. Dies ist
ein Widerspruch zu der Annahme, dass B ein Haar Raum ist (in Anlehnung

an [8], S.15 und [54], S.19). O

1.2 MQ-Methode

Bereits 1968 entwickelte der Geodése R. L. Hardy eine Methode, welche
das zuvor aufgeworfene Problem, die Eindeutigkeit und Existenz einer Inter-
polante, 16ste. Die sogenannte Multiquadratische Methode (MQ-Methode)
entstand nicht mit dem Ziel das Problem bei der Interpolation mit ver-
streuten Daten zu beheben. Die Wissenschaft der Geodésie widmet sich der
Vermessung der Erdoberfliche und der kartographischen Darstellung. Insbe-
sondere forschte Hardy, wie man aus verstreuten Messpunkten eine Karte
fiir Hohenlinien erzeugen kann. Dafiir wahlte Hardy Messpunkte auf Hiigeln
und Senken des zu kartographierenden Gebiets, d.h. an lokalen Hoch- und
Tiefpunkten. Die gewdhlten Punkte sind auf der linken Seite der Abbildung

2 dargestellt. Um nun eine Karte mit Hohenlinien, wie auf der rechten Sei-
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Abbildung 2: Darstellung von Héhenlinien durch MQ-Methode (vgl. [24],
S.167)

te der Abbildung 2 dargestellt, zu erzeugen, wird eine mindestens stetige
Interpolationsfunktion gesucht. Bereits bekannte Verfahren wie Interpolati-
on mit Fourierreihen und Polynominterpolation erwiesen sich als ungeeignet.
Die Interpolation mit Fourierreihen erzeugte starke Oszillationen zwischen
den einzelnen Messpunkten, wahrend die Polynominterpolation aufgrund der
diinn besetzen Verteilung der Messpunkte abrupte Hohenunterschiede unzu-
langlich abbildete (vgl. [23], S. 1906). Dartiber hinaus ist zu berticksichtigen,
dass im mehrdimensionalen Fall bei beiden Methoden das Maierhuber-Curtis
Theorem anwendbar ist und damit weder Existenz noch Eindeutigkeit einer

Interpolanten vorausgesetzt werden kann (vgl. [56], S. 4f).

Im Folgenden wird die MQ-Methode anhand eines Beispiels im eindi-
mensionalen Fall erldutert. Man betrachte die in Abbildung 3 schwarz ein-
gezeichnete Freihandfunktion f und interpretiere diese als Geldndeprofil auf
dem Intervall [0, 3.85]. Zehn Messpunkte {x1, x2, ..., 10} = X werden wie
bei Hardy an Hiigeln und Senken des Gelandeprofils gewahlt. Das Ziel be-
steht nun darin eine Interpolationsfunktion zu finden, welche das Gelande-
profil moglichst exakt approximiert. In rot sieht man in Abbildung 3 das im
eindimensionalen Fall eindeutige Interpolationspolynom eingezeichnet. Of-

fensichtlich fiihrt die Polynominterpolation zu Uberschwingungen am Rand
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28 — Freihandfunktion

— Interpolationspolynom
MQ-Methode mit £ = 0.5

Abbildung 3: Darstellung und Vergleich der MQ-Methode [Programm: Mul-
tiquadric.ggb]

des betrachteten Intervalls und bei abrupten Hohenunterschieden. Misst man
den Fehler der Approximation auf dem Intervall [0,3.85] in der L'-Norm, so
erhélt man den Wert 0.7661.

Bei der MQ-Methode werden mithilfe der euklidischen Norm ||.||2 die Basis-
funktionen By, Bs, ..., Bjp in Abhéngigkeit von den gewédhlten Messpunkte X
definiert. Hardy wéhlte fiir £ = 1, ..., n die Basisfunktionen

Bi(x) = /22 + ||z — 243

fir x € R? und € € R. In diesem Beispiel betrachten wir den Fall n = 10
und d = 1. Mit ¢ wird der frei wahlbare Shape Parameter bezeichnet. Of-
fensichtlich sind fur € # 0 die Basisfunktionen glatt (Vgl. [56], S. 5). Wahlt
man € = 0, so erhdlt man den Polygonzug entlang der Interpolationspunkte,

d. h. eine stiickweise lineare Interpolation. In der Abbildung 3 ist in griin
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€ ‘ f03'85 |f(z) — Pj(x)|da: ‘ max{|f(z) — 73]?(:1:)| :x € [0,3.85]}

0.1 0.3039 0.2743
0.2 0.3331 0.3122
0.3 0.3632 0.3737
0.4 0.3902 0.4255
0.5 0.4122 0.4769
0.6 0.4275 0.5121
0.7 0.4402 0.5346
0.8 0.4533 0.5450
0.9 0.4671 0.5445
1.0 0.4785 0.5347

Tabelle 1: Approximationsfehler der MQ-Methode in Abhéngigkeit von e
[Programm: Multiquadric.ggb]

die Interpolante P; mit der MQ-Methode und Shape Parameter € = 0.5 dar-
gestellt. Diese Approximation weist mit einem Fehler in der L!'-Norm von
0.4122 bereits eine deutliche Verbesserung gegeniiber der Polynominterpola-
tion auf. Durch die Wahl des Shape Parameters ¢ wird die Approximation
betrachtlich beeinflusst, wie man in Tabelle 1 erkennt.

Optimiert man ¢, sodass der Fehler in der L'-Norm minimiert wird, so
erhélt man fiir e = 0.022 einen Wert von 0.2851. Auflerdem ist zu beobachten,
dass die MQ-Methode durch die Verwendung der euklidischen Norm analog
auf Interpolationen im mehrdimensionalen Fall d > 2 iibertragen werden

kann.

1.3 RBF-Methode

Nachdem Hardy die MQ-Methode veroffentlicht hatte, folgten viele weite-
re dhnliche Verfahren zur Interpolation verstreuter Daten. Diese Verfahren
unterschieden sich dabei hauptséchlich in der Wahl von den Basisfunktio-
nen By. Schagen verdffentlichte 1979 beispielsweise eine Methode, in der er

die Basisfunktionen ebenfalls in Abhéngigkeit von den Datenpunkten X und
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mithilfe der euklidischen Norm definierte. Dazu wéhlte er die Basisfunktionen
Byi(z) = e~cllz=2kll2 wobei e wiederum den Shape Parameter bezeichnet (vgl.
[45], S. 55). Dartiber hinaus veréffentlichte Duchon 1977 weitere Verfahren,
bei denen die Basisfunktionen By(x) = ||x — xk||2, Br(x) = log ||z — x4|3
oder By(z)||z — xx||3 genutzt werden (vgl. [12], S. 95). Damit im Folgenden
die Eigenschaften dieser Methoden untersucht werden kénnen, werden die

Verfahren von Hardy, Duchon und Schagen verallgemeinert.

Definition 1.4 (Einfache RBF-Methode)

e Seien d € N, X = {xy,xa,...,x,} C R eine Menge von paar-
weise verschiedenen Datenpunkten und Y = {y1,ys,...y3} C R die

zugehdrigen Datenwerte.

o Sei ® : RY — R eine radiale Basisfunktion, d.h. es existiert eine

Funktion ¢ : [0,00) — R mit ®(z) = ¢(||x||2) fir v € R?

Als Basisfunktionen fiir die Interpolation wdhle man nun firk =1,2,....,n
und x € R4
By(x) = ®(x — ) = o[ — z/|2)-

Die Interpolante Py = >7i_; ci By ergibt sich dann direkt aus der Lésung

des Gleichungssystems

(|1 — z1ll2)  S(||le1 —z2(l2) -+ O(||[T1 — Tnll2) c1 Y1
(|2 — z1ll2) o(|lz2 — z2[2) - O([|z2 — ZWl|2) 2 || v
o(l|len — z1ll2) (T —x2[l2) -+ B([|Tn — Tnll2) Cn Yn

Die RBF-Methode wird mafigeblich durch die Wahl der Radialen Basis-
funktion bestimmt. Man sieht leicht ein, dass die RBF-Methode mit
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d(z) = Ve + 22 exakt der MQ-Methode entspricht. Analog kann man auch
die Verfahren von Schagen und Duchon darstellen. Uber die genannten Ra-
dialen Basisfunktionen hinaus gibt es noch eine Reihe weiterer Radialer Ba-
sisfunktionen die fiir die RBF-Methode verwendet werden. Eine Auswahl der

wichtigsten  Basisfunktionen  ist ~in  Tabelle 2  aufgelistet.

Art der Basisfunktion | ¢(z),(x > 0)
Unendlich glatte RBFs
Gaussian (GA) e (e0)?
1
I dratics (I
nverse Quadratics (1Q)) e
1
Inverse Multiquadrics (IM
quadrics AMQ)| - 75
Multiquadrics (MQ) Ve + x?
Stiickweise glatte RBFs
Linear x
Thin Plate Spline (TPS) z?log(x)

Tabelle 2: Auflistung von Radialen Basisfunktionen

In der Abbildung 4 sind die Radialen Basisfunktionen ®(x) = ¢(||x||2)
fiir Gaussian, Multiquadrics, Linear und Thin Plate Spline in der Dimension
d = 2 dargestellt. Bei allen Baisisfunktionen ist die radialsymmetrische Ei-
genschaft um das Zentrum (0, 0) zu erkennen. Auflerdem ist der Einfluss des
Shape Parameters bei Gaussian und Multiquadrics deutlich zu sehen. Umso
grofler der Shape Parameter ¢ ist, desto spitzer erscheint der Graph. Bei den
stiickweise glatten RBFs Linear und Thin Plate Spline existiert kein Shape
Parameter.

Betrachtet man die RBF-Methode, so ist wie bei der MQ-Methode offen-
sichtlich, dass die Methode durch die euklidische Norm in beliebiger Dimen-
sion d > 1 anwendbar ist. Bisher wurde allerdings nicht behandelt, ob die

RBF-Methode das in Abschnitt 1.1 vorgestellte Problem der Interpolation
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(e) Linear (f) TPS

Abbildung 4: Darstellung einiger Radialer Basisfunktion ®(z) = ¢(||z||2) fur
d =2 auf [-1,1]?
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verstreuter Daten 16st. Also ob stets eine eindeutige Interpolante unabhéan-
gig von den gewéhlten Datenpunkten gegeben ist. Genauer werden in den

folgenden Kapiteln diese Fragen geklart:

o Kann die RBF-Methode die Existenz und Eindeutigkeit einer Inter-

polante garantieren?
o Funktioniert dies unabhéngig von der Dimension d € N?

o Welche Eigenschaften muss die Matrix A beziehungsweise die Radialen

Basisfunktionen dafiir erfiillen?
o Welcher Zusammenhang besteht zwischen Splines und der RBF-Methode?

Der Beantwortung dieser Fragen widmet sich das Kapitel 2 in diesem Buch.
Dafiir werden insbesondere die Begriffe positive Definitheit und vollstandige

Monotonie eine hohe Bedeutung haben. Weitere Fragen sind:

o Wie ,,gut” ldsst sich eine Funktion mithilfe der RBF-Methode appro-

ximieren?
o Existiert eine (punktweise) Fehlerabschatzung?
o Wie muss der Shape Parameter € optimalerweise gewéhlt werden?

Diese Fragen werden in Kapitel 3 beantwortet, wozu der Native Space sowie

die Power Function eingefiithrt werden.

1.4 RBF-FD

Uber die Anwendung zur Interpolation verstreuter Daten hinaus konnen Ra-
diale Basisfunktionen zur numerischen Losung von gewohnlichen und partiel-
len Differentialgleichungen eingesetzt werden. Zur Losung von gewohnlichen

und partiellen Differentialgleichungen existieren bereits einige Verfahren wie



1 EINFUHRUNG IN DIE THEORIE DER RBF 14

die Finite Elementen, Finite Differenzen und Finite Volumen Methoden. Die
Finite Differenzen Methode wurde bereits zu Beginn des 20. Jahrhunderts
von Lewis Fry Richardson eingefiihrt und studiert (vgl. 2], S.10).

Dabei besteht die Grundidee der Finiten Differenzen Methode darin, dass
die Ableitungen in Differentialgleichungen durch finite Differenzen ersetzt
werden. Im eindimensionalen Fall kann beispielsweise mithilfe des zentralen

Differenzenquotienten mit h € R die erste Ableitung angenéhert werden.

fle+h)— flz—h)

@)~ o

Eine Voraussetzung fiir den Einsatz der Finiten Differenzen Methode ist hin-
gegen, dass das Gebiet der Differentialgleichung mit einem (&quidistanten)
Gitter diskretisiert werden muss. Dieses Verfahren fithrt durch einsetzten der
Gitterpunkte und finiten Differenzen zu einem linearen Gleichungssystem,
welches mit bekannten Methoden gelost werden kann. Die Finite Differen-
zenmethode bietet die Vorteile, dass das Verfahren in der Regel einfach zu
implemetieren ist und theoretisch eine beliebige Genauigkeit der Naherungs-
losung erzielt werden kann, wenn der Gitterabstand h gegen 0 geht. Auf
der anderen Seite hat das Verfahren auch einige Nachteile. Es ist unflexibel
gegeniiber Verfeinerungen aufgrund des Gitters, das unter Umsténden sehr
aufwendig zu erzeugen ist (vgl. [2], S.10). AuBerdem geht beim Gleichungs-
system die Dimension der Definitionsmenge als Potenz in die Anzahl der

Unbekannten ein.

Aufgrund der gegebenen Nachteile werden im 4. Kapitel dieses Buches
alternative Ansétze zur Losung partieller Differentialgleichungen vorgestellt.
Das ist zum einen die Kollokationsmethode und zum anderen die RBF-FD
Methode. Fiir die numerische Losung einer partiellen Differentialgleichung
nutzen diese Methoden Radiale Basisfunktionen. Dabei muss bei der Dis-

kretisierung des Gebiets 2 der Differentialgleichung keine Riicksicht auf die
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Struktur genommen werden. Das bedeutet, dass kein Gitter oder dhnliches
erforderlich ist, weshalb die Methoden auch als , meshless” bezeichnet wer-
den. Mithilfe der Kollokationsmethode kann beispielsweise eine numerische
Losung der Strahlungstransportgleichung

10
lcatjt(n-V)]]:—(ﬁ—Fa)l—Fp

bestimmt werden. Die Intensitat I wird dabei durch die Darstellung
N
I(z) =3 Aj(n,t)®(z — ;)

J=1

approximiert. Als Radiale Basisfunktion wird die Multiquadric gewahlt, d.h.

Oz —zj) = \Je + ||z — 3.

Fiir eine genauere Betrachtung sei auf [28] verwiesen. Im vierten Kapitel
wird die RBF-FD Methode vorgestellt. Diese Methode ist ebenfalls , mes-
hless“ und hat eine hohe Genauigkeit bei wenigen Datenpunkten X (vgl.
[50], S.1 und [28], S. 1906), wobei die RBF-FD Methode im Vergleich zu
der Kollokationsmethode zu einem geringeren Rechenaufwand fiihrt. Zum
Schluss des vierten Kapitels werden die Kollokationsmethode und RBF-FD
Methode anhand eines Beispiels verifiziert. Insbesondere wird der Einfluss
des Shape Parameters auf den maximalen Fehler untersucht. Durch die An-
wendung auf gewohnliche und partielle Differentialgleichungen ertffnen sich
viele Anwendungsmoglichkeiten fiir Radiale Basisfunktionen wie in Tabelle 3

zu sehen.
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Anwendungsgebiet Verweis
Finanzmathematik
Bewertung europdischer Optionen [25]
Bewertung amerikanischer Optionen [26]
Thermodynamik
Wiaremleitungs-/Diffusionsgleichung 4]
Fluiddynamik
Navier-Stocks equation [49]

Tabelle 3: Anwendungsgebiete von Radialen Basisfunktionen

16
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2 Scattered Data Interpolation Problem

Im vorangegangenen Kapitel wurde bereits das Scattered Data Interpolati-
on Problem, welches kurz gefasst das Finden einer unbekannten Funktion
anhand gegebener, verstreuter Datenpunkte beschreibt, vorgestellt. Dieses
Kapitel soll nun diese Problemstellung im Hinblick auf die Existenz und Ein-
deutigkeit von Losungen des selbigen genauer untersuchen.

Zunéchst wird dazu die Spline-Interpolation eingefiihrt. Diese bietet einen
einfachen Ansatz ein Interpolationsproblem mit verstreuten Daten zu losen.
Viel wichtiger ist aber, dass dem Leser mit diesem Verfahren ein weiterer, in-
tuitiver Zugang zur Methode der Radialen Basisfunktionen geboten wird. Es
wird gezeigt, dass die RBF-Interpolation letztlich als eine Verallgemeinerung
der Spline-Interpolation aufgefasst werden kann. Aus der Interpolation mit
kubischen Splines lassen sich die einfache und die erweiterte RBF-Methode
gewinnen, welche in den nachfolgenden Unterkapiteln 2.2 und 2.3 dann ge-

nauer untersucht werden.

2.1 RBFs und kubische Splines

In Kapitel 1 wurde dem Scattered Data Interpolation Problem bereits mit
der Polynominterpolation begegnet. Wie in Abschnitt 1.1 beschrieben wurde,
gewihrleistet diese Methode jedoch nicht in jedem Fall die eindeutige Exis-
tenz einer Losung. Nur in der Raumdimension d = 1 existiert in jedem Fall
eine von den Datenpunkten X unabhéngige, eindeutige Losung der Interpo-
lationsaufgabe. Dieser Umstand ist neben des hohen Rechenaufwands und
der gegebenenfalls schlechten Approximationsgiite ein Grund, nach einer ge-
eigneteren Losungsidee zu suchen. Splines bieten hierzu einen ersten Ansatz,

da sie eine Interpolante in Abhangigkeit der Stiitzstellen konstruieren.
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Fir den eindimensionalen Fall lasst sich wie auch bei der Polynomin-
terpolation zeigen, dass mit Hilfe von Splines eine eindeutige Interpolante
gefunden werden kann. Dariiber hinaus vermeidet die Spline-Interpolation
aber auch die mitunter starken Oszillationen der Polynominterpolation bei
steigender Stiitzstellenzahl und garantiert die Differenzierbarkeit an den In-
tervallgrenzen (vgl. [48], S.106 und [8], S.10). Die Giite der Interpolation ist
unabhéangig von der Zahl der Stiitzstellen beziehungsweise von dem Polynom-
grad, was einen entscheidenden Vorteil liefert (vgl. [43], S.179). Des Weiteren
liefern Splines ein Konzept, welches sich auch auf hohere Raumdimensionen
iibertragen lasst. Dazu wird das betrachtete Gebiet, welches eine Teilmen-
ge des R? darstellt, trianguliert. Auf den so erhaltenen ,Dreiecken® kénnen
dann gewisse Basissplines angewendet werden. Problematisch sind hier je-
doch auch Dimensionen d > 2 und insbesondere verstreute Stiitzstellen. Es
gibt mittlerweile eine Vielzahl weiterer Ansétze zur Verwendung von Splines
in héheren Raumordnungen. Jedoch ist die Forschung in diesem Bereich noch
nicht abgeschlossen und in der Praxis wird die Spline-Interpolation hidufig nur
bis zur Raumdimension d = 3 verwendet (vgl. [54], S.9). Fiir einen Uberblick
zu multivariaten Splines empfiehlt sich der Vortrag von de Boor [6]. Entschei-
dend fiir die vorliegende Arbeit ist allerdings der Umstand, dass wir Splines
als einen Spezialfall Radialen Basisfunktionen auffassen kénnen und dadurch

einen leichten Zugang zu dieser Interpolationsmethode erhalten.

2.1.1 Interpolation mit Splines

Die Idee zur Spline-Interpolation ist von ganz praktischer Natur. Bereits zu
Beginn des 20. Jahrhunderts wurde dieses Prinzip im Schiffsbau verwendet.
Statt Kurvenlinealen nutzte man biegsame Holzstabe, sogenannte Straklat-
ten (engl.: Splines), um glatte Fliachen fiir Schiffe und spéter auch fiir Flug-

zeuge zu konstruieren. An vorgegebenen Punkten, den Stitzstellen, fixierte



2 SCATTERED DATA INTERPOLATION PROBLEM 19

man die Straklatten und zeichnete entlang dieser die Fliachen. Aufgrund der
Materialbeschaffenheit kriimmten sich die Holzstabe zwischen den Stiitzstel-
len derart, dass sie eine glatte Verbindungslinie ergaben. Dartiber hinaus
waren die so entstandenen Verbindungslinien quasi identisch mit den Kur-
ven der kleinsten Kriimmung, die die Stiitzwerte interpolierten, was auf das
physikalische Prinzip der Energieminimierung zuriickzufithren ist (vgl. [43],
S.179 und [48], S.107).

Erst spéter wurde dieses frithe Konzept der Spline-Interpolation mathe-
matisch formalisiert. Vereinfacht gesagt, handelt es sich bei Splines um Funk-
tionen, die stiickweise definiert sind. Sie bestehen aus Polynomen niedrigen
Grades, welche an den Stiitzstellen gewissen Glattheitsanforderungen gent-
gen miissen, um sich letztlich zu einem stetigen Spline zusammenzusetzen.
Je nachdem, von welchem Grad die verwendeten Polynome sind, lassen sich
die Splines kategorisieren. Im eindimensionalen Fall lautet die allgemeine

Definition einer Splinefunktion wie folgt (vgl. [36], S.21 und [43], S.180):

Definition 2.1 (Univariater Spline)

Es sei X = {zg < 1 < -+ < Xpy1} eine gegebene Menge an Stiitz-
stellen. Dann ist ein zu X gehérender Spline vom Grad k eine reelle
Funktion

s [xg, ni1] = R
fur die gilt:
(a) s € C*([xo, Tn11])

(b) s

(zs,2i01]€ Pe(R), wobei Py, die Polynome vom Grad k sind.

Fiir den Raum aller Splines vom Grad k schreiben wir dann

Si(X) = {S € C* Y[wo, Tnya]): s

[a:i,a:,-+1]6 73]@7Z — O, e 7n} .
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In der obigen Definition wurde die Menge der Stiitzstellen X aus Kapitel
1 leicht modifiziert. In den nachsten Absatzen betrachten wir nun die Menge
X , welche um zwei Punkte zy und x,,; am Rand erganzt wurde. Bei die-
ser Modifikation handelt es sich nur um eine ,kosmetische“ Verdnderung der
Datenmenge, um das betrachtete Intervall einzugrenzen. Sie dient dazu, den
Zusammenhang zu Radialen Basisfunktionen leichter herleiten zu konnen.
Im spateren Verlauf wird deutlich, dass diese zusatzlichen Intervallgrenzen
nicht weiter benotigt werden und ausgelassen werden kénnen. Des Weiteren
wird hier eine geordnete Menge an Stiitzstellen betrachtet. Die Formulie-
rung aus Definition 2.1 ist noch sehr allgemein und es kann mit Hilfe des
nachfolgenden Theorems noch eine Konkretisierung der Darstellung solcher

Splinefunktionen erreicht werden (vgl. [51], S.279 und [5], S.325).

Theorem 2.2 (Basis und Dimension univariater Splines)

Jeder Spline s € Sp(X) besitzt die Darstellung

s(x) = ai(x — )% +> b, fir alle x € [x9, Tps1).

(# — x)" fir x >
(. —m)} =
0 sonst
die abgebrochene Potenzfunktion.
Die Funktionen 1,x, ... 2% (x—x1)%, ..., (x—x,)% sind linear unabhdn-

gig und bilden somit eine Basis des Splineraums Sk(/'\?) Daraus erqgibt

sich die Dimension dim(Si(X)) = n+k + 1.

Sowohl Definition 2.1 als auch Theorem 2.2 beziehen sich auf einen all-

gemeinen Spline vom Grad k. In der Praxis wird h&ufig mit Splines dritten
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Grades gearbeitet. Diese kubischen Splines haben insbesondere eine Anwen-
dung in der graphischen Datenverarbeitung und erscheinen dem menschli-
chen Auge besonders glatt (vgl. [22], S.364). Sie bieten einen guten Kompro-
miss zwischen Rechenaufwand und Glattheit (siehe Definition 2.22 zu glatten
Funktionen). Im Folgenden werden wir daher noch einmal diese Splinetypen
naher untersuchen und daraus den Zusammenhang zu Radialen Basisfunk-
tionen herleiten. Die Definition erfolgt analog zur Definition 2.1 (vgl. [52],
S.298).

Definition 2.3 (Univariater kubischer Spline)
Fiir die Menge an Stitzstellen X = {zg < 1 < -+ < xpyy } ist der

Raum der kubischen Splines

Ss(X) = {'s € C*([z0,2n11)): 8 o isn)€ Psri =0,...,n } C C*(R).

Es fehlt noch eine elementare Bedingung, um mit Hilfe von Splines eine ge-
suchte  Funktion f zu interpolieren. Fir die Funktionswerte
Y =y :yi = f(x;),i = 1,...,n} an den Stiitzstellen X muss namlich
gelten:

s(z;)) = f(z;) =y; furallei=1,... ,n. (1)

Mit Hilfe dieser Interpolationsbedingung erhélt man nun n Bedingungen zum
Aufstellen eines Gleichungssystems. Aus Theorem 2.2 ist bekannt, dass der
Raum kubischer Splines Ss(X) die Dimension n+3+1 = n+4 hat. Es handelt
sich hier um ein unterbestimmtes Gleichungssystem. Demnach fehlen noch
vier zusatzliche Bedingungen, um eine eindeutige Interpolante zu finden. Fiir
dieses Problem werden in der Literatur verschiedene Moglichkeiten zusatzli-
cher Bedingungen vorgestellt. Da diese sich immer auf die Randintervalle be-

ziehen, spricht man auch von Randbedingungen. Zur weiteren Untersuchung

verwenden wir hier die natiirliche Randbedingung (auch freie Randbedingung
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genannt). Physikalisch entsteht diese aus dem Prinzip der Energieminimie-
rung. Wird eine Straklatte zwischen zwei Punkten eingespannt, so verbraucht
diese Energie fiir die Kriitmmung, welche fiir kleine Kriimmungen durch das
Funktional J(s) = [;+' s”(x)?dz angenéhert werden kann. Da die benétig-
te Energie fiir kleine Kriitmmungen minimal ist, wird auch das Funktional

minimiert (vgl. [48], S.108). Aus dem Minimierungsproblem erhalt man auf

ynatirliche* Art die Randbedingungen
s"(x1) = s (1) = 0 und s"(x,) = s¥(x,) =0 (2)

(fiir eine ausfithrliche Herleitung siehe [48]). Dies ist genau dann der Fall,
wenn der kubische Spline auf den Teilintervallen des Randes ein Polynom

ersten Grades ist. Wendland fasst dies wie folgt zusammen (vgl.[54], S.8):

Definition 2.4 (Natiirlicher kubischer Spline (nach Wendland))
Fiir die Menge an Stiitzstellen X = {xq < o1 < -+ < Tpyq } ist der

Raum der natirlichen kubischen Splines definiert als

./\/’3(/?) = {S € Sg()?): S |[x07x1],8 |[a:n,:cn+1]€ Pl} C 83()?)

In der Literatur werden die natiirlichen kubischen Splines haufig leicht an-
ders formuliert, was an unserer Modifikation der Stiitzstellenmenge X liegt.
In Anhang A.1 wird dies zur Vervollstandigung neben weiteren Randbedin-
gungen aufgefiithrt. Es lasst sich nun zeigen, dass natiirliche kubische Splines
eine eindeutige Interpolante fiir das Interpolationsproblem im Eindimensio-
nalen liefern. Unter anderem in dem Buch von Plato [36] und bei Schaback
und Wendland [43] finden sich hierzu detaillierte Ausfithrungen. Um die Inter-
polation mittels natiirlicher kubischer Splines zu veranschaulichen, betrach-

ten wir noch zwei Beispiele. Auflerdem wird in Anhang A.1 eine Berechnung
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des natiirlichen kubischen Splines nach Wendland gezeigt.

Beispiel 2.5 (Kubischer Spline fiir Hohenlinien)

An dieser Stelle wird noch einmal das Beispiel zur Darstellung von Hoéhen-
linien aus Kapitel 1 aufgegriffen. Es soll die Freihandfunktion f, welche als
Gelandeprofil auf dem Intervall [0, 3.85] zu interpretieren ist, interpoliert wer-

den [Programm: Splineinterpolation.qggb.

28 — Freihandfunktion

— Interpolationspolynom

Natiirlicher kubischer Spline

Abbildung 5: Darstellung von Hohenlinien durch kubische Spline-
Interpolation auf dem Intervall [0, 3.85].

In Abbildung 5 ist f schwarz dargestellt. Es liegen zehn Sttitzstellen X" vor
und entsprechende Stiitzwerte ). In Abbildung 5 ist nun der interpolierende
natiirliche kubische Spline s in griin dargestellt, wihrend zum Vergleich auch
noch einmal das Interpolationspolynom in rot eingezeichnet ist. Man sieht
leicht, dass der Spline s insbesondere an den Intervallrdndern nicht so stark

von der Funktion f abweicht, wie das Interpolationspolynom. Im Gegensatz
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zur Polynominterpolation betragt der Fehler des natiirlichen kubischen Spli-

nes in der L'-Norm 0.3604 statt 0.7661 und ist damit deutlich kleiner.

Beispiel 2.6 (Spline-Interpolation der Exponentialfunktion)

Mit diesem Beispiel soll gezeigt werde, wie genau ein natiirlicher kubischer
Spline berechnet werden kann. Dazu betrachten wir f(z) = exp(x) als zu in-
terpolierende Funktion auf dem Intervall [—0.1, 1.1]. Es seien hier im Gegen-
satz zum vorherigen Beispiel dquidistant verteilte Stiitzstellen gegeben, wel-
che den Abstand h = ;41 —x; = 0.1 haben. Demnach ist X = {0,0.1,...,1}
die Stiitzstellenmenge, nach Wendland betrachten wir jedoch die erweiterte
Menge X . Zur Interpolation stehen die Informationen aus Tabelle (a) der

Abbildung 6 zur Verfiigung.

X y

zg | —0.1 3f— ‘

T 0 Y1 = exp( ) _eXp(X)

o | 0.1  yo = exp( 25} Datenpunkte
zs | 0.2 y3=exp(0. * Datenwerte

0
0
0
xg | 0.3  yq4=exp(0.
x5 0.4  y5 = exp(0. ol
xe | 0.5  yg = exp(0. '
T 0.6  y7; = exp(0.
xg | 0.7  ys =exp(0
xg | 0.8 yo=-exp(0

051

10 0.9 Yio = exp(0.9)
11 10 y11 = exp(L.0) T T T e s U
T12 1.1

(a) Gegebene Daten. (b) Zu interpolierende Funktion f(z) = exp(z).

Abbildung 6: Zu interpolierende Funktion und zugehorige Datenwerte.

Gesucht ist nun der natiirliche kubische Spline s € N3(X), welcher
f(z) = exp(z) auf X = {-0.1,0,...,1.1} interpoliert. Die Interpolations-
bedingung lautet s(z;) = f(x;) = y; fir ¢ = 1,...,11. Zusétzlich seien die
Randbedingungen s”(z1) = s®)(z,) = 0 und s"(x1;) = s® (z11) = 0 gegeben.
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Die allgemeine Darstellung eines Splines s € N3(X) sowie dessen Ablei-
tungen auf dem Teilintervall I; = [z;, x;,1] werden ausfiihrlich in Anhang A.1
diskutiert. An dieser Stelle soll nur eine verkiirzte Berechnungsformel ange-
geben werden. Da es sich bei s |, um ein Polynom dritten Grades handelt,
lautet eine allgemeine Darstellung von s fir i =0,...,n

I (Zlf) =a; + bl(l‘ — .IZ) + Ci(.QT — ZEZ')Q + dl(:v — .CEi)S.

7

S

Fir die Polynome auf den Teilintervallen /; zwischen den Stiitzstellen X =
{x1..., 211} lassen sich die aus der Interpolationsbedingung und der Ste-
tigkeitsanforderung resultierenden Gleichungen zusammenfassen (siehe dazu
auch Anhang A.1). Da die Stiitzstellen dquidistant verteilt sind, lassen sich
die Gleichungssysteme mit Hilfe der zweiten Momente in reduzierter Form
darstellen. Es bezeichne

m; = s"(x;)

die zweite Ableitung des Splines s ausgewertet an der Stiitzstelle x; fiir

it =1,...,n. Die zweiten Momente m; miissen dann das Gleichungssystem

6 .
mi—1+4m; +mipr = 5 Wi — 20+ yin) firi=2,...,n—1

h
erfillen. In Matrixnotation
4 1 0 mo Y1 — 2Y2 + Y3
14 1 ms 6 Y2 — 2y3 + Ya
1 4 — ﬁ

0 1 4 mMp—1 Yn—2 — 2yn71 + Yn-
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Aus den Randbedingungen ergeben sich die Momente
mo =M1 = My = Myy1 = 0.

Firi=1,...,n—1 geniigen die Koeffizienten a;, b;, ¢;, d; € R schliellich den
Gleichungen

_ 6(fis1 — fi) — h2(mi+1 —m;) _my N
6h ’ 2 6h

ai =Y, b
Auf den Randintervallen erhalten wir aus der Randbedingung nach Wendland
co=c¢,=dy=d, =0,

sowie mit den Glattheitsbedingungen

bo = bl und ag — a1 — bo(.ﬁl?l — .To)

= a1 — blh
und

bn = bn—l + ch—l(xn - zn—l) + 3dn—1($n - :En—l)Q
= bn—l + 2Cn_1h + Sdn_1h2
Ap = Gp-1 + bn—l(ajn - xn—l) + Cn—1<xn - xn—1>2 + dn—1<xn - xn—1>3

= Qp-1+ bnflh + Cnfth + dnflhg'
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s(x)
25| * Datenpunkte
e Datenwerte

(a) Interpolante s € N3(X)
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* Datenpunkte

—[f(x)-s(x)| (‘
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0.0002 [

00— @
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(b) ,Fehler* |f(z) — s(z)| von s zu f

Abbildung 7: Der kubische Spline s zur Funktion f und der ,Fehler*
|f(z) — s(z)| der Interpolation auf der Menge X. Die Interpolation wurde
mit der natiirliche Randbedingung nach Wendland durchgefiihrt.

—s(x)
* Datenpunkte
e Datenwerte

s
@
.8 1

=3
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=3

.4
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(a) Interpolante s € N3(X)

0.0014

— [f(x)-s(x)|
* Datenpunkte

0.0012 |

0.001 1

0.0008 |

0.0006 [

0.0004 |
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0.2 0.4 0.6 0.8

(b) ,Fehler* |f(z) — s(z)| von s zu f

Abbildung 8: Der kubische Spline s zur Funktion f und der ,Fehler®
|f(x) — s(z)| der Interpolation auf der Menge X'. Die Interpolation wurde
mit der natiirliche Randbedingung durchgefiihrt.

Die Gleichungssysteme wurden mit Matlab gelost [Programm: Splinein-
terpolation.m|. Das Ergebnis fiir die Randbedingung nach Wendland ist in
den Abbildungen 7 dargestellt. Die eigentliche Interpolante fiir die Stiitzstel-
lenmenge X wird in Abbildung 8 gezeigt.
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2.1.2 Giite der Spline-Interpolation und Approximation

Abschlieflend soll noch eine Fehlerbetrachtung fiir die Interpolation mit na-
tirlichen kubischen Splines erfolgen. In Kapitel 3 wird diese noch einmal
aufgegriffen und auf Radiale Basisfunktionen in der Raumdimension d ver-
allgemeinert. Zunachst einmal lasst sich aber festhalten, dass die Interpolante
s € N3(X) itber eine gute Konvergenzeigenschaft verfiigt ([55], S.88 und [37],
S.83).

Proposition 2.7 (Fehlerabschitzung)
Sei die zu interpolierende Funktion f € C*([x1,x,]). Dann gilt fir den
natirlichen kubischen Spline s € N5(X) die Fehlerabschitzung

4|| £(4
Is = Fllo < 54|79
Hierbei beschreibt
h= —oax hi = g2 Tkl T T

die Feinheit der Stitzstellen.

Beweis Siche Anhang A.1. OJ

Neben der gezeigten Berechnung des Fehlers in der Supremumsnorm,
lohnt sich auch eine Beschaftigung mit der L,-Norm. Diese steht in direk-
tem Zusammenhang mit der bereits beschriebenen Energieminimierung und
liefert eine Verkniipfung mit den Radialen Basisfunktionen, was im nachsten
Abschnitt gezeigt werden soll. Halten wir also fest (vgl. [43], S.183 und [54],
S.9):
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Proposition 2.8 Sei s € N3(X) der natiirliche kubische Spline, der die
Funktion f € C?([xg, xn11]) interpoliert. Es gilt also an den Stitzstellen

s(x;) = f(x;) fir allei = 1,...,n. Dann minimiert s die Seminorm

g1 = (g".g" = [ g @)
g L2[z0,xn+1] — g9 >L2[xo,xn+1} = - ]g ($)| X

fiir alle Funktionen g € C*([xg, Tns1]), welche die Interpolationsbedin-

gung g(x;) = f(x;) erfillen. Es gilt also

2 2
“S””LQ[:UOJTLH] < ”g//HLQ[xo,wnﬂ]’

. 2 2
und damit — ||s" = 2y 20 ) S 1 2mo )

Beweis Eine ausfiihrliche Darstellung kann in Schaback und Wendland ([43],
S.183 ff.) oder Schwarz und Kockler ([48], S.108 ff.) nachgelesen werden. [J

Diese Eigenschaft wird auch Minimale-Norm-Eigenschaft genannt und
gilt sogar fiir Funktionen f aus dem Sobolev-Raum H?[x, 2,,11]. Sie bedeu-
tet, dass bei kleinen Kriimmungen der natiirliche kubische Spline immer die

Funktion ist, welche die Biegeenergie minimiert.

Bisher wurde nur der Fall betrachtet, dass eine tiberschaubare Datenmen-
ge vorliegt. Daher konnten alle Datenpunkte X als Knoten beriicksichtigt
werden und die Knoten des Splines entsprachen den Stiitzstellen (daher wur-
de bisher auch keine begriffliche Unterscheidung vorgenommen). In realen
Anwendungsfillen liegt jedoch héufig eine sehr hohe Anzahl an Messungen
und damit verfiigharen Datenpunkten vor. Es ist dann nicht mehr sinnvoll,
jeden vorliegenden Datenpunkt als Knoten fiir den Spline auszuwahlen. Viel-
mehr sollten gezielt einzelne Punkte als Knoten ausgewahlt werden, um mit

Hilfe dieser eine Approximation statt Interpolation zu erreichen (vgl. [54],
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S.13 f. und [5], S.342). Daher stellt sich an dieser Stelle die Frage, welche
Datenpunkte als Knoten geeignet sind.

Diese Fragestellung fiihrt zu einem Approximationsproblem, genauer ge-
sagt auf das Konzept des Curve Fitting mit Splines. Vereinfacht lédsst sich das
Konzept so beschreiben, dass die Abweichung des Splines s von der unter-
liegenden Funktion f minimiert werden soll. Dies wird durch Least-Squares

Kriterium ausgedriickt, es wird also eine quadratische Abweichung betrachtet

N+1

> (wi (g = s(x)))" (3)

=0

Hier sind w; € R Gewichte, welche beispielsweise die Genauigkeit von y; im
Fall fehlerbehafteter Daten widerspiegeln kénnen. Sind keine Informationen
dieser Art bekannt, so werden die Gewichte gleich Eins gesetzt. Die Mini-
mierung des Ausdrucks (3) soll schliellich einen addquaten approximierenden
Spline liefern (vgl. [11], S.45).

Das Minimierungsproblem lédsst auch freie Parameter zu. In unserem Fall
also freie, nicht festgelegte Knoten. Es ist sowohl die Position als auch die
Anzahl der Knoten nicht vorgegeben. Vielmehr soll sie durch die Losung des
Minimierungsproblems so bestimmt werden, dass der entstehende Spline die
Daten gut approximiert.

Die Losung der beschriebenen Minimierungsaufgabe ist alles andere als
trivial. Es handelt sich um ein nichtlineares Optimierungsproblem mit Ne-
benbedingungen (vgl. [11], S.53). Es gibt keine allgemeingiiltige Regel, nach
der die Knoten auszuwéhlen sind. Es lasst sich lediglich festhalten, dass mehr
Knoten an den Stellen benotigt werden, an denen der Graph der Funktion f
schnellen Schwankungen unterliegt oder eine komplexe Form hat (vgl. [11],
S.46). Dierckx schlagt in Kapitel 4 seines Buches Curve and Surface Fitting

with Splines [11] dazu einige Algorithmen vor, welche aufgrund des hohen
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Ressourcenverbrauchs jedoch nur fiir eine geringe Gesamtzahl an Knoten ge-
eignet sind. Ebenso ist es problematisch den richtigen Startwert zu finden.
Daher wird ein weiteres Konzept zum Festlegen der verwendeten Spline-
Knoten vorgestellt. Das Konzept der Smoothing Splines. Jene erlauben es
nicht mehr, eine optimale Knotenzahl oder -Position zu finden. Vielmehr ist
es das Ziel eine ausreichend gute Losung zu finden. Diese Art von Verfahren
sind deutlich effizienter als die Least-Squares Curve Fitting Verfahren (vgl.
[11], S. 75). Es sei, wie schon zuvor, eine Mange von geordneten Datenpunk-
ten X gegeben. Es soll, wie auch bei den Curve Fitting Splines, eine Menge an
Knoten {7; : i =1,...,l mit [ << N + 1} festgelegt werden, sodass die Sum-

me der quadratischen Abweichungen kleiner als ein Schwellenwert L wird

> (wi (s — s(@:))” < L. (4)

Das zugehorige Minimierungsproblem lautet

minz (S(k)(Tﬂ—) — S(k)(Ti—))2 ) (5)

wobei der Ausdruck in Klammern sich auf die méglichen Sprungstellen an
den Knoten bezieht (vgl. [11], S.50). Da eine moglichst glatte Kurve gesucht
ist, soll die Summe dieser Spriinge also minimiert werden. Sowohl der Gléat-
tungsparameter L muss flir die Losung des Verfahrens bestimmt werden, als
auch letztlich die Position der Knoten. In Kapitel 5 seines Buches [11] liefert
Dierckx dazu einen geeigneten Algorithmus.

Fir eine allgemeine Einordnung von Verfahren zur Knotenwahl sei der
Artikel von Cox, Harris und Kenward [7] empfohlen. Die Dissertation von

Schiitze [47] liefert ebenso wie Dierckx konkrete Algorithmen.
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2.1.3 Von kubischen Splines zu Radialen Basisfunktionen

Abschnitt 2.1.1 hat bereits Splines als probates Mittel zur Interpolation ver-
streuter Daten eingefithrt. Ziel der folgenden Ausfiithrung ist es nun, eine
Verbindung zur Methode der Radialen Basisfunktionen zu schaffen. Es wird
gezeigt werden, auf welche Weise beide Methoden zusammenhangen und dass
die RBF-Methode die natiirliche kubische Spline-Interpolation verallgemei-
nert. Die Herleitung folgt der Abhandlung von de Marchi ([8], S.11 ff.) und
Wendland ([54], S.10 f.).

Als Ausgangspunkt wihlen wir die allgemeine Darstellung kubischer Spli-
nes (sieche Theorem 2.2), die selbstverstandlich auch fiir natiirliche kubische
Splines gilt. Es sei s € N3(X) gegeben mit

3

s(x) =Y ai(z —x;)} + ) bix'  fir alle x € [z, p 1]
=1 i=0

Zusétzlich gelten die Randbedingungen (2)

0 (*)
und  §"(z,) = s (z,) = 0. (5x)

Ziel ist es nun, die Randbedingungen derart zu nutzen, dass eine alternative
Darstellung fiir den Spline s erreicht wird. Dazu wird die zweite Ableitung

von s € N3(X)
s"(x) =6 ai(x — ;)4 + by + by
i=1

benotigt.
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Ausgehend von dieser ergibt sich mit Bedingung (x) fir ein x € [zg, 1]

die Charakterisierung

n

5 | zo,a1]= Z;ai(a: —x;)3 4 by + by
Da fiir alle x € [zg, 2] die Summe der abgebrochenen Potenzfunktionen
> ai(x— ;)4 Null ergibt, ist die Bedingung (%) s”(x1) = 0 genau dann er-
fiilllt, wenn by +bsx = 0 gilt. Demnach also fiir by = b3 = 0. Zusammengefasst
erhélt man obige Darstellung.
Analog sieht man leicht, dass Bedingung (xx) angewandt auf die zweite

Ableitung zur Darstellung

3 3 n
S |[a:n,:rn+1]: Z (l) (‘1)3_l (Z aﬂ?_l> '+ by + by

=0 i=1

fihrt. Fur die Summe der abgebrochenen Potenzfunktionen >0 ; a;(x — ;) +

gilt in diesem Fall

n

ai(z —xi)s = > ai(z — ),

i=1 =1

da = € [z, 2pe1]. Damit (5x) mit s”(z,) = 0 gilt, muss nun wieder fiir
by = b3 = 0 gelten und zusétzlich >0 ; a; = >, a;x; = 0. Angewandt auf

die Ausgangsgleichung liefert dies zusammen mit dem binomischen Lehrsatz

3

s(x) = iai(x —z)% + ) bt

i—1 =0

() > ai(x —x;)% 4 by + bix

(?) (—1)3 (Z aixfl> at + by + bz

i=1
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Die gezeigten Charakterisierungen gelten nun lediglich auf den dufleren
Teilintervallen von [xg,Z,+1]. Es soll aber eine Formulierung des Splines
s € N3(X) fiir alle © € [xg, Zn41] gefunden werden, die dariiber hinaus eine
Verbindung zur RBF-Methode schafft. Die nachfolgende Proposition erreicht
dies (vgl. [54], S.10 und [8], S.12).

Proposition 2.9 Jeder natiirliche kubische Spline s € N3(X) lisst sich

darstellen als
s(x) =Y cio(lle —zlla) + qlx)  firz €R, (6)
i=1

wobei ¢(x) = 3 fiir v € R, und q € Py(R) ein Polynom von Grad 1 ist.
Die Koeffizienten c; missen die Bedingung >0 ,c¢; = >0 ¢z = 0 er-

fuillen.

Beweis Der Beweis verwendet die Erkenntnisse vorbereitenden Charakteri-
sierung und verlauft analog zu [54], S.10 und [8], S.12. Insgesamt ergibt sich
fiir den gesamten Spline s € N3(X) mit den Randbedingungen () und (%),

dass

by = b3 =10 und Zai:Zaixi:()
i=1 i=1

gelten muss.
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‘x|3+w3
2

Unter zusétzlicher Verwendung von z, = erhédlt man durch Ein-

setzen

3
a;(z — xl)i + Z bt

=0

-

<
I
—_

s(z) =

:géx—x1’3+z +gbix"
ZZ:Z:C;I%—%!”Z (x — ;) 4 by + bz
:izx_%yuz () 3lzax3”+bo+blx
:zn:c|$—xi|3+l~70+l~71$.

w
Il
—

Hier wurde ¢; = %, b() bo — = 3", a;z? und by = by + %Z?:l a;x? gewihlt.
Im letzten Schritt wird schheﬁhch die Radiale Basisfunktion Radial Powers
¢(x) = 2° fir z € Ry in der Darstellung ersetzt und by + byz = ¢(z) fiir
q € P1(R) zusammengefasst. Diese liefert die Behauptung

n

Z (l|lx = zl]2) + q(x) fiir z € R. H

Bei dieser Darstellung handelt es sich also bis auf ein Polynom von Grad
1 um eine Linearkombination der Radialen Basisfunktionen Radial Powers
mit 5 = 3. Diese Radiale Basisfunktion wird in Kapitel 2.3 noch einmal
ausfithrlich diskutiert. An dieser Stelle léasst sich festhalten, dass sie von den
Stiitzstellen abhédngt und es sich um eine Verschiebung handelt. Hier wurde
bewusst die euklidische Norm statt des Betrags gewahlt, um den Zusammen-
hang zur RBF-Methode zu verdeutlichen. Die Umkehrung von Proposition
2.9 gilt ebenso (vgl. [54], S.10 und [8], S.12):
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Proposition 2.10 Umgekehrt existiert fiir jede Menge an Stiitzstellen
X={x <ax3 <<z, } CR und fiir jede Funktion f : R — R eine

Interpolante s der Form (6)

s(2) =3 cd(lz - zill) +al)  firz € R,g € Pi(R),

=1

welche die Bedingung Y1 4 ¢; = Y1, c;x; = 0 erfillt, so dass gilt:

s(z;) = flxy) =y firallei=1,... n.

Damit haben wir fiir den univariaten Fall gezeigt, dass natiirliche kubische
Splines, bis auf ein Polynom vom Grad 1, der RBF-Methode aus Definition
1.4 gleichen. Was nun noch fehlt, ist eine Verallgemeinerung dieser Erkenntnis
auf Raumdimensionen d > 2. Dazu benoétigen wir die schon angesprochene
Minimierungseigenschaft kubischer Splines aus Proposition 2.8.

Dieser Abschnitt folgt der Darstellung von Wendland ([54], S.12 f.) und
Schaback [41]. Hier wird lediglich eine kurze Zusammenfassung der Resultate
der genannten Arbeiten gegeben. Fiir ausfiihrliche Beweise sei insbesondere
auf die Arbeit von Schaback [41] verwiesen.

Mit Hilfe der Seminorm aus Proposition 2.8 kann ein Vektorraum
Follro ) = { el s o € R 3 caale) =0y € Pi®) |

i=1 =1

iber einem Gebiet [zg, x,11] € R, welches X' enthélt, definiert werden.
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Fir Funktionale f, g € Fy([xo, xny1]) charakterisiert die Seminorm

Tn+1

(F 9o = [ 1" @) ()i

- 1900 = (3 ol = ). ol ~ ) )
i1 j=1 s

=>_>_cid;d([lzi — zjll2)
i—1 j=1
dann das (semi-)innere Produkt dieses Raumes. Wichtig ist, dass dieser Raum
ausgehend von der Funktion ¢(x) = ||z[|3 konstruiert wird. Der Abschluss des
Raums Fy([xo, Tnt1]) beziiglich der Seminorm zusammen mit der Menge der

Polynome ersten Grades entspricht genau dem Sobolevraum H2[zg, T,41]
N = closH.”d).F(b([xo,an]) +Pi(R) =~ H[xo, Tnyil.

Das Minimierungsproblem aus Abschnitt 2.1.1 lasst sich nun beschreiben als
das Finden einer Funktion s € H?[zg, 2, 41], welche die Seminorm (.,.)s mi-
nimiert und die Interpolationsbedingung s(z;) = f(z;),i = 1,...,n erfillt.
Im Fall der natiirlichen kubischen Splines und damit einer Raumdimension
lasst sich leicht einsehen, dass s aus dem zugehorigen Sobolevraum stammt.
Im Fall von hoheren Raumdimensionen fithrt diese Herangehensweise zu den
Native Spaces, die in Kapitel 3.2 beschrieben werden. Die Verallgemeinerung
des Minimierungsproblems lautet wie folgt:

Ausgehend von einer beliebigen Radialen Basisfunktion ®: 2 x Q@ — R,
®(x) = ¢(||x||,) konstruiert man einen Raum Fg(€2). Dieser ist analog zum
eindimensionalen Aquivalent aufgebaut, es gilt lediglich die Einschrinkung
an ®(+), dass damit ein inneres Produkt konstruierbar sein muss. Das innere

Produkt definiert die Native-Space-Norm und mit ihm lésst sich wieder ein
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Abschluss des Raumes erzielen. Der Native Space ergibt sich als Abschluss

des Raumes Fg(§2) zusammen mit einem Polynomraum:
N = ClOSH.”q)f(p(Q) + Pm(Rd).

Gesucht wird schliefllich eine Interpolante Py, welche aus dem Native Space
stammt und die Seminorm minimiert. Das FErgebnis dieses Minimierungspro-

blems ist dann im folgenden Theorem festgehalten (vgl. [54], S.11).

Theorem 2.11 (Existenz von Py der erweiterten RBF-Methode)
Fiir eine Menge paarweise verschiedener Stitzstellen

X ={xi:i=1,....,n} C R? und zugehérige reclle Datenwerte Y =
{yii=1,...,n} CR gibt es eine Interpolante der Form

n

Pr(x) = cidllle — zill2) +a(x)  firz e R,
i=1
wobei ¢ : [0,00) — R eine univariate, feste Funktion und q € Pp,_1(RY)
ein d-variates Polynom von niedrigerem Grad ist.
Die Koeffizienten ¢; miissen dann die Bedingung Y1, c;ip(x;) = 0 fir

alle p € Pr1(R?) erfillen.

Aus diesem Theorem koénnen zwei Versionen der RBF-Methode abgeleitet
werden. Zum einen die schon bekannte Variante aus Definition 1.4. Diese

nennen wir auch einfache RBF-Methode
Prlx) = cio(|lx — xi]2). (7)

i=1

In diesem Fall gibt es keine zusétzlichen Polynome niedrigen Grades und die

Interpolante kann durch das Gleichungssystem

Ac=y  mit A= ((|z; —ill2),<; <,
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bestimmt werden.
Die Variante aus Theorem 2.11 nennen wir erweiterte RBF-Methode. Sie

liefert eine Interpolante der Form

n

Pr(x) =>_ cidlllx — zil2) + q(). (8)

i=1

Zu klaren ist nun die Frage, die schon in Kapitel 1 aufgeworfen wurde: In
welchen Fallen existiert eine eindeutige Interpolante? Beziehungsweise fiir
welche Radialen Basisfunktionen kann eine eindeutige Interpolante auf diese
Weise konstruiert werden? Diese Fragestellung wird zunéchst im Hinblick auf
die einfache RBF-Methode im Kapitel 2.2 untersucht. In Kapitel 2.3 wird
anschlieend die erweiterte RBF-Methode betrachtet.

2.2 RBFs und positiv definite Funktionen

Im vorigen Abschnitt 2.1 wurde gezeigt, dass das Problem der Interpolation
der verstreuten Daten mit der einfachen RBF-Methode (Definition 1.4) zur

Losung eines linearen Systems der Form
Ac=1y

fuhrt, wobei A;; = ¢(||z; — ;||]2) und y; der i-te Datenwert ist. Um dieses
System losen zu konnen ist die Nichtsingularitdt der Matrix A erforderlich.
Um die Nichtsingularitdt der Matrix A garantieren zu kénnen, kann man
die positive Definitheit dieser Matrix als Kriterium heranziehen. Der Zu-
sammenhang zwischen der Nichtsingularitat einer Matrix und der positiven
Definitheit dieser Matrix ist folgender: Ist eine Matrix A positiv definit, so
ist diese nichtsingular. Ziel dieses Kapitels ist es eine Klasse von Funktio-
nen ¢ zu charakterisieren, fiir welche die Matrix A positiv definit ist. Zudem

werden auch explizit Radiale Basisfunktionen aus der folgenden Tabelle 4 un-
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tersucht, ob diese zu einer eindeutigen Losung des Systems in Bezug auf die
einfache RBF-Methode fithren. Dazu wird ein Zusammenhang zwischen der
vollstdndigen Monotonie und den positiv definiten Radialen Basisfunktionen
hergestellt.

Zur Veranschaulichung der Funktionen Gaussian, Inverse Quadratic, Mul-
tiquadrics und Inverse Multiquadrics sind die Plots dieser Funktionen in fol-

gender Abbildung 9 zu sehen.

Art der Basisfunktion | ¢(r),(r > 0)
Unendlich glatte RBFs
Gaussian (GA) e~ ()’
1
Inverse Quadratics (1Q) T+ (o)
1
Inverse Multiquadrics (IMQ)
1+ (er)?
Multiquadrics (MQ) 1+ (er)?
Stiickweise glatte RBFs
Linear r
Thin Plate Spline (TPS) r?log(r)

Tabelle 4: Haufig verwendete Radiale Basisfunktionen
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(a) Gaussian (b) Inverse Quadratic

(¢) Multiquadric (d) Inverse Multiquadric

Abbildung 9: RBFs mit e=1 rot, e=2 blau, e=4 griin [Programm: Funktio-
nenPlotCodes.odt]

2.2.1 Positiv definite Matrizen und Funktionen

Wie bereits schon erwéhnt, ist die Nichtsingularitidt der Matrix A Voraus-
setzung flir das eindeutige Losen des Gleichungssystems Ac = y. Eine Mog-
lichkeit diese Bedingung zu erhalten, ist durch die Erzeugung einer positiv
definiten Matrix gegeben. Wann allerdings eine Matrix positiv definit ist,

kann aus der folgenden Definition 2.12 entnommen werden (vgl. [8], S.25):

Definition 2.12 (Positiv (semi-)definite Matrix)
Eine reelle symmetrische Matriz A wird als positiv semidefinitiv bezeich-

net, falls die zugehérige quadratische Form ¢’ Ac > 0, also dementspre-

chend
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N N
Z Z CiCinj Z 0
i=1j5=1

YV ¢ € RY. Falls die quadratische Form nur fir ¢ = 0 Null ist, wird die

Matriz A als positiv definit bezeichnet.

Nehmen wir an, dass die Basisfunktion By (Kapitel 1.1) eine positiv de-
finite Interpolationsmatrix erzeugt, so dass man immer ein klar definiertes
Interpolationsproblem hat. Um die Eigenschaft der positiv definiten Interpo-
lationsmatrix zu erhalten (in Bezug auf die Basisfunktion By), wird nun die

Klasse der positiv definiten Funktionen eingefiihrt (vgl. [8], S.26):

Definition 2.13 (Positiv (semi-)definite Funktion)
FEine stetige, komplezwertige Funktion ® : R? — C heifit positiv semi-
definit,  falls  fiir alle paarweise wverschiedenen  Datenpunkte

X ={xy,..,zn} CR? und c € CV die quadratische Form

nichtnegativ ist. Die Funktion ¢ nennt man positiv definit, falls die qua-

dratische Form positiv ist fiir ¢ € CN, wobei ¢ # 0.

Eine Radiale Basisfunktion wird demnach als positiv definit bezeichnet,
wenn die zugehoérige Interpolationsmatrix A;; = ¢(||x; —x;||2) positiv definit

ist. Nun folgt ein Beispiel zu einer positiv definiten Funktion (vgl. [8], S.26).

Beispiel 2.14
Zu zeigen gilt, dass ¢(x) = ¢V fiir ein festes y € R? positiv definit auf R?
ist. Es gilt per Definition 2.13:
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N

N N
Z Z ciCip(x; — ;) = Z Z cjéiei(wj_wi)Ty

j=1i=1 i=1i=1

Demnach ist die Funktion ¢(z) = €'Y positiv definit und wird auch als

yfundamentale“ positiv definite Funktion bezeichnet (siehe [14]).

Bemerkung 2.15

Aus der Diskussion in Kapitel 1.1 geht hervor, dass man positiv definite Funk-
tionen als Basis verwenden kann um das lineare Gleichungssystem zu losen.
Dies bedeutet, dass B;(x) = ®(x — ;) entspricht, wobei dies ein Interpolant
der Form Ps(x) = X1, ¢;Bi(x) ergibt. Dariiber hinaus muss Py keine ra-
diale Funktion sein, allerdings translationsinvariant. Dementsprechend gilt,
dass Py dem Translationsinterpolant den originalen Daten gleicht (siehe [§],

S.26).

Diese positiv definiten beziehungsweise positiv semidefiniten Funktionen ha-

ben einige Eigenschaften, die im folgenden Theorem zusammengefasst sind.

Theorem 2.16 Sei ® : R? — C eine positiv definite Funktion, dann

qilt:
(a) ®(0) >0 und ¢(0) =0« =0

(b) ®(—z) = &(x) Y € R?
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(¢) |®(z)] < ®(0) Yz € R?

(d) Falls {®;,j = 1,...,m} positiv semidefinite Funktionen sind und
a; >0 firj =1,...,m, dann ist auch ® = 37" | a;®; positiv semi-
definit. Falls eines der ®; positiv definit ist und der korrespondie-

rende Koeffizient o positiv ist, dann ist auch ® positiv definit.

(e) Das Produkt zweier positiv definiten Funktionen ist positiv definit.

Beweis Siche hierzu ([54], S.65-66). O

Bemerkung 2.17
Aufgrund von 2.16(b) ist es ersichtlich, dass eine positiv semidefinite Funktion
reellwertig ist, falls diese gerade ist. Man kann sich daher in der quadratischen

Form auch auf reelle Koeffizientenvektoren ¢ € R¢ beschréanken.

Theorem 2.18 Sei ® : R? — R stetig. Dann ist ® positiv definit genau
dann, wenn ® gerade ist. Dementsprechend gilt YN € N und

Ve € RV \ {0} und paarweise verschiedene Punkte xy, ...,z y:

N N
ZZCZ'C]'(I)(CU]‘ — CUZ) > 0.

i=1j=1

Beweis Vergleiche ([8]. S.27): Falls ¢ positiv definit und reellwertig ist, dann
ist die Funktion auch gerade aufgrund von Theorem 2.16(b).

Sei ¢, = ay, + by, dann gilt:

N
Y ociti®(x; —xi) = ) (aia; +bib)®(z; — x;)
i=1 j=1 t,j=1
N

ij=1
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Da ® gerade ist, ist der zweite Summand auf der rechten Seite Null. Die erste

Summe ist nichtnegativ und wird Null, falls a; = b; = 0. 0J

Nun folgt ein weiteres Beispiel zu einer positiv definiten Funktion.
Beispiel 2.19
Die Kosinus-Funktion cosx = % ist positiv definit auf R aufgrund von
2.16(b) und der Tatsache, dass die Exponential-Funktion positiv definit ist

(vgl. [8], S.27).

Wenn man mit Radialen Basisfunktionen der Form ®(x) = ¢(||x||2) ar-
beitet, wird es einfacher sein, die univariate Funktion ¢ als positiv definite
Radialfunktion zu bezeichnen. Eine Konsequenz dieser Notationskonvention

ist die folgende Proposition (Vgl. [8], S.27):

Proposition 2.20 Sei ®(x) = ¢(||x||2) positiv definit (oder positiv se-
midefinit) und radial auf R?, dann ist ¢ auch positiv definit bzw. positiv
semidefinit und radial auf R® fir jedes 6 < d.

Beweis Der Beweis ist hierbei offensichtlich, da R® ein Unterraum von R?

ist. O

Die klassische Art, positiv definite Funktionen und Radialfunktionen zu
charakterisieren, beruht auf dem Satz von Schoenberg. Es folgt nun ein kurzer
Uberblick zum Ansatz der Charakterisierung von positiv definiten Funktio-

nen mit Fourier-Transformationen (vgl. [8, S.27]).

Theorem 2.21 Fine stetige Funktion ¢ : [0,00) — R ist positiv definit
und radial auf R? genav dann, wenn es sich um die Bessel- Transformation

eines endlichen nicht-negativen Borel-Mafes u auf [0,00) handelt.
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Dazu betrachten wir

o(r) = [ Qulrt)dn(t),

wobei

cos(r) fird =1
Qq(r) =

L(4)(2) D2 g9 o(r) fir d > 2.

Hierbei ist J, die klassische Bessel-Funktion erster Art der Ordnung v,
wobei dies die Losung der Bessel-Differentialgleichung ist. Fir x = 0 kann

die Funktion per Taylorreihe beschrieben werden:

o (1) (2}
Jy(m)zzls( ) <2)

ZT(w+r+ 1)

wobei I'(-) die Gammafunktion ist mit ['(z) = [°t*le 'dt fiir
z € C: Re(z) > 0. Im Ursprung (z = 0) sind diese Funktionen fiir ganzzah-
lige v endlich. Fiir nicht-ganzzahlige v sind J, und J_, linear unabhangige
Losungen. Fiir ganzzahlige n gilt die Beziehung J_,(x) = (—1)"J,(z) =
Jn(—x) . Insbesondere, wie schon gesehen, kann ¢(x) = cos (z) als funda-

mentale positiv definite und radiale Funktion auf R gesehen werden.

2.2.2 Vollstandig monotone Funktionen

Die positive Definitheit von Radialen Basisfunktionen mit Fourier Trans-
formationen zu charakterisieren hat sich als aufwandig herausgestellt, da
Fourier-Transformationen nicht immer leicht zu berechnen sind. Es gibt einen
anderen und verstdndlicheren Ansatz, der auf der Definition von vollstandig

monotonen Funktionen basiert (vgl. [8], S.28).
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Fiir ein besseres Versténdnis wird nun auf die Definition von glatten Funk-
tionen eingegangen (vgl. [19]):

Eine glatte Funktion ist eine mathematische Funktion, die unendlich oft
differenzierbar, insbesondere stetig ist. Die Bezeichnung glatt kann durch
folgende Anschauung motiviert werden: Der Graph einer glatten Funktion
hat keine Ecken, also Stellen, an der sie nicht differenzierbar ist. Damit wirkt
der Graph tiberall ,,besonders glatt®.

Fiir eine nichtleere, offene Teilmenge D C R bezeichnet man die Menge
der reellwertigen und auf ganz D stetigen Funktionen mit C(D), C°(D) oder
mit C°(D,R). Entsprechend wird die Menge der einmal beziechungsweise fiir
eine natiirliche Zahl n die Menge der n-mal stetig differenzierbaren Funktio-
nen mit C'(D) beziehungsweise mit C™(D) bezeichnet. Die Menge der n-mal

stetig differenzierbaren Funktionen wird rekursiv durch

fec™D) s feCYD)und f € C" (D)

definiert. Es gilt stets

c™(D)ycCc" YD) c---cCY(D)c C’D).

Definition 2.22 (Glatte Funktionen) Fine Funktion f: D — R heif§t
unendlich oft (stetig) differenzierbar oder glatt, wenn f € C™(D) fir alle
n € N gilt. Die Menge aller glatten Funktionen auf D wird mit C*(D)

notiert und es gilt

C>(D) := () C*(D).

neN

Nun haben wir die Grundlage fiir das Verstdndnis der Definition von

vollstédndiger Monotonie geschaffen (vgl. [8], S.28):
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Definition 2.23 (Vollstandige Monotonie)
FEine stetige Funktion 1 : [0,00) — R fir die gilt

e Y€ C[0,00) N C>(0,00)
o (=DO(r)>0, VIEN, r >0,

nennt man vollstindig monoton auf [0, c0).

Die Definition der vollsténdigen Monotonie ermdglicht es mithilfe des Sat-
zes von Schoenberg 2.27 zu iiberpriifen, ob eine Funktion ® positiv definit
und radial fir alle Dimensionen d ist.

Derartige Funktionen sind nichtnegativ (I = 0), monoton fallend (I = 1), kon-
vex (I = 2), etc. und alle Ableitungen haben bis auf die Vorzeichen dieselbe
Eigenschaft (vgl.[34], S.69).

Die Taylorentwicklung von Gaussian und Inverse Quadratics werden nun

aufgrund der wechselnden Vorzeichen bei den Ableitungen (in Bezug auf die

Eigenschaften der vollstandigen Monotonie) betrachtet (vgl. [19]):

Definition 2.24 Sei I C R ein offenes Intervall, f : I — R eine glatte
Funktion und a ein Element von I. Dann heifst das Taylorpolynom n-ten

Grades

®) (g
D e 0 = fl) + fla)e—a) 4.+ Bula)

Ty(wya) =)
k=0
die Taylorreihe von f mit Entwicklungsstelle a und Restglied

f(n—i—l) (CL)

Fn() = (n+1)!

(x —a)".
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Inverse Quadratic: f(z) = T2 mit a =0

k 0|1 2 /13,45 6 |[T7T|8 /|- - n
(%)
fk'a)(:c—a)k Lo =220z [0 =280 ]a® | - | (=1)"a®

Tabelle 5: n-te Glied der Taylorentwicklung von Inverse Quadratic

.

Gaussian: f(z) =e™ mita=0
k o1} 2 [3| 4 |5 6 78 n
f(k) (a) . ) 74 26 78 2n
- 1lo]—22|o|>lo|-2]o0|= e
o ! 2 6 24 S

Tabelle 6: n-te Glied der Taylorentwicklung von Inverse Quadratic

Nun folgen einige der wichtigsten positiv definiten Funktionen, an denen

gezeigt wird, dass diese vollstdndig monoton sind:
1. Die Funktion ¢ (r) = ¢, ¢ > 0 ist vollstandig monoton auf [0, c0).

2. Die Funktion ¢(r) = e, ¢ > 0 ist vollstandig monoton auf [0, c0), da

(=1)Fp®(r) = cFe™ > 0, k=0,1,2, ...

3. Die Funktion ¢(r) = ﬁ, S > 0 ist vollstandig monoton auf [0, c0),
da

(=) " (1) = (=1)*B(B—-1)...(B+k—1)1+r) 0 >0, k=0,1,2, ...

Die wesentlichsten Eigenschaften von vollstandig monotonen Funktionen

sind im folgendem Theorem 2.25 zusammengefasst (vgl. [14]):
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Theorem 2.25 Figenschaften vollstindig monotoner Funktionen

o Fine nicht negative endliche Linearkombination vollstindig mono-

toner Funktionen ist vollstindig monoton.

e Das Produkt von zwei vollstindig monotonen Funktionen ist voll-

standig monoton.

e Falls o wollstindig monoton ist und falls fiir ¢ gilt, dass " > 0
fir alle 1 >0, dann ist o VM.

e Falls ¢ wvollstandig monoton und 1 eine positive Funktion ist, so
dass ihre Ableitung vollstindig monoton ist, dann ist @ o1 voll-

standig monoton.

Als ,fundamentale® vollstindig monotone Funktion wird die Funktion
Gaussian aufgrund ihrer Eigenschaften bezeichnet, was im Theorem 2.26
deutlicher wird. Dazu wird in der folgenden Abbildung 10 die Oberfliche
dieser Funktion betrachtet, um sich einen Einblick in die Visualisierung von

vollstdndig monotonen Funktionen zu verschaffen.

Abbildung 10: Gaussian mit ¢ = 1 (,fundamentale“ VM-Funktion) [Pro-
gramm: GaussianOberflédche.odt]
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Man kann sich nun die Frage stellen, ob ein Zusammenhang zwischen voll-
standig monotonen Funktionen und positiv definiten Radialen Basisfunktio-
nen existiert. Eine potentielle Antwort hierzu wéare das Finden einer Charak-
terisierung von vollstandig monotonen Funktionen mit Hilfe eines Integrals.

Im Folgenden wird die Laplace-Transformation betrachtet, um mithil-
fe des Theorems von Hausdorff-Bernstein-Widder einen der zentralen Satze

dieses Kapitels beweisen zu kénnen, namlich den Satz von Schoenberg.

Sei f eine stiickweise stetige Funktion, welche die Bedingung |f(t)| <
Me® fir die Konstanten a und M erfiillt. Dann ist die Laplace Transforma-

tion von f gegeben durch (vgl. [14]):

Lf(s) = /Ooo f(t)e *dt, s > a.

Die Laplace Tranformation eines Borel Mafles p auf [0, 00) ist gegeben durch

Lu(s) = /Doo e *tdu(t), s > a.

Die Laplacetransformation einer nichtnegativen Funktion f > 0 hat eine
interessante Eigenschaft. Bildet man nur fiir reelle Werte s > 0 die Ableitun-
gen, so ergibt sich:

dk o —st o k —st k o k —st
i/ F(t)estdt = / FO) (=t et = (1) / F(6)tetdt,
dsk Jo 0 0
(wobei f(t)t*e=*' > 0). Die Ableitungen sind also wechselweise positiv und

negativ.

Mit Hilfe des folgenden Theorems 2.26 wird im Anschluss der Satz von
Schoenberg bewiesen (vgl. [54], S.92):
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Theorem 2.26 (Hausdorff-Bernstein-Widder)
FEine Funktion ¢ : [0,00) — R ist vollstindig monoton auf [0,00) genau

dann, wenn die Laplace Transformation eines endlichen, nicht negativen

Borel Mafes pv auf [0,00) der Form

o(r) = La(r) = [~ e au(t)

0

entspricht.

Beweis Siche hierzu ([54], S.92). O

Durch dieses Theorem ist es nun ersichtlich, dass Gaussian als ,funda-
mentale® vollstdndig monotone Funktion betrachtet werden kann. Der Zu-
sammenhang zwischen positiv definiten radialen und vollstandig monotonen
Funktionen wurde erstmals von Schoenberg im Jahre 1938 hervorgehoben

(vel. [56], S.9):

Theorem 2.27 (Schoenberg)

Ist ¥(r) = ¢(\/r) vollstindig monoton aber nicht konstant auf [0, c0),
dann ist die n x n Matriz A mit den Eintrigen Aj;; = ¢(||x; — x4||) fir
jede beliebige Menge von n eindeutigen Punkten {x;}?, positiv definit

und damit nichtsinguldr.

Beweis (Vgl. [54], S.95):
Das Hausdorff-Bernstein-Widder Theorem impliziert

o(r) = [ e du(t

0

mit einem endlichen nichtnegativen Borel-Ma8 . Da nun ®(x) = ¢(||z||3)

gilt:
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d(x) = /OOO e 1Pt ().

In Bezug auf die quadratische Form ergibt sich:

o N N ,
> cicip(z; —x;) = /0 SN el gy ).

i=1j=1 i=1j=1

Da die GauBische Familie positiv definit und radial auf R? fiir beliebige
d ist, folgt, dass die quadratische Form nichtnegativ ist und deshalb ist ¢
positiv definit auf R? fiir beliebige d. Fiir die Riickrichtung des Beweises sei
auf ([54], S.95) verwiesen. O

Durch diese Bedingungen lasst sich die eindeutige Losbarkeit der einfa-
chen RBF-Methode fiir Gaussian, Inverse Quadratics und die Inverse Mul-

tiquadrics zeigen. Dabei gilt es zu zeigen, dass ¢(+/7) vollstdndig monoton ist.

Da die ersten beiden Bedingungen der vollstandigen Monotonie trivial
sind, wird fiir diese Funktionen nur das Erfiillen der letzten Bedingung ge-

zeigt (vgl. [56], S.9):

Gaussian:

Y(r) = o(vr) =" = (-)PO(r) =eMe T >0

Inverse Quadratics:

1%

P(r) = o(Vr) = ey = (=Dl (r) = 3 2yt >0

Inverse-Multiquadrics:

V()=o) == = (CDWO0) =

(L + 3)e*
V(L + )z
wobei T'(z) = [;°t* e~ dt fiir 2 € C: Re(z) > 0.

> 0,
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Diese Aussagen kann man jedoch nicht fiir die Multiquadrics und die Li-
near Radiale Basisfunktion iibertragen, da in beiden Féllen die Bedingungen
¢(r) > 0 und ¢'(r) > 0 nur fir » > 0 erfiillt sind (vgl. [56], S.10). Jedoch
kann durch eine Erweiterung des Satzes von Micchelli (vgl. [31], S.11-22)
die eindeutige Losbarkeit des Verfahrens fiir diese Funktionstypen gezeigt

werden (vgl. [56], S.10):

Theorem 2.28 (Micchelli I)
Sei (r) = ¢(y/r) € C°0,00), ¥(r) > 0 und ¥'(r) Vollstindig Mono-
ton aber nicht konstant auf (0,00). Dann ist fir eine beliebige Menge

von n Punkten X = {x;}!, die n x n Matriz A mit den FEintrigen

Aji = o(||x; — xi]|) nichtsinguldr.

Die Multiquadrics und die Linear Radiale Basisfunktionen erfiillen dem-
nach die Positivitats- und Stetigkeitseigenschaft. Zuséatzlich ist die erste Ab-
leitung ihrer entsprechenden Funktion ¢ (r) vollstandig monoton und nicht

konstant auf (0, 00), denn es gilt fur » > 0 und VI € N :

Multiquadrics:
V) = 07 = VIFST = (~)0 () =

Il — 3)e

>0
2/7(1 4 &%)z

Linear:

V) =0V =1t = (F)D () =

wobei ['(z) = [;°t*te!dt fiir z € C: Re(z) > 0.

Demnach ist die einfache RBF-Methode auch fiir die Multiquadrics und

Linear Radiale Basisfunktionen eindeutig losbar.
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Zusammengefasst wurden Bedingungen fiir Radiale Basisfunktionen beschrie-
ben, welche die Existenz der Koeffizienten zur Losung des Interpolations-
problems liefern. Fir die Interpolation verstreuter Daten werden haufig die
Radialen Basisfunktionen Thin-Plate-Spline und Generalized Multiquadra-
tics verwendet, welche allerdings nur bedingt positiv definit sind, weshalb es
einen Anlass zu einer Verallgemeinerung der Charakterisierung der positiv
definiten Funktionen und der Erweiterung der einfachen RBF-Methode er-
offnet (siehe folgendes Kapitel 2.3).

2.3 Bedingt positiv definite Radiale Basisfunktionen
und die erweiterte RBF-Methode

Im vorigen Abschnitt 2.2 wird mithilfe von Theorem 2.27 gezeigt, dass fiir
positiv definite Radiale Basisfunktionen ® in der einfachen RBF-Methode
eine eindeutige Interpolation Py fiir eine gegebene Funktion f existiert. Of-
fensichtlich sind jedoch nicht alle Radialen Basisfunktionen ® positiv definit.
Das Ziel in diesem Abschnitt 2.3 wird es nun sein Mengen von Radialen Ba-
sisfunktionen zu identifizieren, welche nicht zwingend positiv definite Funk-
tionen enthalten, aber die Funktionen der Mengen trotzdem zur Verwendung
der Interpolation verstreuter Daten genutzt werden kénnen. Von besonderem
Interesse wird, wie zuvor, die Konstruktion einer eindeutigen Interpolanten
sein. Insgesamt wird in diesem Abschnitt eine Verallgemeinerung der ein-
fachen RBF-Methode aus Definition 1.4 hergeleitet, welche als erweiterte
RBF-Methode bezeichnet wird.
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2.3.1 DMotivation der erweiterten RBF-Methode

In diesem Abschnitt werden représentativ folgende, héufig verwendete, Ra-
diale Basisfunktionen, welche nicht positiv definit sind, betrachtet (vgl. [15],
Kapitel 9):

Definition 2.29 (Nicht positiv definite RBFs)

(a) Die Radiale Basisfunktion Generalized Multiquadrics (GMQ) ist

definiert als
O(z) = ()11 + |lz]3)°, 8>0,8¢N

(b) Die Radiale Basisfunktion Radial Powers (RP) ist definiert als

o(z) = (-1)=" 2|, B>0,8¢2N.

(¢) Die Radiale Basisfunktion Thin Plate Spline (TPS) ist,
mit 3 € Nxg, definiert als

(=137 log |z, falls 2 # 0
O(x) =
0, falls £ =0

Die in Definition 2.29 vorgestellten Radialen Basisfunktionen sind in fol-
gender Abbildung 11 fiir verschiedene Parameter veranschaulicht.

Es lésst sich einfach zeigen, dass beispielsweise die Radialen Basisfunk-
tionen ®(x) = ||x||, (Linear) und ®(x) = (1 + e2||a:||§)% (Multiquadrics mit
e > 0) aus vorigem Abschnitt 2.2 nicht positiv definit sind. In Theorem 2.28
aus dem vorigen Abschnitt 2.2 wird jedoch gezeigt, dass sogar fiir die Radia-
len Basisfunktionen Linear und Multiquadrics in der einfachen RBF-Methode

eine eindeutige Interpolation Py fiir eine gegebene Funktion f existiert. Dass
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(a) GMQinR% g =1 (b) RPin R, g =1

(d) GMQ in R?, g =3 (e) RPinR2, 8 =7 (f) TPS in R?, 8 =2

Abbildung 11: Beispiele bedingt positiv definiter Radialer Basisfunktionen
[Programm: BedingtPositivDefiniteRBFs.m).

man sich allerdings fiir bestimmte Radiale Basisfunktionen, welche nicht po-
sitiv definit sind, triviale Mengen an Datenpunkten X = {1, ..., x,} kon-
struieren kann, sodass mittels der einfachen RBF-Methode keine eindeutige
Interpolation P; fiir eine gegebene Funktion f gefunden wird, zeigt das fol-
gende Theorem am Beispiel der Radialen Basisfunktion Thin Plate Spline
(TPS) aus Definition 2.29(c).

Theorem 2.30 Es sei eine beliebige Funktion f : R"™ — R und eine
zugehorige Menge {yi,...,yn} C R an Datenwerten gegeben. Die Menge
X=A{@1,...,xp | ||l@mi—x1|l, =1V i=2,....,n} CR? sei die Menge
der Datenpunkte. Dann gilt: Zu der Radiale Basisfunktion Thin Plate
Spline (TPS) aus Definition 2.29(c) existiert, mittels der einfachen RBF-
Methode aus Definition 1.4, keine eindeutige Interpolation Py : R" — R.
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Beweis Damit eine eindeutige Interpolation Pr(x) = X1, ¢;o(||le — x;]),)
mit der einfachen RBF-Methode aus Definition 1.4 existiert, muss das li-
neare Gleichungssystem Ac = y eindeutig l6sbar sein (siehe Definition 1.4).
Dabei ist A € R und y € R", sodass A = (®(x; — xj))1<: ;< und
Y := (Yi)1 < < » gilt. Aufgrund der Definition der Menge an Datenpunkten X
gilt fir alle 4,5 € {2,...,n}:

Ay = B(@s — @) = (=) a1 — ;" log ||las — ], = 0
N——

=1

=0
A = 0@ — 1) = (=1 [l — @5 og || — 24|, = 0
—_———

=1

=0

Zudem gilt: A;; = ®(xy — 1) = ®(0) = 0 nach Definition 2.29(c). Also
ist jede Komponente der ersten Zeile und Spalte identisch Null. Damit ist
rang(A) < n und somit das lineare Gleichungssystem Ac = y nicht eindeutig

losbar. O

Da, wie in Theorem 2.30 beispielhaft gezeigt, die einfache RBF-Methode
in vielen Féllen keine eindeutige Interpolation Py fiir eine gegebene Funkti-
on f beziiglich nicht positiv definiter Radialer Basisfunktionen liefert, ist die
Motivation grof§ eine andere RBF-Methode zu betrachten. Wiinschenswert ist
eine RBF-Methode, welche unter gewissen Voraussetzungen eine, unter ande-
rem beziiglich Radialen Basisfunktionen aus Definition 2.29, eindeutige Inter-
polation Py fiir eine gegebene Funktion f liefert. Um eine neue RBF-Methode
zu motivieren, wird im Folgenden an die kubische Spline-Interpolation aus
Abschnitt 2.1.3 erinnert. Sei ¢(x) = 23 fiir x € R,. Dann gilt nach Pro-
position 2.9 aus Abschnitt 2.1.3: Es existiert ein Polynom ¢ € P;(R) von



2 SCATTERED DATA INTERPOLATION PROBLEM 29

Grad 1 und ¢; € R fiir alle i € {1,...,n}, sodass sich die Interpolante s

(kubischer Spline) darstellen lasst als:

n

se) = Ycdlr — ) +alx),  zER (9)

i=1

My

My

Jeder naturliche kubische Spline s ldsst sich demnach als die Summe einer
Linearkombination von Radialen Basisfunktionen ¢(|-|) und einem Polynom
q darstellen. Die Linearkombination von Radialen Basisfunktionen ¢(] - |) in
(9) entspricht exakt der Form der einfachen RBF-Methode, welche in (9) und
im Folgenden mit M; abgekiirzt wird. Eine Interpolante Py : R? — R als
die Summe einer Linearkombination von Radialen Basisfunktionen und einem
Polynom entspricht exakt der Form der weiter unten eingefiithrten erweiterten
RBF-Methode, welche in (9) und im Folgenden mit M;; abgekiirzt wird. Dies
bedeutet, dass die kubische Spline-Interpolation, wie weiter unten genauer
dargelegt ist, ein Spezialfall der erweiterten RBF-Methode darstellt.

Die Idee der erweiterten RBF-Methode ist es, die Darstellung aus Propo-
sition 2.9 der kubischen Splines auf allgemeine Klassen von Radialen Ba-
sisfunktionen ® und Polynomen ¢ zu adaptieren. In Proposition 2.9 aus
Abschnitt 2.1.3 ist die Dimension des Definitionsbereiches der Interpolan-
te s : R — R eindimensional, das Polynom ¢ € P;(R) von Grad 1 und die
Radiale Basisfunktion von der Form ®(z) := ¢(|z|) = |x|>. In der erweiterten
RBF-Methode ist das Ziel die Konstruktion einer Interpolanten Py : R? —» R
als die Summe einer Linearkombination von Radialen Basisfunktionen und
einem Polynom fiir allgemeine Dimension d € N.( des Definitionsbereiches
der Interpolante P; : RY — R, allgemeinem (totalem) Grad degq € Ny von

Polynom ¢ : R — R und allgemeiner Radialer Basisfunktion ® : R — R.
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Dieser Abschnitt 2.3 wird die folgende Frage beantworten: Unter welchen
Umsténden ist die Existenz und Eindeutigkeit einer Interpolation mit der
erweiterten RBF-Methode gesichert? Es sei bereits jetzt schon erwédhnt, dass
die Form der Menge der Datenpunkte X in der erweiterten RBF-Methode fiir
die Eindeutigkeit der Interpolation Py eine entscheidende Rolle spielt. Man
beachte, dass die Form der Menge der Datenpunkte in der einfachen RBF-
Methode beziiglich positiv definiten Radialen Basisfunktionen in Abschnitt
2.2 keine Rolle fiir die Eindeutigkeit der Interpolation P; spielt. Die Existenz
und Eindeutigkeit einer Interpolation mit der erweiterten RBF-Methode wird

vom Zusammenspiel von d, degq, X und ¢ abhéngen.

2.3.2 Die erweiterte RBF-Methode

Da in der erweiterten RBF-Methode, wie weiter oben bereits angedeutet,
ein Polynom Bestandteil der Interpolante ist und sich diese Arbeit nicht
auf univariate Interpolation beschrankt, wird im Folgenden die Definition

multivariater Polynome gegeben (vgl. [16], S.194 ff.).

Definition 2.31 (Polynome in mehreren Verinderlichen)
BEin multivariates Polynom q : R* — K, mit K = R oder K = C, ist

definiert als

(X1, X)) = . ak,., gy - XF X

wobei (X1,...,Xq) € RY und nur héchstens endlich viele Koeffizienten

ak, ..k, € K, mit Multiindex ky, ..., kq, von Null verschieden sind. Dabei
ist deg q := max{k; + -+ + kg | ar, 1, # 0N (k1,..., ka) € N} als der
(totale) Grad des multivariaten Polynoms q benannt.

Man bezeichnet ¢ : R* — C als komplezwertiges Polynom, ¢ : R — R
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als reellwertiges Polynom und P,,_1(R?) als den Raum aller reelwertigen

d-variaten Polynome mit (totalem) Grad m — 1.

Beispiel 2.32
Fiir das Polynom ¢ : R? — R mit ¢(X;, X5) := X?- X3 +2. X{ - X3, gilt:

degq = max{2+3,4+5} =9 = q € Py(R?).

Nach der formal erforderlichen Definition 2.31 tiber multivariate Polyno-
me, wird sich im Folgenden erneut, aber nun genauer, mit der Motivation der
erweiterten RBF Methode iiber die kubische Spline-Interpolation aus Propo-
sition 2.9 beschéaftigt. Die Proposition 2.9 aus Abschnitt 2.1.3 besagt, dass
sich jeder natiirliche kubische Spline s : R — R mit s € N3(X) als

n

s(x) = E:lczqﬁ(Hx —zi|2) + q(z), reR (10)
darstellen lisst. Dabei ist ¢(z) = 2® fir z € Ry, ¢ € Pi(R) ein Polynom
von Crad 1 und X = {zg, 21, ..., Tn, Tni1}. Die Koeffizienten ¢; miissen die
Bedingung 7, ¢; = Y1t ¢;z; = 0 erfiillen.

Um nun einzusehen, dass man die kubische Spline-Interpolation als Moti-
vation fiir die weiter unten eingefiihrte erweiterte RBF-Methode betrachten
kann, beachte man folgende Tatsache. Die Menge {2, z'} stellt eine Basis
von P;(R) dar. Man definiere die zwei Basiselemente als p;(z) := 2" und
pa(r) := 2. Aus diesem Grund ist die Bedingung >, ¢; = Y1, ¢z, = 0 an

die Koeffizienten ¢; aus Proposition 2.9 dquivalent zu:
doad => crl =0 > cpr(x;) =0 fir alle k € {1,2} (11)
i=1 i=1 i=1

Seim € Nund M € N. In der erweiterten RBF-Methode soll eine Inter-

polante Py(x) := YI', c;id(]|x — x4l|2) + ¢(x) zu gegebenen Datenpunkten
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X = {x1,...,x,} und Datenwerten {yi,...,y,}, wie in (10), gefunden wer-
den. Dabei ist ¢ € Pp—1(R?) und {p1,...,pn} sei eine Basis von P,,_1(R?).
Zudem muss in der erweiterten RBF-Methode, wie in (11), Zn: cipp(xi) =0
fiur alle k € {1,..., M} gelten. Die erweiterte RBF—MethodeZ:lclegt sich aller-
dings nicht, im Gegensatz zur kubischen Spline-Interpolation in (10), auf die
Radiale Basisfunktion ®(z) := ¢(|z|) = |z|3, auf degq = m — 1 = 1, auf Di-
mension des Definitionsbereiches der Interpolanten d = 1 und auf die daraus
resultierende Dimension M = 2 von P,,_;(R?) = P;(R?) fest.

Nach einer relativ langen Motivation ist die erweiterte RBF-Methode in

der folgenden Definition 2.33 formuliert (vgl. [8], S.39).

Definition 2.33 (Erweiterte RBF-Methode)

Sei X = {x1,...,xn } C R? eine Menge paarweise verschiedener Da-
tenpunkte und { yi,...,yn } C R die zugehdrigen reellen Datenwerte. Die
Interpolation mittels der erweiterten RBF-Methode ist definiert als

n

Pr(x) = bz —zill,) + X wpw(x), xR

i=1 k=1

q(x):=

wobei ¢ : [0,00) — R eine stetige Funktion, ¢; € R, v; € R, m € N,
M €N und {p1,...,pum} eine Basis von P,,_1(R?) ist.

Die Koeffizienten cq,. .., c, missen die Bedingung i cipk(x;) =0

fir alle k € {1,..., M} erfillen. .

Zudem gilt: Py(x;) = y; fir allei e {1,...,n}.

Die Festlegung auf einen Polynomraum P,,_;(R¢) legt m € Nund M € N
eindeutig fest. Um die Interpolante Py aus Definition 2.33 zu bestimmen,
missen die Koeffizienten ¢y, ..., ¢, und v1,...,vy berechnet werden. Diese

Berechnung der Koeffizienten kann, wie man leicht direkt aus der Definition
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2.33 nachvollzieht, durch die Losung des folgenden linearen Gleichungssyste-

mes, mit ®(x) = ¢(||x]|,), erfolgen:

Oy —x1) ... P(xy—xn) pi(xr) ... pul(ar) c1 1

(I)(wn - xl) cee (I)(mn - xn) pl(xn) o pM(wn) Cn _ Yn (12)
p1(x1) . p1(xy) 0 s 0 o] 0
prm (1) oo pu(zn) 0 0 VM 0

Damit im Folgenden die Notation vereinfacht dargestellt ist, definiere man

A e R P e R™M godass:

A= ((D<wl - mJ'))lSi,an und P := (pk(wl))lglgn,1§kgzw

Zudem definiere man ¢ € R, y € R", v € RM sodass:

C = (Ci)1gigna Yy = (yi)1gignund'7:: ('7k)1§k§M

Das obige lineare Gleichungssystem zur Ermittlung der Interpolation Py
in der erweiterten RBF-Methode aus (12) stellt sich somit wie folgt dar (vgl.
8], S.39):

A P\|ec
- ¥ (13)
PT 0] \~ 0

Um nochmals zu verdeutlichen, dass die kubische Spline-Interpolation als

Spezialfall der erweiterten RBF-Methode angesehen werden kann, betrachte

man folgendes Beispiel.
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Beispiel 2.34
Man betrachte das identische Interpolationsproblem wie in Beispiel 2.6 aus
Abschnitt 2.1. Es ist eine Interpolante Py : R — R zur Funktion f : R — R
mit f(z) = exp(z) gesucht. Die Datenpunkte X = {5, &, ..., 35, 10} und die
Datenwerte {exp(%),exp(%), ey exp(%),exp(%)} werden zur Interpolati-
on betrachtet. In diesem Beispiel wird die Interpolation allerdings mit der er-
weiterten RBF-Methode durchgefiihrt, anstatt, wie in Beispiel 2.6, mit einer
kubischen Spline-Interpolation. Die Radiale Basisfunktion in der erweiterten
RBF-Methode sei ®(x) := ¢(|x]) = |z|*> und der (totale) Grad der Polynome
des betrachteten Polynomraumes P,,_1(R) sei m — 1 = 1. In diesem Fall
ist, unabhéngig von der gewahlten Funktion f, durch den Vergleich von Pro-
position 2.9 und Definition 2.33 klar, dass die Interpolation s als kubischer
Spline aus Beispiel 2.6 mit der Interpolation mittels der erweiterten RBF-
Methode aus diesem Beispiel auf dem Intervall [0, 1] tibereinstimmen muss.
Dennoch, beziehungsweise gerade aus diesem Grund, wird dieses Beispiel mit
der erweiterten RBF-Methode im Folgenden vorgestellt.

Das lineare Gleichungssystem (12) zur Berechnung der Koeffizienten in

der erweiterten RBF-Methode stellt sich in diesem Beispiel wie folgt dar:

®0) @(=0.1) ... @(=1) pi(0) p2A0) ) [ Y1
B0.1)  D0) ... B(=0.9) pi(0.1) pa(0.1) | | e s
= (14)
(1) 209 ... @0) pi(1)  pAl) || enn Y11
p1(0)  pi(0.1) ... pi(1) 0 0 " 0
p2(0)  p2(0.1) ... pa(1) 0 0 Yo 0

Mit dem Einsetzen von ®(z) := ¢(|z|) = |z|, pi(x) = 2°, p2(z) = z' und
y; = exp(z;) fir alle i € {1,...,11} stellt sich das lineare Gleichungssystem
aus (14) wie folgt dar:
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0 0001 ... 1 1 0)/[a exp(0)
0001 0 ... 0729 1 01| e exp(0.1)
= (15)
1 0729 ... 0 1 1 |]en exp(1)
1 1 ... 1 0 0f]|m 0
0 01 ... 1 0 0/ \~ 0

Im Rahmen dieser Arbeit wurde dieses Beispiel in Octave berechnet [Pro-
gramm: PlotPf.m und Fehler.m|, sodass mithilfe des linearen Gleichungssys-
temes (15) die Interpolante Py und der Interpolationsfehler |P(z)— f(z)| be-
stimmt wird. Die Interpolation P, und der Interpolationsfehler |P;(z)— f(z)]
sind in folgender Abbildung 12 dargestellt.

0.0014

— [f()-P 3]
= Datenpunkte

0.001 [

_Pf(x)

Datenpunkte

,I * Datenwerte

0.0008 |-
0.0006 [
0.0004 [

051 1 0.0002

(a) Interpolante Py (mittels Mpr). (b) ,Fehler® [f(z) — Ps(x)| von Py zu f.

Abbildung 12: Die Interpolante Py zur Funktion f(x) = exp(z) und der ,Feh-
ler | f(z) —Py(x)| der Interpolation. Die Menge X = {5, 15, -, 15, 10} ist
die Menge der Datenpunkte und {exp(l%),exp(lio), ey exp(%),exp(}—g)}
ist die Menge der Datenwerte. Die Interpolation ist mittels der erweiterten
RBF-Methode (M) beztiglich des Polynomraumes P;(R) durchgefiihrt
[Programm: PlotPf.m und Fehler.m)].
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Beim Vergleich von Abbildung 8 aus Beispiel 2.6 mit Abbildung 12 wird
nun auch anhand dieses praktischen Beispieles ersichtlich, dass die Interpo-
lation s aus Beispiel 2.6 mittels der kubischen Spilne-Interpolation mit der
Interpolation Py aus diesem Beispiel auf dem Intervall [0,1] identisch ist.
Dass die Gleichheit der Interpolationen mit den Annahmen aus diesem Bei-
spiel 2.34 gelten muss, wird, wie weiter oben bereits erwahnt, mit Vergleich

von Proposition 2.9 und Definition 2.33 klar.

Bei der Betrachtung des linearen Gleichungssystemes (13) stellt sich noch
eine bedeutende Frage: Wann ist das lineare Gleichungssytem eindeutig 16s-
bar und liefert damit eine eindeutige Interpolante P;? Um die Frage der
eindeutigen Losbarkeit von (13) nachzugehen wird folgendes, in diesem ge-

samten Abschnitt 2.3 wichtigstes, Theorem 2.35 betrachtet (vgl. [54], S.117):

Theorem 2.35 (Eindeutiges P; der erweiterten RBF-Methode)
Sei m € Ny und d € Nsg. Fine Radiale Basisfunktion ® : R? — R sei
bedingt positiv definit von Ordnung m in R und X = {x1,...,x,} C R?
sei eine (m — 1)-unisolvente Menge von Datenpunkten. Dann gilt:

Das lineare Gleichungssystem (13)

A P\|ec Y
Pt 0] \~ 0

ist eindeutig losbar.

Bemerkung 2.36

Die Existenz einer Interpolante in der erweiterten RBF-Methode, und da-
mit einer Losung von (13), ist, wie in Theorem 2.11 gesehen, fiir jede Menge
an paarweise verschiedenen Datenpunkten X' = {xq,...,x,} gesichert. Die
Forderung X € U,,_1(R?) aus vorigem Theorem 2.35 ist nur fiir die Eindeu-
tigkeit und nicht fiir die Existenz der Losung (c¢,7)” von (13) erforderlich
(vel. [54], S.117).



2 SCATTERED DATA INTERPOLATION PROBLEM 67

Das Theorem 2.35 liefert nun also eine hinreichende Bedingung fiir die
eindeutige Losbarkeit der erweiterten RBF-Methode. Falls eine Radiale Ba-
sisfunktion nun also in einer gewissen Weise bedingt positiv definit ist und
die Menge der Datenpunkte in einer gewissen Weise eine unisolvente Menge
bilden, liefert die erweiterte RBF-Methode eine eindeutige Interpolante.

Im néchsten Abschnitt 2.3.3 wird sich mit dem Begriff der bedingten
positiven Definitheit und im darauf folgenden Abschnitt 2.3.4 mit dem Begriff
der unisolventen Menge beschéftigt, damit die Bedeutung von Theorem 2.35

klar wird.

2.3.3 Bedingt positiv definite Radiale Basisfunktionen

Da das Interesse an einer eindeutigen Interpolation in der erweiterten RBF-
Methode sehr grof} ist, ist das Theorem 2.35 von grofler Bedeutung. In dem
Theorem 2.35 wird das Konzept der bedingten positiven Definitheit benutzt.
Aus diesem Grund wird sich in diesem Abschnitt 2.3.3 zunéchst grundlegend
mit dem Begriff der bedingten positiven Definitheit beschéaftigt. Anschlieend
wird sich in Unterabschnitt 2.3.3.1 mit, fiir den Kontext dieser Arbeit, inter-
essanten Eigenschaften von bedingt positiv definiten Funktionen beschéftigt
und in Unterabschnitt 2.3.3.2 ein praktisch relativ leicht umzusetzendes Kri-
terium zur Identifizierung bedingt positiv definiter Radialer Basisfunktionen
vorgestellt.

Die Definition von bedingt positiv (semi)definiten Funktionen ist wie folgt

gegeben (vgl. [15], Kapitel 7):
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Definition 2.37 (Bedingt positiv (semi)definite Funktionen)

(a) Eine stetige Funktion ® : R? — C heifit bedingt positiv semidefinit
von Ordnung m € N in R?, falls

N N
i=1j=1
fiir alle paarweise wverschiedenen x4,...,xn € R und
(c1,...,en)t € CV, sodass
N

> cig(e) =0 (17)

i=1

fiir alle Polynome q : R — C mit (totalem) Grad degq < m — 1,
qgilt.

(b) Eine stetige Funktion ® : RY — C heifit bedingt positiv definit von
Ordnung m € N in R?, falls

fiir alle paarweise verschiedenen xi,...,zn € R? und

(c1y...,en)t € CV\ {0}, sodass

N

Z ciq(x;) =0

=1

fiir alle Polynome q : R* — C mit (totalem) Grad degq < m — 1,
gilt.

Aufgrund Theorem 2.35 liegt das Interesse der Untersuchung von beding-

ter positiver Definitheit in dieser Arbeit ausschliellich auf Radialen Basis-
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funktionen. Radiale Basisfunktionen ® : R? — R mit ®(x) = ¢(||z||,) sind
nach Definition reellwertige und gerade Funktionen. Das folgende Theorem
2.38 besagt, dass sich die Definition von bedingt positiv (semi)definiten Funk-
tionen auf reelle Koeffizienten und Polynome reduziert, wenn die Funktion

reellwertig und gerade ist (vgl. [15] Kapitel 7).

Theorem 2.38 (Bedingt positiv (semi)definite RBFs)

(a) Eine stetige, gerade Funktion ® : R — R ist bedingt positiv semi-

definit von Ordnung m € N in R?, genau dann wenn

N N
DD cici®(x —xj) > 0
i=1 j=1

fir alle paarweise wverschiedenen x4,...,xn € R und

(c1,...,en)T € RN, sodass

N
Z ciq(x;) =0
i=1

fiir alle Polynome q : R* — R mit (totalem) Grad degq < m — 1,
gilt.

(b) FEine stetige, gerade Funktion ® : RY — R ist bedingt positiv definit
von Ordnung m € N in R?¢, genau dann wenn

N

> cicj®(x; — ;) > 0

i=1j=1
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fiir alle paarweise wverschiedenen x4,...,xn € R und

(c1,...,en)T € RV {0}, sodass

N

Z ciq(zi) =0

i=1

fiir alle Polynome q : R — R mit (totalem) Grad degq < m — 1,
qgilt.

Um die Begrifflichkeiten klar voneinander abzugrenzen sei folgende Defi-

nition gegeben (vgl. [27], S.6):

Definition 2.39 (Klassen der positiven Definitheit)

(a) Die Menge bpsd(m,d) sei die Menge aller bedingt positiv semidefi-

niten Funktionen ® : R? — R von Ordnung m in R,

(b) Die Menge bpd(m,d) sei die Menge aller bedingt positiv definiten
Funktionen ® : R? — R von Ordnung m in R,

(¢) Die Menge psd(d) sei die Menge aller positiv semidefiniten Funk-

tionen ® : R — R.

(d) Die Menge pd(d) sei die Menge aller positiv definiten Funktionen
®: R — R.

2.3.3.1 Eigenschaften bedingt positiv definiter RBFs
Damit der Zusammenhang der bedingten positiven Definitheit und der po-
sitiven Definitheit ersichtlich und damit die Namensgebung bedingt positiv

definiter Funktionen plausibel wird, betrachte man folgendes Theorem:
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Theorem 2.40 (Die Mengen bpd(m,d) vs. pd(d))
Die Definition einer bedingt positiv (semi)definiten Funktion ® : R¢ — C
der Ordnung m = 0, ist dquivalent zur Definition einer positiv (se-

mi)definiten Funktion ® : R — C.

Beweis
=: Man betrachte die bedingt positiv semidefinite Funktion ® : R? — C der
Ordnung m = 0. Nach Definition 2.37 gilt Folgendes:

> cici®(xi —x;) =0 (18)

i=1 =1
fiir alle paarweise verschiedenen xq,...,zx € R? und (cy,...,cn)T € CV,
sodass

N

> ciq(z;) = 0 fiir alle Polynome ¢ : R — C mit degg < —1. (19)

i=1

Da es nach Definition 2.31 keine Polynome ¢ : RY — C mit (totalem)

Grad degq < —1 gibt, ist (19) dquivalent zu:
N
> ¢ig(x;) = 0 fiir alle Polynome ¢ : R — C mit g € (. (20)
i=1

Weil jede Aussage iiber alle Elemente der leeren Menge wahr ist, gilt (20)
fiir alle Koeffizienten (ci,...,cy)? € CV und alle paarweise verschiedenen
xq,..., TN € R%

Insgesamt gilt deshalb (18) fir alle paarweise verschiedenen
x1,...,zny € R und fiir alle (cy,...,cy)T € CV. Dies entspricht der De-
finition der positiven Semidefinitheit von Funktion .
<: Man betrachte die positiv semidefinite Funktion ® : R? — C. Fiir

die Funktion & gilt, wegen der positiven Semidefinitheit, (16) aus Defini-
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tion 2.37 fiir alle paarweise verschiedenen xq,...,xxy € R? und fiir alle
(c1,...,cn)T € CN. Demnach gilt (16) ebenfalls fiir alle paarweise verschie-
denen x,...,zxy € R? und fiir alle (cy,...,cx)? € CV, welche (17) aus
Definition 2.37 fiir alle Polynome ¢ : R — C mit degq < —1 erfiillen. Damit
ist die Funktion ® bedingt positiv semidefinit von Ordnung m = 0.

Mit Hinzunahme der Definition 2.37(b) und der Definition der positiven
Definitheit zu obigen Beweis, folgt unmittelbar die Aquivalenz der Definitio-
nen fiir bedingt positiv definite Funktionen von Ordnung m = 0 und positiv

definite Funktionen. O

Dementsprechend ist nach Theorem 2.40 die bedingte positive Definitheit
eine Verallgemeinerung der positiven Definitheit.

Bei Ordnung m der Radialen Basisfunktion ® in Theorem 2.35 muss die
Menge an Datenpunkten (m — 1)-unisolvent sein, damit eine eindeutige In-
terpolante Py in der erweiterten RBF-Methode generiert wird. Aus diesem
Grund ist die Bedeutung der Ordnung m von bedingt positiv definiten Radia-
len Basisfunktionen wichtig, weil diese in Theorem 2.35 somit einen Einfluss
auf die Restriktion der Menge an Datenpunkten hat. Deshalb wird sich in
folgendem Theorem 2.41 mit der Rolle der Ordnung von bedingt positiv (se-
mi)definiten Funktionen beschaftigt (vgl. [8], S.40).

Theorem 2.41 (Ordnung bedingt positiv definiter Funktionen)
Sei m,l € N. Eine bedingt positiv (semi)definite Funktion ® : R¢ — C

von Ordnung m in R?, ist ebenfalls bedingt positiv (semi)definit von Ord-

nung [ > m in R,

Beweis Scien x1,...,xn € R? paarweise verschieden und beliebig, [ > m

und ¢ : R — C ein Polynom.
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Dann gilt:

N
VeeCV Y cq(e;) =0,V g mit degg <1—1
i=1
N (21)
=Y ¢q(z;) =0,V ¢ mit degg <m — 1.
i=1
Mit Definition von Z; := {c € CV | ©¥, ciq(x;) = 0Adegq <1 —1} und

Zpi={ceCV | TN ciq(x;) = 0Adegq <m — 1}, gilt mit (21):

Sei die Funktion ® : R? — C bedingt positiv semidefinit von Ordnung m.
Dann gilt nach Definition 2.37(a) und Definition von Z,,:

N N

i=1 j=1
Aufgrund von (22) folgt aus (23):
N N

CZ§CI>(ch — iBJ’) >0 VeeZ. (24)

i=1j=1

Die Ungleichungen aus (24) entsprechen der Definition 2.37(a) der beding-
ten positiven Semidefinitheit. Aus diesem Grund ist die Funktion ® bedingt
positiv semidefinit von Ordnung [.

Dass eine bedingt positiv definite Funktion ® : R? — C von Ordnung
m ebenfalls bedingt positiv definit von Ordnung [ ist, zeigt man analog. Es

muss daftr anstatt (23) Folgendes betrachtet werden:

g:g:ciﬁjé(mi —xz;) >0 VeeZ,\{0}

i=1j=1
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Zudem muss anstatt (24) Folgendes betrachtet werden:

Eine direkte Folgerung aus den Theoremen 2.40 und 2.41 ist, dass jede
positiv (semi)definite Funktion bedingt positiv (semi)definit von beliebiger
Ordnung ist. Aulerdem wird durch Theorem 2.41 klar, dass ausschliellich
Interesse an der Ermittlung der kleinsten Ordnung, fiir welche eine Funktion
bedingt positiv (semi)definit ist, besteht. Insgesamt gelten folgende Teilmen-
genbezichungen, welche in (25) und (26) festgehalten sind.

psd(d) = bpsd(0,d) C bpsd(1,d) C ... C bpsd(m,d) (25)
pd(d) =bpd(0,d) < bpd(1l,d) C...C bpd(m,d) (26)

Die Teilmengenbeziehungen aus (25) und (26) sind beispielhaft in Abbil-
dung 13 als Venn-Diagramm dargestellt.

pd(d) = bpd(0,d)
bpd(1,d)
bpd(2,d)

Abbildung 13: Eine Veranschaulichung der Teilmengenbeziehung als Venn-
Diagramm von bedingt positiv definiten Funktionenklassen fiir m €

{0,1,2} und d € N.,.
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Zudem gilt Folgendes (vgl. [8], S.40):

Theorem 2.42 (Rolle der Dimension des Definitionsbereiches)
Sei m,k € N. Eine bedingt positiv (semi)definite Funktion ® : R? — C
von Ordnung m in RY, ist ebenfalls bedingt positiv (semi)definit von Ord-

nung m in R* mit k < d.

Aus Theorem 2.42 ergeben sich unmittelbar folgende Teilmengenbezie-

hungen, welche in (27) und (28) festgehalten sind.

bpsd(m,d + 1) C bpsd(m,d) C ... C bpsd(m, 1) (27)
bpd(m,d+ 1) C bpd(m,d) C...C bpd(m,]1) (28)

Die Teilmengenbeziehungen aus (27) und (28) sind beispielhaft in Abbildung
14 als Venn-Diagramm dargestellt.

bpd(m, 3)
bpd(m,2)
bpd(m,1)
Abbildung 14: Eine Veranschaulichung der Teilmengenbeziehung als Venn-

Diagramm von bedingt positiv definiten Funktionenklassen fir d €
{1,2,3} und m € N.

2.3.3.2 Identifizierung iiber vollstindige Monotonie

Um bedingt positiv definite Radiale Basisfunktionen von Ordnung m zu iden-
tifizieren kann man, wie im positiv definiten Fall, eine Charakterisierung tiber
die Verallgemeinerte Fouriertransformation oder eine Verbindung zwischen
Vollstandiger Monotonie und bedingt positiv definiten Radialen Basisfunk-

tionen nutzen. Da die Nutzung der Verallgemeinerten Fouriertransformation
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zur Verifizierung der bedingten positiven Definitheit im Allgemeinen deut-
lich aufwendiger ist und die Identifizierung der bedingten positiven Definit-
heit iiber die vollstandige Monontonie beispielsweise fiir die repréisentativen
Radialen Basisfunktionen aus Definition 2.29 funktioniert, wird sich auf den
Ansatz der Vollstdndigen Monotonie beschréankt (vgl. [15], Kapitel 9).

Das folgende Theorem 2.43 ist ein, in vielen Fallen, ,leicht“ zu handha-
bendes Werkzeug, um die bedingt positive Definitheit von Ordnung m in R¢
einer gegebenen Radialen Basisfunktion festzustellen (vgl. [54], S.113 ff. und
[15], Kapitel 9).

Theorem 2.43 (Satz von Micchelli IT)
Sei p € C[0,00) N C>®(0,00), die Funktion (—1)"™ sei vollstindig
monoton auf (0,00) und ¢ kein Polynom von héchstens Grad m.

Dann gilt: Die Funktion ® := o(||-||3) ist bedingt positiv definit von Ord-

nung m € Ny in R? fiir alle d € Nso und radial.

In folgendem Theorem 2.44 wird das Theorem 2.43 am Beispiel der Funk-
tion Generalized Multiquadrics angewandt (vgl. [15], Kapitel 9).

Theorem 2.44 (Bedingte positive Definitheit von GMQ)
Die Funktion Generalized Multiquadrics (GMQ)

¢(x) = (-1)°I(L+[|lzl3)", 5>0,5¢N,

ist bedingt positiv definit von Ordnung m > [B] in R fiir alle d € Nsg

und radial.
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Beweis Man betrachte ¢(r) = (=1)/?1(1 +7)?, 0 < 3 ¢ N. Um Theo-
rem 2.43 fir m = [f] anzuwenden zeige man im Folgenden, dass ¢ (r) :=

(—1)[Blip(r)T8D) vollstéindig monoton auf (0, c0) ist. Es gilt:

Y(r) = (=)o) = BB —1) - (B = [B] + 1)L +1r)7 L (29)

Sei [ € Ny beliebig. Mit Betrachtung von (29) gilt:

(D) =
[5] l (30)
CD'TI@ =i+ DT B =181 = k+1) (1 +r)" P17
=1 >0 k=1 <0 >0
Fiir gerades und ungerades [ € Ny gilt:
!
)' T B =181 —k+1)>0. (31)
k=1 <0
Aufgrund von (30) und (31) gilt:
(—=1)p(r)Y >0V 1 eN,y. (32)

Die Ungleichungen aus (32) liefern, mit Definition 2.23 aus Abschnitt 2.2,
die vollstandige Monotonie auf (0, 00) von (1) := (—1)Flp(r)(5D.

Da § ¢ N, ist ¢ kein Polynom. Auflerdem ist ¢ € C[0,00) N C*(0, 00).
Insgesamt gilt mit Theorem 2.43: Die Funktion

®=o(llls) = (=DPTA+I3)", 0<B¢N

ist bedingt positiv definit von Ordnung [3] und radial in R? fiir alle d € N+.
Mit Theorem 2.41 folgt die Aussage. O
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Bemerkung 2.45
Es kann sogar gezeigt werden, dass m = [/]| das kleinst mogliche m ist,
sodass (—1)™p™) aus dem Beweis von Theorem 2.44 vollstindig monoton

ist (vgl. [15], Kapitel 9).

Auf analoge Weise kann man, wie im folgenden Theorem 2.46 festgehal-
ten, fir die tibrigen reprasentativen Radialen Basisfunktionen aus Definition

2.29 die bedingte positive Definitheit nachweisen (vgl. [15], Kapitel 9).

Theorem 2.46 (Weitere Anwendung von Theorem 2.43)

(a) Die Funktion Radial Powers (RP)
s
d(@) = (-1)Nz|®, 5>0,5¢2N,

ist bedingt positiv definit von Ordnung m > [g} in RY fiir alle
d € Nyg und radial.

(b) Die Funktion Thin Plate Spline (TPS)

(=) |3’ log |||, falls & # 0
D(x) =
0, falls € =0

mit 3 € Nxg, ist bedingt positiv definit von Ordnung m > [+ 1 in
R? fiir alle d € Nwg und radial.

2.3.4 Unisolvente Mengen

Man betrachte nun eine Radiale Basisfunktion ® von Ordnung m in R
Um die Eindeutigkeit der Interplante Py in der erweiterten RBF-Methode,
nach Theorem 2.35, zu gewéhrleisten, muss die Menge der Datenpunkte

X = {x1, ..., x,} eine (m —1)-unisolvente Menge sein. Um diese, in Theorem



2 SCATTERED DATA INTERPOLATION PROBLEM 79

2.35, beschriebene Restriktion an die Menge der Datenpunkte X besser zu
verstehen, betrachte man folgende Definition 2.47 (vgl. [8], S.37).

Definition 2.47 (Unisolvente Menge)
Sei m € N und n € Nyg. Eine Menge X = {x1,...,z,} C R? heifit
(m — 1)-unisolvent, falls fiir eine Basis {py,...,pam} von Pp_1(R?) und

fir alle i € {1,...,n} gilt:

M
Z)\kpk($i)202>)\k:0 Vke {1,...,M} (33)

k=1

Uy 1(RY) bezeichnet die Menge aller (m — 1)-unisolventen Mengen in

R

Nach Definition 2.47 ist eine Menge X eine (m — 1)-unisolvente Menge,
wenn das einzige Polynom ¢q € P,,_1(R?) mit einer Nullstelle in allen Punkten
der Menge X = {x4, ..., x,}, das Nullpolynom ¢ = 0 ist (vgl. [8], S.37).

Die Bedingung (33) aus obiger Definition 2.47 ist offensichtlich dquivalent

zur linearen Unabhéngigkeit von

pi(x1) pa(x1) py(Ty)
P, = : Py = : oo Pypoi= : ) (34)

p1(Tn) p2(Tn) P (Tn)

Die Untersuchung der Beziehung unisolventer Mengen untereinander ist
wichtig, um die Restriktion an die Menge der Datenpunkte X in der erwei-
terten RBF-Methode einschitzen zu konnen. Aus diesem Grund betrachte

man zunéchst folgendes Theorem 2.48 (vgl. [9], S.37):
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Theorem 2.48 (Dimension der Polynomriume)

Sei Pr_1(RY) der Raum aller reelwertigen d-variaten Polynome mit (to-

talem) Grad m — 1 und N > M := dim P,,_1(R?). Dann gilt:
M= <m -1+ d)
m—1

Mithilfe des vorigen Theorem 2.48 kann man nun folgendes Theorem 2.49

zeigen.

Theorem 2.49 (Beziehung unisolventer Mengen untereinander)

SeiUy_1(RY) == {X CR?: |X| < o0}. Dann gilt fiir beliebiges m € Nyy:

Up—1(RY) =Uy_1(RY) DU 1(RY) D -+ D Up—2(R?) D U1 (RY).

Beweis Es gilt offensichtlich: U, 1 (R?) = Uy(R?). Zunichst zeige man:
Up(RY) = {X CR?: |X| < 00}

Sei dafiir n € Ny beliebig und die Menge X = {1, ..., z,} € {¥ C R? :
|X| < oo} beliebig. Fiir die Basis {p; = 1} von Py(R?) und A € R gilt fiir
alle i € {1,...,n}:

AMpi(x) =0= X\ =0. (35)

—r
Wegen (35) ist die Bedingung (33) aus Definition 2.47 fir die Basis
{p1 = 1} von Py(R?%) und fir alle i € {1,...,n} erfiillt. Also gilt fiir die
Menge X € U;_1(R?) und damit {X C R?: |X| < oo} C Uy_1(R?). Da die
Definition 2.47 nur fiir Mengen endlicher Méachtigkeit X = {x4, ..., x,, } gege-
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ben ist, liegt die Inklusion {X C R?: |X| < oo} D U;_;(R?) nach Definition

vor. Insgesamt gilt also, wie gewiinscht:
{X CRY: |X| < 00} =Ui_1(RY).
Nun zeige man induktiv die folgenden Inklusionen:
Up—1(RY) CUp—2(R?) ¥V m € Noy. (36)

Sei X € U,,_1(R?) beliebig, m € Ny, beliebig und M = dim P,,_;(R?).
Es gilt mit Definition 2.47 und den, in (34) definierten, Vektoren P, ..., Pys:

X € Uy_1(RY) & Py, ..., Py linear unabhingig. (37)

Nach Theorem 2.48 gilt fiir die Dimension M von P, 1 (R%):

_(m—=1+d\ (m—-1+d)! (m—-1+d)-..-m-(m—1)!
M_( m—1 >_(m—1)!-d!— d'-(m-—1)! (38)
(m—l—i—d)-...-m.

d!

In (38) ist folgendes zu entnehmen: Je kleiner m, desto kleiner ist M.
Aus diesem Grund gilt fiir /i := m — 1, dass M := dim Py,_; (R?) < M. Mit
dem Resultat (38), Definition 2.47 und den, in (34) definierten, Vektoren
P, ..., Py gilt fir m =m — 1:

X € U, 1(RY) = Uy, _5(R?Y) < Py, ..., Py, linear unabhingig. (39)

Da nun X € U,,_1(R?) beliebig gewihlt ist, sind nach (37) die Vekto-
ren Py, ..., Py aus (34) linear unabhéingig. Weil M < M gilt, sind damit
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insbesondere die Vektoren P, ..., Py, linear unabhangig. Mit der linearen

Unabhéangigkeit von P4, ..., Py, folgt mit (39):
X € Uy »(RY). (40)

Insgesamt folgt mit (40) die Aussage (36), welche das Theorem 2.49 schlief3-
lich beweist. O

Im Folgenden wird eine hinreichende Bedingung an die Menge X formu-
liert, welche die m-Unisolvenz der Menge X im R? sicherstellt (vgl. [9], S.39
und [15], Kapitel 6).

Theorem 2.50 (Konstruktion von m-Unisolvenz in R?)
FEs sei {Lo, ..., L, } eine Menge von m + 1 paarweise verschiedenen Ge-
raden in R* und U := {uy,...,un} eine Menge von paarweise verschie-

denen Punkten in R? mit N := (22’”) Weiterhin gelte:

L4 UleLg

U2, U3 S L1 ﬂLOC

* UN—m,. ..., UN € L, N Lg n...N chw’wfl

Sein € N. Dann gilt: Jede Menge X = {1, ...,xn} mit X D U ist eine

m-unisolvente Menge in R2.

Mithilfe des vorigen Theorem 2.50 kann man sich relativ einfach unisol-
vente Mengen im R? graphisch illustrieren. Ein Beispiel fiir diese graphische
[lustration ist im Folgenden gegeben. Dabei ist die Ausfithrung von folgen-
dem Beispiel 2.51(a) durch [8] (S.38) und Beispiel 2.51(b) durch [9] (S.40)

inspiriert.
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Beispiel 2.51

(a) Drei Punkte des R?, die nicht kollinear sind, sind 1-unisolvent.

Um zu verifizieren, dass dies gilt betrachte man folgende Argumenta-
tion. Nach Voraussetzung sind die drei Punkte wq, us und ws nicht
kollinear. Demnach existieren zwei verschiedene Geraden Lo und L in
R2, sodass uq € Lo und ug, ug € Ly ng. Da zusatzlich (2'51) = 3, gilt
nach Theorem 2.50 mit m = 1 und X = U die Aussage des Beispieles
2.51(a).

(b) Jede Menge X D U ist 2-unisolvent in R? mit U C R? aus Abbildung 15.

Man betrachte drei paarweise verschiedene Geraden Ly, L; und Ly in
R? und eine Menge U := {uy, us, ..., ug} von paarweise verschiedenen

Punkten in R?. Es gelte zusitzlich:

e u; € Ly
° ’U;z,’U;3€L1mLOC

° Uy, Us, Ug GLQOLgﬂLlc

Da zuséatzlich (2;2) = 6, gilt nach Theorem 2.50 mit m = 2 die

Aussage des Beispieles 2.51(b). Ein Beispiel fiir eine solche Menge
U = {uy,us, ..., ug} ist in Abbildung 15 veranschaulicht.

1 » U3
@6 ®

08

0.6

04|

0.2

0
0 0.2 04 06 0.8 1

Abbildung 15: Die Menge U := {uq, U, ..., ug} aus Theorem 2.50 fiir das
Beispiel 2.51(b) (vgl. [9], S.40).
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2.3.5 Restriktion an die Menge der Datenpunkte in der erweiter-

ten RBF-Methode

Nach Theorem 2.35 existiert fiir Radiale Basisfunktionen ® € bpd(m,d) und
Mengen an Datenpunkten X € U,,_1(R?) eine eindeutige Interpolation Py
in der erweiterten RBF-Methode. Da die Restriktion X € U, ;(R?) an die
Menge der Datenpunkte X nach Theorem 2.49 mit Verringerung der Ordnung
m kleiner wird, wird sich fiir die kleinste Ordnung m* € Nj interessiert,
sodass die Funktion ® bedingt positiv definit ist. Diese kleinste Ordnung
m* € Ny, sodass die Funktion ® bedingt positiv definit ist, ist fiir m € Ny
und bpd(—1,d) := () wie folgt charakterisiert:

O € bpd(m,d) \ bpd(m — 1,d) < & € bpd(m, d) mit m* = m. (41)

Obige Charakterisierung (41) gilt, da aufgrund von Theorem 2.41 die
Beziehung bpd(m — 1,d) D bpd(ih, d) fir alle 0 < m < m — 1 vorliegt.

In der folgenden Abbildung 16 ist ein Venn-Diagramm dargestellt, welches
die disjunkten Mengen bpd(m, d)\ bpd(m—1,d) fir m € {0,1, 2} darstellt. Je
dunkler die Farbe in der Abbildung 16 fir die Menge bpd(m, d) \ bpd(m—1, d)
gewihlt ist, desto geringer die Restriktion X € U,,_;(R?) an die Menge der
Datenpunkte X.

pd(d) = bpd(0,d)
bpd(1,d) \ bpd(0,d)

bpd(2,d) \ bpd(1,d)

Abbildung 16: Eine Veranschaulichung als Venn-Diagramm von bedingt po-
sitiv definiten Funktionenklassen fir m* € {0,1,2} und d € N.,.
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Im Folgenden wird die Restriktion an die Menge der Datenpunkte X,
fir die Generierung einer eindeutigen Interpolanten Py, in der erweiterten
RBF-Methode und der multivariaten Polynominterpolation verglichen. Dazu

betrachte man folgendes Theorem 2.52 (vgl. [15], Kapitel 6):

Theorem 2.52 Sei X = {xy,....,x,} C R? eine Menge paarweise ver-
schiedener Datenpunkte und {y1,...,yn} die zugehdrigen reellen Daten-
werte. Damit die FExistenz und Findeutigkeit der multivariaten Polyno-

minterpolation gesichert ist, muss gelten:

d
ImeN: X el,(RY undnz(mn—; >

Aus dem Theorem 2.52 kénnen unmittelbar zwei Erkenntnisse abgeleitet
werden. Zum einen muss bei grofler Anzahl n an Datenpunkten, wegen der

Beziehung n = (mn”:d>

, fiir die Eindeutigkeit der Interpolante in der multiva-
riaten Polynominterpolation, m grof3 gewéhlt werden. Dies hat mit Theorem
2.49 eine groBe Restriktion X € U,,(R?) fiir die Menge der Datenpunkte X
zur Folge. Zum anderen existiert fiir viele Moglichkeiten von n € Ny und
d € N5 kein m € N, sodass n = (m;:d) gilt (z.B. d=2und n € {5,7,...}).
Im Vergleich dazu werden bei der erweiterten RBF-Methode iiblicher-
weise Radialen Basisfunktionen ® € bpd(m,d) mit einem relativ kleinen
m betrachtet (z.B. m € {0,1,2,3}). Aus diesem Grund ist die Restriktion
X € Up,—1(R?) an die Menge der Datenpunkte X, fiir die Generierung einer

eindeutigen Interpolanten Py, in der erweiterten RBF-Methode iiblicherweise

relativ klein (vgl. [15], Kapitel 6).
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2.4 Zusammenfassung der bisherigen Resultate der ein-

fachen und erweiterten RBF-Methode

In Abschnitt 2.1 wird die Interpolation mit Radialen Basisfunktionen mit
der kubischen Spline-Interpolation motiviert. Schliefilich wird in Abschnitt
2.3 die Interpolation mit eindimensionalen kubischen Splines s : R — R
tatsachlich als Spezialfall (RP, g = 3) der Interpolation mit Radialen Basis-
funktionen in der erweiterten RBF-Methode beziiglich des Polynomraumes
P1(R) identifiziert.

In Abschnitt 2.2 werden (hauptséichlich) positiv definite Radiale Basis-
funktionen vorgestellt, welche durch Anwendung der einfachen RBF-Methode
eine eindeutige Interpolation liefern. Die einfache RBF-Methode wird als Spe-
zialfall der erweiterten RBF-Methode identifiziert, da fiir m = 0 die Defini-
tion 1.4 mit der Definition 2.33 tiibereinstimmt. Um dies einzusehen beachte
man auch, dass aufgrund m = 0 ebenfalls M = dim P,,_;(R?) = 0 aus Defini-
tion 2.33 folgt. Aus diesem Grund gilt fiir die Interpolante P; der erweiterten
RBF-Methode aus Definition 2.33 in diesem Fall:

n 0 n
Pi(@) =>_cidllz = milly) + X wps(@) = D cid(l|lz — @il],).
=1 k=1 =1

=0

Zudem sind, nach Theorem 2.40, fiir m = 0 die Definition 2.13 der posi-
tiven Definitheit und die Definition 2.37 der bedingten postiven Definitheit
identisch. Da zusétzlich Uy_1(RY) = {X C RY : |X| < oo} gilt, reduzieren
sich die Forderungen aus Theorem 2.35 fir m = 0 auf die Forderung der
positiven Definitheit der Radialen Basisfunktion &.

In Abschnitt 2.3 werden bedingt positiv definite Radiale Basisfunktio-
nen vorgestellt, welche im Allgemeinen nur unter gewissen Voraussetzungen

durch Anwendung der erweiterten RBF-Methode, nach Theorem 2.35, eine
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eindeutige Interpolation liefern. Die Voraussetzungen, um die Verwendung
von Theorem 2.35 zu gewéhrleisten, sind in Abschnitt 2.3.5 nédher beleuchtet
und koénnen fiir iiblich verwendete Radiale Basisfunktionen als relativ gering
angesehen werden.

Als iiblich verwendete Radiale Basisfunktionen kénnen alle in dieser Ar-
beit betrachteten Radialen Basisfunktionen angesehen werden. Eine Zusam-

menfassung der Resultate dieses Kapitels 2 liefert folgende Tabelle 7.

| Name | P(x) = | ® € bpd(m,d) | M;/Mj |
GA e—€2||$H§, e>0 fiir m >0 M;
1Q (14 e||z)5) " e>0 fir m >0 M
IMQ (1+ ez} 2,e>0 fiir m > 0 M,
MQ (1+z[3)?2,e >0 - M,
Linear ], - M;
CMQ | (=111 + [|=]5)?,0 < B¢ N | fiir m > [5] My,
RP (—D)=1|)2,0 < 8 ¢ 2N fir m > [2] My,
TPS | (=1’ x| log ||x||,,8 € N | fir m > B +1 M,

Tabelle 7: Die Existenz und Eindeutigkeit einer Interpolation Py wird in Ka-
pitel 2 fiir die aufgelisteten Radialen Basisfunktionen ® : RY — R mittels
der einfachen (M) oder der erweiterten (M) RBF-Methode festgestellt.

Abschlieflend wird noch ein Beispiel fiir eine Interpolation mit der einfa-

chen und erweiterten RBF-Methode betrachtet.
Beispiel 2.53

Im Folgenden wird die Funktion f(z,y) := exp(z) - sin(6y + 7) betrachtet.
Der Funktionsgraph von f ist in Abbildung 17(a) zu sehen. In dieser Arbeit
wurde eine Interpolation mittels der einfachen und der erweiterten RBF-
Methode in Octave realisiert [Programm: PlotsGA.m und PlotsRP.m]. Die
Menge der Datenpunkte X sind neun dquidistant verteilte Punkte in [0, 1]?
und in Abbildung 17(b) zu schen.
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(a) f(z,y) = exp(z) - sin(6y + ) (b) Menge der Datenpunkte X

Abbildung 17: Die Funktion f und die Datenpunkte.

In Abbildung 18(a) ist die Interpolation von f in der einfachen RBF-
Methode (M) mittels der Gaussian (GA) Basisfunktion ®(x) = e <l=l3
und dem Shape Parameter € = 2 zu sehen.

In Abbildung 18(b) ist die Interpolation von f mittels der Radial Po-
wers (RP) Basisfunktion ®(x) = (_1)f§1 ||ac||§ und Parameter § = 3 in der
erweiterten RBF-Methode (M) zu sehen.

(a) Py mit M; in R? (RBF: GA, e = 2) (b) P mit M;; in R? (RBF: RP, § = 3)

Abbildung 18: Die Interpolationen.
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In Abbildung 19(a) ist der Fehler |f — Py| der Interpolation Py zu f in
der einfachen RBF-Methode (M) mittels der Gaussian (GA) Basisfunktion
®(x) = e<’I=l5 und dem Shape Parameter ¢ = 2 zu schen.

In Abbildung 19(b) ist der Fehler |f — Ps| der Interpolation P; zu f in
der erweiterten RBF-Methode (M/;) mittels der Radial Powers (RP) Basis-
funktion ®(x) = (—1)f§1 |||5 und Parameter 5 = 3 zu sehen.

(a) |f — Py in M; (RBF: GA, e=2) (b) [f =Pyl in M;; (RBF: RP, 3 = 3)

Abbildung 19: Die ,Fehler* der Interpolationen.

Man vergleiche dieses Beispiel 2.53 mit dem Beispiel 3.14 aus nachfol-
gendem Kapitel 3, welches die identische Funktion f mittels ebenfalls der
Gaussian (GA) Basisfunktion in der einfachen RBF-Methode interpoliert. In
dem Beispiel 3.14 wird allerdings im Vergleich zu diesem Beispiel 2.53 eine
andere Anzahl der Datenpunkte, eine andere Anordnung der Datenpunkte

oder ein anderer Shape Parameter ¢ vorausgesetzt.

In Beispiel 2.53 wird sich in Abbildung 19 mit dem Fehler |f — Py| der
Interpolation P; zu f beschéftigt. Eine genauere Auseinandersetzung mit

dem Fehler |f — Py| der Interpolation ist das Thema des folgenden Kapitel
3.
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3 Error Estimation fiir RBFs

Das Ziel dieses Kapitels ist es, mogliche Herangehensweisen der Fehlerab-
schitzung, beziehungsweise -optimierung darzustellen und mit geeigneten
Octave Programmen zu visualisieren. Die Unterkapitel werden durch eini-
ge Octave Programmierungen/Beispiele veranschaulicht, die sich zum Teil
an einigen Matlab Programmen aus [14] orientieren. Die Hauptquellen sind
(8], [14], [39] und [54]. Aufbauend auf der Lagrange Form des Interpolanten
wird der sogenannte Native Space fiir Radiale Basisfunktionen erlautert. Mit
Hilfe dessen lésst sich die Power Function [Unterkapitel 3.2.2] definieren, die
essentiell fiir die Fehlerabschétzung der Interpolation mit Radialen Basis-
funktionen ist. In Kapitel 3.3 wird diese Fehlerabschatzung vorgestellt und
bewiesen. AbschlieBend wird noch ein Blick auf die Stabilitdt und Kondition
des Verfahrens, sowie auf mogliche Fehleroptimierung geworfen [Kapitel 3.4

und 3.5].

3.1 Lagrange Form des Interpolanten

In diesem Abschnitt werden kardinale Basisfunktionen eingefiihrt, die eine
besondere Eigenschaft fiir die Stiitzstellen X = {@1,...,®,} haben. Dabei
basiert dieser Abschnitt primér auf [8] und [14]. Mit Hilfe der kardinalen
Basisfunktionen lasst sich der Interpolant durch eine alternative Schreibweise
darstellen, die sofort die Exaktheit an den Stiitzstellen garantiert. Aulerdem
werden die kardinalen Basisfunktionen fiir die Power Function benétigt, die
im néchsten Abschnitt definiert wird.

Aus Kapitel 2 ist bekannt, dass fiir beliebige positiv definite Funktionen ¢
das Gleichungssystem

Ac=1y
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mit A;; = ®(z; —x;) Vi,j € {1,...,n} und y = [f(x1),..., f(x,)]" eine
eindeutige Losung ¢ = [cy, . . ., ¢,]T besitzt. Die Eindeutigkeit der Losung des
Gleichungssystem gilt auch fiir den Fall, dass ® ein positiv definiter Kern ist,
das heifit die Eintrage von A lassen sich iiber A;; = ®(x;, ;) bestimmen.
Diese Eigenschaft wird im Folgenden ausgenutzt, sodass das Gleichungssys-

tem

Au*(x) = b(x) (42)
fir A;; = ®(x;, x;) (A ist invertierbar) und b = [®(-, x4), ..., P(-, x,)]" mit
der eindeutigen Losung u* = [u}, ..., u}]T gelost werden kann. Die Funktio-

nen uj, Vj € {1,...,n} der eindeutigen Losung u* werden kardinale Basis-

funktionen genannt und erfiillen die Bedingung u}(x;) = d;;, das heifit

1, fallsi=j

0, fallsi# 7.

Die Eindeutigkeit wird durch folgendes Theorem garantiert (vgl. [8], S. 47).

Theorem 3.1 Falls ® ein positiv definiter Kern auf R? ist, dann existie-
ren fir verschiedene Punkte xy, ..., T, Funktionen uj € spar{ ®(-, ;) :

j=1,...,n}, sodass u}(x;) = &;; gilt.

Um das Verstandnis fiir kardinale Basisfunktionen zu stirken, wird das

folgende Beispiel (Beispiel 3.2) betrachtet.
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Beispiel 3.2 (Kardinale Basisfunktionen)
Seien zwei Stiitzstellen =1,y € R? gegeben. Dann sieht das obige Glei-

chungssystem (1) fir die Stiitzstelle x; wie folgt aus:

(1, 1) P(z1,22)| (ui(ze)| [ P(@1,21)
O(xe, 1) P(x2,2) ] \ui(21) O(xq, z2)
Dann folgt mit der Eigenschaft der kardinalen Basisfunktionen

<I>(a:1, 3'51) UT(Q’Jl) —|—CI)({B1, 332) ’U,;(wl) = <I>(a:1, CCl)

=1 =0
O(xo, 1) uj (1) +P(2, T2) U3 (1) = P(21, T2).
—_——
=1 =0
Wird in der zweiten Gleichung die Symmetrie ausgenutzt (das heifit ¢ (a2, x1) =
O (a1, x2)), l6sen die kardinalen Basisfunktionen sofort das Gleichungssystem

und sind damit die eindeutige Losung.

(bye =38

Abbildung 20: Beispiel Kardinale Basisfunktionen

Abbildung 20 zeigt zwei Plots von Kardinalen Basisfunktionen fiir Gaussian
Basisfunktion mit unterschiedlichem Shape Parameter ¢ auf 81 gleichverteil-

ten Punkten in [0, 1]? fiir den Punkt & = [0.5,0.5]7 [Programm: Kardinal-
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Funktionen.m, Vorlage Fasshauer [14] RBFCardinalFunction]. Es ist gut zu
erkennen, dass die kardinalen Basisfunktionen den Wert eins fiir den Punkt
x = [0.5,0.5]7 annehmen. Aulerdem liefern die Radialen Basisfunktionen an
allen anderen Stiitzstellen X' \ {x} den Wert null, so wie es die Eigenschaft
besagt.

Mit Hilfe dieser Vorarbeiten kann der Interpolant P; auf eine analoge

Schreibweise zu der aus Kapitel zwei geschrieben werden [[14], S. 112].

Definition 3.3 Zu gegebenen Stitzstellen X = {x1,...,x,} und einem
festen * € RY kann der Interpolant Py zu der Funktion f in kardinal

Form geschrieben werden

n

Prlx) = fla;)uj(z).

Jj=1

Das Interessante an dieser Darstellung ist die Unabhangigkeit der Funk-
tionen u; von f, das heifit die kardinalen Basisfunktionen héngen nicht von
der zu interpolierenden Funktion f ab. Sobald die Stiitzstellen X und die
Radiale Basisfunktion & mit Shape Parameter € bekannt sind, kénnen die
kardinalen Basisfunktionen uj iiber das Gleichungssystem (42) bestimmt wer-
den. Die f(zx;) sind an den Stiitzstellen x; € X exakt bekannt, weshalb die
Interpolierende in kardinal Form nur von der Wahl der obigen drei Punkten
abhéngt (Stitzstellen, Radiale Basisfunktion und Shape Parameter).

Eine einfache Aussage lasst sich iiber die Wahl der obigen Punkte treffen:
Je mehr Stiitzstellen vorhanden sind, desto besser wird die Interpolierende
(wird spater in Beispiel 3.14 aufgegriffen). Im Allgemeinen konnen aber keine
Aussagen tiber die optimale Wahl der Radialen Basisfunktion und des Shape
Parameters getroffen werden. Moglichkeiten, wie die Wahl des Shape Para-
meters zu gegebener Radialen Basisfunktion optimiert werden kann, werden

im spateren Abschnitt 3.7 thematisiert.
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3.2 Native Space und die Power Function

Im folgenden Kapitel werden benotigte theoretische Grundlagen fiir Fehlerab-
schéitzungen bzgl. der Interpolation mit Radialen Basisfunktionen présentiert
(vgl. [8] und [14]). Dabei liegt das Augenmerk auf positiv definiten Funktio-
nen (vgl. Kapitel 2). Das Ziel ist es, den Native Space Ng(Q2) sowie die Power
Function P x zu definieren und damit die Grundlage fiir mégliche Fehler-

abschatzungen darzustellen.

3.2.1 Hilbertraume mit reproduzierendem Kern und der Native

Space

Um den Native Space Ng(Q2) einer Radialen Basisfunktion zu verstehen wird
vorab ein Blick auf Hilbertraume mit reproduzierendem Kern [RKHS| gewor-
fen (vgl. [54], S. 134). Die Idee der RKHS wird dann genutzt, um den Native

Space einer Radialen Basisfunktion zu erlautern.

Definition 3.4 (Hilbertraum mit reproduzierendem Kern)
Sei H ein reeller Hilbertraum von Funktionen f : Q — R mit dem Ska-
larprodukt (-,-)y. Eine Funktion K : Q x Q — R wird reproduzierender

Kern fiir H genannt, wenn
(a) K(-,x) € H fir alle x € Q

(b) f(x)=(f, K(-,x))y fir alle f € H und alle x € )

Bemerkung 3.5

Der Name reproduzierender Kern leitet sich aus der Eigenschaft (b) her,
des Weiteren ist der reproduzierende Kern K eines Hilbertraums eindeutig.
Angenommen es gabe zwei unterschiedliche reproduzierende Kerne K (-, x)

und Ks(-, ). Dann gilt nach Eigenschaft (b)

<fa Kl("m»?{ - <fa KQ("w»H = <f7 Kl('>w) - KQ(":B»’H =0 Vf S H,w € Q.
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Wird nun f = K;(-,x) — Ky(-, ) gesetzt, ergibt sich
<K1('7$) - KQ('aw)yKl('ym) - KQ(aa:)>H =0

und somit nach Axiomen des Skalarproduktes K (-, x) = Ks(-, ). Dement-
sprechend ist der reproduzierende Kern eindeutig. Die Existenz dieses repro-
duzierenden Kerns ist [nach [14], S.103] dquivalent dazu, dass eine positive

Konstante M, existiert, so dass
[(f, K(-,x))n| = f(x) < Mg||f|| fir alle f € H und alle € Q.

Diese Aquivalenz ist iiber den Rieszschen Darstellungssatz gegeben (vgl. [21],

S. 633).

Beispiel 3.6 (Hilbertraum mit reproduzierendem Kern)
Sei H ein reeller Hilbertraum von linearen Funktionen f : R? — R, wobei

die Funktionen die Form

a

f(x) =axy +bxrs  bzw. f(:) = ) .

haben. Das Skalarprodukt sei

aq Qo
< fi, fa >u= :
b1 bs
Zum gerade beschriebenen Hilbertraum definiere den Kern K : R2 x R? — R

wie folgt

X (A
K(z,y) = : = T1Y1 + T2Y2-
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Trivialerweise ist K (-, x) € H. Des Weiteren gilt

a I
< f,K(-,x) >y= : = azy + bry = f(x).
b T

Dies stellt die reproduzierende Eigenschaft des Kerns dar. Damit wird durch

K der zum Hilbertraum H zugehorige reproduzierende Kern dargestellt.

Im Folgenden soll der reproduzierende Kern mit einer Radialen Basisfunk-
tion assoziiert werden. Daher wird tiberpriift, inwiefern sich Eigenschaften der

Kerne und Radiale Basisfunktionen tiberschneiden (vgl. [14], S. 104).

Korollar 3.7 Sei H ein Hilbertraum von Funktionen f : 0 — R mit

einem reproduzierenden Kern K :  x Q0 — R. Dann gilt:
(a) K(ZB, y) - <K(a y)a K(a m)>'H fur’ T,y < Q.
(b) K(z,y) = K(y,z) firz,y € Q.

(¢) K ist semi-positiv definit.

Beweis Nach Eigenschaft (a) aus Definition 3.4 folgt, dass K(-,y) € H fur
alle y € Q. Demnach lésst sich auf K(-,y) die reproduzierende Eigenschaft
anwenden. Wird diese nun mit f := K(-,y) genutzt folgt Eigenschaft (a)
des Korollars. Eigenschaft (b) ist eine direkte Folgerung aus (a) und der
Symmetrie des Skalarproduktes des Hilbertraums H. Da sich auf reelle Kerne

beschrankte wird, reicht es fiir (¢) zu zeigen, dass

N N
ZZaiajK(a:i,a:j) >0

i=1j=1
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fir o € RY beliebig gilt:

Z Z a0 K (x4, x5) = Z Z oo (K(y), K(-x))n

i=1j=1 i=1j=1

> 0. 0J

Die Moglichkeit, von einem Hilbertraum eindeutig auf einen reproduzieren-
den Kern zu schlieflen, ist somit dargestellt worden, allerdings ist die ent-
gegengesetzte Richtung von groflem Interesse. Es soll also ein Hilbertraum
zu einem gegebenem Kern gefunden werden, wobei der Kern hierbei der zur
Interpolation genutzten Radialen Basisfunktion entspricht. Jener, zu einer
positiv definiten Radialen Basisfunktion zuzuordnende Raum, wird als Na-
tive Space bezeichnet und im Folgenden genauer untersucht. Wird nun also
ein vorgegebener Kern K : €2 x Q2 — R betrachtet, folgt nach Definition
3.4 des reproduzierenden Kerns, dass der zum Kern zugehorige Raum H alle

Funktionen der Form

f= Zaz ;)

enthalten muss. Dementsprechend ist die Idee, den zu einer Radialen Basis-

funktion, beziehungsweise den zu einem Kern zugehorigen Raum mit

Hy () = span{K(-,y) : y € 2}



3 ERROR ESTIMATION FUR RBFS 98

zu assoziieren, welcher genau die obigen Funktionen enthalt. Um einen Hil-
bertraum zu kreieren, fehlt noch ein zugehoriges Skalarprodukt. Mit der Giil-

tigkeit (vgl. Beweis von Korollar 3.7) des Terms

O wK(, ), ; G K (- w5))p =YY ai K (g, xj),

i=1 i=1j5=1

kann die entsprechende Bilinearform (-, ) genutzt werden:

<; K (-, x;), Z:l BiK (- ai)) e =Y ) aifiK (xi, x5).

i=1j=1

Dies lésst sich zu folgendem Resultat zusammenfiihren (vgl. [54], S. 137).

Resultat 3.8 Sei K : Q) x Q — R ein symmetrischer, positiv definiter
Kern, dann ist die zugehorige Bilinearform (-, )k ein Skalarprodukt auf
Hi () = span{ K (-,y) : y € Q}. Des Weiteren ist Hy () ein Prdihilber-

traum mit reproduzierendem Kern K.

Beweis Offensichtlich ist (-,-)x symmetrisch und erfillt Linearitit, da der
Kern K diese Eigenschaft erfiillt. Also soll noch gezeigt werden, dass (f, )«
echt positiv fir f =S, o, K(-,2;) € Hg(Q) \ {f = 0} ist. Es gilt

N N
:ZZaz K (xi,z;) >0,

i=1j=1

da K positiv definit ist. AbschlieSend folgt

<f7 K—ZOQ wwz —f(fl?)

und somit auch die reproduzierende Eigenschaft des Kerns. O

Aufbauend auf Resultat 3.8 lasst sich nun der Native Space einer Radialen

Basisfunktion definieren (vgl. [14], S. 106).
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Definition 3.9 (Native Space Nk (Q2))

Der Native Space N (Q) eines symmetrisch, positiv definiten Kerns

K :QxQ — R (im Folgenden auch hdufig als ® bezeichnet) wird als
Abschluss von Hi () = span{K(-,y) : y € Q} mit zugehorigem (aus
Resultat 3.8 bekanntem) Skalarprodukt (-, ), welches nun mit (-, )\ q)

bezeichnet wird, dargestellt. (Fiir technische Details kann zum Beispiel

Wendland [54], S. 133 ff. betrachtet werden.)

Damit ist der, fiir die in Abschnitt 3.3 vorgestellte Fehlerabschétzung, not-
wendige Raum fiir Radiale Basisfunktionen definiert worden. Dariiber hinaus
ist fiir Fehlerabschatzungen eine weitere technische Grundlage essentiell: Die
Power Function. Diese wird in der Fehlerabschétzung und in der Fehleropti-
mierung in Abschnitt 3.5 benotigt. Daher beinhaltet das folgende Unterka-
pitel die Definition und Veranschaulichungen der Power Function (vgl. [14],

S. 115).
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3.2.2 Die Power Function

Definition 3.10 (Power Function) Sei Q@ C R® und & € C(Q2 x Q)
positiv definit auf R®. Fir gegebene Datenpunkte X = {x1,..., &N} C

wird die Power Function durch

Py x(x) = 1/Q(u*(x))

definiert, wobei u* der Vektor der kardinalen Basisfunktionen aus Theo-

rem 3.1 ist. Des Weiteren ist Q(u) wie folgt definiert:

2
Na ()

Qu) = ||o(, ) zu] z;)|

Da die Power Function von besonderer Wichtigkeit fiir die Fehlerabschét-
zung und -optimierung ist, werden im Folgenden alternative Schreibweisen

fir die Funktion betrachtet, um sie leichter zu berechnen (vgl. [14], S. 116).

Korollar 3.11 (Alternative Schreibweisen der Power Function)
Mit Hilfe der oben definierten Native Space Norm Ng(2) und der repro-
duzierenden FEigenschaft gilt

u) = H(M" Zuﬂ ‘ Na ()
- ;Uﬂ’('a%‘% (-, x) — i:lujq)('7mj)>/\/¢(ﬂ)

= (0(,2), 2,2 — 23 (0 ), 2,25 o

+ zn: zn: ulu]<q)<7 wi)v CD(, wj))/\ﬁp(ﬂ)

i=1j=1

N
m)—QZuj (x,x;) +ZZuzuj (T, ;).
j=1

=1 j5=1
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Auflerdem kann die Power Function mittels der Matrix Notation

1T und

Ai,j = q)(wi,a:j), Z,j = 1,,,,7717 u = [U1,-~-,Un
b=[®(-,21),..., (-, z,)]T mit Au*(x) = b(x) wie folgt geschrieben wer-

den:

P@,X(w) = Q(’u*(il:))
— o(@, ) - 2(u*(@)b() + (u (@) Au*()
Au™(2)=b() \/<I>(:c, x) — (u*(x))T Au*(x)

= \/®(z, x) — (b(x))TA~1b(z).

Die finale Schreibweise

Py x(x) = /®(2,2) — (b(z))TA~1b(z)

wird zur Berechnung der Power Function genutzt, die an folgendem Beispiel

verdeutlicht wird.

Beispiel 3.12 (Power Function)

Die Radiale Basisfunktion sei die Gaussian Basisfunktion
O(x, ;) = exp(—(e||z — x:]])?)

mit Shape Parameter ¢ = 2. Die neun Stiitzstellen sind als Gitter auf [0, 1]?

0,2
verteilt. Die Berechnung werde fiir den Punkt & = { ] durchgefiihrt.

0,2
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Abbildung 21: Gleichverteilte Stiitzstellen (blaue Kreise) fiir Power Function
Beispiel I mit (rotem) Auswertungspunkt x = [0, 2; 0, 2|7

Nachdem die Radiale Basisfunktion, der Shape Parameter und die Anzahl
und Verteilung der Stiitzstellen festgelegt wurde, miissen nun ®(x, ), b(x)
und A~! bestimmten werden, um die Werte der Power Function berechnen

zu konnen. Explizit fiir dieses Beispiel ergibt sich:

®(w,m1)| |exp(—(2-0,28284)?)|  |0.7261490
®(x,m2)|  |exp(—(2-0,36055)?)|  |0.5945293

o b(ZU) = = = )
O(x, xy) exp(—(2-1,13137)?) 0.0059761
o Aij = P(x;, x;), das heifit )
1 0,36787 ... 0,00335
0,36787 1 o )
A= € R und positiv definit,
0,00335 1

o $(x,x) =1 und somit insgesamt:

i) RN
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Analog lassen sich alle Werte fiir Pp x(2) mit @ € [0, 1]* ermitteln, so dass

sich folgende Graphik der Power Function ergibt.

06—
/

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Abbildung 22: Power Function fir Gaussian Basisfunktion (¢ = 2) auf 9
gleichverteilten Punkten in [0, 1]? [Programm: BeispielPowerFunction.m]

Falls die Stiitzstellen allerdings nicht gleichmafBig verteilt sind, ergibt sich
eine deutlich andere Power Function. Dies ist auch zu erwarten, da die Power
Function darstellt, wie gut die Verteilung der gegebenen Stiitzstellen X" fiir
die feste Radiale Basisfunktion ® ist. Beispielhaft wird die Power Function
fiir folgende neun verstreuten Stiitzstellen betrachtet, die nicht gleichméfBig
verteilt sind (vgl. Abb. 23a). Die Power Function nimmt groere Werte an, als
noch im vorherigen Beispiel. Dies insbesondere in den Bereichen, die weit von
den Stiitzstellen entfernt sind (vgl. Abb. 23b). Dies passt zur Interpretation

der Power Function.
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0.6

04

0.2

(b) Power Function fur Gaussian Basis-
funktion (¢ = 2) auf 9 verstreuten
Stiitzstellen [0, 1]?

(a) Verstreute Stitzstellen fiir Power
Function Beispiel 1T

Abbildung 23: Beispiel Power Function II mit verstreuten Stiutzstellen [Pro-
gramm: BeispielPowerFunction.m]

3.3 Fehlerabschiatzung

In diesem Abschnitt wird nun eine Fehlerabschéitzung fir die Interpolation
mit Radialen Basisfunktionen vorgestellt. Um die Abschétzung einzufiihren,
werden der Native Space und die Power Function, die in Kapitel 3.1 und 3.2

betrachtet wurden, benotigt.

3.3.1 Fehlerabschitzung fiir Funktionen in der Native Space

Die folgende Fehlerabschatzung (vgl. [8], S. 51) liefert eine punktweise Ab-
schatzung fiir den Interpolationsfehler, also die Differenz zwischen der zu
interpolierenden Funktion f, die an n Stiitzstellen bekannt ist, und der In-
terpolierenden P;. Die Interpolierende fiir die Funktion f ist an den n Stiitz-
stellen exakt. Fiir alle anderen Punkte x € R?\ {zy,...,x,} lisst sich im
Allgemeinen nichts iiber das Verhalten der Interpolierenden sagen, da diese
von den Stiitzstellen und dem Shape Parameter abhéngt. Da die zu interpolie-

rende Funktion f nur an den Stiitzstellen bekannt ist, werden Abschétzungen
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benotigt, fir die f nicht bekannt sein muss. Dies liefert folgendes Theorem

(vgl. vgl. [8], S. 51 oder [14], S. 117).

Theorem 3.13 Sei Q C RY ein Gebiet und ® € C(Q x Q) positiv definit
auf R?. Auferdem seien X = {xy,...,®n} gegeben Datenpunkte und Py
bezeichne den Interpolanten der Funktion f € Ng(Q2) auf X. Dann gilt

fir jedes € Q2 mit der Native Space Norm von f

|f(z) = Pr(x)| < Pralx) [|fllne@)-

Beweis Nach Voraussetzung liegt f in der Native Space von ®, deshalb gilt

die reproduzierende Eigenschaft von ® aus Definition 3.4

f(iL‘) = <f7 CI)(7:B)>N<I>(Q)

Fir den Interpolant Py in kardinal Form gilt

I
=
[+
<
B
=
8
£

Dabei wird in der zweiten Zeile die reproduzierende Eigenschaft (wie oben)
ausgenutzt. Die letzte Umformung folgt aus der Linearitat beziiglich der Mul-

tiplikation eines Skalarprodukts und dass f nicht von der Summe abhangt.
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Anschlieflend wird die Differenz zwischen der Funktion f und dem Inter-

polanten Py mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung abgeschatzt

n

|[f(@) = Pr(@)] = [(f; (-, ) wa() — <f,;UZ‘(w)<I>(-7wi)>Nq,<ml

=[{f,®(®) - ;U?(w@(nwi)m(m\

< fllva@ 120, 2) = 3w ()P (-, @) | Iva o)

=1

= || fllnvg @) Pra(z).

Hier wird in der zweiten Zeile die Linearitdt des Skalarprodukts beziiglich
der Addition ausgenutzt. Anschliefend lasst sich der Interpolationsfehler mit
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung abschétzen und zum Schluss wird der Aus-

druck durch eine Schreibweise der Power Function verkurzt. O

Im Folgenden wird ein Beispiel zur Veranschaulichung des Verhaltens der
Interpolierenden und dem damit verbundenen Interpolationsfehler betrach-
tet. Dazu werden die Stiitzstellen, der Shape Parameter und die Verteilung
der Daten der Interpolation verdndert und anschliefend wird der Interpo-
lationsfehler analysiert. Der Shape Parameter gibt allgemein an, ob die In-
terpolierende eher flacher (geringer Shape Parameter) oder spitzer (groferer
Shape Parameter) ist (vgl. [32], S. 193). Die Anzahl der Stiitzstellen ist fiir
eine Interpolation von grofler Bedeutung. Fiir wenige Stiitzstellen ist die zu
interpolierende Funktion f nur an wenigen Punkten exakt bekannt. Auf-
grund der wenigen Auswertungen von f kann die Interpolierende Py sehr
stark von der urspriinglichen Funktion f abweichen. Dies passiert vor allem
an den Punkten & € R?, an denen keine Stiitzstellen in unmittelbarer Néhe
sind, weshalb die Verteilung der Daten auch eine groie Rolle spielt. Dement-
sprechend sollte der Interpolationsfehler | f — Py| kleiner werden, wenn mehr

Stiitzstellen vorhanden sind und diese geeignet verteilt sind.
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Beispiel 3.14

In diesem Beispiel wird die Funktion f(z,y) = exp(x) - sin(6y + 7) mit Hilfe
der Gaussian Basisfunktion ®(x) = exp(—¢?||z||?) auf dem Intervall [0, 1]?
interpoliert [Alle Interpolationen und Fehler wurden mit dem Programm In-
terpolation GaussianGraph.m erzeugt]. Die Funktion f ist in Abbildung 24 zu

sehen.

Abbildung 24: f(x,y) = exp(x) - sin(6y + )

Zuerst wird die Funktion f mit der Gaussian Basisfunktion ®, dem Shape

Parameter € = 0,5 und 9 gleichverteilten Stiitzstellen auf [0, 1]? interpoliert.

(a) Interpolante (b) Interpolationsfehler

Abbildung 25: Interpolation und Interpolationsfehler von f mit Shape Para-
meter € = 0,5 fiir ® auf 9 gleichverteilten Punkten in [0, 1]?
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Abbildung 25 gibt die Interpolation (links) und den Interpolationsfehler
(rechts), also die Differenz zwischen der exakten Funktion f und der Inter-
polierenden Py, an. Optisch ist sofort ein deutlicher Unterschied zwischen
der Funktion f und der Interpolanten P; zu erkennen. Es ist zu erkennen,
dass das Maximum von f ungefihr dem Wert drei entspricht, wohingegen die
Interpolante den Wert eins nicht tiberschreitet. An den neun gleichverteilten
Stiitzstellen ist die Interpolation exakt, aber in den Zwischenraumen ist der
Interpolationsfehler vergleichsweise enorm hoch (teilweise ist die Abweichung
grofler als zwei).

Nun liegt das Interesse in der Verringerung des Interpolationsfehlers und
somit in der Verbesserung der Interpolation. Wie oben beschrieben, ist die
Anzahl der Stiitzstellen fiir den Interpolationsfehler entscheidend, sodass nun
die Anzahl der Stiitzstellen fiir die Interpolation erh6ht wird. Abbildung 26
zeigt die Interpolation mit dem gleichen Shape Parameter € = 0, 5, aber einer

erhohten Anzahl an Stiitzstellen.

(a) Interpolante (b) Interpolationsfehler

Abbildung 26: Interpolation und Interpolationsfehler von f mit Shape Para-
meter € = 0,5 fiir ® auf 25 gleichverteilten Punkten in [0, 1]?

Durch die Erh6hung von neun auf 25 gleichverteilte Stiitzstellen verbes-
sert sich die Interpolante sichtbar. Die maximalen Werte der Interpolante in

Abbildung 26 und der zu interpolierenden Funktion f liegen beide nah am



3 ERROR ESTIMATION FUR RBFS 109

Wert drei, eine deutliche Verbesserung zu der ersten Interpolanten in Abbil-
dung 25. Die Verbesserung zeigt sich auch in dem Interpolationsfehler. Fiir
diesen gilt

|f(x) — Pr(x)] < 0,4 Vax €[0,1]>

Fiir einen typischerweise kleinen Shape Parameter ¢ < 1 ist die Interpo-
lation im Allgemeinen flach, wobei fiir ¢ = 0 die Interpolation sogar konstant
ist (®(x) = 1 Vx € R? vgl. [32], S. 193). Demzufolge kann auch eine Ver-
anderung des Shape Parameters die Interpolation verbessern. Die 25 gleich-
verteilten Stiitzstellen werden beibehalten und der Shape Parameter ¢ wird

von 0,5 auf zwei erhoht.

(a) Interpolante (b) Interpolationsfehler

Abbildung 27: Interpolation und Interpolationsfehler von f mit Shape Para-
meter ¢ = 2 fiir ® auf 25 gleichverteilten Punkten in [0, 1]2

In Abbildung 27 ist, wie in den Graphiken zuvor, links die Interpolante zu
sehen und auf der rechten Seite der Interpolationsfehler. Im Vergleich zu Ab-
bildung 26 mit dem Shape Parameter ¢ = 0, 5 ist eine Verbesserung beziiglich
des Interpolationsfehlers gut zu erkennen. Dieser iiberschreitet den Wert von

0,1 auf dem Gebiet [0, 1]? nicht und hat sich somit nochmals verringert.
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Alternativ kann die Verteilung der Daten variiert werden, um den Inter-
polationsfehler zu verringern. Dazu wird wie in Abbildung 26 der Shape Pa-
rameter € = 0,5 der Gaussian Basisfunktion mit 25 Stiitzstellen betrachtet.
Allerdings werden die Stiitzstellen nicht gleichverteilt, sondern entsprechen

der folgenden, verstreuten, Verteilung.

08 [ o o

06

0.4

02 o o

o L L L L
0 0.2 0.4 06 08 1

Abbildung 28: 25 Stiitzstellen in [0, 1)?, die deterministisch nach den An- und
Abstiegen der zu interpolierenden Funktion verteilt wurden

Dabei wurden die Stiitzstellen deterministisch nach dem Schema gewahlt,
dass sich mehr Stiitzstellen nah an den starksten Anstiegen, beziehungsweise
Abstiegen der Funktion f befinden und eher weniger Stiitzstellen in der Regi-
on sind, in der sich die zu interpolierende Funktion nur gering é&ndert. Durch

die gednderte Verteilung der Daten dndert sich auch der Interpolationsfehler.
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Abbildung 29: Interpolationsfehler von f mit Shape Parameter ¢ = 0,5 fir
® auf 25 Stiitzstellen in [0, 1]* mit einer verstreuten Verteilung

Durch die Wahl der verstreuten Stiitzstellen in der Nahe der tendenzi-
ell starken An- und Abstiege kann der Interpolationsfehler im Vergleich zu
den gleichverteilten Stiitzstellen aus Abbildung 26, erheblich verbessert wer-
den. Der maximale Fehler der Interpolation konnte auf ein funftel reduziert
werden, sodass der punktweise Interpolationsfehler den Wert 0,08 nicht tiber-
schreitet.

Nachdem sowohl die Erhohung des Shape Parameters von € = 0,5 auf 2,
als auch die gednderte Verteilung der Daten den Interpolationsfehler jeweils
stark verringern konnten, liegt es nahe die beiden Methoden zu kombinieren
um einen noch geringereren Interpolationsfehler zu erhalten. Dies ist aller-

dings nicht der Fall.
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Abbildung 30: Interpolationsfehler von f mit Shape Parameter ¢ = 2 fir ®
auf 25 Stiitzstellen in [0, 1] mit einer verstreuten Verteilung

Der maximale Interpolationsfehler fiir die 25 deterministisch gewahlten
Stiitzstellen und den Shape Parameter ¢ = 2 betrdgt circa 0,13. Damit ist
der Fehler sowohl hoher als der Fehler mit den 25 gewahlten Stiitzstellen und
Shape Parameter ¢ = 0,5, als auch hoher als der maximale Interpolations-
fehler mit 25 gleichverteilten Stiitzstellen und dem Shape Parameter ¢ = 2.

Zusammenfassen lassen sich die Ergebnisse in folgender Tabelle:

Max. Interpolationsfehler | Shape Par. ¢ = 0.5 Shape Par. ¢ =2
9 gleichverteilte Stiitzstellen 2,6 2,45
25 gleichverteilte Stiitzstellen 0,4 0,09
81 gleichverteilte Stiitzstellen | A nicht invertierbar 0,006
25 verstreute Stiitzstellen® 0,08 0,13

Es ist deutlich zu erkennen, dass sich die Interpolation verbessert, wenn
mehr Stitzstellen genutzt werden. Zu bemerken ist, dass die Interpolation
mit 81 Stiitzstellen und einem Shape Parameter ¢ = 0,5 mit Octave nicht
moglich ist, da die Interpolationsmatrix A dann zu nahe an der Singularitit

ist und somit nicht invertiert werden kann (vgl. Kapitel 3.4).

s. Abbildung 28
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Anhand von Beispiel 3.14 ist gut zu erkennen, wie der Shape Parameter,
die Anzahl der Stiitzstellen und die Verteilung der Daten in die Interpolation
hineinspielen. Je nachdem wie die zu interpolierende Funktion aussieht, kann
es sinnvoll sein, den Shape Parameter hoher oder geringer zu wahlen (fir Bei-
spiel 3.14 mit 25 gleichverteilten Punkten ist der optimale Shape Parameter
e* &~ 1,7). Aulerdem sollte klar sein, dass die Anzahl der Stiitzstellen und
deren Verteilung auch Auswirkung auf die Interpolation hat.

Darauf aufbauend stellt sich die Frage, wieso nicht moglichst viele Stiitz-
stellen gewahlt werden. Dies ldsst sich durch zwei Aussagen beantworten.
Zum einen muss an den Stiitzstellen der Funktionswert der zu interpolierende
Funktion exakt bekannt sein, womit typischerweise hoher Aufwand verbun-
den ist, da die Funktion im Allgemeinen nicht bekannt ist (sonst wére die
Interpolation sinnlos). Auf der anderen Seite spielt die Anzahl der Stiitzstel-
len in die Kondition der Interpolationsmatrix A ein und beeinflusst damit
auch die Stabilitat des Interpolationsproblems. In wie fern dies geschieht,

wird in dem folgenden Kapitel thematisiert.

3.4 Stabilitat und Kondition

Nachdem die Fehlerabschatzungen eingefiihrt wurden, stellt sich die Frage,
wie sich die Stabilitdt und Kondition fiir die Interpolation mithilfe Radialer
Basisfunktionen verhéalt. Eine Moglichkeit um die numerische Stabilitéit einer
Interpolation zu messen, ist die Betrachtung der Konditionszahl. In dieser
Arbeit wird dafiir die Matrix A der Radialen Basisfunktion mit den Eintragen
A;; = ®(x; — ;) betrachtet (vgl. [39] und [54]).

Aus Kapitel zwei ist bekannt, dass Radiale Basisfunktionen bedingt posi-
tiv semidefinit sind und die zugehorige Interpolationsmatrix A dementspre-

chend positiv semidefinit ist. Fiir positiv definite Matrizen A lasst sich die
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Konditionszahl iiber die Eigenwerte berechnen (vgl. [1], S. 80), weshalb im
Folgenden das Augenmerk auf positiv definite Radiale Basisfunktionen gelegt
wird, wie zum Beispiel die Gaussian, Inverse Quadric oder Inverse Multiqua-

dric RBF (vgl. Kapitel 2).

Definition 3.15 (Konditionszahl) Fir eine positiv definite Matriz A €
R™™ mit Figenwerten \q,...,\, ldsst sich die Konditionszahl tiber das
Verhdaltnis des gréofsten und kleinsten Eigenwerts berechnen. Es gilt

)\ma.x
cond(A) = S

Im Folgenden sollen Abschéatzungen fiir den grofiten und kleinsten Ei-
genwert hergeleitet werden. Dabei ist insbesondere eine Abschétzung fir den
kleinsten Eigenwert wichtig, denn fir A,;, — 0 ist die Interpolationsmatrix A
sehr schlecht konditioniert und somit kann das Interpolationsproblem grofle
Fehler aufweisen (vgl. [14], S. 137 und [54], S. 206).

Zuerst wird der grofite Eigenwert der Interpolationsmatrix nach oben
abgeschatzt, da hierfiir die Herleitung auf den bisherigen Resultaten und

dem Theorem von Gerschgorin (vgl. [53], S. 719) beruht.

Theorem 3.16 (Gerschgorin) Sei A € R™™" eine quadratische Ma-
triz. Dann liegen alle Figenwerte von A in der Vereinigung der Gerschgo-

rin Kreise U, G;, wobei

Gi:{z:lz_Aii’§Z|Aij’} Vi1i<i<n.

j=1
i

Fiir eine beliebige quadratische Matrix A € R™*" kénnen die Eigenwert
komplexwertig sein. Da in diesem Kapitel allerdings die positiv definite In-
terpolationsmatrix A mit Eintrédgen A;; = ®(x; — x;) betrachtet wird, gilt

fiir alle Eigenwerte \; € Ry und sind somit reellwertig.
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Aus Theorem 3.16 ist bekannt, dass jeder Eigenwert in der Vereinigung
der Geschgorin Kreise liegt. Insbesondere gilt dies auch fiir den grofiten Ei-

genwert Ayay. Also folgt fur ein i € {1,...,n}

|)\max - Azz‘ < Z ’Alj|
o
Wird der Betrag aufgelost, lasst sich der grofite Eigenwert nach oben ab-
schétzen, denn es gilt fir ein i € {1,...,n}

n
Amax < Z |A;] < nn%ejpx |A;j| =n max_|®(x; —x;)|.
=1 ’

:l:i,fl}jEX

Mit der aus Kapitel 2 bekannten Ungleichung
|(I)(CUZ — CCJ)‘ S @(0) Vmi,azj eX

lasst sich der grofite Eigenwert fiir die Gaussian, Inverse Quadric und Inverse

Multiquadric RBF durch die Anzahl der Stiitzstellen

)‘max S n @(0) =n

=1 fiir GA, IQ und IMQ RBF

abschétzen. Fir RBFs gilt im Allgemeinen nicht ®(0) = 1, sodass der grofite
Eigenwert durch n®(0) abgeschitzt werden muss. Damit die Interpolations-
matrix typischerweise gut konditioniert ist, ist vor allem die Abschatzung
nach unten fiir den kleinsten Eigenwert von besonderer Bedeutung, denn
einige numerische Tests zeigten, dass die Abschatzung fir den grofiten Ei-
genwert kein Problem hervorruft.

Um den kleinsten Eigenwert der Interpolationsmatrix geeigent abschéatzen
zu konnen, wird ein Theorem eingefiihrt (vgl. [14], S. 136), das den Rayleigh

Quotienten benotigt.
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Definition 3.17 (Rayleigh Quotient) Der kleinste Eigenwert einer

symmetrischen Matrix kann mittels des Rayleigh Quotienten

- clAc
Amin = Min -
ceRN\{0} cT¢

berechnet werden.

Mit dieser Definition lasst sich folgendes Theorem formulieren.

Theorem 3.18 Scien xq,...,x, Punkte in R® und ® : R® — R streng
positiv definit. Auflerdem sei A die Interpolationsmatriz mit Eintrigen
A;j = ®(x; — ;) und c der resultierende Vektor des Gleichungssystems
Ac=1y.

Vorausgesetzt der Vektor c erfillt 3°7_, c; = 0 und die Ungleichung

> > cicAy > 0llelf;
i=1j=1
ist fiir 0 € Rsq erfillt, dann folgt mit dem Rayleigh Quotient

)\min 2 0.

Mit Hilfe des Theorems lasst sich die folgende Abschatzung fiir die Kon-

ditionszahl treffen:
Amax _ n®(0)
d(A) = < )
cond(A) SN

Dabei ist anzumerken, dass 6, also die Abschitzung fiir den kleinsten Eigen-
wert, im Allgemeinen nicht einfach bestimmt werden kann, sodass weitere
mathematische Hilfsmittel benotigt werden.

Bemerkung 3.19 (A, bestimmen)

Um auf konkrete Werte fiir § zu kommen, bedarf es einer Erweiterung der vor-

gestellten Abschatzung. Diese Erweiterung stiitzt sich auf die Fourier Trans-
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formation der betrachteten Radialen Basisfunktion ®. Des Weiteren wird die
Seperation Distance

1 .
qx = ﬂglllwi — |2

bendtigt. Eine genaue Darstellung lasst sich in Narcowich und Ward [33], S.
78 fI. finden. Mit dessen Hilfe lasst sich eine untere Grenze fur A,;, fur die

Gaussian Basisfunktion bestimmen:

Lemma 3.20 (Untere Grenze Anyin) Nach Fasshauer [14], S. 137 und
Wendland [54], S. 210 gilt folgende Abschdtzungen fir Ay, beziglich der
Radialen Basisfunktion ®(x) = <111

_ 40.71s2

Amin > Co(V/26) "% % g3

1 M,
20 (212)

2

2(s+2
M)(ﬁ) < 6.38s C, =

Fiir einen fixen Shape Parameter € geht somit die untere Grenze von Ay,
exponentiell gegen Null, wenn die Seperation Distance ¢y gegen Null geht.
Das Wachstum von .« ist von Ordnung n, daher wéchst die Konditionszahl
von A exponentiell mit kleinerer Fill distance. Andererseits entwickelt sich
die Konditionszahl dhnlich, wenn der Shape Parameter ¢ sinkt, wahrend die
Stiitzstellen gleich bleiben. Dies fiihrt dementsprechend zu Problemen, wenn

e klein gewahlt wird (vgl. Kapitel 3.5).
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3.5 Fehlerminimierung mit Hilfe des Shape Parame-

ters

Zum Abschluss des Themas Error Estimates on RBFs wird nun noch ein
Blick auf die Fehlerminimierung mit Hilfe des Shape Parameters geworfen
(vgl. [14]). Der Shape Parameter beeinflusst die Form der zugrunde liegenden
Radialen Basisfunktion und ist dementsprechend relevant fiir die Interpolati-
onsfehler. Daher werden im Folgenden Methoden betrachtet, um den Shape
Parameter € der RBF so zu bestimmen, dass der maximale Interpolations-
fehler minimiert wird. In der Literatur ist héufig zu finden, dass der Shape
Parameter moglichst klein gewdhlt werden soll (vgl. [14], S. 138). Dabei ist
allerdings zu beachten, dass ein Konflikt zwischen theoretischer Genauigkeit
und numerischer Stabilitidt entsteht wenn der Shape Parameter klein gewéhlt
wird (vgl. Kapitel 3.4). Je kleiner der Shape Parameter gewéhlt wird, desto
grofler wird im Allgemeinen die Konditionszahl der Matrix A. Dies liegt dar-
an, dass die verschiedenen Zeilen der Interpolationsmatrix immer ahnlicher
werden und somit die Matrix fast singular wird (vgl. [39], S. 251). Es gibt
verschiedene Methoden um diesem Problem entgegenzuwirken, beispielsweise
tiber Tschebyscheff Polynome ([17] S. 858 ff.). In dieser Projektarbeit liegt
das Augenmerk allerdings auf einer Wahl des Shape Parameters, sodass es
zu keinen Stabilitdtsproblemen kommt. Der hier genutzte Indikator fiir Sta-
bilitatsprobleme ist die Ausgabe der Octave Warnung "matrix singular to
machine precision', wenn die Matrix A invertiert wird. Das heifit, die Sha-
pe Parameter ¢, fiir die diese Warnung beim Invertieren ausgegeben wird,
werden nicht weiter betrachtet.

Die Idee den besten Shape Parameter zu finden beruht darauf, Interpo-
lationen mit unterschiedlichen Shape Parametern durchzufiihren und dann
den Shape Parameter zu nutzen, mit dem der geringste maximale Interpola-

tionsfehler erzielt wurde. Den expliziten Interpolationsfehler zu berechnen ist
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allerdings nur moglich, wenn die zu interpolierende Funktion f bekannt ist.
Daher werden im Folgenden zwei Methoden beschrieben, die die Funktion f

nicht exakt kennen missen.

3.5.1 Die Power Function als Indikator

Fir diese Methode wird sich die aus Abschnitt 3.3 bekannte Abschétzung

[f(x) = Pr(@)| < Pox(@)||fllnve

zu Nutze gemacht. Sinkt der Wert der Power Function Py x(x) der rechten
Seite, so wird im Allgemeinen auch die linke Seite, aufgrund der giiltigen
Ungleichung, kleiner. Daher wird fiir diese Methode der Shape Parameter ¢
so gewahlt, dass die Maximumsnorm der Power Function minimal ist. Die
Maximumsnorm wird fiir gleichméfige Gitter Punkte auf €2 berechnet.

Die Abbildung 31 stellt die Maximumsnorm der Power Function fir die
Gaussian Basisfunktion mit unterschiedlichen Shape Parametern ¢ dar. Die
verschiedenen Anzahlen der Stiitzstellen n betragen 9, 25 und 81. Der optima-
le Shape Parameter beziiglich der Power Function wird durch das Minimum
des jeweiligen Graphen dargestellt. Fiir 25 Stiitzstellen wére dieser beispiels-
weise bei € = 0, 83. Zu bemerken ist, dass sehr kleine Shape Parameter haufig
ausgeschlossen werden miissen, da fiir diese Parameter die Interpolationsma-
trix A nicht mehr numerisch invertierbar ist [Programm: ShapeParameter-

mitPowerfunction.m in Anlehnung an [14] Powerfunction2D].
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Abbildung 31: Maximumsnorm der Power Function fiir unterschiedliche An-
zahl an Stiitzstellen n und Shape Parameter

Die Power Function als Indikator zur Wahl des optimalen Shape Para-
meters € hat allerdings einen groflen Nachteil. Zwar lasst sich ein optimaler
Shape Parameter fiir die Power Function bestimmen, allerdings bedeutet dies
nicht automatisch, dass dieser auch optimal fiir den Interpolationsfehler ist.

Dies lésst sich leicht an der Fehlerabschatzung

[f(x) = Pr(@)| < Pox(@)||fllnve

erkennen. Zwar wird mit dieser Methode die Power Function minimiert, al-
lerdings ist || f||x; () auch von der Wahl des Shape Parameters € abhdngig
und somit liefert der optimale Shape Parameter fiir die Power Function nicht
zwangslaufig einen guten Parameter beziiglich des Interpolationsfehlers, da
|| f]|aw () filr diesen Shape Parameter grofer werden kann. Um diesem Pro-

blem entgegen zu wirken wird eine zweite Strategie betrachtet.
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3.5.2 Leave-One-Out-Kreuzvalidierung

Nutze das aus der Statistik bekannte Leave-One-Out Kreuzvalidierungsver-
fahren (vgl. [38], S. 201 ff.) um einen guten Shape Parameter zu finden. Dieses
Verfahren beruht darauf, dass fiir jede Stiitzstelle jeweils eine Interpolation
fir die n — 1 anderen Stiitzstellen durchgefiihrt wird. Hierbei wird bei je-
der Interpolation eine Stiitzstelle ausgelassen und der Interpolationsfehler an
dieser Stitzstelle gemessen. Genauer seien (xy, f(xy)) die Daten der k-ten
Stiitzstelle, die in diesem Durchgang der Kreuzvalidierung ausgelassen wer-

den. Des Weiteren bezeichne Pj[ck] den Interpolanten der Datenmengen

{f(x1), .., f(®E—1), f(®Rt1), .., f(2n)} mit

PH(x) = Zciq)(:c,zci),

sodass
P}k](wﬂ = f(w,), Vi = 1, ceey k — 1, k + 1, ., n,

gilt. Der Fehler an Stitzstelle @y, die nicht in der Interpolationen genutzt

wurde, wird durch
By = (@) — Py (@)

definiert, wobei anzumerken ist, dass f(xx) bekannt ist (x) Stiitzstelle), ob-
wohl die Funktion f nicht exakt bekannt sein muss.

Die Qualitdt des Shape Parameters wird anschlieBend mit der Maximums-
norm des Vektors E = [E}, ..., E,]T gemessen. Der "beste” Shape Parame-
ter ist dann derjenige mit der geringsten Maximumsnorm des Fehlervektors
E. Die Abbildung 32 stellt die Maximumsnorm des Interpolationsfehler fiir

die Gaussian Basisfunktion mit unterschiedlichen Shape Parametern e fiir
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n gleichverteilte Punkte in [0, 1]?, basierend auf der Kreuzvalidierung der
Funktion f(z,y) = (x —0,5)? + (y — 0,5)?, dar [Programm: LOOKV.m in
Anlehnung an [14] LOOCV2D. Methodik nach Rippa [38] S. 201].

10
—n=9

n=25
oy —n=81

10

10°

Fehler

10°

107 F
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Abbildung 32: Maximumsnorm des Fehlervektors FE fiir unterschiedliche Sha-
pe Parameter und Anzahlen an Stutzstellen beztglich f(z,y) = (z —
075)2 +_<y'_'075)2

Im Gegensatz zu der auf der Power Function beruhenden Methode wird
bei der Leave-One-Out-Kreuzvalidierung der exakte Interpolationsfehler an
den jeweils ausgelassenen Stiitzstellen betrachtet und nicht nur der Wert der
Power Function. Konkret liefert die Kreuzvalidierung die Wahl des Shape Pa-
rameters ¢ = 0.489 fiir 25 gleichverteilte Stiitzstellen. Die Methode mit Hilfe
der Power Function lieferte ¢ = 0.83, daher werden die zugehdrigen beiden
Interpolationsfehler miteinander und mit dem Fehler einer Interpolation mit

Shape Parameter € = 3 verglichen.
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0.00016 8e-005
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(d) e = 0,503 (optimaler Parameter)

Abbildung 33: Interpolationsfehler von f(z,y) = (z —0,5)*+ (y — 0,5)? mit
Gaussian Basisfunktion mit Shape Parameter ¢ = 3, ¢ = 0,83, ¢ = 0,489
und & = 0,503 auf 25 gleichverteilten Punkten in [0, 1]?

Sofort ist zu erkennen, dass der Interpolationsfehler bei einer Wahl des
Shape Parameters mit ¢ = 0,83 bzw. ¢ = 0,489 deutlich kleiner ist, als
bei einer Interpolation mit dem deterministisch gewdhlten Shape Parame-
ter ¢ = 3. Der optimale Parameter ist £* = 0,503 fiir die Interpolation von
f(z,y) = (x — 0,5)* + (y — 0,5)® mit der Gaussian Basisfunktionen auf 25
gleichverteilten Punkten auf [0, 1]2. Der durch die Kreuzvalidierung ermittel-
te Parameter liefert fiir dieses Beispiel also einen nahezu optimalen Shape
Parameter. Auch die erste Methode mit der Power Function liefert einen

Shape Parameter ¢, dessen Interpolationsfehler sehr gering ist. Dennoch lie-
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fert fiir dieses Beispiel die Leave-One-Out-Kreuzvalidierung einen besseren
Shape Parameter als die Methode mit der Power Function. Diese Aussage
lasst sich auch generalisieren, denn durch diverse Tests von Fasshauer (vgl.
[14], S. 146) lasst sich die allgemeine Aussage aufstellen, dass die Leave-One-
Out-Kreuzvalidierung typischerweise bessere Shape Parameter liefert, dessen
Interpolationsfehler geringer sind als die zugehorigen Interpolationsfehler mit

der Methode der Power Function.
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4 RBF-Finite Differenzen

Dieses Kapitel behandelt die RBF-Finite Differenzen Methode. Die RBF-
Finite Differenzen Methode ist ein numerisches Verfahren, um mit Hilfe Ra-
dialer Basisfunktionen partielle und gewohnliche Differentialgleichungen zu
losen. Zu Beginn mochten wir die Finite Differenzen Methode, die als nu-
merisches Verfahren zur Losung gewohnlicher und partieller Differentialglei-
chungen etabliert ist, einfiihren und anhand eines Beispiels weiter erldutern.
Dieses Verfahren bendtigt jedoch ein strukturiertes Gitter, was uns motiviert
die Radialen Basisfunktionen zu betrachten. Wir stellen zunachst das Kol-
lokationsverfahren vor und die jeweiligen Methoden, dieses anzuwenden. Da
dieses Verfahren jedoch einen sehr hohen Rechenaufwand benétigt, gehen
wir dann zur RBF-Finite Differenzen Methode tiber. Mit Hilfe dieser Metho-
de wollen wir Differentialoperatoren approximieren und dieses anhand eines
Beispiels weiter ausfithren. AbschlieBend mochten wir mittels numerischer

Simulationen dieses Verfahren verifizieren.

4.1 Einfiihrung Finite Differenzen

In diesem Kapitel mochten wir die Finite Differenzen Methode nach [30]
einfithren und diese anhand eines Beispiels erlautern. Der Einfachheit halber
beschrinken wir uns auf den eindimensionalen Fall. Dieses Verfahren zur
Losung gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen basiert auf der
Idee, die Ableitung entsprechend zu approximieren, so dass

du(z) _u(x+h)—u(z)

~

ox h

fiir ausreichend kleines A gilt. Analog lassen sich so auch weitere Ableitungen
approximieren.

Dementsprechend mochten wir folgende Definitionen einfithren
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Definition 4.1 Seiu:R — R und xz,h € R, dann definieren wir:

h) —
o Vorwdrtsdifferenzenquotient: A u(z) := u(@ + h) — u(z) ~

e Rickwartsdifferenzenquotient: A_u(x) = ~ ().

e Zentraler Differenzenquotient:

du(x) == uz + h)Q—hu(a: —h) ~u'(x).

Mit Hilfe der Taylor-Entwicklung lasst sich die Fehlerordnung bestimmen.

Es gilt:
a?)(;) = Aju(z) + O(h),
agf) _ A u(z) + O(h),
u(z) 2
e du(x) + O(h?).

Dementsprechend werden wir im Folgenden den zentralen Differenzenquoti-

enten verwenden.
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Wir méchten nun die Methode anhand eines einfachen Beispiels erlautern.

Wir betrachten das folgende Problem:

u'(z)=f(z), O0<xz<1l, u0)=u, u(l)=u.
1) Wir zerlegen das zu berechnende Gebiet in d4quidistante Punkte (zo, ..., z,)
mit

1
r;=1ih Vie{0,...,n}, h=—.
n

2) Wir approximieren durch Finite Differenzen

flx;) =u"(x;) = u(zi — h) — 2u(w;) + u(z; + h)

B2
3) Losen des linearen Gleichungssystems:
oo o 0 0 Uy f(2)
0 koA A || w || e
0
O O % _% % Up—2 f(xn72)
0 0 5 —%_ | Un—1 | _f(wnq)—%_

Nun moéchten wir die Finite Differenzen Methode und ihre Fehlerabschét-
zung zur analytischen Losung an einem konkreten Beispiel betrachten.
Beispiel 4.2

Finite Differenzen Verfahren mit 40 Knoten fir:

f(x) =u"(x) = —cos(xz) w(0)=1, wu(27)=1 auf [0,27]
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Wir verwenden eine Stencilgréfie von 3 und erhalten folgende Approxi-

mationen [Programm: Finite Differenzen.pyl.

1.00 -
0.75 1
0.50 \
0.25

0.00 A

Approximation

—0.25 A1
—0.50 A1
—0.75 1

—— Finite Differenzen
—1.00 A RBF-FD

0 1 2 3 4 5 6

Abbildung 34: Approximation mittels Finite Differenzen und RBF-Finite Dif-
ferenzen

Wir sehen, dass die Finite Differenzen Methode eine gute Approxima-
tion fir unsere Differentialgleichung darstellt. Analog dazu verwenden wir
fiir das gleiche Beispiel die RBF-Finite Differenzen Methode mit der Inverse
Quadratic RBF-Funktion und sehen, dass auch diese Methode eine gute Ap-
proximation liefert. Vergleichen wir nun den Fehler beider Approximationen
zur analytischen Losung u(z) = cos(z), konnen wir erkennen, dass sich die
Fehler beider Methoden ahnlich verhalten. Jedoch weicht die Finite Diffe-
renzen Methode mit einem maximalem Fehler von etwa 0.004325 deutlich
geringer von der analytischen Losung u ab, als die RBF-FD Mehtode mit

einem maximalem Fehler von 0.007941.
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0.008 1 —— Finite Differenzen
RBF-FD

0.007 4
0.006 -

0.005 1

0.004 4

Error

0.003 4

0.002 4

0.001 4

0.000 4

Abbildung 35: Fehler der Approximation mittels Finite Differenzen und RBF-
Finite Differenzen

4.2 RBF-Finite Differenzen

Ein grofies Problem der Finite Differenzen Methode ist, dass dieses ein struk-
turiertes Gitter benotigt. Zudem ist der Rechenaufwand sehr hoch fiir einen
geringen Abstand zwischen den Knoten. Auflerdem ist das Gleichungssys-
tem zum Losen der Finite Differenzen nicht immer unbedingt 16sbar. Dies
motiviert uns im Folgenden verschiedene Verfahren zu betrachten, welche
auf den RBFs basieren. Die Kernidee dieser Verfahren ist es, die Losung
durch Linearkombinationen differenzierbarer RBF-Funktionen zu approxi-
mieren. Wir betrachten zunéchst das Kollokationsverfahren nach [29] und die
verschiedenen Methoden fiir deren Anwendung. Anschlieffend gehen wir zu
der RBF-Finite Differenzen Methode tiber nach [18], [35] und [58]. Abschlie-
Bend wollen wir noch die Ghost-Note Strategy nach [58] einfithren, welche
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Neumann-Randwertproblem mit Hilfe von Knoten auflerhalb der gegebenen

Menge 10st.

4.2.1 Kollokationsverfahren

Das Kollokationsverfahren ist ein numerisches Verfahren zur Losungen von
partiellen Differentialgleichungen, welches keine Einteilung in Elemente oder
strukturierte Gitter benotigt. Insgesamt unterscheidet man zwischen drei Me-
thoden, um dieses Verfahren anzuwenden.

Wir betrachten im Folgenden ein Dirichlet-Randwertproblem auf dem

Gebiet 2 € R? und dem Rand des Gebiets 9 mit

Lu(x) = f(x) in Q,
u(x) = g(x) on 09,

wobei £ ein Diffentialoperator und ®(x) = ¢(||x||) eine RBF sei.

Wir diskretisieren €2 mittels N Punkte, wobei N; die Anzahl der inne-
ren Punkte {x; : ¢ =1,..., N/} und Np die Anzahl der Punkte am Rand
{®; : i1=N;r+1,.,N+Ng=N}.

Wie bereits erwéihnt existieren drei verschiedene Methoden, um das Kol-

lokationsverfahren anzuwenden:

1) Einfache Methode
Sei die RBF-Approximation von u(x) gegeben durch

s(x) = Zl Ao ([l — ;l,), (43)
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wobei diese folgende Gleichungen erfiillen soll:

N
[,S(.’El) = Z)\Jf’(b(Hw’L - CUjHQ) = f(wz) 1= 1, ...,N[,

=1

N
j=1

Dies liefert folgendes Gleichungssystem

o=

¢ g

womit sich die Koeffizienten {)\}N berechnen lassen. Diese Matrix ist in

seltenen Féllen singuldr. Deswegen betrachten wir eine weitere Methode.

2) Symmetrische Methode
Diese Methode stellt sicher, dass die Matrix nicht-singular ist. Die RBF
Approximation differenziert zwischen der Wahl des zugehorigen Differential-

operators an den jeweiligen Knoten und wir erhalten

ZA Lo(l|lz — =) + Z Ajo(llz — ). (44)

—NI+1

Die Methode liefert folgende Gleichungen

N
ZAEQ oz —z;l)+ > NLo(lz: — ;)

j=Nr+1
:f(mz) 7= 1,...,N[,
NI N
s(@i) = D NLo(le —zyll) + D Nollle: — x4
j=1 j=Nr+1
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und somit folgendes Gleichungssystem

2
co Lo | f

Lo ¢ g
3) Einfache Methode mit PDE am Rand
Da viele Interpolationsmethoden besonders schlecht am Rand performen,
ist es sinnvoll mehr Informationen tiber das Verhalten am Rand in die Ap-
proximation einflielen zu lassen. Dementsprechend sollen Punkte am Rand
die Randbedingung und PDE Bedingung erfiillen. Dafiir fiigen wir weitere
Punkte hinzu die auflerhalb von €2 liegen. Wir betrachten somit die Stiitz-

stellen

Z;, 1= 1, N

Y

zZ; = .
ein Punkt aulerhalb von 2, i=N+1,...,N + Np

Die Interpolante hat nun die Form

N+NB

s(@) = > Aoz — z],)-
j=1
mit Gleichungen
N
j=1

N
s(x;) = Z/\j<b(||:cl- - zjl,) =g(x;) i=N;+1,.. N
=1
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Die Struktur der Matrix ist gleich der Matrix der einfachen Methode, hat
aber eine andere Grofie

Lol |1

¢ g
Die Matrix zur Bestimmung der Gewichte ist jedoch voll besetzt. Dement-
sprechend ist ein hoher Rechenaufwand notig und die Matrix ist eventuell
schlecht konditioniert. Dies motiviert uns im nachsten Kapitel die RBF-Finite

Differenzen Methode zu betrachten.

4.2.2 RBF-Finite Differenzen

Das RBF-Finite Differenzen Verfahren ist ein weiteres numerisches Verfah-
ren, um auf Basis der RBF gewohnliche und partielle Differentialgleichungen
zu 16sen. Genau wie das Kollokationsverfahren benétigt dies kein strukturier-
tes Gitter, jedoch wird bei der RBF-FD Methode nur noch eine Umgebung

um einen Knoten fiir die Approximation der Funktion f verwendet.

5
¢ O
s
Ty

O ® O o o O
T3 L2 T3 o T2

O O

Ty L4
Abbildung 36: FD Stern Abbildung 37: RBF-FD Stencil

Dadurch ist das durch RBF-FD generierte Gleichungssystem einfacher zu

l6sen, was wir im Folgenden weiter erldutern mochten.
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Wir betrachten erneut ein Dirichlet Randwertproblem. Hierzu sei 2 C R?

ein Gebiet und 02 der Rand des Gebiets. Betrachte folgende DGL

Lu(x) = f(x) in Q,
u(x) = g(x) on 0L,

wobei L ein Differentialoperator ist.

Wir betrachten folgende Notation. Es sei
« A C Q die Menge der Diskretisierungszentren |

o der Vektor @ = [ug], ., die approximierte Losung in den Punkten £ € A,

el

o« ON = AN 0N die Menge der Diskretisierungszentren am Rand,

o Aje = A\OA die Menge der Diskretisierungszentren im Inneren mit

A= {CO7 ceey CNI}a

o A¢ die Menge, die das entsprechende Zentrum ¢ und ausgewahlte be-

nachbarte Punkte £ € A,
o wee € R Gewichte (Xgen, weeu(§) Approximationen von Lu(()).

Entsprechend ergibt eine generalisierte Finite-Differenzen Diskretisierung

fiir unser Dirichlet Randwertproblem das folgende lineare Gleichungssystem:

3 weetie = f(€) € € i,

geh,

ug = g(§) & €A

Das Vorgehen der RBF-FD Methode kénnen wir in drei Schritten beschrei-

ben. Zuerst wird eine Diskretisierung A des Gebiets €2 erzeugt, im zweiten
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Schritt wird fiir jeden Knoten ¢ das Stencil A ermittelt und anschlielend
bestimmen wir die Gewichte w¢ ¢ fir die Knoten & im Stencil A¢. Wie die-
se Gewichte w¢e bestimmt werden konnen, werden wir im Folgenden er-
lautern. Dazu seien ¢ € Ay und A¢ = {&o, ..., &} C A mit § = ¢ und
®;(z) = ¢(|lz— &) = e="1==&I" Zur Vereinfachung wird die folgende

Form fir £ angenommen:
Lu(x) = Au(x).

Der Vektor w fiir die Stiitzstelle { = &y kann durch Loésen des folgenden,

linearen Gleichungssystems berechnet werden:

o(l1&o —&oll)  o(1& —&ll) -+ &1k — &oll) W(0,0) Ao([I€ = &oll)
¢(||50—51H) ¢(||€1 —€1H) ¢(H€k—€1“) W(0,1) _ A¢(HC—51H)
o1& — &ell) o(1& = &ll) -+ o1&k — &xll) W(o,k) Ao([I€ — &)

Wiahrend die Gewichte der einzelnen Knoten bei der Differenzenmethode
iiber die Taylorentwicklung bestimmt werden, werden diese bei der RBF-FD
Methode nur iiber die radiale Basisfunktion ermittelt. Dadurch bendtigen
wir keine Gitterstruktur mehr zur Losung von Differentialgleichungen. Des

Weiteren konnen wir folgende wichtige Eigenschaften anfiihren:
o die Matrix ist symmetrisch und regular (s. Kapitel 2)
= die Gewichte konnen fast immer bestimmt werden.

o Finsetzen der Gewichte in die DGL liefert

;w(o,i)ﬂ(&) = f(&) = f(C)



4 RBF-FINITE DIFFERENZEN 136

Wiederholen wir dieses Verfahren fiir alle Stiitzstellen ¢ € A;,;, erhalten wir

das folgende, lineare Gleichungssystem:
k
Do wigi€iy) = F(G), i=1,. N (45)
j=0

Wird nun die Randbedingung @(¢;) = wu; fir alle {; € OA eingesetzt, erhalten

wir ein lineares System der Form

Bu = F, wobei (46)
Bi,j:wi,j izl,...,N[ Undj:]_,...,N, (47)
Fi=f(¢) i=1,..N. (48)

B ist eine dinn besetzte Matrix, da B;; nur dann nicht gleich 0 ist, wenn
der j-te Knoten im Stencil von Knoten 7 ist.

Wir werden im letzten Abschnitt 4.4 sehen, dass die RBF-FD Methode
eine valide Moglichkeit ist, partielle beziehungsweise gewohnliche Differenti-

algleichungen zu l6sen.

4.2.3 Ghost-Knoten Strategie

Abschliefend mochten wir in diesem Kapitel die Ghost-Knoten Strategie ein-
fithren. Dieses Verfahren wird genutzt um ein Neumann Randwertproblem

zu losen. Es sei € ein Gebiet in R? und 9 der Rand von € mit

Lu(x) = f(x) x € (),

= g(x) x € 0.

Das Problem hierbei ist, dass nur die Ableitung am Rand von ) bekannt ist.

Dementsprechend erweitert man das Gebiet () mittels weiterer sogenannter
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Ghost-Knoten, welche aulerhalb von €2 liegen. Dazu nutzt man eine Approxi-
mation mittels der zentralen Differenzenquotienten. Die genaue Idee mochten
wir anhand eines eindimensionalen Beispiels weiter erlautern.

Beispiel 4.3

Gemischtes Randwertproblem in © = [0, 1] mit

u'(x) = f(z), O0<axz<l, u)=u, u(1)=u, heR

hinreichend klein. Somit folgt fiir die Approximation der inneren Knoten

w(x; — h) — 2u(z;) + u(z; + h)
12

flzy) =u"(z;) = + O(Rh?).

Aber die Approximation von «/(1) nur mit Knoten aus €:

u(l) —u(l—h)

w(1) =

+ O(h)

liefert eine Approximation am Rand nur mit Ordnung 1. Daher fiigen wir

Ghost Knoten z,,17= 1+h ein. Somit erhalten wir

(1) = u(1 4+ h)Q—hu(l —h) oM,

die eine Approximation mit Ordnung 2 liefert.

[
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Ein Beispiel fiir die Wahl der Knoten kénnte wie folgt aussehen:

RBF-FD solution

interior
boundary:fixed
boundary:free
ghosts:free

1.50 A

1.25 A

1.00 -

0.75 4

0.25 4

0.00 4

Abbildung 38: Darstellung der Wahl der Knoten nach [7]

4.3 Approximation von Differentialoperatoren mittels

RBF-FD

In diesem Kapitel wollen wir Differentialoperatoren mittels RBF-FD Verfah-
ren approximieren. Wir untersuchen hierbei die Wahl der radialen Basisfunk-
tion auf unsere Approximation. Wir folgen hierbei den Uberlegungen von [44]

und [13].
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4.3.1 Bestimmung partieller Ableitungen von radialen Basisfunk-

tionen

Zu Beginn moéchten wir die partiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung der
radialen Basisfunktionen bestimmen. Hier fiir seien x,y € R? und wir defi-

nieren die Funktion
Bow - (128l _
6(w7 y) T f 2€2 - f(S)a

2
|z —yll;
2e2 7

wobei ¢ € R, B, eine beliebige radiale Basisfunktion darstellt und s ein
Beispiel fiir eine Distanzmatrix ist.
Wir konnen B, als verkettete Funktion verstehen.
Bemerkung 4.4 (Ableitung 1. Ordnung)
Es gilt

s 2w —y)  (zi—wi)

or; 22 g2
@ _ —2(z; — i) _ —(zi — i)
Oy; 2e2 g2 ’

somit folgt mittels Kettenregel:

0 0s '(s
G Bley) = P =T ),
o B.(e.y) = ') = L - )

Entsprechend lassen sich so auch die Ableitungen 2. Ordnung bestimmen.
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Bemerkung 4.5 (Ableitung 2. Ordnung)

o 0 0 ([ f(s)
Gxiai%BE(%y) O < g2 (25 = %))

f'(s) 0 9 (f(s)
= axi(%—%)ﬂL(Ij—%)% =
_f/(s> LT Y s
R % + g2 / <S)8:ci
f'(s) 1o \Li — Yi Ty — Yj
=2 dij + f"(s) 2 ]82 =
1 i=4,
wobei 51‘]’ = J .
0 @#7,
Analog gilt:
g 0 f/(s) 7 (xi_yi)(x’_y')
83/1‘37%‘35(:6’?4): g2 % + 7(s) g2 ]52 :

und

9 0 f'(s) (z; — ;) (xi — u3)
B SRRV S J J) \li 2z
ayz axj (wv ) 62 J f (S> 82 52

Somit konnen wir diese Ableitungen nutzen, um den Laplace-Operator
darzustellen.
Beispiel 4.6 (Laplace-Operator)
Es gilt

4 1)

2 oA ||w_y‘|§
df/ 2 f//

_d 20

= (AB€<$, y))y

(AB:(x, y))x




4 RBF-FINITE DIFFERENZEN 141

wobei d die Dimension darstellt.

4.3.2 Approximation des Differentialoperators

In diesem Abschnitt werden wir die Vorgehensweise zur Approximation eines
Differentialoperators darstellen und anhand des LaPlace-Operators weiter
erldutern.

Im Folgenden sei £ ein elliptischer Differentialoperator, & € R? mit zuge-
horigem Stencil A, = {& = x¢, x1, ..., xx }. Zudem folgen wir weiterhin der

Notation aus Abschnitt 3. Es gilt:
Lu = f, Q C R

Mit Finiten Differenzen und RBF Interpolation folgt:

Lu), = iju(wj) & Ls(x) = iju(:z:j)

=

K
~ ﬁZAzﬁb |l — ;| Z)‘l w;d(||le; — x|
j=0

1=0 =0

=2

K
<:>Z/\£¢ |z — x4]|) :Z/\l wio(||z; — il|)
=0 7=0

=0

K
& Loz —zil) =D wid(llz; — i)
=0
< dw = rhs(L),

wobei @ € RUEFDXEHD) die Distanzmatrix, w die entsprechende Gewichte
und rhs(L) die rechte Seite der Gleichung.

Somit betrachten wir folgendes Beispiel.
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Beispiel 4.7
Essei £: = A- und & Punkt mit zugehorigem Stencil A, = {x = xo, @1, ..., K }.

Entsprechend gilt:

(Lu)e = (Au)y = f:wju(azj), wobei
j=0
Azu = (Au)g.
Analog zu vorher folgt:
o EN:/\iAzsb (||fB —2$i||2> _ EN:/\ifjqub <||="3j —2$¢||2>
=0 ‘
& Ao (Ha:—

Es folgt das lineare Gleichungssystem:

| (b(umo—;onZ) ¢(||w1—2wo||2) ¢(H$K;w0||2) 1w | Am(“m—;O”Q) ]
& (\\wo—;lllZ) b (||931—2w1||2) & (HwK;f’JIHQ) wq AN (||w0—2on2>
_ & (H$O_2wl(”2) é (I|w1—2w1<||2) & (Hch—QwKHQ) | w | _ A, (lll‘o—;o\\z) |

mit welchem sich die Gewichte der Matrix mittels Invertieren bestimmen

lassen.

Im Folgenden mochten wir den Einfluss des Laplace-Operators auf die

jeweilige RBF untersuchen. Dafiir sei ¢y = ¢ = (2!, 2%)7 und z; = (2}, 2?)T.

1%

Fir s = M gilt:

Az¢(3) = ¢m1m1 (S) + ¢12w2 (8)
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Weiter gilt:

1
¢x1:¢sa 17 t %_JT - Ly,
0Os Os 9 9
d):c :¢Sa 27 t@:l‘ _'T'L
Analog dazu folgt
ds 0Os D%s
Pyrgr = Qﬁssﬁﬁ + ¢SW

= ¢ss(@! — 27)? + ¢4
= Ga1a1(8) + Gr2p2(8) = bus(8) (0! — 27)7 + Gs() + P (8)(2° — 27)? + b (5)
= 205(5) + ¢ss(5)[(z! — 27) + (2 — 27)?]
Ps(s) + 2s¢ss( )
||z — "

2
xXr — 331 L — I;

4.4 Simulation

Ziel dieses Kapitels ist es, mittels Beispielen die RBF-FD Methode zu veri-
fizieren. Wir folgen hierbei den Uberlegungen von [58]. In der ersten Simu-
lation beziehen wir uns noch einmal auf das zuvor behandelte Problem aus
Beispiel 4.2, um zu zeigen, dass die RBF-FD Methode funktioniert. Hierfiir
betrachten wir die Konvergenzgeschwindigkeit und den maximalen Fehler der
Approximation im Vergleich zur analytischen Losung.

Wir betrachten erneut folgendes Problem:
flx) =u"(z) = —cos(z) wu(0)=1, u(27)=1 auf [0,27]

Die Stencilgrofle fiir die RBF-FD Methode hat erneut den Wert 3. Die

Anzahl der dquidistanten Knoten auf dem Gebiet [0, 27| wird nun, beginnend
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mit 10, sukzessive verdoppelt und es wird der maximale Fehler betrachtet.
Die folgende Grafik 39 stellt die Entwicklung des maximalen Fehlers fiir die
beiden radialen Basisfunktionen Inverse Quadratic und Gaussian mit Shape
Parameter € = 0.8 dar. Die Losung u(x) sei bekannt und normalisiert, sodass
max | u(z) |= 1 gelte, wobei s(x, ) die zugehorige RBF-Approximation mit
Schrittweite 7 ist. Der maximale Fehler in Abhédngigkeit der Schrittweite ist
definiert durch:

Mazx Error(t) = max | s(x,7) —u(z) | . (49)
100 4 —-o— iq
T ga
1071 4
1072 4
S
i 1073 4
1074 4
10—5 4
0 500 1000 1500 2000 2500

Number of nodes

Abbildung 39: Entwicklung des maximalen Fehlers in Abhéngigkeit der An-

zahl der Knoten fiir die RBF Inverse Quadratic (IQ) und Gaussian (GA)
mit Shape Parameter ¢ = 0.8.
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Den nachstehenden Tabellen sind die Werte des maximalen Fehlers und
die Konvergenzordnung zu entnehmen [Programm: Simulationl.py]. Dabei

wird die Konvergenzordnung p der Verfahren folgendermafien berechnet:

_ In(lled]l/lle2l)
P In(mi/m)

wobei e; der maximale Fehler fiir die Schrittweite 7, und ey der maximale

Fehler fir die Schrittweite 7 ist.

Anzahl Knoten | maximaler Fehler 1) Konvergenzordnung I1Q

10 1.1291

20 0.1087 1.4184

40 1.4954 e-02 1.3434

80 3.1223 e-03 1.3466

160 7.4085 e-04 1.3423

320 1.8224 e-04 1.3370

640 4.5302 e-05 1.3336

1280 1.1339 e-05 1.3268

2560 2.8022 e-06 1.3609

Tabelle 8: Maximaler Fehler und Konvergenzordnung der RBF-FD Methode

fiir die RBF Inverse Quadratic

Anzahl Knoten | maximaler Fehler GA  Konvergenzordnung GA

10 0.2904

20 3.7948 e-02 2.936

40 7.9406 e-03 2.2567

80 1.8785 e-03 2.0797

160 4.6040 e-04 2.0286

320 1.1418 e-04 2.0116

640 2.8445 e-05 2.005

1280 1.1339 e-05 1.9826

2560 2.8022 e-06 1.0511

Tabelle 9: Maximaler Fehler und Konvergenzordnung der RBF-FD Methode

fur die RBF Gaussian
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Wir kénnen sehen, dass der Fehler mit zunehmender Anzahl an Knoten
geringer wird. Wahrend die experimentelle Konvergenzordnung bei der In-
verse Quadratic RBF zwischen 1.3 und 1.4 liegt, besitzt die RBF Gaussian
zuerst sogar eine Konvergenzordnung von etwa 2, bis diese bei der letzten
Verdopplung der Knoten auf etwa 1.05 zuriickgeht. Dieser Riickgang kann
eventuell mit Rundungsfehlern erklart werden. Das Beispiel ist ein guter Hin-
weis dafiir, dass die RBF-FD Methode funktioniert.

In dieser Simulation werden wir die globale Kollokationsmethode und die
RBF-FD Methode auf einem Gebiet Q C R? anhand der schon zuvor verwen-
deten Radialen Basisfunktionen Inverse Quadratic und Gaussian hinsichtlich
des Shape Parameters ¢ untersuchen. Dafiir definieren wir den maximalen

Fehler in Abhéngigkeit des Shape Parameters ¢ mit
Max Error(e) = max | s(x,e) —u(x) |, (50)

wobei s(x, ¢) die RBF-FD Approximation in Abhéngigkeit des Shape Para-
meters sei. Fiir die Simulation wird der folgende elliptische partielle Differen-

tialoperator auf die Radialen Basisfunktionen angewendet:
Au — 3u, = f(x,y).

Die Funktion f(z,y) im Inneren und die Dirichlet Randbedingung werden

iiber die analytische Losung

u(z,y) = exp(—zx) sin(iy)

berechnet. Fiir das Problem betrachten wir 400 gleichverteilte Knoten auf
dem Einheitskreis und wéhlen die Stencilgrofie 13, wie in Abbildung 40 dar-
gestellt [Programm: Shape_Parameter.py].
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Abbildung 40: Diskretisierung des Einheitskreises mit Stencil (rot) um einen

inneren Knoten (griin)

Die Abbildung 41(a) zeigt die Ergebnisse der Berechnungen iiber die Kol-
lokationsmethode mit den Funktionen 1Q und GA, wihrend Abbildung 41(b)
die Ergebnisse der RBF-FD Methode mit diesen radialen Basisfunktionen

darstellt.
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Abbildung 41: Die Graphen zeigen den maximalen Fehler als eine Funkti-
on des Shape Parameters. Sie vergleichen den maximalen Fehler der Ap-
proximation tiber die globale Kollokationsmethode (a) und der RBF-FD

Methode (b) fiir die radialen Basisfunktionen 1Q und GA.
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Bei der Kollokationsmethode erkennen wir, dass die Fehlerentwicklung
der beiden Approximationen grundsatzlich verschieden ist, wobei die Gaus-
sian RBF mit groflerem Shape Parameter eine bessere Approximation liefert.
Des Weiteren ist zu beachten, dass der Fehler fiir kleine Shape Parameter sehr
groff wird, da die Systemmatrix des Kollokationsverfahrens mit kleinerem
Shape schlecht konditioniert ist. Die Konditionierung wird mit zunehmen-
der Knotenanzahl schlechter, was das Kollokationsverfahren ungeeignet fiir
Probleme mit einer grofien Anzahl an Knoten macht (vgl. [58]).

Die Ergebnisse in Abbildung 41(b) zeigen, dass die RBF-FD Methode
keine groflen Probleme mit kleinen Shape Parametern besitzt. Dies liegt vor
allem daran, dass die Systemmatrix der RBF-FD Methode diinn besetzt ist.
Dementsprechend ist die RBF-FD Methode geeigneter fiir Approximation
mit einer groen Anzahl an Knoten. Jedoch liefert die Kollokationsmethode

fir grofere Shape Parameter eine bessere Approximation.
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5 Fazit

Die Einfiithrung in das Studienprojekt hat das Problem der Interpolation
verstreuter Daten erlautert und die RBF-Methode als mégliche Losung des
Problems préasentiert. Dabei wurden Fragen aufgeworfen, die in den folgenden
Kapiteln behandelt werden sollten. Auf einige der Fragen konnten konkrete
Antworten gefunden werden. Andere Fragen konnten nur teilweise beantwor-
tet werden und haben weiteren Forschungsbedarf offengelegt.

In Abschnitt 2.1 wurde die Interpolation mit Radialen Basisfunktionen
mit der kubischen Spline-Interpolation motiviert. Schliefllich wurde in Ab-
schnitt 2.3 die Interpolation mit eindimensionalen kubischen Splines
s : R — R tatsédchlich als Spezialfall (RP, § = 3) der Interpolation mit
Radialen Basisfunktionen in der erweiterten RBF-Methode beziiglich des Po-
lynomraumes P;(R) identifiziert. Im weiteren Verlauf des Kapitels 2 wurde
die Existenz und Eindeutigkeit der einfachen und erweiterten RBF-Methode
untersucht. Dazu wurden in Abschnitt 2.2 (hauptséchlich) positiv definite
Radiale Basisfunktionen vorgestellt, welche durch Anwendung der einfachen
RBF-Methode eine eindeutige Interpolation liefern. In Abschnitt 2.3 wur-
den bedingt positiv definite Radiale Basisfunktionen vorgestellt, welche im
Allgemeinen nur unter gewissen Voraussetzungen an die Menge der Daten-
punkte durch Anwendung der erweiterten RBF-Methode, nach Theorem 2.35,
eine eindeutige Interpolation liefern. Die Voraussetzungen, um die Verwen-
dung von Theorem 2.35 zu gewéhrleisten, wurden in Abschnitt 2.3.5 naher
beleuchtet und koénnen fiir iiblich verwendete Radiale Basisfunktionen als
relativ gering angesehen werden. Zudem wurde in Abschnitt 2.3 und 2.4
dargelegt, dass fiir m = 0 die Definition 1.4 mit der Definition 2.33 iiberein-
stimmt und damit die erweiterte RBF-Methode eine Verallgemeinerung der
einfachen RBF-Methode darstellt. Des Weiteren sind, nach Theorem 2.40,
fir m = 0 die Definition 2.13 der positiven Definitheit und die Definition
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2.37 der bedingten postiven Definitheit identisch, sodass die bedingte posi-
tive Definitheit eine Verallgemeinerung der positiven Definitheit verkorpert.
Da zusitzlich Uy_;(R?) = {X C R? : |X| < oo} gilt, reduzieren sich die
Forderungen aus Theorem 2.35 fiir m = 0 auf die Forderung der positiven
Definitheit der Radialen Basisfunktion ®. Eine Zusammenfassung der Re-
sultate des Kapitels 2 liefert insbesondere die Tabelle 7 aus Abschnitt 2.4,
welche die in dem Kapitel 2 untersuchten Radialen Basisfunktionen zur Inter-
polation verstreuter Daten in der einfachen und erweiterten RBF-Methode
auflistet.

In Kapitel 3 lag das Augenmerk auf der Fehleranalyse und -abschiatzung
der einfachen RBF-Methode. Dazu wurde die Power Function eingefiihrt,
die die Grundlage fiir eine punktweise Fehlerabschéitzung liefert (s. Theo-
rem 3.13). Fiir die einfache RBF-Methode wurden einige Tests beztiglich der
Fehlerentwicklung vorgestellt (vgl. Beispiel 3.14). Diese wurden sowohl hin-
sichtlich der Anzahl und Verteilung der Stiitzstellen, als auch hinsichtlich
des Shape Parameters analysiert. Des Weiteren wurde, um den Interpola-
tionsfehler zu minimieren, die Optimierung des Shape Parameter anhand
mehrerer Methoden (vgl. Kapitel 3.5) vorgenommen. Die Optimierung des
Shape Parameters ist im Allgemeinen nicht analytisch moglich, weshalb auf
die Methoden aus Kapitel 3.5 zuriickgegriffen werden muss. Dies wurde an ei-
nigen Beispielen konkretisiert und fiir ein Beispiel wurde der optimale Shape
Parameter ermittelt. Dartiber hinaus wurde die Stabilitat und Kondition der
Interpolationsmethode thematisiert, die typischerweise mit Hilfe der Fourier
Transformation untersucht werden, auf die in diesem Studienprojekt nicht
eingegangen wurde. Weitere wissenschaftliche Forschungen kénnten sich zum
Beispiel mit einer (nicht punktweisen) Fehlerabschitzung, die nicht auf der
Power Function basiert, oder einem optimalen Shape Parameter fiir bestimm-

te Funktionsfamilien beschéftigen.
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Neben der Interpolation verstreuter Daten wurde in diesem Studienpro-
jekt ebenfalls das Losen von gewohnlichen und partiellen Differntialgleichun-
gen mithilfe von RBFs untersucht.

Im letzten Kapitel wurde gezeigt, dass die Verfahren, welche auf RBFs
basieren, eine gute Alternative zum Losen von gewohnlichen beziehungswei-
se partiellen Differentialgleichungen darstellt. Die Kollokationsmethode und
RBF-Finite Differenzen Methode bendtigen kein strukturiertes Gitter. An-
hand verschiedener Beispiele wurden die beiden Verfahren verifiziert und der
Einfluss der Knoten und des Shape Parameters auf die Approximation der
Losung weiter erlautert. Wie bereits zu erwarten, hat eine erhéhte Anzahl
der Knoten eine verbesserte Approximation durch die RBF-FD Methode zur
Folge. Analog dazu liefert die RBF-FD Methode, im Vergleich zur Kolloka-

tionsmethode bereits fiir kleine Shape Parameter eine gute Approximation.
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A Anhang

A.1 Erginzungen zu Splines

Ergénzend zu der vorgestellten natiirlichen Randbedingung nach Wendland
(siehe 2.4) werden hier noch einmal fiir kubische Splines die gangigsten Rand-
bedingungen zusammengefasst. Unter anderem in [36], [22] oder [43] findet

sich eine ausfithrliche Beschreibung sowie zugehorige Beweise.

Theorem A.1 (Interpolierender kubischer Spline)

Es sei X = {x1 < xyg < -+ < x,} eine gegebene Menge an Stiitzstel-
len und Y = {y; : yi = f(x;),i = 1,...,n} die zugehirige Menge an
Stitzwerten. Mit

Ss(X) = {s € C*([21, 7] 8 |iw )€ Psi=1,...,n— 1} C C*(R)

sei die Menge der kubischen Splines auf dem betrachten Intervall bezeich-

net. Fir einen Spline s € S3(X') gelte die Interpolationsbedingung
s(z;) = flxy) =y firallei=1,...,n.

Gilt zusdtzlich eine der folgenden Bedingungen fir die Randpunkte des
Intervalls [x1, x,], so ist der Spline s eine eindeutige Interpolante fir die

Funktion f:
(a) Natirliche Randbedingung: s"(z1) = s"(x,) =0

(b) Vollstindige Randbedingung: s'(x1) = f'(z1) und s'(x,) = f'(z,)

(¢) Periodische Randbedingung: s'(x1) = s'(x,) und s"(x1) = §"(z,).
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Wie sich kubische Splines nun anhand der Randbedingung nach Wend-
land konkret berechnen lassen, wird mit dem nachfolgenden Beispiel veran-
schaulicht (vgl. [36], S.26).

Beispiel A.2

Gesucht ist ein natiirlicher kubischer Spline s €  AN3(X) mit
X = {zg < 21 < -+ < Zps1}. Da es sich bei kubischen Splines um stiick-
weise definierte Polynome dritten Grades handelt, lasst sich der Spline s auf

den Intervallen I; = [x;, x;41] fiir i = 0,...,n darstellen als
s|n (2) = a; + bi(x — z;) + ci(x — 2:)* + di(z — 3;)°.

Fir die Ableitungen gilt entsprechend

/

s |1, (z) = by + 2¢i(w — ;) + 3d;(z — 2;)?

"
S

1, () = 2¢; + 6d;(x — x;)
8(3) |[Z. (l‘) = 6dz

Aus der abschnittsweisen Darstellung des Splines s ist ersichtlich, dass fiir die
(n+ 1) Intervalle I; insgesamt 4(n + 1) Koeffizienten bestimmt werden miis-
sen. Zur eindeutigen Bestimmung benotigt man daher 4(n + 1) Gleichungen.
Aus der Interpolationsbedingung s(x;) = f(x;) fir ¢ = 1,...,n ergeben sich

n-viele Gleichungen

& a; = f(z;) firi=1,...,n.
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Da s € C*([zg, Tny1]), lassen sich aus der Glattheitsanforderung an den Stiitz-

stellen 3n weitere Gleichungen ableiten

S

I (xiJrl) =S (I}, (xiJrl)

~a; + bz’(l'i+1 — $Z) + Ci(QTH_l — ZL’i)z + di(ZL’H_l — l‘i)g = Qj41, 7 = O, e

s (Tip1) = 8 |0y (Tig1)

<:>bz + 2Ci(‘ri+1 — .’Iiz) + 3d1<$i+1 — .T,L'>2 = bi+1, 1= O, .

s" |1, (wip1) = §" Ly (Tit1)

&2¢; + 6d;(xip1 — ;) = 2¢541, i=0,...

Schliellich fehlen noch vier Gleichungen zur eindeutigen Bestimmung der

Koeffizienten. An dieser Stelle kommen die natiirlichen Randbedingungen

(nach Wendland) zum Tragen. Der kubische Spline s soll auf dem Intervall

[0, z1] und auf [x,,x,41] ein Polynom ersten Grades sein. Daher gelten die

Randbedingungen
§"(x1) = s (21) =0 und §"(x,) = 5B (x,) = 0.

Daraus resultieren die vier Gleichungen

s" |, (x1) = 2¢1 +6dy (21 —21) =0 Sce=0
s" |1, (xn) = 2¢, + 6dy (2, — 2,) =0 S e, =0
s |p, (1) =6dy =0 S dy=0
s 1, (z,) =6d, =0 & d, = 0.

Somit wurden 4(n + 1) Gleichungen gefunden. Da die Stiitzstellen paarweise

verschieden sind, ist das resultierende Gleichungssystem zur Bestimmung der

Koeffizienten eindeutig losbar.
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Der Beweis zur Fehlerabschétzung der kubischen Spline-Interpolation ist hier
noch einmal ausgefiihrt. Er beruht vor allem auf der Darstellung von Wieners

([55], S.88 f.) und Schaback und Wendland ([43], S.192 f.).

Proposition A.3 (Fehlerabschitzung)
Sei die zu interpolierende Funktion f € C*([x1,x,]). Dann gilt fir den
natirlichen kubischen Spline s € N3(X) die Fehlerabschdtzung

s = fllo < B*£9 .

Hierbei beschreibt

geoey =0U,...,

die Feinheit der Stitzstellen.

Beweis Der Beweis folgt der Darstellung in [55], S.88 f., ein alternativer
Ansatz findet sich auch in [36], S.33 ff.. Fir den Beweis der globalen Feh-
lerabschétzung wird zunéchst eine Abschéatzung des natiirlichen kubischen
Splines s € N3(X) benotigt. Ist f die zu interpolierende Funktion und f

mindestens zweimal stetig differenzierbar, so gilt:

5" oo < 311"l (*)

Ein ausfiihrlicher Beweis findet sich unter anderem in [55]. Die Idee des Be-
weises ist es den Momentenvektor M = (M;) mit s"(x;) = M; der zweiten
Ableitung von s an den Stiitzstellen x; mit der Neumannschen Reihendar-
stellung abzuschétzen. Dazu wird die Tridiagonalmatrix A des Gleichungs-
systems AM = b, welche zur Berechnung des natiirlichen kubischen Splines
aufgestellt wurde, durch die Neumannsche Reihe ausgedriickt. Eine einfache

Abschatzung in der Maximumsnorm liefert schliefilich die Behauptung.



A ANHANG XX

Die eigentliche Aussage beweisen wir nun in drei Schritten. Zunéchst be-
trachten wir die zweiten Ableitungen von f und s. Definiere [ € N7(X) als den
linearen Spline, der f” interpoliert. Fiir das Integral v(z) = [ (z — y)l(y)dy

lasst sich dann folgern, dass

()

v (x
,U//(:U>

/jl(s)dy
[(x).

Damit ist also v(z) € N3(X) und die Differenz s—v ist ein Spline zur Differenz

f—v (*).

Es folgt nun fiir den Fehler der zweiten Ableitungen

18" = 1"l 2 ll(s —v)" + (f — )l
15 = 0)"lloo + I(F = 0)" L
307 = o) Ll = )
= Al 1l

IN

()

Im zweiten Schritt treffen wir eine Abschiatzung fiir den Fehler der linea-
ren Interpolation von f”. Jener ldasst sich nach dem Mittelwertsatz als das

folgende Integral auffassen:

Li+1

(=@ = [T =)y

Z;

Ti41 Yy
= / / (f@ —1"\(r)drdy fir ein x € (@, Ti41),

7
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da namlich (f” —1)(z;) = 0 ist fir alle ¢ = 1,...,n und mit dem Satz von
Rolle dann auch (f” —1')(r;) =0 fir alle i = 1,...,n mit 7; € (24, 2,41). Es

ergibt sich also in der Maximumsnorm

17 == [ [0 = traray|

Ti4+1
deyH

],

;h2Hf(4) _ N

< 4) l”

— f(4 1"

IN

Hier ist h der maximale Abstand zweier Stiitzstellen z; und x;,;. Fir die

Abschétzung aus dem ersten Schritt erhilt man also insgesamt

“S// N f”HOO < 4Hf// N ZHOO < 2h2Hf(4) _ l” (***)

Im letzten Schritt benutzen wir noch einmal die Argumentation aus dem
zweiten Schritt. Angewendet auf die Differenz von s — f erhalten wir schlief3-

lich

I =l < g =0 S gm0 ] =]

Da [ € Ni(X) war, gilt fir die zweite Ableitung {” = 0. Damit ist die
Behauptung gezeigt. O
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A.2 Symbolverzeichnis

XXII

Variable Bedeutung

x Vektor ¢ € R? oder & € C? mit d € Ny
(Schriftstéarke: Fett)

x Punkt z € R oder « € C (Schriftstérke:
Normal)

) Radiale Basisfunktion

f Zu interpolierende Funktion

d Dimension des Interpolationsproblems

X ={x1,...,2n} Menge der Datenpunkte des
Interpolationsproblems

Y=A{y1, .., Yn} Menge der Datenwerte des

Y= [f(w1>7 R f(wn>]T

Ni(X)
H?([20, Tn11])

M;
MII

|f — Pyl

Interpolationsproblems

Vektor der Datenwerte des
Interpolationsproblems
Interpolierender Spline

Raum der Splines vom Grad k zu

Datenpunkten X

Raum der natiirlichen Splines vom Grad k

Datenpunkten X

Sobolev-Raum iiber dem Intervall [z, 2,41

Einfache RBF-Methode
Erweiterte RBF-Methode

Interpolant zur Funktion f in Methode M;

und MII

Fehler der Interpolation Py zur Funktion f

(Multivariates) Polynom
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XXIII

Variable

Bedeutung

degq

Ajj = ®(x; — ;)
Ac=vy
Ppn_1(RY)

Cly -3 Cny Y1y -y TM

psd(d)

bpsd(m, d)

pd(d)
bpd(m, d)

M

{ph ---pr}
Um_l(Rd)

*

m

h=hxa

*

u

Pg)((l‘)

(Totale) Grad des multivariaten Polynoms ¢
Interpolationsmatrix der einfachen RBF-Methode
Zu losendes Gleichungssystem in Methode M,
Menge der Polynome ¢ : R? — R mit degqg =m — 1
Koeffizienten zur Bestimmung von Py in Methode
My

Menge aller positiv semidefiniten Funktionen
d:RT— R

Menge bedingt positiv semidefiniter ® in R?
(Ordnung: m)

Menge aller positiv definiten Funktionen ® : R¢ — R
Menge bedingt positiv definiter ® in R? (Ordnung:
m)

Dimension von P, (R?)

Basis von P,,_1(R?)

Menge aller (m — 1)-unisolventen Mengen in R?
Kleinste Ordnung m € Ny mit ® € bpd(m, d)

fill distance

Vektor der kardinalen Basisfunktionen

Shape Parameter

Hilbertraum

Reproduzierender Kern

Native Space

Quadratisches Hilfsmittel

Power Function

Gebiet in R® bzw. R¢
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XXIV

Variable

Bedeutung

Py

b=[®(,x1),...,0(,x,)]"

Interpolante der MQ-Methode mit
Shape Parameter

Vektor vom Kern an Stitzstellen

Hi () =span{K(-,y) : y € Q} Préa-Hilbertraum zu Kern K
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A.3 Abkiirzungsverzeichnis

XXV

Abkiirzung Bedeutung

RBF
VM
PD
GA
1Q
IMQ
MQ
GMQ
RP
TPS

Radiale Basisfunktion
Vollsténdige Monotonie
Positiv Definit

Gaussian Basisfunktion
Inverse Quadratics
Inverse Multiquadrics
Multiquadrics
Generalized Multiquadrics
Radial Powers

Thin Plate Spline
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