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Inverse Probleme treten in vielen Bereichen der Mathematik auf. Das Losen dieser Prob-
leme ist in der Physik, Biologie und Chemie regelméflig notwendig. Bei vielen Forschungen
und Untersuchungen konnen die Ursachen der gemessenen Werte nicht direkt ermittelt
werden.

Um solche Ursachen trotzdem ermitteln zu konnen werden inverse Probleme aufgestellt.
Mit der Aufstellung sogenannter 'inverse Probleme’, kann - unter Zuhilfenahme von zusét-
zlich gemessenen Wirkungen - trotzdem auf diese kaum Messbaren Ergebnisse geschlossen

werden.

Priméare Quelle fiir diese Seminararbeit ist "An Introduction To Inverse Problems" von G.
Nicholls und S. Tan.| ]

Ziel dieses Studienprojektes ist es inverse Probleme und die dazugehorigen Losungsver-

fahren zu analysieren und vergleichen.

Dafiir wird zunéchst eine allgemeine Einleitung in die inversen Probleme gegeben. Hierbei
werden mehrere Beispiele angefiihrt.

Es wird fiir die Probleme ein Kriterium eingefithrt, mit dem die Problemstellung und die
Losung bewertet werden kann.

Anschlielend wird das Beispiel der vertikalen Luftprofile erklart, an welchem gezeigt wird,
wie aus einem allgemeinen inversen Problem ein lineares inverses Problem gemacht wird.
Der Theorieteil der Arbeit beginnt mit dem Losen eines linearen inversen Problems mittels
der Singularwertzerlegung. Der zweite Teil beschéftigt sich mit der Optimierung dieser
Losungsverfahren mit Hilfe der abgebrochenen Singuldrwertzerlegung und der Tikhonov
Regularisierung.

In der numerischen Auswertung werden zuerst fiir eine Beispielmatrix die Losung mittels
der abgebrochenen Singulédrwertzerlegung und der Tikhonov Regularisierung bestimmt.
Dariiber hinaus werden die Ergebnisse und Fehler der beiden Verfahren verglichen und

berechnet.

Mathematische Modelle simulieren reale Prozesse der Natur und Technik. Ein mathema-
tisches Modell ist eine Abbildung A von dem Raum der Ursachen F' in den Raum der
Wirkungen D:

A:F =D (1)



Bei einem direkten Problem sind die Ursachen bekannt und mit Hilfe des Modells, werden

die Wirkungen bestimmt, die aus den Ursachen folgen.

Bei inversen Problemen wird zu einem gegebenen d aus dem Raum der Wirkungen eine
Ursache f gesucht, zu der die beobachtete Wirkung passt. Héufig konnen die Ursachen

nicht direkt gemessen werden, da es nicht moglich oder wirtschaftlich ist.

Es gibt zwei verschiedene Anwendungsbereiche in denen inverse Probleme notig sind. Bei
Steueraufgaben werden Parameter gesucht, die eine bestimmte Wirkung hervorbringen.
Beispielsweise eine optimale Kombination von Konstruktionsteilen um die Performance

zu verbessern. Diese werden héufig in der Produktion oder Logistik verwendet.

Der zweite grofle Bereich sind die sogenannten Identifikationsprobleme. FEin solches
Beispiel wird innerhalb des Projektes genauer betrachtet. Bei Indentifikationsproblemen
konnen die Ursachen aus wirtschaftlichen oder technischen Griinden nicht direkt gemessen
werden. Exemplarisch dafiir sind Diagnoseprobleme aus der Medizin. Bei der Computer-
tomographie werden mithilfe von Rontgenstrahlen Schnittbilder des menschlichen Kérpers
geschaffen. Dadurch sollen innere Verletzungen abgeschétzt werden, ohne den Patienten
direkt zu operieren. Die Photonen werden durch den Korper geschossen. Die unter-
schiedlichen Dichten der Gewebetypen absorbieren diese Strahlen unterschiedlich und ein
Detektorschirm zahlt die ankommenden Photonen. In dem Modell sind die ankommenden
Photonen die gemessene Wirkung. Mit Hilfe der Abbildung A werden die die Ursachen,

in diesem Fall also die Verletzungen innerhalb des Korpers bestimmt. | ]

Sei A eine Abbildung zwischen zwei topologischen Rdumen D und F. Das inverse Problem

A(f) =d (2)

heifit gut gestellt, wenn die folgenden Bedingungen alle erfiillt sind:

a) fir jedes d existiert eine Losung, d.h. A(f) = d hat fiir jedes d € D eine Losung
b) die Losung ist eindeutig

c) die inverse Abbildung A™!: D — F ist stetig

Die Bedingungen a) und b) sind dquivalent zu der Aussage, dass A~! eine wohldefinierte
Abbildung auf den Raum D ist.

Die letzte Bedingung soll sicherstellen, dass ein kleines Rauschen bei dem Messen der
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Werte im Raum D auch nur einen kleinen Fehler der Werte in f verursachen. Im Allge-

meinen kann dies nicht vorausgesetzt werden.

Bei einem linearen Problem sind d und f Vektoren und die Abbildung A eine Matrix. Fiir
diese Probleme kann das Rauschen mit Hilfe der Konditionszahl der Matrix abgeschéatzt
werden. Fir grofle Konditionszahlen konnen kleine Eingabefehler grofie Fehler in der

Losung hervorrufen.

Wenn es fiir eine Wirkung keine Ursache gibt, ist die Existenzbedingung nicht erfiillt. Das
bedeutet, dass Werte gemessen werden koénnen, fiir die es mithilfe des mathematischen
Modells keine Eingangswerte geben kann. Die Existenzbedingung ist bei einer linearen

Abbildung nur dann erfiillt, wenn die Matrix nicht mehr Zeilen als Spalten besitzt.

Die Eindeutigkeit der Losung setzt voraus, dass eine Ursache keine zwei Wirkungen haben
kann. Fir lineare Abbildungen ist diese Bedingung verletzt, wenn fiir eine Matrix
A € R™"™ n > m gilt. Diese inversen Probleme werden im Laufe das Projekts untersucht

und verschiedene Losungsansatze werden gefunden.

Fir die Erstellung von Wettervorhersagen werden die Temperaturen und die Zusam-
mensetzung der Luftschichten herangezogen. Das direkte Messen dieser Werte ist fiir die
tagliche Wettervorhersage aus wirtschaftlichen Griinden nicht sinnvoll. Hierzu wére eine
Sonde notig, die regelméaflig aufsteigt, um die Werte zu messen.

Infrarotmessgeréte, die mittels Satelliten oberhalb der Erdatmosphéare schweben, messen
die spektrale Strahlendichte in m verschiedenen Frequenzbereichen. Durch das Einteilen
der Entfernung in n verschiedene Hohenschichten und das Linearisieren das Systems kann

das inverse Problem als lineares Gleichungssystem dargestellt werden:

Af =d (3)
mit
a1; a2 ... Qip
e (4)
ar.nl ar.n2 Clr;Ln

Die Eintrage des Vektors f stellen die Temperatur der i-ten Hohenschicht innerhalb der
Atmosphare dar. Die gemessenen Werte d; bezeichnen die Strahlungsdichte innerhalb der
j-ten Frequenz. Daraus folgt, dass die Eintrage a;; die Durchlassigkeit der i-ten Hohen-
schicht beziiglich der j-ten Frequenz beschreiben, diese ist von der Temperatur abhéngig,

da sich die Teilchen bei hoheren Temperaturen schneller bewegen, also eine hohere Fre-
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Figure 1: Die Abbildung zeigt beispielsweise den Aufbau eines vertikalen Luftprofils

L,
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Lu Bl dL:;

Figure 2: Die Abbildung zeigt die Faktoren, die auf die Strahlendichte einwirken bei dem
Durchqueren einer Schicht mit der Dicke dh.

quenz aufweisen, als bei niedrigeren Temperaturen. | ] Abbildung (3) zeigt einen
groben Verlauf eines Luftprofils. Ein Satellit circa 200km oberhalb der Erdoberfliche
misst die spektrale Strahlendichte. Mit Hilfe der Abbildung A wird vom Punkt der Mes-
sung bis zur Erdoberfliche die Temperaturen innerhalb von den verschiedenen Hohen-

schichten bestimmt.

Um ein Gleichungssystem aufzustellen, das die Temperatur im Zusammenhang mit der
Strahlungsintensitat darstellt, miissen vorher einige Formeln hergeleitet werden. Die
Grundlage fiir diese Herleitung ist eine Doktorarbeit mit dem Titel "Bestimmung der
Hohenverteilung stratosphérischer Spurengase aus Emissionsspektren eines bodengebun-
denen Millimeterwellen-Radiometers’, die 1996 von Herrn Martin Kuntz an der Univer-
sitat Karlsruhe verfasst wurde. Die spektralen Strahlendichte, die im Folgenden als L,
bezeichnet wird, ist die einfallende Strahlungsintensitat bei gegebener Richtung und Fre-
quenz. Fir das Modell der Strahlungsiibertragung wird die Veranderung der Strahlen-
dichte bei dem Durchgang durch eine Schicht der Dicke dh betrachtet.

Auf der Abbildung (3.1) ist zu erkennen, dass die Emission, die die Strahlung verstérkt,



und Absorption, die die Strahlung absenkt, Einfluss auf die spektrale Strahlendichte
haben. Daraus ergibt sich die Veranderung der Strahlendichte:

dL, = eydh — k,Lydh. (5)

Die spektrale Strahlungsdichte ist von der Frequenz v der Strahlung abhéngig.

Formel (5) zeigt, dass die Veranderung die emittierte Strahlung abziiglich der absorbierten
Strahlung ist. Temperatur und Druck haben einen Einfluss auf den Absorptionskoeffizient
k,. Durch das Umformen von Formel (5) mit Hilfe der Planck-Funktion B,(T"), wird die
Verdanderung der Strahlendichte in Abhéngigkeit der Temperatur angegeben werden:

dL, = ky(B,(T) — Ly)dh. (6)

Streueffekte haben nur bei starken Wolken oder Regenfall einen Einfluss auf die Strahlungs-

dichte, deswegen konnen diese innerhalb des Modells vernachlassigt werden.

Durch Integration der Form (5) ergibt sich die Strahlungsdichte fiir die Beobachtungshéhe
hBZ
heo )
Ly(hg) = e mhBheo) [, (h ) ko (W) By (T (h'))e~ e dp. (7)
hp
Die spektrale Strahlendichte wird in der Einheit Watt (W) pro Quadratmeter (m?) und
pro Steradiant (sr) und pro Strecke (s) gemessen.
Die Funktion 7 beschreibt die optische Dicke der Atmosphére zwischen der Beobachtung-
shohe hp und einer weiteren Hohe A'. Nach der Definition fiir die optische Dicke gilt fiir

die Funktion 7,:

/

To(h, ) = / ko (R")dR", 8)

hp

Die Transmission der Atmosphére oberhalb der aktuellen Schicht ergibt sich aus dem

Produkt der Einzeltransmissionen aller dariiber liegenden Schichten:

eTo(hpihoo) — oro(hpihpir) | oTo(hBiihpe2) (9)

Die Temperatur hat Einfluss auf zwei wichtige Faktoren der spektralen Strahlendichte.
Sowohl die Planck-Funktion als auch der Absorptionskoeffizient sind von der Temperatur

abhéangig.



Der Absorptionskoeffizient beschreibt den Anteil der in einer Schicht eintretenden Strahlen-
dichte, die innerhalb dieser Schicht absorbiert wird.
Nach dem Kirchhoffschen Gesetz ist der Koeffizient, die Differenz aus der einfallenden

und der austretenden Strahlung gemessen an der einfallenden Strahlung:

Ly(hjy1) — Ly(hy)

k, =
Lv(hj-i-l)

(10)

Wenn keine Strahlung absorbiert wird, gilt k, = 0
Fiir k, = 1 wird keine Strahlung reflektiert, sondern die komplette Strahlung absorbiert.
Die Zahl mit der die Reflektion gemessen wird, ist die Albedo. Dieser Koeffizient wird
mit A betitelt und ergibt addiert mit dem Absorptionskoeffizienten genau eins:

Ly(hjs1) — Lo(hy) _ Lo(hy)

A=1- Ly(hjt1) N Ly(hji1) (1)

Daraus folgt, dass genau die Strahlung reflektiert wird, die nicht absorbiert wird.

Der zweite Faktor, auf den die Temperatur Einfluss hat, ist die Planck-Funktion. Diese
beschreibt den Zusammenhang zwischen der Emission und der Temperatur. In der Umfor-
mung zu der Formel 5 wird der Zusammenhang zwischen Emission und Planck-Funktion
deutlich:

ey = kyBy(T). (12)

Die Gleichung ergibt sich aus dem Kirchhoffschen Gesetz. Durch das Umformen
der Funktion 12 ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen Absorption und Planck-

Funktion:

ky = : (13)

Das Planck’sche-Strahlungsgesetz liefert die folgende Funktion in Abhangigkeit von der
Strahlungsfrequenz und der Temperatur:
2hc?
By(T) = ———— (14)

v5(ewrT 1)

Die Konstanten innerhalb der Formel sind die Planck’sche Konstante

h = 6.63-107**[Js], (15)



die Lichtgeschwindigkeit
c~3-10%[m/s] (16)
und die Boltzmann-Konstante

k=1.38-10"*[J/K]. (17)

Schwarze Strahler

Fiir schwarze Strahler gilt k£, = e, = 1. Fir diesen Sonderfall kann mittels des Stefan-
Boltzmannschen Strahlungsgesetz die Funktion B unabhéngig von der Frequenz der Strahlungs-

dichte geschrieben werden:

oT?
B(T) = — (18)
mit
o =5.67- 108[m2WK4]. (19)

Um eine numerische Berechnung der spektralen Strahlendichte zu bestimmen, wird die At-
mosphare in mehrere Schichten geteilt. Innerhalb dieser Schichten wird fiir den Druck, die
Temperatur und dem Volumenmischverhéltnis der Gase das Mittel bestimmt. Fiir diese
Berechnung wird nicht das arithmetische Mittel sondern die Curtis-Godson-Mittelwerte
verwendet. | ]

Daher sind Schichten so gewéhlt, dass die einzelnen Parameter, Druck, Temperatur und
Volumengasverhéltnis, innerhalb der Schicht so homogen wie moglich sind. Die Hohen-

differenz zwischen den einzelnen Schichten wird mit
Ahy = hyir — by (20)

bezeichnet. Hier ist j immer die untere Schichtgrenze. Diese Abstédnde werden trotz ihrer
GroBe in Metern (m) bestimmt, da sie Einfluss auf die spektrale Strahlendichte haben
und diese pro Quadratmeter gemessen wird. Die Variable p; steht fir den Druck, 7} die
Temperatur und c,; das Volumenmischungsverhaltnis der Gase. Wenn diese Annahmen

auf Formel (7) angewendet wird, kann eine Formel fiir die einzelnen Hoéhenschichten h;



gefunden werden:
Ly(hy) = €™ L () + (1 — e udh) B, (1), (21)

In Formel (21) ist L,(h;) die resultierende und L, (h;41) die einfallende Strahlendichte.
Der Einfluss des Absorptionskoeffizienten kann mittels der Extremwerte erklart werden.
Fir k,; = 0 gilt in Formel (21):

Ly(hy) = € Lo(hj11) + [1 = "] Bo(T}) (22)

Das heifit, dass fiir ein transparentes Medium die resultierende Strahlendichte gleich die
einfallenden Strahlendichte ist. Es wird also keine Strahlung absorbiert.
Fiir ein sehr undurchlissiges Medium ist Ahj;k,; > 1. Aus der Formel folgt, dass die

resultierende Strahlendichte gleich der in der Schicht emittierten Strahlendichte ist, also:

Ly(hy) = By(T5)- (23)

Die Sensitivitatsfunktion gibt an, wie sehr die Temperatur und das Volumenmischver-
héltnis auf die spektrale Strahlendichte wirken. Hier wird diese Funktion nur diskretisiert
betrachtet.

Der Beitrag der j-ten Hohenschicht zu der spektralen Strahlendichte L,(hp) ist in dieser
Betrachtung gekennzeichnet mit L,(hp);. Daraus folgt, dass die gesamte Strahlendichte
durch

Ly(hg) =) Ly(hp); (24)
J
bestimmt werden kann.

Die Sensitivitdtsfunktion gibt an, wie weit die marginale Anderung der spektralen Strahlen-
dichte anhand der marginalen Anderung der j-ten Héhenschicht gemessen werden kann.

Daraus folgt:

5Lv(hB)j _ 6Lv(hB)

(51[']' 51’j

(Syx); o . (25)
Die Sensitivitatsfunktion kann die Abhangigkeit fiir die Temperatur oder die Volu-
menmischungsverhaltnisse angegeben werden, also fir z; = T oder x; = ¢,;. Fir das
restliche Kapitel werden alle Formeln mit z; = 7} hergeleitet. Diese gelten alle auch fiir

das Volumenmischungsverhéltnis der Gase.

Zur Berechnung der Sensitivitatsfunktion wird die Atmosphére in drei Schichten geteilt.

Die spektrale Strahlendichte ergibt sich aus der Summe der einzelnen Strahlendichten der
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Figure 3: Die Abbildung zeigt die Einteilung der Atmosphére in drei Schichten. Fiir jede
Schicht ist die Strahlungsdichte angegeben.

Schichten. Die Veranderung der spektralen Strahlendichte iiber die Schichten wird in dem
Modell aufgezeigt. Hierbei muss die Strahlendichte der oberen beiden Schichten (1)
und (2) um den Faktor der optischen Dicke geddmpft werden:

Ly(hg) = (1) +(2) + (3) (26)

Ly(hp) = e 7RI L (hyyy) (27)
+ e hhs) / Y k() Bo(T())e 05 diy
B v v

hp ,
+/ k'z)(h/)Bv(T(h/))e_T(hB,h )dh/
h;
In dem Modell wird eine beliebige Hohenschicht 7 so diinn gewéahlt, dass von kon-

stanten Absorptionskoeffizienten und konstanter Temperatur ausgegangen werden kann.

Daraus ergibt sich fiir die gesamte spektrale Strahlendichte mit Hilfe von Formel

Ly(hp) = e77 o) emhaB Ly (hy ) (28)

_l_e—T(hB,hj)[l _ ekvjAhj]BU(j—jj)

h i
[ ()BT (W) an

h;

11



Aus folgt, dass zum Bilden der Sensitivitdtsfunktion die partiellen Ableitungen der
spektralen Strahlendichte bendtigt werden. Da die Planck-Funktion und die Absorption
von der Temperatur abhédngen, muss die Kettenregel fiir das Ableiten eingehalten werden.
Zunachst wird die spektrale Strahlendichte nach der Planck-Funktion abgeleitet, um diese

Ableitung spéter einzusetzen:

0L, (hp) ) —ky; Ah;

N P T, )1 V] 2

SB,(T;) ~ © [1=e ] (29)
Da die Schicht j diinn gewahlt wurde, kann die Ableitung durch folgende Approximation

abschétzt werden:

dL,(hg) _ .
AN ~ Ahkv 7(hg,h;j) 30
3B, (T;) jRvj€ (30)
Da die Absorption der spektralen Strahlendichte von der Temperatur der Luftschicht
abhangt, wird 25 als Vorarbeit auch nach k,; abgeleitet:

5L’U<h'B)

6kvj _ 6—Tv(hB,hj)(_kvj)e—kvjAhj Lv(hj+1) + e—TU(hB,hj)(k,vj)ekvjAhj Bv (Tv]) (31)

Wenn in der Formel 31 die Transmission durch die optische Dicke ausgeklammert wird und
die Ableitung analog zu der Planck-Funktion approximiert wird, folgt fiir die Ableitung:

5Lv(hB)

0 = Alye ™ (B(T)) — Ly(hy) (32)
vj

Fiir die Ableitung der Gleichung 25 nach der Temperatur 7; gilt:

0L,(hg)  6L,(hg)0B,(T;) OL,(hg) 0k,

= 33
5T,  oB,(T) oI, | oky oI, (33)
Durch das Einsetzen von 30 und 32 in 33 folgt:
OL,(hp) _ 2 [0B,(T5) 0k,
= Ahje hehs) 2 ey 2(By(Tj) — Ly(hjs1))|- 4
57’!] j€ (ST} kv] + 57}( U( ]) U(h]+1)) (3 )

Die Sensitivitdtsfunktion ist so definiert, dass

. 0By (T)) Oky;
(Sur)y = 7m0 | By 4 S0 5 (15) L,y )
gilt.
Aus der Formel 34, kann somit fiir die Ableitung der spektralen Strahlendichte auf die

12



folgende Gleichung geschlossen werden:

5Lv(hB>

5T, Ah;(Sur) ;- (36)

Das System der Strahlungsiibertragung ist nichtlinear, da die Temperatur in Planck-
Funktion und den Absorptionskoeffizienten eingeht. Diese Annahme gilt analog fiir das

Volumenmischungsverhéltnis der Gase.

Um aus dem inversen Problem der Strahlungsiibertragung ein lineares Gleichungssys-
tem zu bilden, wird die Strahlungstibertragungsgleichung mit Hilfe des Gauf}-Newton-

Verfahrens linearisiert.

Fir das Linearisieren der Strahlungstibertragungsgleichung wird in der Anwendung das
GauB-Newton-Verfahren verwendet.

Hierbei wird analog zu dem vorherigen Kapitel die spektrale Strahlendichte fiir die einzel-
nen Hohenschichten j betrachtet. Fiir jede Schicht j = 0,...,n gilt:

Ly(hp)j = Ly(hp);i(T}, cvj)- (37)

Die Gleichung (37) wird mit Hilfe der Taylor-Entwicklung zu einem linearen System umge-
formt. Zum Anwenden der Taylor-Entwicklung werden zusétzlich die Temperatur und das
Volumenmischungsverhéltnis der Gase geschéitzt. Diese Schéatzungen TJQ und cgj werden
als Anfangsschiatzungen gewahlt. Fir die Linearisierung werden alle Terme hoherer Ord-
nung vernachléssigt. Dies ist moglich, da Terme hoherer Ordnung eine nur marginale

Veranderung bewirken. Mittels der Taylor-Entwicklung ergibt sich:

0L, (hp);

Ly(hp);(T}, coj) = Lo(hp); (T3, ) +
o7

Jo vy

[Ty =17 (38)

0
Tj

+§Lv(hB)j

S|, [ =l + O(T; = Tfewy = ).

v
0

Cvj

13



Durch das Einsetzen der (25) kann die Funktion (38) umgeformt werden:

Lo(hp)i(T}, co) — Lo(hp)i (T3], ¢y;) = Ahj(Sur); 7= T3] + Ahj(Suc, ) e - Coj]

(39)

Um auf die gesuchte linearisierte Darstellung der Strahlungsiiberdeckungsgleichung zu

kommen, wird die Formel (39) tiber alle Héhenschichten j aufsummiert:

Ly(hp);j(Tj, cvj) — Lo(hp); TJO’ 2] Z Ah;(Sor); [T TO ]+ Z Ahj(Sve,); . [cvj — ng]
J J Coj
(40)
Das Ziel dieses Abschnittes ist es ein System
Af=d (41)

zu finden, mit dem die Temperatur innerhalb der Atmosphéare berechnet werden kann.

Um aus der Formel (10) eine lineares Gleichungssystem zu bilden, wird die Strahlendichte

auf ¢ = 1,...,m verschiedene Stiitzstellen aufgeteilt.

In dem Vektor d sind die an den diskreten Stiitzstellen gemessenen Strahlendichten einge-
tragen. Diese werden in diesem Anwendungsfall mit Hilfe von Satelliten gemessen. Fiir

den j-ten Eintrag des Vektors d gilt:

Zur Herleitung der Strahlungsiibertragungsgleichung wurde c,; als Volumenmischverhalt-
nis der Gase verwendet. Die Atmosphére ist aus mehreren Gasen zusammengesetzt.
Deswegen wird fiir das lineare Gleichungssystem durch Punkte angedeutet, dass es sich

um mehrere Gase innerhalb der Luft handelt.

Die Vektoren f werden zunachst als verschiedene Vektoren aufgezeichnet. Die Indizes der
Vektoren f weisen auf den Parameter hin, der innerhalb des Vektors aufgezeichnet ist. Das
heifit, dass beispielsweise fr der Vektor der Temperatur in den einzelnen Hohenschichten
ist. Also ist der j-te Eintrag von fr die Temperatur der j-ten Hohenschicht. Der Vektor
d® beschreibt die Anfangsschitzung fiir die spektrale Strahlendichte.
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Daraus folgt fir die lineare Gleichung (10):
d—d' = Aplfr = frl + AL [fe, = fO] + . (43)

In der Formel (13) sind d°, f{ und f0 die geschitzten Anfangswerte fir das Strahlungs-
dichtespektrum, die Temperatur und die Volumenmischungsverhéltnisprofile, die zu Be-
ginn aufgestellt wurden. Die Matrizen A} und A? sind m x n-Matrizen. Die Dimension
der Matrizen folgt daraus, dass es m Stitzstellen der spektralen Strahlendichte gibt und
die Atmosphére in n Hohenschichten geteilt wird. Die einzelnen Eintridge der Matrizen

folgen aus der Formel (10) fir die Temperatur

0L,(hg);
Afij = 5<TB)j = Ah;(Sy1); (44)
J Ty 79
und fiir die Volumenmischungsverhaltnisse
oL, (h
A(c) i,j ( B)] Ahj(svicv)j (45)
o 56”]' 9. 9.

Die Matrizen A und A? heifen Jakobimatrizen. Wenn die Jakobimatrizen geeignet
zusammengefasst werden und die Vektoren fr und f., untereinandergeschrieben werden,

bleibt das Gleichungssystem

fr f2
d—&uawlﬂv— 2,] (46)

mit

Aus dieser Uberlegung entsteht das folgende lineare Gleichungssystem:
A'f =d—d°+ A°f°. (48)

Mit Hilfe des Linearen Gleichungssystems wird die Strahlungsiibertragungsgleichung gelost.
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Das in dem Kapitel eingefiihrte Verfahren, wird fiir ein vereinfachtes Beispiel angewen-
det. Fiir die Beispielmatrix in diesem Kapitel wurden die Eingabeparameter realitatsnah
gewahlt. Auch die Absorptionsfunktion ist nicht in allen Féllen linear. Diese Annahme
war zur Vereinfachung des Modells gewahlt, da sonst das Wahlen und Losen der Ab-
sorptionsfunktion nicht in den Vordergrund treten und der Fokus weitestgehend auf der

Strahlungsiibertragungsgleichung und ihrer Linearisierung liegen wiirde.

Zunéchst wird die Erdatmosphare in 5 verschiedene Hohenschichten eingeteilt. Zur Vere-

infachung werden 2.5 Kilometer oberhalb der Erdoberfliche betrachtet.
J=1...,5 (49)

Die einzelnen Hohenschichten sind in der folgenden Tabelle festgehalten, hierbei muss

beachtet werden, dass Entfernungen in Metern [m| gemessen werden:

il | An

1|500 | 300

2 | 800 | 400

3| 1200 | 500 (50)
4| 1700 | 300

5 | 2000 | 500

6 | 2500

Mit Hilfe dieser Einteilung wurden die Dicken der Hohenschichten Ah; berechnet. Diese

Rechnung ist beispielsweise fiir die erste Hohenschicht:
Ahy = hy — hy = 800 — 500 = 300. (51)

Fir das Anwendungsbeispiel werden die Volumenmischungsverhéltnisse der Gase nicht
beriicksichtigt. Das heifit, dass alle Werte und Gleichungen nur fiir die Temperatur bes-

timmt werden.

Die spektrale Strahlendichte wird an 4 verschiedenen Stiitzstellen gemessen, also gilt
v=1,...,4.

1 | v; in Mikrometern | v; in Metern

1| 2500 0.0025

2 | 5000 0.005 (52)
3 | 7500 0.0075

4 | 10000 0.01
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Die Frequenz der Strahlen werden in Mikrometer [um| gemessen. Fiir die Berechnung
missen diese Werte auf Meter umgerechnet werden.

Zur Vereinfachung des Modells wird von einer linearen Funktion k,; ausgegangen, sodass

0ky;(Ty)

j
gilt. Das heifit, dass die Absorption linear von einem Faktor K,; abhangt.
Die Funktion der Absorption wird also wie folgt gewahlt:
K, |j=1 j=2 j=3 j=4 j=b
1= 2.65-107% | 2.15-107% | 2.09-107% | 2-1076 1.85-107 (54)
1 1.234-107%1.3-107% |1.45-107%|1.51-107% | 1.68-1076
1= 0.46-107% | 0.87-107%0.9-107% | 1.2-107% | 1.316-107°
1= 1.01-107% | 1.00-107%{9.1-10"" |84-10"" | 7.12-1077

Der i, j-te Eintrag der Matrix K,,; beschreibt die Absorption der Frequenz v; in der
Hohenschicht 7. Mit Hilfe der Matrix kann fiir jede Hohenschicht und jede Frequenz der

Strahlendichte die Funktion £,,; bestimmt werden:

ko (T5) = Koy T (55)

Fir die Berechnung der Sensititvitatsfunktion wird neben den bereits bestimmten Fak-
toren die Berechnung der optischen Dicke benotigt. Diese hangt von der oben bestimmten
Absorption ab. Fir die vier Frequenzbereiche miissen diese Funktionen separat bestimmt
werden.

Die optische Dicke beschreibt die Strahlung, die iiber diese Hohenschicht absorbiert wird.
Dafiir wird im diskretisierten Fall die Summe iiber die Absorption der Hohenschichten
gebildet, in denen es einen homogenisierten Absorptionskoeffizienten gibt. Dieser wird
mit der Dicke der Schicht multipliziert.

Eine beispielsweise Berechnung der optischen Dicke fiir ¢ = 4 und j = 3:

70.0075 (71, h3) = To.0075 (1, ha) + To.0075 (P2 h3) + To.0075(h3; ha)
= Ah1 Ko 00751 + Aho Ko 00752 + Ahs Ko 0753
=300-1.01-107%+400-1.00- 107° + 500 - 9.1- 107"
=1.158-107°

(56)

Fiir die Berechnung der Matrix A muss die optische Dicke fiir jede Hohenschicht und jede

Frequenz der Strahlungsintensitit bestimmt werden. In der folgenden Tabelle sind diese
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Werte zusammengefasst:

Tui(hp, y) | =1 j=2 j=3 j=4 j=5

i = 7.95-107* | 1.655-107% | 2.7-1073 3.3-1073 4.225-1073

i = 3.702-107* | 8.902- 10~ | 1.6152- 1073 | 2.0682-10~% | 2.9082- 1073
i = 1.38-107* | 4.86-10"* [9.36-10"* | 1.296-107* | 1.954-107%

i = 3.03-107* | 7.03-107* | 1.158-107% | 1.41-107* | 1.766-1073

(57)

Fiir das Berechnen von A% miissen die Temperaturen 7° geschétzt werden. Da die Tem-

peraturen fiir das lineare Problem als Vektor benttigt werden, werden sie direkt so notiert:

300
270
= (240] .
200
150

(58)

Hierbei beschreibt die j — te Zeile des Vektors die durchschnittliche Temperatur zwischen
den Punkten h; und h;;. Die Einheit fiir das Modell ist Kelvin. Umgerechnet bedeutet
das, dass fiir f; = 300 die geschatzte Temperatur zwischen der Erdoberfliche und 500 m

oberhalb der Erdoberflaiche 300K also ungefihr 27°C ist.

Fiir die gewahlten Stiitzstellen der Frequenz der Strahlendichte werden folgende spektrale

Strahlendichten geschétzt, die in der Hohe von hs erwartet werden:

V; Lvi (hS)
1=110.0025 | 0.05
1=210.005 |0.02
1=3 1 0.0075 | 0.01
1=410.01 0.008

(59)

Fiir die Berechnung der Sensitivitdtsfunktion werden fiir alle v und geschétzten T]Q die

Planck-Funktion (

) bestimmt. Dafiir wird die Funktion (

2.6.63-10734(3 - 108)2

Bv(Tj) = 6.63-10*344233-108
v? B R iy I |

119.34 - 10716

- 1389»10*2523
o - (evi»Tj<1.38~10* o 1)

18

) zunéchst vereinfacht:

(60)



Wenn beispielsweise die Planck-Funktion fiir j = 1 und v; = 0.005 berechnet werden,

miissen die Werte in die Funktion (60) eingesetzt werden:

119.34- 10716

989.10—25

0.0055 - (eo0s-10-% 135300 — 1) (61)
= 0.395534

BO.005 (300) =

Die Planck-Funktion muss fiir alle geschiatzten Temperaturen und alle Frequenzen bes-

timmt werden:

B,,(T?) TO =300 | 79 =270 | 79 =240 | T9 =200 | T? = 150

vy = 0.0025 | 6.298134 | 5.662251 | 5.026375 | 4.178551 | 3.118809
vy = 0.005 | 0.395534 | 0.355790 | 0.316046 | 0.263055 | 0.196817
vz = 0.0075 | 0.078255 | 0.070405 | 0.062554 | 0.052087 | 0.039002
vy = 0.01 0.024780 | 0.022296 | 0.019812 | 0.016500 | 0.012360

(62)

Fir die Anwendung der Strahlungsiibertragungsgleichung werden die Werte in Formel

(21) eingesetzt. Beispielweise ergibt sich fir j = 3

Ly(hg) = e”*# 80 Ly (hy) + (1 + €722 B, (1) (63)

mit der Planck-Funktion

1.1934 - 10716
B,(Ts) = ———— (64)

U5(ev% —1) .
Diese Funktion gilt fir alle j =1,...,4.

Zum Berechnen der Sensitivitatsfunktion werden einzelne Ableitungen bestimmt. Zunéchst

wird die Funktion B, (7}) allgemein nach 7 abgeleitet:

0B,(T}))  2h® & | s

— —_— v — 1 -1
5, o or, e
2hc? c e h
2hc? he ekt (65)
05 kT2 (gv]?fT —1)2
2h2c3 T

T USkT? (et — 1)2
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Durch das Einsetzen der Konstanten h, ¢ und k in die Formel (65) ergibt sich:

663
€460000T

§B,(T;)  1.72-10718

: : 66
T VT2 (emwonor — 1) (66)

Zusatzlich wird die Ableitung an den geschatzten Temperaturen und zu den gewéhlten

Stiitzstellen bestimmt. Da die Beispielmatrix mit Werten sehr nahe der Erdoberfliche

rechnet, ist die Steigung der Planck-Funktion sehr konstant. Aus der Formel (66) folgt
fiir alle Temperaturen und Frequenzen:
3B, (T} _ _ - - -
o) T0 = 300 T9 = 270 T9 = 240 T9 = 200 TO = 150
vy = 0.0025 | 5.2989 - 107 | 5.2988 - 1077 | 5.2988 - 107" | 5.2987 - 10~7 | 5.2984 - 10~ 7
vy = 0.005 | 6.6237-107% | 6.6237-107® | 6.6237-107% | 6.6237-107% | 6.6236 - 10~®
vy = 0.0075 | 1.9626 - 1078 | 1.9626 - 10~® | 1.9626 - 1078 | 1.9626 - 10~8 | 1.9626 - 10~®
vy = 0.01 8.2797-107% | 8.2797-107% | 8.2797 - 1072 | 8.2797 - 107° | 8.2797 - 107°
(67)

Nach der Berechnung der Werte der Absorption sowie der Planck-Formel und dem Schétzen
der spektralen Strahlendichte am hochsten Punkt und der Temperatur kann die spektrale
Strahlendichte fiir alle Hohenschichten 7 und alle Frequenzen v; berechnet werden. Dazu

wird die Formel (21) verwendet, beispielsweise fiir i = 1 und j = 5:

Looozs(hs) = e Kooz T-dhs . 1 0o (hg) + (1 — e~ Kooos.zs Ts-Ahsy . B o (T)
_ 6_1.85.10—6,150.500 . 0.008 + (1 . 6—1.8510—6-150500) . 3.118809
= 0.4475777

(68)

Wie am Anfang des Kapitels erklért, ergibt sich die spektrale Strahlendichte der Hohen-
schicht 7 aus der Abschwichung der spektralen Strahlendichte der Hohenschicht 7 + 1
zuzlglich der emittierten Strahlung innerhalb der Schicht 5. Wenn die Faktoren aus-
gerechnet werden, kann diese relativ zwischen Emission und Absorption genauer gezeigt

werden:

6_1.85.1045.150.500 = (.870446. <69)

Das heifit, dass die spektrale Strahlendichte der 5-ten Hohenschicht fiir die Frequenz
0.0025 zu iiber neunzig Prozent aus der spektralen Strahlendichte fiir j = 6 besteht.

Analog zu den anderen Werten wird dieser Wert fiir jede Frequenz und jede Hohenschicht

berechnet. Diese Werte haben rekursiv Einfluss auf die Strahlendichte der Schicht unter-

20



halb. Mit Hilfe von Matlab folgt:

Ly, (hy) | j=1 J=2 j=3 j=4 J=5

=1 3.3796861 | 2.5936206 | 1.7915665 | 0.8694746 | 0.4475777
=2 2.3625688 | 1.6034949 | 0.7810904 | 0.4315949 | 0.0673809
1=3 24916106 | 1.6372113 | 0.7868682 | 0.4201033 | 0.0489664
1=4 2.3704115 | 1.6104421 | 0.7815780 | 0.4263898 | 0.0480428

(70)

Fiir die Bildung der Eintrige der Matrix A° wird zusitzlich die Sensitivitatsfunktion
(35) bestimmt. Fir jeden Eintrag der Matrix muss diese Funktion bestimmt werden.

Beispielsweise gilt fir v; = 0.0025 und 7 = 5:
TTJ- " K0.0025,5T5 + K0.0025,5(BO.0025 (T5) - LO.0025(h6)
= ¢ 4225107315 9984 . 1077 - 1.85 - 107 - 150
+1.85-1075(3.118809 — 0.008)]
= —4.9211-107°

(So.00257)5 = o70.0025 (i, hs) [531,(7’]-)

(71)
Aus (35) folgt:

1=1 7.7282-1076 6.5870 - 1076 6.7428 - 1076 6.5966 - 1076 4.9211-1076
1=2 —2.4264-107% | —1.6205-107% | —6.7320- 107 | —2.5395- 1077 | 2.1684 - 10~7
1=3 —1.1100- 1076 | —1.3625-107% | —6.5127 - 1077 | —4.4104 - 1077 | —1.3083 - 108
1=4 —2.3684-107% | —1.5870-107% | —6.9240- 1077 | —3.4382-10~7 | —2.5360 - 108

(72)

Der letzte Schritt zum Bestimmen der Matrix ist das Anwenden von (11):

2.3184-107% 26348 -10"% 3.3714-103%  1.979-1073  2.4605-1073
40— —7.2792-107* —6.4822-10"* —3.366-10"* —7.6185-107° 1.0842-107*
—3.33-107*% —5.4498-10~* —3.2563-10"* —1.3231-10"* —6.5416-107°
—7.1051-107* —6.3481-10"* —3.462-10~* —1.0315-10"* —1.268-107°
(73)

Fir das Aufstellen des Gleichungssystems wird zuerst

A’ fp (74)

21



ausgerechnet. Fir das gegebene Beispiel wurde mit Matlab folgende Matrix berechnet:

2.98093
—0.47315

A9 = 75

Jr —0.35264 (75)

—0.49017

Insgesamt kann durch diese Berechnung ein lineares Gleichungssystem aufgestellt werden:

2.98093 2.3184-107%  2.6348-107%  3.3714-1073 1.979-1073 2.4605- 1073
—0.47315  |=7.2792- 107* —6.4822-107* —3.366-10"* —7.6185-107> 1.0842-107*
—0.35264| | —3.33-107% —54498.10"* —3.2563-107% —1.3231-10"* —6.5416-1075
—0.49017 —7.1051-107% —6.3481-107* —3.462-10~* —1.0315-10"% —1.268-107°

(76)

Das Thema der néchsten Kapitel wird es sein, ein solches Gleichungssystem zu 16sen.

Wenn in der Praxis die Strahlungsiibertragungsgleichung einmal gelost wurde, werden die
zuvor verwendeten geschiatzten Werte tiberarbeitet. Das heiflt, dass mit Hilfe der errech-
neten Ergebnisse die Jakobimatrizen und auch der Vektor b° verbessert werden. Diese
fithren dadurch zu einem besseren linearen Gleichungssystem, welches wieder gelost wird.
In der Anwendung werden hier fiir gewohnlich zwei bis drei Iterationsschritte durchge-
fithrt. Ein geeignetes Abbruchkriterium ist fiir dieses Verfahren noch nicht gefunden

worden.
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4 THEORIE ZUR LOSBARKEIT LINEARER INVERSER
PROBLEME

Wir haben bereits die Beziehung zwischen den gesuchten Bildern f € R™ und den gemesse-

nen Daten d € R™ kennengelernt. Diese ist bei einem linearen inversen Problem
Af+e=d. (77)

Dabei ist A € R™*™ der lineare Operator und e € R™ ein Stoérterm.

Das Ziel ist es, die Inverse von A zu erhalten, um ein Bild f zu finden, dass die gemessenen
Daten d so gut wie moglich rekonstruiert. Da in der Realitdt jedoch haufig ein schlecht
gestelltes inverses Problem vorliegt, in dem beispielsweise die Anzahl der gesuchten Bilder
viel grofer ist als die der Daten, ist es schwierig eine Inverse von A zu finden.

Die Idee der Singularwertzerlegung ist es, den Vorwértsoperator A auf eine komponenten-
weise Skalarmultiplikation zu reduzieren, womit sich die Inverse durch komponentenweise
Skalardivision ergibt.

Im Folgenden wird zunéchst der endlich-dimensionale Fall betrachtet, sodass nur endlich

viele Multiplikationen auftreten.

4.1 DIE KONSTRUKTION EINER LINEAREN TRANSFORMATION

Fiir die Singuldrwertzerlegung einer Matrix A werden die Matrizen ATA € R™" und
AAT € R™™ betrachtet. Diese sind symmetrisch und somit moglicherweise invertier-
bar. Als Vorbereitung wird nun auf die Eigenwerte und Eigenvektoren solcher reellen,
symmetrischen Matrizen eingegangen, bevor dann die Singularwertzerlegung hergeleitet

wird.

4.1.1 Reelle symmetrische Matrizen

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass eine reelle symmetrische Matrix M € R™*™
nur reelle Eigenwerte p; mit den zugehorigen Eigenvektoren u;, ¢ = 1,...m besitzt, die
zu verschiedenen Eigenwerten jeweils orthogonal zueinander sind. Im Folgenden wird
angenommen, dass diese normiert sind und somit eine Orthonormalbasis des R™ bilden.

Das Eigenwertproblem besteht darin, die jeweiligen u; und u; zu finden, sodass

Mu; = u;p; Vi (78)
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erfillt ist. Die Vektoren u;, i = 1,...m konnen als Spaltenvektoren einer zu einer Matrix

U geschrieben werden. Dann lésst sich das Problem in (78) umschreiben als

MU = Ml.ll MUQ Mllm My puolg ... Uy Upy,

M1

M2
=| uy w .. u, ' =UD.

Hm

Dabei ist D € R™ ™ also eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von M auf der

Diagonalen. Somit lautet die Matrixschreibweise von (78)
M =UDU'=UDU". (79)

Da die Matrix U orthonormal ist, das heifit, dass ihre Spaltenvektoren orthonormal
zueinander beztiglich des Standardskalarprodukts sind, ist sie invertierbar und aulerdem
unitér, womit die Gleichheit U™! = UT gilt. Mit Gleichung (79) ldsst sich M schreiben

als .
M =>" wuguy. (80)

k=1
Anhand dieser Darstellung ist der Effekt der Matrix M auf einen Inputvektor x € R™
leicht vorstellbar. Es wird also betrachtet was passiert, wenn x von rechts an die Gleichung
(20) multipliziert wird. Da die Eigenvektoren u; eine Orthonormalbasis des R™ bilden
lisst sich x entlang dieser zerlegen. Die Grofie uf x gibt an, wie viel von dem Eigenvektor
uy in x enthalten ist. Wird dieser Wert mit den jeweiligen Eigenwerten g, multipliziert,
so ergibt sich der Wert, der angibt, wie viel von den Eigenvektoren u; in dem Produkt
Mx enthalten ist. Dieser Vorgang wird in Figure (1) deutlich, in der nur zwei der m

orthogonalen Eigenvektoren betrachtet werden.

- o\\\\ /// Rm *\\
uy us TN
N \
X M |
/;‘ u; | —_— ‘ \ u |
¢ e | W\ -
- t H2uy X P
u, X T A\ g u'x
2 u;x . pHiag

Figure 4: Effekt einer reellen symmetrischen Matrix M auf einen Inputvektor x.
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Nach dieser Vorbereitung wird nun die rechteckige reelle Matrix A € R™*" betrachtet.
Im Folgenden werden aufierdem die reellen symmetrischen Matrizen ATA € R™" und
AAT € R™™ benotigt. Nach vorherigen Uberlegungen besitzen diese die reellen Eigen-
werte \; bzw. pu;, und Eigenvektoren v;, ¢+ = 1,...n bzw. ug, k = 1,...,m, die eine
Orthonormalbasis des R™ bzw. R™ bilden.

Es gilt nun zu zeigen, dass der Vektor Av; ein Eigenvektor von AT A zu dem Eigenwert

Gleichung (81) beweist diese Annahme. Die Normalisierung dieses Vektors fithrt dazu,
dass
Av;
: (82)
[ Avi]

einer der {ug}g—1._m ist. Da diese Uberlegungen auch fiir die Eigenvektoren von AT A

gelten folgt, dass die Eigenwerte von AT A, die ungleich null sind, auch Eigenwerte von
AAT sein miissen. Sortiert man sie der Gréfie nach ergibt sich also A\; = g, ..., A\, = piy

und alle weiteren Eigenwerte sind Null. Fiir die Eigenvektoren gilt die Darstellung

AVk d ATVk
una Vg = ————
[Avi| [ AT u|

fir k =1,...,7. Dabei bezeichnet r den Rang der Matrix A.
Es lasst sich zeigen, dass die Norm von Avy gerade die Wurzel des Eigenwertes A, ist,

denn

1AV = \/(AVD)(Avi) = VE(AT A)ve = /A =: o4 (84)

Dabei wurde zum einen verwendet, dass v, ein Eigenvektor von A7 A ist und die Normierung
der Vektoren vy, sodass vivy = 1 gilt. Da das Gleiche ebenfalls fiir die Norm von ATy,

gilt und A\, = py fur alle £ = 1,..., 7 ist, lassen sich die Gleichungen in (33) umformen zu

orUug kzl,...,r
14V1C == (85)
0 k=r+1,...n

opvy k=1,...,r

0 k:r—i—l,...,m'
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Aus (85) und der Orthonormalitdt von {vy}r—1, , ergibt sich die folgende Schreibweise
fur A:

A= Z akukvf. (87)

k=1

Die orthonormalen Vektoren {vy }r—1 ., werden Rechts-Singuldrvektoren und die {uy }r—1...

Links-Singuldrvektoren genannt. Die Skalare {oy }r—1__,» werden als die Singuldrwerte der
Matrix A bezeichnet. Analoges gilt fiir A7, was jedoch im Folgenden nicht weiter betra-
chtet wird.

Sei nun U eine orthogonale m x m Matrix mit {ug}x—1__m als Spaltenvektoren und V'
eine orthogonale n x n Matrix mit {vy}x=1 ., als Spaltenvektoren. Auflerdem sei S eine
Matrix der Grofle m x n, die auf den ersten r Eintragen ihrer Diagonale die Singularwerte

und sonst Nullen besitzt. Dann lésst sich die Darstellung von A in (87) schreiben als

01
Vi
02
Vo
A= vy w .. u,

Vn

Durch nachrechnen ist leicht erkennbar, dass dieser Ausdruck gerade die Summe aus
Gleichung (87) darstellt. Fir A gilt also

A=USVT (88)

Diese Darstellung nennt sich Singuldrwertzerlegung.

Wie in dem vorherigen Abschnitt ist der Effekt der Matrix A auf einen Inputvektor f € R”
leicht vorstellbar. Anders als bei einer reellen symmetrischen Matrix bildet A den Vektor
f jedoch in einen anderen Vektorraum ab. Demnach wird f wie auch zuvor entlang der
Rechts-Singularvektoren vy, welche die orthonormalen Basisvektoren des R™ darstellen,
zerlegt und der Wert v f gibt an, wie viel von dem Vektor v;, in f enthalten ist. Dieser
wird dann mit dem Singuldrwert o, multipliziert wodurch der Wert entsteht, der angibt
wie viel von den Links-Singuldrvektoren ug, die orthonormalen Basisvektoren des R™,
in dem Produkt Af enthalten ist. Somit wird die Matrixmultiplikation auf r einfache
unabhéngige Multiplikationen reduziert. Dieses Vorgehen ist schematisch in Figure (9)
zu sehen. Auch hier werden nur zwei der n bzw. m Basisvektoren aufgefiihrt.

Die Geometrie von linearen Transformationen mittels der Matrix A ist wichtig fir die
nachsten Kapitel. Der R™ wird durch die Vektoren uy, ..., u,, aufgespannt. Anhand der
Gleichungen (85) und (86) wird deutlich, dass dies genau die direkte Summe des Bildraums
von A und dem Kern von AT ist. Das Gleiche ergibt sich fiir R", welcher die Summe aus

dem Bild von AT und dem Kern von A darstellt. Diese Uberlegung wird in Figure (6)
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Figure 5: Effekt der Singuldrwertzerlegung einer rechteckigen Matrix A auf einen Vektor
f.

verdeutlicht. Darin ist der R™ in die zwei oben genannten Unterraume aufgeteilt. Da
bei der Visualisierung hochstens zwei Dimensionen aufgezeigt werden kénnen, werden die
beiden Unterraume jeweils als Vektoren gezeichnet, die senkrecht zueinander stehen, da
{uy}k=1,.m's eine Orthonormalbasis bildet. Somit kann also jeder Vektor aus dem R" als
Summe von Vektoren aus dem Bildraum von A und dem Kern von AT dargestellt werden.

Analoges gilt fiir R™.

/ v \\\ /,/ /{“r+17 R mv U} \

/ A TV \\
// Vrttsoos v} \ / kern(A ) \
AN | A “‘," /‘/ \
‘\ kern(A)\ image (AT> | ’/ﬁ |
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\ o v ,vr/}/ \ . image (A)

e T

Figure 6: Geometrie einer linearen Transformation A mit dem Rang r.

Nach der Herleitung der Singuldrwertzerlegung stellt sich die Frage inwiefern diese zum
Lésen von linearen Gleichungssystemen (LGS) dient. Dies wird im Laufe dieses Kapitels
deutlich.

In Kapitel 1 wurden schlecht gestellte Probleme vorgestellt. Nach Gleichung (77) ist das
Problem fiir m # n von vornherein schlecht gestellt, da die Matrix A rechteckig ist und
das LGS somit iiber- bzw. unterbestimmt ist, wodurch die Existenz bzw. Eindeutigkeit
verletzt wird. AuBerdem ist A nicht invertierbar, wodurch das Problem A~'f = d nicht
direkt gelost werden kann.

Die folgenden Unterkapitel unterscheiden den Fall des tiber- und unterbestimmten LGS.
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Ein Ziel der linearen inversen Probleme ist es ein eindeutiges Bild f zu finden, welches
die gemessenen Daten am besten beschreibt. In dem Fall der model fitting problems ist
dies moglich. Hierbei ist die Anzahl der gesuchten Bilder klein im Vergleich zu den
vorhandenen Daten. Als Beispiel dafiir dient die lineare Regression. Dabei wird bei
einer gegebenen Punktwolke von Daten in einem zweidimensionalen Koordinatensystem
eine Gerade gesucht, die die Daten bestmoglich beschreibt. Die Anzahl der Daten sei m
und die Datensammlung {(z;,v;)}™,. Die gesuchten Bilder sind in diesem Beispiel die
Steigung und der Achsenabschnitt der Geraden. Somit ist die Dimension des Bildvektors
zwei und die des Datenvektors m und 2 < m. In Vektorschreibweise lasst sich dieses

Problem darstellen als

Y1 1
1 =z
BT (). (89)
. . . fl
——
Ym | - f
d A

Dieses Problem ist stark tiberbestimmt. Um eine eindeutige Losung zu finden, muss der
Rang der Matrix A gleich der Dimension des Bildraumes und somit gleich 2 sein. Daraus
folgt, dass das Bild von A ein zweidimensionaler Unterraum des R™ ist. Da im Normalfall
nicht alle Daten auf einer Geraden liegen, kénnen nicht alle d mittels Af beschrieben

werden.

Da fiir das schlecht gestellte Problem (89) keine Losung fiir alle moglichen Resultate ex-
istiert, wird ein Ersatzproblem betrachtet. Dieses sucht nach einer Losung f’, die die Abwe-
ichung von Af zu d beziiglich der euklidischen Norm minimiert. Das Minimierungsproblem
lautet also

min = ||d — Af||%. (90)

feRn

Der Vektor d lasst sich mittels der Orthonormalbasis {uy}x=1,. ., schreiben als

.....

d= i uy(uid). (91)
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Setzt man dies und die Singuldrwertzerlegung von A in (87) in das Problem (90) ein und

quadriert die Norm, so ergibt sich
Id — Afl* = | Z u(uyd) — Z o (vi )|

_||Zukuk —op(Vif)) + Z uy(uid)|?

k=r+1

_Z|uk vi )P + Z uidf.
k=r+1
Die letzte Gleichheit gilt mit dem Satz von Pythagoras und mit der Eigenschaft, dass die
{ur}x=1,. m orthonormal sind.
Um dieses Minimierungsproblem zu lésen wird nun lediglich der erste Summand betra-
chtet, da der zweite unabhangig von f ist. Es ist leicht zu erkennen, dass der erste Term

das Minimum Null besitzt und somit ein fgewéihlt werden muss, welches
T
F=C k—12 .. (92)

erfiillt.

Wie schon erwdahnt besitzen model fitting problems genau dann eine eindeutige Losung,
wenn der Rang der Matrix A gleich der Dimension des Bildraumes ist, also » = n. An-
sonsten wéren die Bilder untereinander abhangig und es gédbe unendlich viele Losungen,
was im néchsten Kapitel genauer untersucht wird. Unter diesen Annahmen ergibt sich

also flir model fitting problems die eindeutige Losung

f= znj znj ( d) (an 1vku£> d. (93)
k=1 k=1 Ok i—1 Ok
Der Vorgang wird in Figure (7) verdeutlicht. Hierbei kann der Bildraum komplett angegeben
werden, da dieser dem R? entspricht. Auf Grund der Gleichung (92) werden die Kom-
ponenten von f mit dem Faktor # entlang der jeweiligen vy zerlegt. Das Bild von A
wird hingegen als Teilmenge des ]R"If‘ als Gerade abgebildet ebenso wie der Kern von A7,
der als Gerade senkrecht zu dem Bild von A steht und die restlichen m — 2 Dimensionen
darstellt. Wie wir wissen liegt der Vektor d im Normalfall nicht genau auf dem Bild von
A. Deswegen ist er in der Abbildung als Punkt mit dem Abstand 7, von Af dargestellt.
Dieser Abstand wurde hinsichtlich der Methode der kleinsten Fehlerquadrate unter der
Wahl von f versucht zu minimieren.
Eine weitere interessante Uberlegung ist es, nicht nur f als Losung zuzulassen, das den

Abstand von Af zu d beztglich der euklidischen Norm minimiert, sondern all die Bilder,

die einen Abstand von ar,,;, einhalten. Dadurch ergibt sich die folgende Menge F', die
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alle f enthélt, die dieses Kriterium erfiillen
F={f:]d— Af|> < ar2, }. (94)

Es lasst sich zeigen, dass diese f € F' innerhalb einer Ellipse mit dem Mittelpunkt f’liegen,

die in Figure (7) zu sehen ist. Dies wird in dieser Ausarbeitung nicht weiter behandelt.

fi | R™

\ ) /" kern(A)/

Tmin s/ d \

\ ¥ W 4 " .
K1 > QTrmin

. I

- fo \ &/

- /

image (A)

Figure 7: Geometrie eines model fitting problems.

In model fitting problems ist die Anzahl der gesuchten Bilder klein im Vergleich zu der
Anzahl der vorhandenen Daten. In der Realitdt ist das jedoch selten der Fall, da Bilder
oft Funktionen von stetigen Variablen sind, wie beispielsweise der Zeit. Somit ist die
Dimension der Bilder unendlich gro8 und die der gemessenen Daten nur endlich. Ein
Beispiel dazu ist es eine Parabel zu zwei gegeben Datenpunkten zu finden. Dafiir gibt es
unendlich viele Moglichkeiten. Solche Probleme, in den die Anzahl der Bilder grofer ist
als die der Daten, nennen sich indirect imaging problems.

Da in diesen Problemen m < n gilt, kann der Rang der Matrix A hochsten m sein
wodurch ein unterbestimmtes LGS vorliegt. Aus diesem Grund sind die Parameter in
diesem Modell abhédngig voneinander und somit ist der Kern von A der Spann von den

Vektoren v, 1, ..., v,,, die ungleich null sind, sodass
A(CT+1VT+1 + ...+ CnVn) = O (95)

fir beliebige ¢,41, ..., ¢, gilt.

Unter Verwendung der Methode der kleinsten Fehlerquadrate zusammen mit der Singulér-
wertzerlegung wurde im letzten Kapitel die eindeutige Losung ffirr =n hergeleitet.
Da nun r < n gilt, sind die Projektionen von f lediglich durch die ersten r Rechts-

Singulérvektoren vy, ..., v, bestimmt. Die Singularwertzerlegung ist quasi blind beziiglich
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der restlichen n — r Eintrige von f. Mit dieser Uberlegung und mit (95) ergibt sich als

Losung fur das Problem (90)
R r Td
f— Z Vi <uk ) + Cri1Vig1s ooy CaVin (96)

fir jede Wahl von ¢,.q,...,¢,. All diese f'passen zu dem Datenvektor d. Somit ist die
Eindeutigkeit fiir ein gut gestelltes lineares inverses Problem verletzt.

Dieser Vorgang ist in Figure (8) zu sehen. Darin wurde zusétzlich angenommen, dass der
Rang der Matrix kleiner der Dimension des Datenvektors d ist, wodurch dieser auflerhalb
des Bildes von A liegt. Der Punkt y gibt das Bild von A an, das den geringsten Abstand zu
d beziiglich der Lo-Norm hat. Es hat sich gezeigt, dass es zu einem gegeben Datenvektor
eine unendlich grofle Anzahl von f gibt, welche sich lediglich entlang der Vektoren des
Kerns von A unterscheiden. Dadurch ergibt sich, dass alle moglichen Bilder f fir die gilt
Af = y auf einer Geraden S liegen, die parallel zu dem Kern von A verlauft. Wird nun
wieder die Unsicherheit in d generiert, so entsteht eine Menge F' mit zuléssigen Losungen

fiir f. Diese ist in der Abbildung als Band um die Gerade S zu erkennen.

kern(Al)

Figure 8: Geometrie eines linearen inversen Problems im Allgemeinen.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass fiir ein lineares inverses Problem genau dann eine
eindeutige Losung existiert wenn m = n = r gilt. Damit ist die Matrix A quadratisch
und invertierbar was in der Realitit so gut wie nie auftritt.

Eine weiteres Szenario ist, dass der Rang von A kleiner als die Dimension des Datenvektors
ist. Damit liegt d nicht in dem Bild von A, sodass keine Losung existiert. Mittels der
Methode der kleinsten Fehlerquadrate wird dann ein f gesucht, welches den Abstand von

Af zu d minimiert. Diese Losung fiir f ist eindeutig, wenn r = n gilt. Ist der Rang von
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A jedoch Kkleiner als die Dimension der Bilder, so gibt es unendlich viele Losungen. In
diesem Fall muss ein f gefunden werden, welches die beste Rekonstruktion liefert. Dies
geschieht unter bestimmten Kriterien fiir Optimalitat. Diese Vorgehensweise nennt sich

Regularisierung und wird im nachsten Kapitel ausfithrlich besprochen.

Ein Beispiel fir eine lineare Regression, die ein model fitting problem darstellt, ist Folgen-
des. Es stellt sich die Frage wie grof3 die Korrelation zwischen der Grofle eines Kindes
und seinem Gewicht ist. Dazu wird ein Querschnittsmodell betrachtet, welches die Grofie

und das Gewicht in einen linearen Zusammenhang stellt:
gewicht = fo + f1 % groesse (97)

Die Daten stammen aus Lewis T. und Taylor L.R. (1967) und handeln von 237 Kindern.
Der Datenvektor d aus 77 entspricht hier dem Vektor gewicht und ist aus R*"” und die
Matrix A besteht aus einem Spaltenvektor, der nur Einsen enthélt und einem Spaltenvek-
tor der dem Vektor groesse entspricht, sie ist also aus R*7*2. Somit ist die Dimension
des Datenraums m = 237 und die des Bildraums n = 2. Die Beobachtungen sind in
Figure (9 (a)) zu sehen. Die Gréfe der Kinder ist auf der x-Achse abgetragen und in Zoll
gemessen (1 Inch= 2,54 ¢cm) und das Gewicht stellt die Funktionswerte auf der y-Achse
dar, gemessen in engl. Pfund (1 pound = 0,45kg). Es ist ein linearer Zusammenhang

zu erkennen. Nun wird der Achsenabschnitt und die Steigung einer Regressionsgerade

gesucht, welche die Daten am Besten beschreibt. Dieses gesuchte f= ]il ) kann nach
2
Formel (93) mit der einfachen Summe
f=(—xvixu + —voxuy)xd (98)

01 02

berechnet werden.

Fiir die Ermittlung der Parameter auf der rechten Seite wird die Singularwertzerlegung von
A benotigt. Die Berechnungen erfolgen mittels Matlab. Es ergibt sich fiir den Achsenab-
schnitt fo der Wert —132, 99 und die Steigung fl betragt 3,82. Die Werte sind eindeutig,
da der Rang der Matrix gleich 2 ist. Demnach beeinflusst ein einprozentiger Anstieg der
GroBe einen Anstieg des Gewichts um 3,82%. Die Regressionsgerade ist in Figure (9 (b))
zu sehen. Dieses Beispiel unterstreicht den Aspekt, dass die Datenpunkte in der Real-
itdt selten auf einer Geraden liegen und es somit keine Gerade existieren kann, die den
Zusammenhang derartiger Groflen beschreibt und auf der jeder gemessene Punkt liegt.
Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate ermoglicht jedoch zusammen mit der Singular-
wertzerlegung eine gute Annéherung und hilft somit Aussagen tiber die Korrelation der

Groflen in der Gesamtheit zu treffen.

32



180 T T T T 180

160 160 |
140 = Fam > 1 140

120 el Wt . 120 t

100 100

N | ol
I 60
40 = 7 5 L 40 < 7 > L
50 55 60 65 70 75 50 55 60 65 70
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Figure 9: Regression des Gewichts in Abhéngigkeit der Grofe.

Wir haben in Kapitel bereits gesehen, dass das lineare inverse Problem unendlich
viele Losungen haben kann. Dies ist der Fall, wenn der Rang der Matrix A kleiner als die
Dimension der Bilder ist. Dann benoétigen wir zusétzliche Informationen, um die beste
Losung f aus einer Menge moglicher Losungen auszuwahlen. Dazu fiihren wir zusatzlich
zu dem bereits in Kapitel 1.2 behandelten quadratischen Fehler C(f) = ||d — Af||* eine
weitere Funktion Q(f) ein, die die Zu- bezichungsweise Abneigung zu einer bestimmten
Rekonstruktion aus unserer Menge von Losungen représentieren soll. Wir bezeichnen Q( f)
als Solution Seminorm und werden zunéchst Beispiele zur Wahl von Q( f) kennenlernen.

Ein erstes Beispiel hierfiir ist

Qf) = I1£11%,

falls die Norm der Losung moglichst klein gehalten werden soll. Wenn f moglichst nah

an einer vorgegebenen Losung f*°, auch default Losung genannt, liegen soll, wihlen wir
QUf) = IIf = f=I”

Die default Losung konnen wir beispielsweise mit Hilfe von bereits bekannten Informa-
tionen aus der Vergangenheit erhalten. Das dritte Beispiel zur Wahl von Q(f) ist eine

Verallgemeinerung des zweiten Beispiels, sodass wir

Q) =L = [P = (f = £V LTL(f = f) (99)
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erhalten. Dabei ist L eine Matrix der Dimension p x n, wobei p < n. Der lineare Operator

L kann zum Beispiel zur Approximation der ersten Ableitung in der Form

gewdhlt werden. Oft ist L jedoch als Einheitsmatrix definiert, dies fithrt wieder zu un-
serem zweiten Beispiel fiir die Wahl von Q(f).

Insgesamt suchen wir eine Losung f, die sowohl den quadratischen Fehler C(f) min-
imiert, als auch eine weitere Optimalitatsbedingung, die von §(f) reprisentiert wird,
erfiilllt. Die beiden Funktionen C(f) und Q(f) besitzen jedoch oft widerspriichliche An-
forderungen, die ausgeglichen werden miissen. Dieser Ausgleich findet mit Hilfe von Reg-
ularisierungsmethoden statt. Wir werden im Folgenden auf zwei verschiedene Regular-

isierungsmethoden eingehen.

Die Tikhonov Regularisierung, benannt nach dem russischen Mathematiker Andrey
Nikolayevich Tikhonov, ist eine der bekanntesten Regularisierungsmethoden.

Hierbei wird zur Wahl der Losung f eine gewichtete Summe aus dem Datenfehler C(f)
und der Solution Seminorm Q(f), die wir wie in (99) wéahlen, gebildet. Die Losung wird
so gewéahlt, dass sowohl der Datenfehler klein gehalten als auch ein moderater Wert der

Solution Seminorm erzeugt wird. Damit erhalten wir eine Familie von Losungen
= argmin{N||L(f — [P + |ld — AfI[*}, (100)

wobei der gewichtende Faktor A als Regularisierungsparameter bezeichnet wird. Der
Regularisierungsparameter gibt den Umfang der Regularisierung an. Wahlen wir den
Wert von A sehr grof, so wird C'(f) unbedeutend, wir ignorieren den Datenfehler und
minimieren die Solution Seminorm. Andererseits erhalten wir bei der Wahl von A = 0

den Fall der kleinsten Fehlerquadrate.

Bei diesem Verfahren konnen wir die formale Losung leicht finden. Wir stellen die

gewichtet Summe mit Hilfe von Matrix Vektor Produkten in folgender Form dar

fr= argmin{\*(f — f<)"LTL(f = f*) + (d = Af)"(d = Af)}.
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Nun bilden wir die partiellen Ableitungen fiir £k = 1,...,n und setzen diese gleich Null

aafk(Az(f_foo)TLTL(f—foo)—|—(d_Af)T(d_Af)) _0.

Unter Verwendung der Produktregel erhalten wir die Gleichung
QNPLTL(f — ) —2AT(d — Af) =0,
die wir ausmultiplizieren und zu
(NLTL+ ATA)f = NXLTLf>~ + ATd (101)

umstellen konnen.

Das Problem reduziert sich damit auf das Losen eines Gleichungssystems mit einer reellen
und symmetrischen Matrix. Da das Gleichungssystem bei einer grofien Menge an Daten
sehr grof} sein kann, werden wir in Kapitel mogliche Verfahren zur Losung grofler

Gleichungssysteme kennenlernen.

Die abgebrochene Singularwertzerlegung, im Folgenden kurz als TSVD (truncated sin-
gular value decomposition) bezeichnet, ist die zweite Regularisierungsmethode, die wir
untersuchen werden. Sie beruht auf der Singuldrwertzerlegung der Matrix A. Deswegen
nehmen wir, wie in den vorherigen Kapiteln, an, dass A eine Singularwertzerlegung der

Form

'
A= Z opuf vy

=1
besitzt. Die TSVD basiert darauf, dass fiir grofie Singulédrwerte von A die Komponenten
der Rekonstruktion f entlang der entsprechenden Singuldrvektoren gut von den Daten
bestimmt sind. Es muss also zunéchst festgelegt werden, welche Singulédrwerte von A als
signifikant gelten. Dazu wahlen wir eine ganze Zahl k < n, die als Grenzen zwischen
signifikanten und nicht signifikanten Singuldrwerten fungiert. Bei dieser Methode ist &
der Regularisierungsparameter.

Fiir die signifikanten Singularwerte, das heifit fiir [ = 1, ..., k, konnen wir mit Hilfe der

Singulédrwertzerlegung von A, wie bereits in Kapitel gesehen, den Losungsvektor f
wie folgt bestimmen
T N Ule
of f =45
o]

Die Komponenten des Losungsvektors entlang der restlichen Singuldrvektoren {v;} mit
[l =k+1,...,n wahlen wir anschlieBend so, dass die Losung f die Solution Seminorm §2( f)

minimiert.
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Um nun die Losung f in oben beschriebener Form zu konstruieren, betrachten wir zunéachst

die Matrix Vi, mit den Spalten {v};—gy1.. . Fir die Spalten dieser n x (n — k) Matrix

.....

gilt

Span{vk-i-la Vg4-25 -y Un} = Kern(A)

Sei f” die Rekonstruktion, die entlang der signifikanten Singularvektoren verlauft. Wie

bei dem model fitting Problem erhalten wir mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrate

Fould

Diese Rekonstruktion besitzt keine Projektion in den Kern von A, sodass wir Informatio-
nen aus den Daten erhalten und die Losung gut von diesen bestimmt ist.
Die vollstdndige gesuchte Rekonstruktion f aus dem n-dimensionalen Bildraum ergibt

sich allgemein als Summe von f’ und einer Linearkombination der Spalten von Vj, sodass

f=r+ i cu = '+ Ve, (102)

I=k+1
wobei ¢ ein (n — k)-elementiger Vektor ist, der die Komponenten ¢; enthélt.

Wir wollen nun die Losung explizit bestimmen, dazu wéahlen wir die Komponenten k +

1,...,n so, dass Q(f) minimal wird. Es gilt

IL(f = )P

|L(f + Vie = )7
IL(f = ) + (LVi)e]|*.

Q(f)

Dieser Ausdruck wird minimal, wenn er den Wert Null annimmt. Zur Bestimmung des
Minimums verwenden wir die Moore Penrose Inverse BT = (BT B)~!BT einer beliebigen
Matrix B. Es gilt

-1
(LVi)(LVR)T = (LVi)(LVR) " (EW)T) (L) = 1.
Damit ist der Vektor ¢, der den Ausdruck €( f) minimiert, gegeben durch
c=—(LVi)'L(f' = ),

Durch Einsetzen von ¢ in (102) erhalten wir den expliziten Ausdruck der Losung:

=1 —Vi(LVR)TL(f' — ).
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Wir haben bereits gesehen, dass bei den beiden betrachteten Regularisierungsmethoden
die Regularisierungsparameter A beziehungsweise k verwendet werden. Allgemein gibt
es in jedem Regularisierungsschema einen solchen Parameter, das heifit eine Grofle, die
angepasst werden kann, um den Grad der Regularisierung zu dndern. Auf der einen Seite
der Spanne, in der der Regularisierungsparameter gewahlt werden kann, wird die Losung
glatter und liegt ndher an der default Losung und auf der anderen Seite der Spanne wird
die Losung hauptsichlich durch die Anforderungen der Datenfehler-Funktion bestimmt.
Im letzteren Fall ist die Losung sehr anfillig fiir weifles Rauschen aus den Daten.

Wir werden in diesem Abschnitt auf die Filter Faktoren der Tikhonov Regularisierung
und der TSVD eingehen. Danach werden wir eine Moglichkeit zur Bestimmung des Reg-

ularisierungsparameters kennenlernen.

Wir untersuchen im Folgendem den Fall, dass L die Einheitsmatrix [ ist. Damit reduziert

sich das Gleichungssystem (101) zu
(NI + ATA)f = N2>+ ATd.

Wir formen als erstes die linke Seite um. Unter Verwendung von fl = vl f und der

Singulidrwertzerlegung A = >°7_, oy}, folgt
NI+ ATA) f =22 fro+ > o2 fiu
=1 =1

=N N+ o)) fr+ 2 Y fu (103)
=1

l=r+1

Hierbei haben wir auflerdem ausgenutzt, dass v; fiir [ = 1,...,n eine Orthonormalbasis
bildet und somit I = >7;", vlvlT gilt.
Als néchstes betrachten wir die rechte Seite des Gleichungssystems. Wir definieren f> :=

vf £ und d; := u!'d und erhalten damit
/\2fOO + ATd = /\2 Z floovl + Z O'Zdﬂ)l
=1 =1

— Z [Vf["’ + o} (Zi)] v+ A zn: v (104)
=1

I=r+1
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Durch Gleichsetzen von (103) und (101) lasst sich eine Lésung fiir alle Werte von A

bestimmten. Diese Losung hat folgende Form

A2 0 ‘Tl2 d; L] —
J,le_ Wo_lgfl +Wa? ;l .l—l,...,?‘
Vi l=r+1,..,n.

Die regularisierte Losung ist entlang der Vektoren vy, ..., v,, zu denen die Daten uns Infor-
mationen geben, eine gewichtete Linearkombination aus f° und dem Datenkoeffizienten
4 Im Fall der Tikhonov Regularisierung sind die Filter Faktoren als #sz definiert.
Wir kénnen gut erkennen, dass bei kleineren Singularwerten o; auch die Gewichtung des
Datenkoeffizientens und damit der Einfluss der Daten auf die Losung kleiner wird. Aufler-
dem verringert sich bei groflen Singularwerten o; der Effekt von A\ auf die Losung. In die
Richtungen v,1, ..., v,, das heifft im Kern von A, setzen wir fi = 1. Dies erweist sich

als sinnvoll, da die Daten uns keine Informationen tber diese Aspekte des Bildes geben.

Im Fall der TSVD nehmen die Filter Faktoren nur die Werte Null oder Eins an. Fiir die
signifikanten Singularwerte, das heifit fiir [ < k, setzen wir die Filter Faktoren gleich 1.
Daraus folgt, dass die Losung komplett durch die Daten bestimmt ist, es gilt

A~ d

fi=—

g

fir [ = 1,..,k. Fir die restlichen Komponenten [ > k, das heifit fiir die Singularwerte,
die nicht signifikant sind, werden die Filter Faktoren gleich 0 gesetzt. Die Losung wird
damit fir [ =k + 1, ...,n so angepasst, dass die Solution Seminorm minimiert wird. Dies
entspricht insgesamt dem Vorgehen zur Konstruktion der Losung, das wir in Abschnitt

kennengelernt haben.

Als Abschluss dieses Abschnitts wollen wir einen Einblick in ein Verfahren zur Bestimmung
des Regularisierungsparameters geben. Die sogenannte L-Kurve wird sowohl bei der
Tikhonov Regularisierung als auch bei der TSVD verwendet.

Hierbei wird log||d — Af\|| gegen log||fr— [°°|| geplottet, sodass eine Kurve in Form eines
Ls entsteht, vergleiche dazu Abbildung 10. In die vertikale Richtung, das heifit bei wenig
Filterung, erhalten wir immer noch Komponenten der Losung, die mittels Division durch
kleine Singularwerte berechnet werden und damit ungeniigende Rekonstruktionen liefern.
Andererseits wachst der Datenfehler steil, je mehr wir filtern, das heifit je weiter wir der
horizontalen Richtung folgen. Mittels der Regularisierung, also auch durch die Wahl des

Regularisierungsparameters, sollen diese Defizite ausgeglichen werden. Aufgrund dessen
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ist die Ecke der Kurve, also der Bereich der maximalen Kriimmung, von besonderer
Bedeutung. Sie deutet auf geeignete Regularisierungsparameter hin, sodass die Parameter

gerade so gewahlt werden, dass sie in dieser Ecke liegen.

A

‘\Iess filtering

log L(f—£7)|

more filtering

—a

log Id — Afl

Figure 10: L-Kurve

Fir grofie Probleme ist es oft nicht machbar die Matrix A zu speichern oder damit zu
rechnen. Bei der Tikhonov Regularisierung haben wir gesehen, dass sich das Minimieren
der gewichteten Summe (100) auf das Losen eines Gleichungssystems (101) reduzieren

lasst. Im Allgemeinen muss hier der quadratische Ausdruck
L(f) = N[|L(f = P + [ld = Af]]?

minimiert werden.
Wir werden im Folgenden zunéchst die Minimierung von allgemeinen quadratischen Aus-

driicken betrachten und die Resultate anschlieBend auf die Tikhonov Regularisierung

beziehen.

Fiir z € R™ betrachten wir eine allgemeine quadratische Funktion der Form
Qz)=a2"Hr —27G — GTx + Q,. (105)

Dabei sei H € R™"*" eine symmetrische Matrix, G € R"™ ein Vektor und )y € R eine Kon-

stante. Um das Minimum zu bestimmen, bilden wir wie gewohnt die partiellen Ableitun-
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gen und setzen diese gleich Null, sodass wir fur alle i € {1,...,n}

Q)
8.7}2'

J

erhalten. Sei x4 ein Punkt, der diese notwendige Bedingung erfiillt. Dann erhalten wir

durch Umstellen dieser Gleichung, dass
Hry, =G

gilt. Diese Gleichung ist offenbar explizit 16sbar, falls H positiv definit, also invertierbar

ist. Dann ist der stationare Punkt x, gegeben durch
r, = H'G.

Des Weiteren konnen wir den quadratischen Ausdruck (105) auf Grund der Symmetrie

von H wie folgt umformen

Qx)=2"Hr —2"HH'G - GTH 'Hz + Q,
=a2"Hr —2"He, — 2T Hr + Qq
=(z—2) H(x —2,) + Qo — 2 Hu,.

Dies macht deutlich, dass x nicht nur ein stationdrer Punkt, sondern auch ein globales
Minimum ist.

Falls H allerdings nicht invertierbar ist, muss das Minimum auf eine andere Art und Weise
gefunden werden. In diesem Fall suchen wir das Minimum durch Verbessern einer an-
fanglichen Schétzung xy. Ein sehr bekanntes Verfahren dazu ist das Gradienten-Verfahren,
bei dem wir das Minimum in Richtung des steilsten Abstiegs, das heifit in Richtung —V @),
suchen. Im néchsten Abschnitt wollen wir aber ein Verfahren kennenlernen, das die Suche

in einem grofleren Unterraum ermoglicht.

Fiir die Suche des Minimums in einem gréfferen Unterraum nehmen wir an, dass lineare
unabhéngige Suchrichtungen sy, so, ..., s gegeben sind. Durch diese ist der Unterraum, in

dem wir das Minimum finden wollen, bestimmt:
To+ €181 + ... + CpSp, = X9 + Sk, (106)

wobei xg die anfingliche Schatzung des Minimums und S eine Matrix, deren Spalten die
Suchrichtungen sind, ist. Der Vektor ¢ enthélt die entsprechenden Koeffizienten.

Nun setzen wir den k-dimensionalen affinen Unterraum xg 4+ Sc in den quadratischen
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Ausdruck () ein und erhalten

Q(z0 + Sc) = (g + Sc)' H(zg + Sc) — (29 + Se)'G — G (xg + Se) + Qo
= (2f +"STYH (29 + Sc) — (af 4+ "ST)G — GT (20 + Sc) + Qo
=c'(STHS)c — "ST(G — Hxy) — (G — Hwp)' Se
+(Qo + 2y Hrg — 2f G — G"p)
=c'He— G- G"¢ + Qg.

Dies ist ein quadratischer Ausdruck in ¢, wobei die Hilfsmatrizen wie folgt definiert sind

H:=STHS, G := ST (G — Hzy) und Q := Q(xo).

Die Suchrichtungen sy, so, ..., s und damit die Spalten von S sind linear unabhéngig.
AuBerdem ist die Matrix H positiv definit, daraus folgt, dass H invertierbar ist. Somit

ist das Minimum von Q(z¢ + Sc¢), analog zu dem Minimum von (105), gegeben durch

¢=H'G.
Damit ergibt sich als nachste Schéitzung z; fiir den minimierenden Punkt x4
T = Xg + Se.

Dieses Vorgehen lasst sich iterativ weiter fithren, bis wir den gesuchten Punkt z, und
damit das Minimum von ) erreicht haben.

Abschlieflend ist zu erwédhnen, dass die Effizienz dieses Algorithmus auf einer geeigneten
Wahl der Suchrichtungen beruht.

Nun werden wir das im vorherigen Abschnitt kennengelernte Verfahren zur Minimierung
auf die Tikhonov Regularisierung anwenden. Bei der Tikhonov Regularisierung muss der

quadratische Ausdruck
L(f) = NIL(f = [+ lld = AfII* = X*Q(f) + C(f)

minimiert werden, um die gesuchte Losung f zu bestimmen. Wir gehen analog zum
Abschnitt vor, sodass der affine Unterraum, in dem wir das Minimum suchen, sich
als fo + Sc ergibt. Dabei ist fy eine anfingliche Schatzung fiir das Minimum und die

Matrix S wie in (106) definiert. Wir untersuchen also

L(fo+ Sc) = N*Q(fo + Se) + C(fo + Se).
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Um dies wieder unter Verwendung von Hilfsmatrizen auf einen quadratischen Ausdruck
in ¢ zurtick zu fithren, betrachten wir zundchst Q(fy + Sc) und C(fy + Sc) separat. Wir
beginnen mit Q(fy + Sc), es ergibt sich

Qfo + Se) =|L(fo + Se— f*)I?
= (fo+ Se— X)L L(fo + Sc— f>)
=c"STLTLSc+ c"STLTL(fo — ) + (fo — ) LT LSc + Q(fy)
= "Hgc — "G — Ghe + Q(fo)-

Dabei sind die Hilfsmatrizen definiert durch
Ho :=STLTLS und Gg := —STLTL(fy — £>).
Fir den quadratischen Fehler C'(fy + Sc) erhalten wir

C(fo+ Se) = [|d — A(fo + Sc)||”
= (d = A(fo + S¢))" (d — A(fo + Sc))
=c'STATASc — "STAT(d — Afy) — (d — Afo)T ASc+ C(fo)
=cT"Hoe — "'Go — GLe+ C(fo),

wobei

He = STATAS und Ge = STAT(d — Afy).

Mit diesen beiden quadratischen Ausdriicken in ¢ ldsst sich dann auch L(fy + Sc) als

quadratischer Ausdruck in ¢ schreiben. Wir erhalten
L(fo+ Sc) =" (NHq + Ho)e — P (V2Go + Ge) — (N2Go + Ge) e+ L(fy).
Das Minimum in dem Unterraum ergibt sich an der Stelle
¢ = (MNHq+ Hp) ' (VG + Ge).
Damit konnen wir

fi=fo+ 5S¢
= fo+ S(N2Hq + Ho) Y (N2Gq + Go)

als Verbesserung der anfanglichen Schatzung f, wahlen und den Algorithmus wieder it-

erativ fortfithren bis wir das Minimum gefunden haben.
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Ziel dieses Kapitels ist es, die bereits vorgestellten Theorien zu linearen inversen Prob-
lemen und deren Regularisierung in der Softwareumgebung Matlab umzusetzen. Grofle
schlecht gestellte Probleme sind per Hand nicht 16sbar und werden durch die Verwendung
solcher Programmierungen vereinfacht. Die Programmierung wird anhand eines Beispiels
erklart und die Ergebnisse durch Grafiken dargestellt. Zu Anfang dieses Kapitels steht vor
allem die Tikhonov-Regularisierungsmethode im Vordergrund. Zum Ende hin vergleichen
wir die Losung der Tikhonov- mit der TSVD-Methode. Angelehnt sind die folgenden
Kapitel an | ].

Um noch einmal an die vorherigen Kapitel zu erinnern, wollen wir die folgende Gleichung

losen:
Af=d (107)

Dabei ist A € R™" eine Koeffizientenmatrix, d € R™ ein Vektor und f € R" ein zu
ermittelnder Losungsvektor.

Zunachst benétigen wir also ein lineares Problem, wie in (107). Dazu generieren wir uns
ein Beispiel, an dem wir die Matlab Programmierung anwenden konnen. Zur Generierung
eines solchen Problems verwenden wird die Routine shaw in Matlab. Sie generiert ein
eindimensionales Modell in der o.a. Form. Es beruht auf der Fredholm Integralgleichung.
Der einzige Eingabewert, der bendtigt wird, ist die Grofle des Modells. Wir wéhlen diese
mit 20, um das Beispiel iiberschaubar zu halten. Da dieses Problem allerdings eindeutig
l6sbar ist und keinem realistischen Modell entspricht, fligen wir durch Zufallszahlen dem

idealen Modell weiies Rauschen hinzu.

[A,d_bar,f] = shaw(20);
randn(’seed’ ,41997) ;

le-3*randn(size(d_bar)); d = d_bar + e;

e

Wir erhalten die Koeffizientenmatrix A € R**2% den Vektor d € R?° und den Losungsvek-
tor f € R?. Durch den Einfluss des stochastischen Prozesses ist sicher gestellt, dass die
exakte Losung durch Fehler verzerrt wird. Das einfache Losen mittels der SVD ist somit
nicht moglich. Wie gut sich dieses schlecht gestellte Problem hingegen regularisieren lasst,

wird in den folgenden Kapiteln herausgearbeitet.
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Die Picard-Bedingung ist eine ,Glattheitsbedingung® an die rechte Seite der Gleichung
(107), um die Plausibilitidt einer Inversion von f iiberpriifen zu koénnen. Sie sagt aus,
dass zu dem schlecht gestellten Problem genau dann eine Losung existiert, wenn die
,Fourier-Koeffizienten“ |u!d| von d im Durchschnitt schneller auf Null zerfallen als die
verallgemeinerten Singulérwerte o; der Matrix A.

Die Picard-Bedingung fassen wir auch als Konsistenzbedingung auf. Wir nennen d genau
dann konsistent, wenn d die Picard-Bedingung erfiillt.

Um die Picard-Bedingung auf unser schlecht gestelltes Problem anwenden zu koénnen,
benotigen wir zunachst die SVD der Koeffizientenmatrix. Fiir die Bestimmung der SVD ist
die Routine csvd zu verwenden. Es wird also die Matrix A als Eingabewert bendtigt. Als
Ausgabewerte erhalten wir die Singularwerte s und die Matrizen V und U. Somit gilt A =
Udiag(s)VT. Die resultierenden Werte benotigen wir anschliefend fiir die Ausfithrung der
picard Routine. Sie erzeugt die Fourier-Koeffizienten von d und bildet diese zusammen

mit den Singularwerten ab.

[U,s,V]l=csvd(A);
picard(U,s,d);

Picard plot
I

20 | | | | | | | | |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Index i

Figure 11: Singularwerte und Fourierkoeffizienten des schlecht gestellten Problems zur
Uberpriifung der Picard-Bedingung

Die grafische Darstellung der Picard-Bedingung ist in Abbildung (11). Typischerweise
werden die Singularwerte der Grofle nach sortiert und entsprechend abgebildet. Das
schlecht gestellte Problem in unserem Beispiel enthélt insgesamt 20 Singularwerte, da
der Rang der Koeffizientenmatrix 20 ist. Zu kleine Singularwerte fithren dazu, dass die
Losung des Problems in Gleichung (107) verzerrt wird. Um das Problem also regulieren

zu konnen, miissen diejenigen Komponenten geddmpft werden, bei denen die Stérung
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durch zu kleine Singularwerte dominiert. Die restlichen Komponenten werden unverzerrt
gelassen. Die Picard-Bedingung soll also eine erste Vermutung geben, bei welchem Index
die Singuldrwerte zu klein werden und das Problem verzerren.

In unserem Beispiel ist zu erkennen, dass die ersten 10 Singulédrwerte langsamer auf Null
zerfallen als die Fourier-Koeffizienten. Daher ist die Picard-Bedingung erfiillt und die
ersten zehn Komponenten des schlecht gestellten Problems miissen nicht verzerrt werden.
Fir die letzten 10 Singuldrwerte hingegen ist die Picard-Bedingung nicht erfiillt und die
Losung wird durch die Storung in d verzerrt. Daher miissen die letzten Komponenten
gedampft werden.

Um das realistische mit dem idealen Modell vergleichen zu kénnen, bilden wir diese Sin-

guldrwerte und Fourier-Koeffizienten ebenfalls grafisch ab.

[U,s,V]=csvd(A);
picard(U,s,d_bar);

Picard plot
I

20 | | | | | | | | |

0 £ 4 ] 8 10 12 14 16 18
Index i

Figure 12: Singulirwerte und Fourierkoeffizienten des idealen Modells zur Uberpriifung
der Picard-Bedingung

Es ist an der Graphik (12) zu erkennen, dass die Picard-Bedingung fiir jeden Singularwert
erfiillt ist. Somit muss keine Storung raus gefiltert und keine Komponente verzerrt werden.
Die Picard-Bedingung wird allerdings nicht zur Losung des schlecht gestellten Problems
verwendet, sondern gibt ausschlieflich einen Uberblick iiber die Gesamtsituation. Einen

entscheidenden Schritt zur Regularisierung des Problems liefert die L-Kurve.

Schon aus den vorherigen Kapiteln ist bekannt, dass die Betrachtung der L-Kurve fiir
jegliche Regularisierungsmethoden von grofler Bedeutung ist. Denn anhand der L-Kurve

lasst sich der Regularisierungsparameter fiir die Tikhonov bzw. TSVD Methode ermit-
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teln. Der Regularisierungsparameter bestimmt die optimale Kombination zwischen der
Minimierung der Result Norm C(f), also der Minimierung des quadratischen Fehlers, und
der Solution Seminorm Q(f).

Fiir die Betrachtung der L-Kurve verwenden wir die Routine 1_curve. Ausgeworfen wer-
den die Werte der Result Norm, der Solution Norm, die jeweiligen Maxima der beiden
Normen, sowie der Punkt, in dem sich die beiden Normen schneiden. Diese Ecke wird
durch den Aufruf der 1_corner Routine, innerhalb der 1_curve, ermittelt. Zusatzlich zu
der Singularwertzerlegung wird als Eingabewert die Methode benotigt, mit der die Regu-
larisierung durchgefiihrt werden soll. Wird als Eingabewert keine Regularisierungsmeth-
ode angegeben, so wird als Default die Tikhonov-Methode verwendet. Natiirlich ist die
Nutzung dieser Funktion fiir die TSVD-Methode ebenfalls méglich. Zunéchst betrachten

wir allerdings die L-Kurve fiir unser Beispiel mittels der Tikhonov-Methode:

[reg_corner, ~ , ~, reg param]=1_curve (U,s,b);

L-Kurve, Tikh. Eckpunkt 0.0007385
T T S s

101

0%

108
t
10°F

w0t

solution norm log || f - fi”fll2

102 E

0.0007385 E

w0'E

10° | L o aald I Ll L I Ll
107 103 102 10! 109 10’
residual normlog || Af-d ]|,

Figure 13: Die ermittelte L-Kurve, bestimmt anhand der Tikhonov-Methode. Sie wird
verwendet, um den optimalen Regularisierungsparamter zu bestimmen.

Die Abbildung (13) zeigt, dass sich die Result Norm und die Solution Seminorm im
Punkt 0,0007385 schneiden. Ebenso lasst sich die Auswirkung der Qualitiat des Regu-
larisierungsparameters betrachten. Wiirden wir den Regularisierungsparameter auf der
vertikalen Achse weiter nach oben verschieben, wiirde sich der Fehler der Losung f im-
mer mehr vergrofern. Das liegt daran, dass die Storung der Daten auf der rechten Seite
immer mehr ins Gewicht fallen. Wahlen wir hingegen den Regularisierungsparameter auf

der horizontalen Achse weiter rechts, so reagiert die Result Norm relativ empfindlich und
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Grofe des Filter Faktors

die Losung wird verzerrt. Der Grund fiir die Schwankung ist eine Storung, welche durch
die Uberregularisierung verursacht wird.
Die Auswirkungen auf Grund der Wahl des Parameters sind auch bei der Wahl des Filter-

Faktors zu erkennen.

6.4 FILTER-FAKTOR

Der Filter-Faktor wird bestimmt, nachdem der Regularisierungsparameter ermittelt wurde.
Um zu veranschaulichen, wie viel Auswirkung die Wahl der Parameter auf den Filter-
Faktor hat, wahlen wir 10 verschiedene Parameter anstatt nur den Optimalen. Die 10
Parameter nehmen Werte zwischen 1 und 0,00003 an. Sie werden der Grofle nach ab-
steigend sortiert. Zur Bestimmung der Filter-Faktoren nehmen wir die Routine £il_fac
zur Hilfe. Als Eingabewert werden die Singularwerte unseres schlecht gestellten Problems
benotigt sowie die Regularisierungsparameter. Ebenso wie bei der 1_curve Routine ist
als Default die Tikhonov-Methode gesetzt. Sollte eine andere Methode wie die TSVD

verwendet werden, muss diese zusétzlich angegeben werden. Dazu spater mehr.

lambda = [1,3e-1,1e-1,3e-2,1e-2,3e-3,1e-3,3e-4,1e-4,3e-5];
F tikh = fil fac(s,lambda);
surf (F_tikh), axis(’ij’)

Tikh Filter Faktor

Figure 14: Zu den 10 unterschiedlichen Regularisierungsparametern die entsprechenden
Filter Faktoren.

Die 3D-Darstellung (1) bildet auf der x-Achse die Nummern der 10 unterschiedlichen
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Parameter ab. Das bedeutet, dass 1 der grofite Regulasirierungsparameter der Grofie
1 ist und 10 der Kleinste mit der GroBe 0,00003. Auf der y-Achse sind die 20 Indizes
der Matrix A abgebildet. Und auf der z-Achse lasst sich die Grofle des Filter-Faktors
ablesen. Die Abbildung zeigt, dass um so kleiner der Regularisierungsparameter desto
langer nimmt der Filter-Faktor Einfluss auf die Komponenten und somit auf die Losung.
Das ist daran zu erkennen, dass der Filter-Faktor bei dem Regularisierungsparameter der
Grofle 0,00003 langer bei 1 bleibt als bei dem Parameter der Grofe 1.

Setzen wir jetzt aus dem Kapitel (6.3) den optimalen Regularisierungsparameter der Grofie
0,0007385 in die Routine £il_fac ein, so lasst sich an der Abbildung (15) erkennen, dass
die ersten 10 Indizes unverzerrt bleiben und ab dem 10. Index der Filter Faktor auf
0 fallt. Somit beeinflussen die restlichen 10 Komponenten der Koeffizientenmatrix die

Losung nicht.

i Filter Faktor mit optimalem Reg. Param.
T T I I I

09— —

06— —

05— —

0.4 -

03 —

02— —

o 2 4 8 8 10 12 14 16 18 20
Index i

Figure 15: Der Filter-Faktor, bestimmt mit der Tikhonov-Methode und dem optimalen
Regularisierungsparameter

Wenn der Regularisierungsparameter und Filter-Faktor bestimmt sind, kénnen wir zur
Losung unseres Problems gelangen. Um diese mittels der Tikhonov-Methode zu bestim-
men, wenden wir die Routine tikhonov an. tsvd wird fiir die Bestimmung der Losung
mittels der TSVD-Methode verwendet, worauf wir allerdings erst spéter zu sprechen kom-
men. Beide Methoden bendtigen als Input die Singularwertzerlegung der linken Seite, also
die SVD von A, als auch die Daten der rechten Seite, also d. Da die Bestimmung des

Filter-Faktors schon bereits in der Routine enthalten ist, wird als Input zusétzlich zu
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der SVD nur der Regularisierungsparameter benotigt. Als Output erhalten wir dann den
Vektor, welcher eine mogliche Losung fiir unser schlecht gestelltes Problem darstellt. Wir
betrachten auch hier zuerst die Losung fiir eine Reihe von Regularisierungsparametern

und deren zugehorigen Filter-Faktoren.

lambda = [1,3e-1,1e-1,3e-2,1e-2,3e-3,1e-3,3e-4,1e-4,3e-5];
Xx_tikh = tikhonov(U,s,V,b,lambda);

surf (x_tikh), axis(’ij’);

Tikhonov Loesung

Grofie der Lésung

Figure 16: Die Losung des schlecht gestellten Problems ermittelt durch die Tikhonov-
Methode mit 10 verschiedenen Regularisierungsparametern und Filter-Faktoren

In der Abbildung (14) wird die Losung des schlecht gestellten Problems mittels der
Tikhonov-Methode grafisch dargestellt. Es zeigt den Einfluss auf die Losung bei Veran-
derungen des Regularisierungsparameters. Umso kleiner der Parameter gewahlt wird,
desto mehr oszilliert die Losung, d.h. der Fehler in den Daten (Vektor d) beherrscht die
Losung f. Und analog dazu, umso grofer der Parameter (hier mit der Grofie 1 gewéhlt),
desto iiberregulierter ist die Losung. Also ist f ziemlich glatt. Im mittleren Teil der
Abbildung ldsst sich somit das Ergebnis betrachten, welches der exakten Losung f°° am
nachsten kommt. Durch Einsetzen des optimalen Regularisierungsparameters gelangen
wir zu diesem Ergebnis. Wir setzen also lambda = 0,0007385 und fiihren abermals die

Routine tikhonov aus.

lambda
x_tikh

0.0007385;
tikhonov(U,s,V,b,lambda);
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Die optimale Losung, bestimmt mit der Tikhonov-Methode, wird in der Abbildung (15)
durch die gelbe Linie veranschaulicht. Diese ermittelte Losung bildet die Exakte f*°,

welche der blauen Linie entspricht, ziemlich gut ab.

Loesung des inversen Problems
2 1 T T T

Exakt
18| = Tikhonov mit L
Tikhonov mit L=|

08—

06—

02—

| 1 1 | 1 1 1 | 1
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Index i

Figure 17: Die blaue Linie entspricht der exakten Losung f°°, die gelbe bzw. rote der-
jenigen, bestimmt mittels der Tikhonov-Methode mit L = I bzw. L als erste Ableitung.

Eine weitere Losung wird durch die rote Linie in Abbildung (17) dargestellt. Auch diese
wird anhand der Tikhonov-Methode ermittelt. Anstatt allerdings die Einheitsmatrix als
linearen Operator L zu setzen, wird die Approximation der ersten Ableitung gewéhlt.
Zur Bestimmung dieser L Matrix verwenden wir get_1. Als Eingabewert bendtigen
wir neben der geforderten Grofle der Matrix noch die Ableitungsordnung. In unserem
Beispiel wéhlen wir eine Matrix der ersten Ableitung und einer Grofle 20 x 20. Ebenso
wie beim vorherigen Vorgehen benotigen wir auch hier die SVD. Da der lineare Opera-
tor mit berticksichtigt werden muss, ziehen wir anstatt csvd die Routine cgsvd heran.
Neben der Matrix A wird als Eingabewert der lineare Operator L verlangt. Danach wird,
wie bereits bekannt, der Regularisierungsparameter durch 1_curve und die Losung des

schlecht gestellten Problems mittels tikhonov bestimmt.

L = get_1(20,1); [U,s,V] = cgsvd(A,L);
lambda = 1 curve(U,s,d, ’tikhonov’,L,V);
X_tikh = tikhonov(U,s,V,d,lambda);

Der Unterschied zwischen beiden ermittelten Losungen ist in Abbildung (17) zwar zu
erkennen, jedoch nicht sonderlich gro8. In der Anwendung wird allerdings des Ofteren die

Einheitsmatrix als linearer Operator anstatt der ersten Ableitung gewahlt.

20



Wie bereits angekiindigt kénnen die Routinen, angelehnt an | ], auch fiir die TSVD-
Methode verwendet werden. Sowohl bei i1 _fac als auch bei 1_curve wird zusatzlich zu
den verlangten Groflen, der Name der verwendeten Methode angegeben. Das bedeutet,
bei der Verwendung der TSVD-Methode wird das Kiirzel 'tsvd” bendtigt. Damit springt

die Routine zu der entsprechenden Stelle im Programmcode, um die Schritte der TSVD-

Methode auszufiithren.

lambda = 1 _curve(U,s,d,’tsvd’); axis([1le-3,1,1,1e3])
F tsvd = fil fac(s,lambda,’tsvd’);
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Figure 18: Nach der TSVD-Methode ermittelte L-Kurve, um den Regularisierungsparam-
eter zu bestimmen.

Anders als bei der Tikhonov-Methode sind die Werte der L-Kurve, bestimmt mittels
der TSVD-Methode, ganze Zahlen. Somit ist die Grenze zwischen signifikanten und in-
signifikanten Singuldrwerten bei 9. In Abbildung (18) ist dies abzulesen. Fiir den Filter-
Faktor bedeutet das, dass die ersten 9 Werte auf 1 gesetzt werden. Dies liegt daran,
dass diese Singuldrwerte die Losung nicht verzerren und im Modell mit 1 gewichtet wer-
den. Die restlichen Singuldrwerte hingegen werden aus dem Modell raus gefiltert. Der
Filter-Faktor wird somit auf 0 gesetzt. Veranschaulicht wird das ganze in Abbildung (19).
Der ermittelte Regularisierungsparameter wird bei der Verwendung von tsvd mit angegeben.
Der Filter-Faktor hingegen wird beim Ausfithren der tsvd erst ermittelt. Diese Routine

bewirkt das gleiche wie die bereits erlduterte tikhonov Routine. Sie bestimmt fiir ein
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Filter Faktor TSVD-Methode
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Figure 19: Der Filter-Faktor bestimmt mittels der TSVD-Methode

schlecht konditioniertes Problem eine Losung. Wir setzen also auch hier wieder die SVD
A = Udiag(s)VT, den Vektor der rechten Seite d und den Regularisierungsparameter

lambda in tsvd ein und stellen die Losung grafisch dar.

x_tsvd = tsvd(U,s,V,d,lambda);
plot([x, x_tsvd, x_tikh],’LineWidth’,2);

Die Ergebnisse der beiden Regularisierungsmethoden TSVD bzw. Tikhonov werden in
Abbildung (20) gegeniibergestellt. Die Losung mittels der TSVD-Methode wird durch die
rote Linie und die der Tikhonov-Methode durch die gelbe Linie veranschaulicht. Auch
wenn die ermittelten Losungen nicht genau iibereinstimmen, kommen sie beide der exak-
ten Losung relativ nah. Welche der beiden Methoden bevorzugt werden sollte, wird hier
allerdings nicht weiter ausgefithrt. Dieses Kapitel sollte ausschliefSlich einen Einblick in
die Programmierung geben, welche bei der Ermittlung der Regularisierung eines schlecht

konditionierten Problems verwendet wird.
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TSVD vs. Tikhonov
2 T T

Exakt
18 ——TsSVD
Tikhonowv

06
0.4~ ’/
02

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Index i

Figure 20: Die exakte Losung des schlecht konditionierten Problems gegeniiber der Losung
der Regularisierungsmethoden TSVD und Tikhonov

In dieser Arbeit wurde sich mit linearen inversen Problemen, der Losung dieser und deren
Regularisierung auseinandergesetzt. Zu Anfang motivierten das Thema einige Anwen-
dungsbeispiele, in welchen Gebieten solche Probleme vorliegen und wie diese angegangen
werden. Es folgte die Erlduterung der Grundlagen, mit denen die ersten Schritte zur Lo-
sung von linearen inversen Problemen gemacht wurden. Dazu gehorte das Vorgehen bei
der Ermittlung der Singulédrwertzerlegung. Es fiel allerdings auf, dass sobald der Rang
des Problems kleiner als die Dimension des Bildes ist, die SVD an ihre Grenzen stofit.
Um eine stabile Losung fiir solche Systeme zu gewinnen, wurden Regularisierungsmetho-
den verlangt. Diese Arbeit beschéftigte sich mit zwei Verfahren zur numerischen Losung
von schlecht gestellten Problemen, einerseits die Tikhonov- und andererseits die TSVD-
Methode. Nachdem diese Grundlagen vorlagen, halfen Matlabprogrammierungen bei der
Umsetzung dieser Regularisierungsmethoden. Durch die Generierung eines Praxisbeispiels
konnten die Tikhonov- sowie TSVD-Methode getestet und veranschaulicht werden. Die
Ergebnisse ergaben keinen grofien Unterschied zwischen der Losung des schlecht kondi-
tionierten Problems mittels der Tikhonov- und TSVD-Methode. Haufiger findet allerdings
die Tikhonov-Methode in der Praxis ihre Anwendung.

Das anfangliche Beispiel der Wetterberichtsanalyse wird oftmals aber auch mit anderen
Methoden gelost. Daher sollte sich in der Zukunft nicht auf die Tikhonov-Methode
beschrankt werden, sondern modernere Verfahren zur Losung solch eines Problems herange-

zogen werden.
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