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Einleitung und Notationen
Gegenstand dieser Arbeit ist die Entwicklung eines e�zienten L�osungsverfahrens f�urdie Navier{Stokes{Gleichungen der Form ([20])ut � ��u + (u � r)u+rp = f ; r�u = 0 ; in 
� (0; T ) ;mit gegebenen Rand{ und Startwerten.Wesentlich ist hierbei die Tatsache, da� in dieser Arbeit der Fall 
 � R3 betrachtetwerden soll, wodurch die entstehenden Gleichungssysteme sehr gro� werden, da manmit �ahnlichen Ortsschrittweiten h arbeiten will wie in zwei Dimensionen, um die gleicheGenauigkeit der L�osung zu erzielen. Um zum Beispiel eine bestimmte Ortsgenauigkeitzu erreichen sind nun statt 1002 Gitterpunkte in 2D, 1003 Gitterpunkte in 3D zuverwenden. Und in 2D ist diese Gitterpunktzahl eher das untere Limit.Bis vor wenigen Jahren konnten Probleme dieser Gr�o�enordnung mit bis zu 10 Mil-lionen Unbekannten nur auf Gro�rechnern bearbeitet werden. Durch die Entwicklungimmer leistungsf�ahigerer Arbeitsplatzrechner mit heute bis zu 1 Gigabyte Arbeitsspei-cher und mehr als 100 M
ops (z.B. IBM RS6000/590), bzw. durch Einsatz von Vektor{und Parallelrechnern, hat sich dies grundlegend ver�andert. Dies bietet die M�oglichkeit,die Algorithmen und L�osungsstrategien, die seit geraumer Zeit schon erfolgreich imFalle der 2D Navier{Stokes{Gleichungen verwendet werden, f�ur den 3D{Fall auszuwei-ten. So ist diese Arbeit entstanden in der Tradition des urspr�unglich in Saarbr�uckenentwickelten Programmpakets FEAT2D (siehe [5]) mit der Erweiterung auf FEAT3D(siehe [23]) und der speziell f�ur den CFD Bereich abgestimmten Version FEATFLOW(siehe [50]).Das Herzst�uck einer jeden Finiten Element Methode stellt die Wahl des diskreten An-satzraumes dar. In dieser Arbeit wird ein \rotiert\ trilinearer nichtkonformer Ansatzf�ur die Geschwindigkeiten, bzw. st�uckweise konstanter f�ur den Druck gew�ahlt. Die-11



12ses Stokes{Element wurde in zwei Dimensionen erstmals von Rannacher/Turek in [39]vorgestellt als Vierecks Pendant zum Crouzeix{Raviart Element ([13]) f�ur den Drei-ecksfall. Dieses Element wird als \rotiert bilinear\ bezeichnet, rotiert deswegen, da dieFreiheitsgrade f�ur die Geschwindigkeiten auf den Seitenmitten liegen, statt wie beimlinearen konformen Element auf den Ecken. In drei Raumdimensionen werden Gitteraus Hexaedern bestehend verwendet. Die Freiheitsgrade liegen nun auf den Fl�achen,bzw. Fl�achenmitten. Vorteile dieses Ansatzes sind, da� die Stabilit�atsbedingung, diesogenannte Babu�ska{Brezzi{Bedingung, unter gewissen Einschr�ankungen an die Gitterim sogenannten parametrischen Fall erf�ullt ist, wogegen bei den entsprechenden kon-formen Elementen (z.B. Q1=Q0) diese Stabilit�atsbedingung im allgemeinen nicht giltund Stabilisierungstechniken f�ur den Druck zum Einsatz kommen m�ussen (siehe hierzu[28] und [2]).Eine der wichtigsten Aufgaben dieser Arbeit besteht darin, die einschr�ankenden Be-dingungen an die zugrunde liegenden Gitter aufzuheben und sowohl theoretisch, alsauch numerisch volle Stabilit�at und Approximationsg�ute zu garantieren. Dies ist einwichtiger Aspekt, da man sonst kaum in der Lage ist, komplexe Probleme aus denverschiedenen Bereichen der Naturwissenschaften anzugehen. Dies gelingt durch Ver-wendung eines nichtparametrischen Ansatzes. Der Unterschied zwischen diesen beidenAns�atzen besteht darin, da� der parametrische Ansatz wie �ublich bei Finite Elemen-te Ans�atzen mit einer Transformation auf ein Referenzelement arbeitet. Dort werdendann die Basisfunktionen etc. aufgestellt. Der Nachteil dieses Ansatzes ist bei unseremElementepaar, da� durch diese Transformationen St�orungen eingebracht werden, diesowohl die Stabilit�at des Ansatzes einschr�anken, und sich auch in den Fehlerabsch�atzun-gen niederschlagen.Die Idee eines nichtparametrischen Ansatzes besteht nun darin, bei dessen Konstrukti-on durch Erzeugen eines lokalen Koordinatensystemes auf die Transformation auf einReferenzelement zu verzichten. Hier ist es dann m�oglich, volle Approximationsg�ute zuzeigen, sowie Stabilit�at auch f�ur gro�e aspect ratios (Verh�altnis l�angste/k�urzeste Kan-te eines Elementes) zu garantieren. Dies ist ein sehr wichtiger Punkt, da man geradein drei Dimensionen bei vielen Anwendungen gezwungen ist, aufgrund des begrenz-ten Speichers das Gitter geschickt anzupassen, um m�oglichst nur in \interessanten\Bereichen, bzw. Richtungen (z.B. normal zum Rand) des Gebietes zu verfeinern. Hierwerden in Zukunft immer mehr adaptive Techniken zum Einsatz kommen, die aber nurkonsistent arbeiten k�onnen bei einer stabilen Diskretisierung.



13Basierend auf dieser Ortsdiskretisierung ist es m�oglich, einen auf die nichtkonformenElemente abgestimmten Mehrgitteralgorithmus zu konstruieren. Die Grundideen die-ses Verfahrens �nden sich bei Brenner ([9], [10], [11]) und Turek ([48]). Die Beson-derheiten in diesem Fall liegen darin, Druck und Geschwindigkeiten simultan zu be-handeln, was zu einem e�ektiven L�osungsverfahren f�ur die Stokes{Gleichungen f�uhrt.Schwierigkeiten bereiten dabei vor allem die Konstruktion der Gittertransferoperato-ren, da die diskreten Ansatzr�aume nicht ineinander geschachtelt sind, wie im konformenFall. Durch geschickte Wahl dieser Operatoren wird die E�zienz des Verfahrens erheb-lich gesteigert, zus�atzliche Verbesserungen erzielt dabei noch eine sogenannte adaptiveSchrittweitenkontrolle im Korrekturschritt. Umfangreiche Testrechnungen best�atigendiese �Uberlegungen.Dieses Mehrgitterverfahren liefert dann die Grundlage zur L�osung der inkompressiblenNavier{Stokes{Gleichungen. Eine weitere numerische Schwierigkeit stellt hier die Sta-bilisierung des konvektiven Terms f�ur hohe Reynoldszahlen dar. In diesem Rahmenwerden zwei verschiedene Techniken verwendet, zum einen ein upwinding{Verfahren,das sich sehr robust zeigt im Falle hoher Reynoldszahlen, zum anderen die Stromli-niendi�usionsmethode, die zwar bessere Fehler liefert, daf�ur aber Instabilit�aten zeigt.Angekoppelt an diesen station�aren L�oser wird dann eine Zeitdiskretisierung zur L�osungder instation�aren Gleichungen. Wir verwenden haupts�achlich das Fractional{step{#{Verfahren (siehe [34]), das sich in der Praxis Einschrittverfahren gegen�uber �uberlegenzeigt. Vorteile dieses voll gekoppelten Ansatzes ist der implizite Charakter des Ver-fahrens, der es zul�a�t, mit relativ gro�en Zeitschritten zu arbeiten, und der sich alsau�erordentlich stabil erweist.Der entscheidende Nachteil ist aber die doch eher m�a�ige E�zienz, verursacht durchden verwendeten Vanka{Gl�atter im Mehrgitterverfahren. Dieser Gl�attungsoperator,den man als ein Block{Gau�{Seidel Verfahren interpretieren kann, zeigt ein schlechtesKonvergenzverhalten f�ur kleine Zeitschritte. Das bedeutet aber, da� die Einf�uhrungeiner adaptiven Zeitschrittkontrolle, um feine instation�are Strukturen aufzul�osen, aufKosten der E�zienz geht. Dies f�uhrte zur Entwicklung eines anderen Zuganges, dessogenannten Diskreten Projektionsverfahrens von S. Turek f�ur den zweidimensionalenFall (siehe auch Gresho [21]), das in dieser Arbeit auf den 3D Fall erweitert wird. Auchhier zeigt sich die Wahl des Ansatzraumes als �au�erst g�unstig, da dadurch eine sehre�ziente Implementierung m�oglich ist. Im Gegensatz zum gekoppelten Ansatz hat manes nun mit de�niten Teilproblemen f�ur Druck und Geschwindigkeiten zu tun. Damit ist



14es m�oglich, schnelle und robuste L�oser vom z.B. ILU {Typ einzusetzen, was eine gro�eBeschleunigung bewirkt. Umfangreiche Testrechnungen und Vergleiche mit anderenProgrammen und Anwendern werden dies anhand eines Benchmark Tests belegen.War es bis vor einigen Jahren nur m�oglich, eingeschr�ankte Problemklassen eher akade-mischen Charakters zu betrachten, ist es nun m�oglich, mit den entwickelten Verfahreneine weit gr�o�ere Klasse von Problemen anzugehen, wie umfangreiche Testrechnungenbest�atigen. Der 3D Str�omungscode wird an folgenden Aspekten getestet:� Komplexe Geometrien,� Starke Gitteranisotropien {Streckungen und Verzerrungen{ ,� Variierende Randbedingungen in Ort und Zeit,� Verschiedene Stabilisierungen des konvektiven Terms,� Projektionsverfahren versus gekoppelten Ansatz in puncto Genauigkeit und E�zienz.Die numerischen Ergebnisse, vor allem die Vergleiche der Verfahren gegen�uber insta-tion�aren Benchmark Tests (siehe [41]), f�uhren zu dem Resultat, da� mit den in dieserArbeit analysierten und implementierten L�osern ein Programmpaket vorgestellt wird,mit dem� schnell {innerhalb eines Tages auf einer Workstation{,� 
exibel {Anpassung auf neue Probleme sehr einfach{,� modular {das Programm ist o�en f�ur Ankopplung neuer Routinen{Probleme von bis zu 10 Millionen Unbekannten bew�altigt werden k�onnen.Die Arbeit ist so gegliedert, da� im ersten Kapitel die parametrischen und nichtpara-metrischen Stokes{Elemente hergeleitet und analysiert werden. Die theoretischen Er-gebnisse werden durch zahlreiche Tests komplettiert. Das zweite Kapitel stellt denMehrgitteralgorithmus vor, dabei wird der Aspekt des Gittertransfers und der adap-tiven Schrittweitenkontrolle besonders ber�ucksichtigt. Das darau�olgende Kapitel be-handelt die station�aren und instation�aren Navier{Stokes Gleichungen unter besondererBer�ucksichtigung des konvektiven Terms, sowie der Zeitdiskretisierung.Im vierten Kapitel wird der Zugang des Operator{Splittings als Alternative zum ge-koppelten Ansatz vorgestellt und numerischen Tests unterworfen, die dann im n�achstenKapitel weiter ausgef�uhrt werden. Dieses f�unfte Kapitel beginnt mit Ergebnissen zweier



15Benchmark Tests, einer 3D{Driven{Cavity und der Umstr�omung eines Quaders, bzw.Zylinders. Einen gro�en Anteil nimmt im weiteren Verlauf dann die Untersuchungverschiedener Randbedingungen ein. Im Vordergrund steht die Anwendung der soge-nannten do nothing{Bedingung, weiterhin die praktische Umsetzung von �ktiven undbewegten R�andern.Die Untersuchung der letztgenannten Fragen haben dabei eine Basis gescha�en, mitder ein praxisrelevantes Problem aus der Industrie angegangen werden kann. Dies istder Inhalt des letzten Kapitels. Mit Hilfe der in den vorangegangenen Kapiteln be-reitgestellten Techniken wird ein industrierelevantes Problem behandelt, n�amlich dieSimulation einer vollst�andigen Str�omung (und Verbrennung) in einem Heizbrenner.Dies ist Teil eines BMBF{ Verbundprojektes \ Anwendungsorientierte Mathematik\.Dabei wird der Teil des Projektes, der sich mit der Str�omung besch�aftigt, in Heidel-berg bearbeitet, die Verbrennungssimulation wird an der TU Cottbus von ProfessorBader �ubernommen. Die Ergebnisse dieses Kapitels lassen die Ho�nung zu, da� ma-thematische Methoden in der Industrie eine gr�o�ere Akzeptanz �nden und praktischesHandwerkszeug in vielen Bereichen werden k�onnen.Der Autor m�ochte die Gelegenheit nutzen, sich zu bedanken bei Herrn Prof. Dr. Ran-nacher f�ur die Bereitstellung der Mittel und die Unterst�utzung in vielen Fragen, beiHerrn Dr. Turek, f�ur die Zusammenarbeit und Hilfe bei allen Problemen ob technischeroder inhaltlicher Art und vor allem bei Herrn Dr. Zhou f�ur die Beratung und Diskus-sion bei theoretischen und praktischen Problemen. Dar�uberhinaus gilt der Dank derganzen AG Numerik.



16NotationenIn der gesamten Arbeit verwenden wir folgende Notationen:Die R�aume L2(
) und Hm(
) in dieser Arbeit sind die �ublichen Lebesgue- und Sobolev{R�aume auf dem Gebiet 
 � Rd; d = 2; 3 mit den �ublichen Normen k � k0 und k � km .Die inneren Produkte von L2(
) werden mit (�; �) gekennzeichnet. Der Raum H10(
) istdie Vervollst�andigung der Testfunktionen C10 (
) bzgl. der Norm k �k1 und H�1(
) seinDualraum. Mit L20(
) bezeichnen wir den Unterraum aller L2(
){Funktionen auf 
 mitMittelwert 0 . Vektorwertige Funktionen und R�aume werden in Fettdruck dargestellt,so da� gilt L2(
) := L2(
) � L2(
) � L2(
), Hm(
) := Hm(
) � Hm(
) � Hm(
).Normalenvektoren werden mit n und Tangentialvektoren mit t gekennzeichnet. Alle�ubrigen Notationen werden an entsprechender Stelle eingef�uhrt und erkl�art.



1. Nichtkonforme Finite{Elemente{Ansatzr�aumezur L�osung der dreidimensionalenStokes{Gleichungen
In diesem Kapitel untersuchen wir als Spezialfall der Navier{Stokes{Gleichungen dasStokes{Problem, das den Str�omungsverlauf eines station�aren, viskosen, inkompressi-blen Mediums beschreibt. Vom mathematischen Gesichtspunkt aus betrachtet ist dasStokes{Problem zum einen �aquivalent zu einem Optimierungsproblem mit linearen Ne-benbedingungen in Form der Inkompressibilit�at und zum anderen beschreibbar als einSattelpunktproblem mit dem Druck als Lagrange{Multiplikator. Die eindeutige L�osbar-keit dieser Probleme wird durch eine Stabilit�atsabsch�atzung impliziert, die von denL�osungsr�aumenH10(
) f�ur die Geschwindigkeiten und L20(
) f�ur den Druck erf�ullt wird.Zur L�osung der Stokes{Gleichungen mit Hilfe der Finite{Elemente{Methode m�ussendiskrete Ansatzr�aume de�niert werden, die einem diskreten Analogon dieser Stabi-lit�atsbedingung, der Babu�ska{Brezzi{Bedingung, gen�ugen. Wir beschr�anken uns dabeiauf m�oglichst einfache Ansatzr�aume, d.h. verwendet werden nur elementweise kon-stante Druckapproximationen und \rotiert\ trilineare Geschwindigkeitsans�atze. Wich-tig hierbei ist die Tatsache, da� ein konformer trilinearer Ansatzraum (Q1=Q0) dieStabilit�atsbedingung im allgemeinen nicht erf�ullt. Daher verwenden wir nichtkonfor-me Finite{Elemente{Ansatzr�aume, was dazu f�uhrt, da� sowohl die Analyse (fehlendeOrthogonalit�atsbeziehung zwischen den Ansatzr�aumen), als auch die Techniken zumL�osen (Prolongation und Restriktion beim Mehrgitteralgorithmus) komplizierter wer-den. Daf�ur kommt man aber ohne zus�atzliche Stabilisierungstechniken aus (vgl. [2] oder[28]), die ebenfalls Probleme bereiten k�onnen.F�ur das zweidimensionale Stokes{Problem bieten sich im wesentlichen zwei verschie-dene M�oglichkeiten zur Diskretisierung an. F�ur das schon bekannte nichtkonformeCrouzeix{Raviart{Element ([13]) (st�uckweise lineare Geschwindigkeiten, st�uckweise kon-stanter Druck) kann man Eindeutigkeit und unter bestimmten Voraussetzungen auch17



18volle Approximationsg�ute der diskreten L�osungen zeigen. Dieses Dreieckselement hatsein Analogon f�ur eine Rechteckzerlegung in dem sogenannten \rotiert\ bilinearen An-satz, rotiert deswegen, da die Freiheitsgrade f�ur die Geschwindigkeiten nicht mehr aufden Ecken der Rechtecke liegen, sondern auf den Seitenmitten. Eine ausf�uhrliche Ana-lyse dieses Ansatzraumes �ndet sich in ([39]).Zur Diskretisierung der Stokes{Gleichungen in drei Raumdimensionen, verwenden wirdas dem rotiert bilinearen Ansatz entsprechende 3D{Element. Wir haben dann f�ur dieseZerlegung in Hexaeder wieder st�uckweise konstanten Druck, die Freiheitsgrade f�ur dieGeschwindigkeiten liegen nun auf den Mittelpunkten der sechs Fl�achen, bzw. sind dasjeweilige Fl�achenintegral. Wir bezeichnen dieses Element in Anlehnung an den 2D Fallals rotiert trilinear, wobei rotiert hier nicht w�ortlich zu nehmen ist wie in zwei Dimen-sionen (der Widerspruch in der Namensgebung bezieht sich auf die Tatsache, da� daskonforme lineare Element die Freiheitsgrade auf den 8 Ecken hat, das nichtkonformeElement aber nur 6 Freiheitsgrade auf den Fl�achen besitzt). F�ur das nichtkonforme 3D{Element kann man nun wie in zwei Raumdimensionen volle Approximationsg�ute zeigen,wobei man zus�atzliche Forderungen an die verwendeten Triangulierungen stellen mu�,wenn man einen parametrischen Ansatz w�ahlt. Verwendet man aber einen nichtparame-trischen Ansatz, erh�alt man eine stabile Diskretisierung auch ohne zu einschr�ankendeForderungen an die Triangulierung des Gebietes. Die daraus resultierenden theoreti-schen Aussagen werden durch die Ergebnisse numerischer Testrechnungen best�atigt.Dar�uber hinaus lassen sich f�ur das rotiert trilineare Element Superkonvergenzaussagenableiten, die �ahnlich deren f�ur den konformen Fall sind ([32]).1.1. Die Stokes{GleichungenSei 
 ein beschr�anktes Gebiet desR3 mit Lipschitz{stetigem Rand @
 . Wir betrachtenim folgenden das Stokes{Problem mit Dirichletrandwerten:Finde ein Paar fu; pg , so da� gilt���u +rp = f ; r�u = 0 in 
 ; u = g auf @
 : (St)Dabei beschreiben fu; pg die unbekannte Geschwindigkeit u = (u1; u2; u3)T und den



1.1 Die Stokes{Gleichungen 19Druck p einer z�ahen, inkompressiblen Str�omung in 
 mit vorgegebener Volumenkraftf = (f1; f2; f3)T und Randgeschwindigkeit g = (g1; g2; g3)T .Eine schwache Formulierung von Problem (St) lautet:Finde ein Paar fu; pg 2 H1(
)� L20(
) , so da� gilt�(ru;rv)� (p;r�v) = (f ;v) ; 8v 2 H10(
) ;(q;r�u) = 0 ; 8 q 2 L20(
) ;u = g ; auf @
 : (W)
Seien f 2 H�1(
) und g 2 H1=2(@
) gegeben mitI@
 g � n d� = 0 ; (1.1)dann ist das L�osungspaar fu; pg von Problem (W) eindeutig bestimmt, und es gilt([13]) kuk1 + kpk0 � c (kfk�1 + kgk1=2) : (1.2)Dies ist eine Konsequenz einer bekannten Stabilit�atsabsch�atzung ([20]), die die R�aumeH10(
) und L20(
) miteinander koppeltsupv2H10(
) (q;r�v)krvk0 � � kqk0 > 0 ; 8 q 2 L20(
) ; q 6= 0 : (BB)Im weiteren Verlauf beschr�anken wir uns aus Gr�unden der Vereinfachung auf Poly-edergebiete 
 � R3, oder Gebiete deren R�ander hinreichend glatt sind, homogeneRanddaten g = 0 und Viskosit�at � = 1 . Die analogen Ergebnisse f�ur die allgemeinerenF�allen k�onnen in [12],[13],[20],[47] nachgelesen werden.De�nieren wir zus�atzlich die Bilinearformena(u;v) := (ru;rv) ; (1.3)



20 b(p;v) := �(p;r�v) ; (1.4)so l�a�t sich die schwache Formulierung von Problem (W) k�urzer schreiben als:Finde ein Paar fu; pg 2 H10(
)� L20(
) , so da� gilta(u;v) + b(p;v) + b(q;u) = (f ;v) ; 8 fv; qg 2 H10(
)� L20(
) ; (V)bzw. in dazu �aquivalenter Formulierung ([20]):Finde ein u 2 V(
) , so da� gilta(u;v) = (f ;v) ; 8v 2 V(
) ; (Vd)mit V(
) = fv 2 H10(
) : r�v = 0g : (1.5)Gilt f�ur die rechte Seite f 2 L2(
) , dann sind fu; pg sogar in H2(
) � H1(
) undgen�ugen der a priori Absch�atzung ([20])kuk2 + kpk1 � c kfk0 : (1.6)
1.2. Eine Diskretisierung der Stokes{GleichungenSei im folgenden Th eine Zerlegung von 
 in (konvexe) Hexaeder mit Gitterweite h ,die den maximalen Durchmesser der Elemente von Th bezeichnet. Die Elemente, diewir zulassen, sind dadurch charakterisiert, da� sie durch eine trilineare Transformationauf ein Referenzelement abbildbar sind. Wir m�ussen lediglich die Bedingung stellen,da� die Verbindung zweier Punkte eine Gerade ist. Die Fl�achen des Hexaeders d�urfengekr�ummt sein.Die Zerlegung sei regul�ar ([1],[12]), d.h., die Schnittmenge zweier Elemente ist entwederleer, ein gemeinsamer Knoten, eine gemeinsame Kante oder eine gemeinsame Fl�ache.



1.2 Eine Diskretisierung der Stokes{Gleichungen 21Weiterhin wird angenommen, da� die Familie fThgh von Zerlegungen der uniformshape condition ([1],[12]) gen�uge, d.h. f�ur jede Zerlegung Th sei der Quotient aus ma-ximalen Umkreisradius und minimalen Inkreisradius unabh�angig von der Gitterweitebeschr�ankt:dTh := maxT2ThfUmkreisradius von T g ) c1 � dThqTh � c2 ; 8Th 2 fThgh :qTh := minT2ThfInkreisradius von T g (1.7)
Folgende Bezeichnungen werden wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit verwenden:Die gemeinsame Fl�ache zweier Elemente Ti; Tj 2 Th nennen wir �ij mit zugeh�ori-gem Schwerpunkt mij . Analog sind �i0 � (@Th \ @
) Rand
�achen mit zugeh�origenSchwerpunkten mi0 . Mit @Th bezeichnen wir die Menge aller Fl�achen der Elemente.Die gemeinsame Kante zweier Elemente bezeichnen wir mit �ij mit Mittelpunkt kij,entsprechend wieder die Bezeichnungen f�ur die Randkanten.Unser verwendeter Verfeinerungsalgorithmus sei regul�ar, zuerst werden auf jeder Fl�achedie gegen�uberliegenden Seitenmitten miteinander verbunden, und dann die gegen�uber-liegenden Fl�achenmitten, somit entstehen aus einem Element 8 neue Elemente. Diesereinfache Proze� hat mehrere Vorteile, zum einen erhalten wir eine strenge Gitterhier-archie, was die Verwendung von Mehrgitteralgorithmen wesentlich vereinfacht, zumanderen erhalten wir bei Grobgittern, die die uniform shape condition nur schlechterf�ullen (d.h. mit Konstanten c1 � c2 ) durch den Verfeinerungsproze� immer bes-sere Konstanten, d.h. die Gitter werden immer Parallelogramm �ahnlicher. Damit istauch folgende Strategie gerechtfertigt, im Grobgitter pseudo{adaptiv einzelne Elemen-te zu verfeinern, indem man sieben Elemente aus ihnen macht, um dann wie obenbeschrieben global zu verfeinern (siehe Abbildung 1.1), was den Vorteil hat, da� dievolle Mehrgitterhierarchie bewahrt wird und trotzdem in \interessanten\ Bereichen desGebietes feiner diskretisiert werden kann.



22

Abbildung 1.1: Verfeinerung eines ElementesWie wir in den Abschnitten 1.4 und 1.5 sehen werden, wird die nichtparametrischeVersion auch bei Gittern mit ung�unstigen Winkeln oder gro�en aspect ratios (Verh�alt-nis k�urzeste/l�angste Kante) stabil und mit vollen Fehlerordnungen arbeiten, so da� wirauch bei instation�aren Rechnungen das Rechengitter nach gewissen Zeiten mit obigerMethode anpassen k�onnen, d.h. wir verfeinern eine gewisse Anzahl von Grobgitter Ele-menten, bauen wieder die volle Gitterhierarchie auf und interpolieren dann die L�osungdes alten Gitters auf das Neue und starten dann erneut.Um Problem (V) mittels der Finite{Elemente{Methode approximieren zu k�onnen, f�uh-ren wir diskrete R�aume Hh � H10(
) und Lh � L20(
) ein, wobei h > 0 die zugeh�origeGitterweite zur Zerlegung Th ist. Entsprechend den diskreten R�aumen Hh und Lh ,die aus elementweise polynomialen Funktionen bestehen, de�nieren wir diskrete Bili-nearformen ah(u;v) � a(u;v) und bh(p;v) � b(p;v) .Eine diskrete Formulierung von Problem (V) lautet dann:Finde ein Paar fuh; phg 2 Hh � Lh , so da� giltah(uh;vh) + bh(ph;vh) + bh(qh;uh) = (f ;vh) ; 8 fvh; qhg 2 Hh � Lh : (Vh)Hier stellen sich nun die Fragen nach der eindeutigen L�osbarkeit, sowie nach Fehler-absch�atzungen f�ur Geschwindigkeit und Druck in geeigneten Normen. W�ahrend dieerste Frage schon in ([39]) und ([31]) behandelt ist, wollen wir uns in Abschnitt 1.5 vor



1.3 Die nichtkonformen rotiert bilinearen Elemente 23allem mit der zweiten Frage besch�aftigen.Zum Nachweis der eindeutigen L�osbarkeit mu� die De�nitheit der Bilinearform ah(�; �)auf Hh und ein diskretes Analogon zu Bedingung (BB) , die sogenannte Babu�ska{Brezzi{Bedingung (BBh), nachgewiesen werden ([20])maxvh2Hh bh(qh;vh)kvhkh � ~� kqhk0 > 0 ; 8 qh 2 Lh ; qh 6= 0 : (BBh)Die Norm k:kh wird dabei f�ur Funktionen vh 2 Hh �H10(
) de�niert durchkvhkh := (ah(vh;vh))1=2 : (1.8)Nach diesen allgemeinen Bemerkungen beginnen wir nun mit der Analyse des nicht-konformen \rotiert\ trilinearen Elements.1.3. Die nichtkonformen \rotiert\ trilinearen ElementeIn diesem Paragraphen wollen wir das sogenannte \rotiert\ trilineare Element vorstel-len und analysieren. Da dieses Element das 3D Pendant zu dem in zwei Dimensionenverwandten, rotiert bilinearen Element darstellt (siehe [39]), bzw. des Crouzeix{RaviartElementes ([13]) f�ur den Dreiecksfall, sind viele der nachfolgenden �Uberlegungen Er-weiterungen von entsprechenden des 2D Falles, wobei aber durch die h�ohere Dimensiontechnisch andere Schwierigkeiten auftauchen. Der erste Teil dieses Abschnittes ist imWesentlichen eine Wiederholung der Arbeit ([39]) mit den entsprechenden Erweiterun-gen f�ur den dreidimensionalen Fall.Sei Th eine regul�are Zerlegung wie im vorigen Abschnitt beschrieben. Wir beginnennun mit der De�nition der parametrischen rotiert trilinearen Elemente. Dazu ben�oti-gen wir zun�achst das Referenzelement T̂ = [�1; 1]� [�1; 1]� [�1; 1]. F�ur jedes T 2 Thde�nieren wir dann durch  T : T̂ ! T eine zugeh�orige trilineare 1{1{Transformationund setzen Q̂1(T ) := fq �  �1T j q 2 spanh1; x; y; z; x2 � y2; y2 � z2ig: (1.9)
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Abbildung 1.2: Trilineare 1{1{Transformation 	TBemerkung 1.1. Wesentlich f�ur die ganze De�nition ist die Tatsache, da� die trilinea-re Transformation eingeschr�ankt auf eine Fl�ache bilinear ist. Damit wird jeder Punkteiner Fl�ache des Einheitsw�urfels eindeutig auf einen Punkt des Elementes abgebildet,insbesondere der Mittelpunkt der Fl�ache, bzw. die Quadraturpunkte f�ur die numerischeIntegration. Eine einfache geometrische �Uberlegung verdeutlicht diesen Sachverhalt,
AAAAAAA

AAA
CCCCCCC

CCC
a1 a2
a4 a3

s1 s2s4 s3m
Abbildung 1.3: Mittelpunkt einer Fl�ache im R3Wir de�nieren den Mittelpunkt m als Schnittpunkt der Seitenhalbierenden, verschie-ben wir den Punkt a4 in z{Richtung um die Strecke d, so verschieben sich nat�urlichdie Seitenhalbierenden s1; s2 um d=2, damit der Mittelpunkt m der Fl�ache um d=4, im-mernoch als Schnittpunkt der Seitenhalbierenden. Es macht also Sinn, weiterhin voneinem Mittelpunkt und einer \Fl�ache\ zu reden, auch wenn die 4 Eckpunkte der Fl�achenicht mehr in einer Ebene liegen. Damit sind nachfolgende De�nitionen, Konstruktio-nen und Ergebnisse auch f�ur gest�orte Elemente, bzw. Gitter gerechtfertigt.F�ur die Freiheitsgrade der verwendeten Finiten Elemente haben wir zwei M�oglichkeiten,einmal eine punktweise De�nition, hier liegen die Freiheitsgrade auf den Schwerpunkten



1.3 Die nichtkonformen rotiert bilinearen Elemente 25der Fl�achen fF (a)� (�);� � @Thg oder eine integralmittel orientierte Version, wo dieFreiheitsgrade das Integral �uber den Fl�achen sind fF (b)� (�);� � @Thg.F (a)� (v) := v(m�); (1.10)F (b)� (v) :=j � j�1 Z� vd
: (1.11)Die entsprechenden diskreten R�aume Hh = H(a=b)h und Lh de�nieren wir dann alsLh := fqh 2 L20(
)jqhjT = const:; 8T 2 Thg; (1.12)Hh := Sh � Sh � Sh; (1.13)mitS(a=b)h := 8>><>>: vh 2 L2(
) j vhjT 2 Q̂1(T ) ; 8T 2 Th ; vh stetig bzgl. der Funk-tionale F (a=b)�ij (�) ; 8Fl�achen �ij ; und F (a=b)�i0 (vh) = 0 ; 8Fl�achen �i0 9>>=>>; :(1.14)Da wir es hier mit einem nichtkonformen Ansatz zu tun haben, de�nieren wir dieentsprechenden diskreten Bilinearformen ah(�; �) und bh(�; �) wie �ublich elementweiseund erhalten ah(uh; vh) := XT2Th ZT ruh � rvhdx; (1.15)bh(qh; vh) := � XT2Th qhjT ZT r � uhdx: (1.16)Gem�a� der parametrischen De�nition der R�aume H(a=b)h k�onnen die zu den Bilinear-formen ah(�; �) und bh(�; �) entsprechenden Systemmatrizen Ah und Bh e�zient durchR�ucktransformation auf das Referenzelement T̂ berechnet werden.



26Sei jh : L20 ! Lh der Operator der konstanten Interpolation, der auf jedem Elementbestimmt ist durch: jhpjT := jT j�1 ZT pdx 8T 2 Th: (1.17)Dann gilt folgendes Lemma.Lemma 1.1. Der konstante Interpolationsoperator jh : L20 ! Lh erf�ullt die Fehler-absch�atzung f�ur q 2 L20 \H1, jjq � jhqjj � chjjqjj1: (1.18)Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Bramble{Hilbert-Lemmas (siehe [39] oder [31]).Sei weiter ih = ia=bh der globale Interpolationsoperator in H(a=b)h , erzeugt von den lo-kalen Operatoren iT . Hier stellt sich das Problem, da� die �ubliche optimale Fehler-absch�atzung f�ur ia=bh nicht gilt. Das liegt an der Tatsache, da� die R�aume H(a=b)h nicht\isoparametrisch\ sind, d.h. die multilinearen Transformationen 	T : T̂ ! T sindvon einem anderen Polynomtyp als die Formfunktionen auf T̂ . Um trotzdem geeigneteApproximationseigenschaften f�ur H(a=b)h garantieren zu k�onnen, m�ussen wir eine be-stimmte schwache Uniformit�atsbedingung an die Gitter Th stellen. F�ur jedes ElementT 2 Th, sei �T 2 (0; �) der maximale eingeschlossene Winkel der Einheitsnormalen-vektoren zweier gegen�uberliegenden Fl�achen von T , wobei die Einheitsnormale durchden Mittelpunkt der Fl�ache verl�auft.Wir de�nieren dann die Quantit�at �h�h � maxfj� � �T j; T 2 Thgals Ma� f�ur die St�orung des Gitters Th.



1.3 Die nichtkonformen rotiert bilinearen Elemente 27
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���Abbildung 1.4: Darstellung der Gitterst�orungWir k�onnen nun asymptotische Fehlerabsch�atzungen f�ur den parametrischen Fall ange-ben. Als Voraussetzungen f�ur folgenden Satz ben�otigt man Interpolationsabsch�atzun-gen f�ur den Operator ih = ia=bh , sowie eine Stabilit�atseigenschaft, die im Falle des mit-telpunktorientierten Elementes nur erf�ullt ist, wenn die St�orung �h hinreichend kleinist. Die Details f�ur diese Aussagen, ebenso der Beweis des Satzes �nden sich in ([39]).Da wir in Abschnitt 1.4 noch einmal darauf eingehen, geben wir sie hier kurz an.Lemma 1.2. F�ur den Interpolationsoperator ih = ia=bh gilt die Fehlerabsch�atzungjjv � ihvjj0 + hjjv � ihvjjh � Ch(h+ �h)jjvjj2; 8v 2 H10 \H2: (1.19)Der Beweis verl�auft analog zum Beweis der Fehlerabsch�atzung f�ur den Druck. Zuerstwird der Fehler auf das Referenzelement transformiert, dort wendet man das Bramble{Hilbert{Lemma an und bekommt eine Absch�atzung gegen die Halbnorm der zweitenAbleitungen. Bei der R�ucktransformation auf das Element kommt nun aber die Tatsa-che zum Tragen, da� die gemischten zweiten Ableitungen der Transformation 	T nurproportional zu j���T j sind und nicht zu O(h2) (siehe [39]). Die zweiten Ableitungenm�ussen aber die h{Potenzen liefern, damit ist der Interpolationsfehler aber nur noch(O(hj� � �T j) und genau dann optimal, falls die St�orung des Gitters O(h) ist.F�ur die L�osbarkeit von Problem (Vh) aus Abschnitt 1.2 ist die diskrete Babu�ska{Brezzi{Bedingung (BBh) zu zeigen:Lemma 1.3. F�ur Hh = H(b)h und, wenn die Quantit�at �h hinreichend klein ist, auchf�ur Hh = H(a)h gilt die Stabilit�atsabsch�atzung (mit ~� 6= ~�(h) > 0)maxvh2Hh bh(qh;vh)kvhkh � ~� kqhk0 > 0 ; 8 qh 2 Lh ; qh 6= 0 : (1.20)



28Der Beweis �ndet sich in [31]. Mit den Lemmata 1.1, 1.2 und 1.3 l�a�t sich der Satz�uber die asymptotischen Fehlerabsch�atzungen f�ur die Elementepaare (H(a=b)h ; Lh) for-mulieren.Satz 1.4. F�ur Hh = H(b)h , und wenn die Quantit�at �h hinreichend klein ist, auch f�urHh = H(a)h , hat das diskrete Stokes Problem (W) eine eindeutige L�osung fuh; phg 2H(a=b)h � Lh, und es gilt:jju� uhjjh + jjp� phjj � c(h + �h)fjjujj2 + jjpjj1g; (1.21)jju� uhjj+ jjp� phjj�1 � c(h+ �h)2fjjujj2 + jjpjj1g (1.22)(hier bedeutet jj � jj�1 die Norm des Dualraumes von L20 \H1).



1.4 Die nichtparametrische Version 291.4. Die nichtparametrische VersionWie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, geht die Gitterst�orung in die Konstanteder Fehlerabsch�atzung ein, so da� wir f�ur die parametrische Version keine optimaleOrdnung erwarten k�onnen f�ur F�alle, in denen wir aus praktischen Gr�unden Gitterverwenden m�ussen, bei denen diese St�orung �h gro� ist. Ein Beispiel f�ur solch einenFall zeigen wir in der folgenden Abbildung.

Abbildung 1.5: Grobgitter und 3 VerfeinerungenMan sieht, wie in diesem Fall eine Verfeinerung an einen krummlinigen Rand {in die-sem Fall eine Halbkugel{ angepa�t wird. Das Grobgitter links oben wird durch unse-ren schon beschriebenen Algorithmus verfeinert, nach jeder Verfeinerung werden dieRandknoten des Gitters auf den tats�achlichen Gebietsrand projiziert, so da� man nach



30mehreren Verfeinerungen die Geometrie des realen Gebietes sehr gut erfa�t hat (rechtsunten). Der Nachteil besteht darin, da� man nun Elemente in dem Gitter hat, beidenen die St�orung �h sehr gro� werden kann. Wie wir in dem letzten Abschnitt abergesehen haben, geht diese St�orung durch die Transformation auf das Referenzelementin die Fehlerabsch�atzung ein und nat�urlich auch in die Stabilit�atskonstante. Daherwollen wir in diesem Abschnitt eine Konstruktion angeben, bei der man (fast) ohneTransformation auf das Referenzelement auskommt (bis auf Fl�achen{ und Volumen-berechnungen). Die Kosten f�ur diese nichtparametrische Version sind dann nat�urlichh�oher, da dies aber vor allem im Preprocessing, also Matrixaufbau etc., geschieht, spieltdies vor allem bei instation�aren Rechnungen keine gro�e Rolle.Der zweite Aspekt einer m�oglichen Gitterst�orung, den wir bis jetzt noch nicht betrach-tet haben, ist der Fall eines gro�en aspect ratios, der in drei Dimensionen folgenderma-�en aussehen kann:
�� ���� ��hy hx hzAbbildung 1.6: Element in x{Richtung gestreckt

�� ��
�� ��

hy hx
hz

Abbildung 1.7: Element in x{ und z{Richtung gestrecktOftmals ist man in der Praxis gezwungen, Elemente dieser Form zu benutzen; f�ur dienichtparametrische De�nition ist es m�oglich, Stabilit�at auch f�ur gro�e aspect ratios zubeweisen.



1.4 Die nichtparametrische Version 31Zur Konstruktion:F�ur jedes Element T 2 Th sei (�; �; �) ein lokales Koordinatensystem, welches durchVerbinden der Mittelpunkte zweier gegen�uberliegenden Fl�achen erzeugt wird (sieheAbbildung 1.8).
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Abbildung 1.8: Lokales KoordinatensystemDer Ansatzraum Q̂1(T ) ist auf jedem Element T 2 Th gegeben durch:Q̂1(T ) := spanh1; �; �; �; �2 � �2; �2 � �2i (1.23)mit � = a�x+ b�y + c�z� = a�x + b�y + c�z� = a�x + b�y + c�z:Wir haben dann(a�; b�; c�) = (XM1�XM6; Y M1� YM6; ZM1� ZM6)(a�; b�; c�) = (XM2�XM4; Y M2� YM4; ZM2� ZM4)(a�; b�; c�) = (XM3�XM5; Y M3� YM5; ZM3� ZM5):



32Damit l�a�t sich unser Ansatzraum Q̂1(T ) schreiben alsQ̂1(T ) := spanh 1 ; a�x + b�y + c�z; a�x + b�y + c�z; a�x+ b�y + c�z;d1x2 + d2y2 + d3z2 + d4xy + d5xz + d6yz; (1.24)e1x2 + e2y2 + e3z2 + e4xy + e5xz + e6yzimit Koe�zienten di(a�; b�; c�; a�; b�; c�; a�; b�; c�), bzw. ei(a�; b�; c�; a�; b�; c�; a�; b�; c�).Durch L�osen eines 6 � 6 Gleichungssystems kann man sich nun auf e�ziente Weisedie 6 lokalen Basisfunktionen berechnen, welche analog zum parametrischen Fall durchVorgabe der Funktionale fF (a=b)� (�);� � @Thg eindeutig bestimmt sind. Wir erhaltendamit folgendes Lemma:Lemma 1.5. F�ur den Interpolationsoperator ih = i(a;b)h gilt:jjv � ihvjj0 + hjjv � ihvjjh � ch2jjvjj2; 8v 2 H10 (
) \H2(
); (1.25)ohne Abh�angigkeit vom Gitterst�orungsparameter �h.Beweis.Da Q̂1(T ) durch obige Konstruktion vollst�andig ist, d.h. es sind alle linearen Polynomeenthalten, kann man das Bramble{Hilbert{Lemma direkt ohne Transformation auf dasReferenzelement anwenden. Damit l�a�t sich die Theorie von Dupont/Scott in [17] aufunseren Fall verallgemeinern. 2Wir wollen nun, wie eingangs erw�ahnt, noch auf den Fall gro�er aspect ratios eingehen,wie in den Abbildungen 1.6 und 1.7 beschrieben. Der Beweis f�ur den 2D Fall �ndetsich in [3].Satz 1.6. Die nichtparametrische Version des nichtkonformen rotiert trilinearen Stokes{Elementes ist auf beliebigen Tensorprodukt Gittern stabil, d.h., es gilt:supvh2Hh bh(ph;r � vh)krvhkh � ~
 kphk ; 8 ph 2 Lh:mit einer Konstanten ~
 unabh�angig von der Gitterweite und des aspect ratios.



1.4 Die nichtparametrische Version 33Beweis.F�ur jedes gegebene ph 2 Lh existiert ein v 2 H10 , so da� (siehe [20])(ph;r � v) � ~
kphkkrvkDann erf�ullt die diskrete Funktion vh 2 Hh, die de�niert ist durchZ� vhds = Z� vds 8� 2 �ijfolgende Absch�atzung: (ph;r � vh) = (ph;r � v) � ~
kphkkrvk.Damit bleibt die H1{Stabilit�at des Interpolationsprozesses zu zeigen, sei dazuZT rvhrvh dx = � ZT �vhvh dx + Z� vhrvh � n ds= � ZT �vhv dx+ Z� vrvh � n ds= ZT rvrvh dx:Hier haben wir die Eigenschaft des nichtparametrischen Ansatzes ausgenutzt, da� �vhauf dem Element T verschwindet, was bei dem parametrischen Fall im allgemeinennicht erf�ullt ist. Es bleibt zu zeigen, da� rvh � n konstant auf den Fl�achen � ist. Dieskann man sich in diesem Fall klar machen durch folgende �Uberlegung:
������ ������������������ -����6-r nm z

y x
Abbildung 1.9: Normale einer Fl�ache eines ElementesDie Normalenableitung ist in diesem Fall eine Linearkombination der z{Ableitungender Ansatzfunktionen, also f�ur (1; ax; by; cz; d(x2 � y2); e(y2 � z2)), bleibt: c � 2ez alsNormalenableitung, da z aber auf dieser Fl�ache konstant ist, ist auch die Ableitungkonstant und wir k�onnen den Beweis mit der Cauchy{Schwarzschen Ungleichung ab-



34schlie�en. 2
Bemerkung 1.2. Wesentlich in obigem Beweis ist die Tatsache, da� �vh auf demElement T verschwindet. Bei einem allgemeinen Gitter erfordert diese Eigenschaft ei-nige Modi�kationen. Zum besseren Verst�andnis demonstrieren wir dies am analogen2D Fall.
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Abbildung 1.10: Verzerrtes Element in 2DUnsere Basisfunktionen des nichtparametrischen Ansatzes sehen hier aus wie folgt:Q̂1(T ) := spanh1; �; �; �2 � �2i = spanh1; x; �; x2 � �2i =

= spanh1; x; x sin� + y cos�; x2 � (x sin� + y cos�)2i; mit � = (x sin�+ y cos�):Die letzte Funktion l�a�t sich umformen zu:x2 � (x sin� + y cos�)2 = x2 cos2 �� xy sin 2�� y2 cos2 �;darauf den Laplace Operator angewandt ergibt wieder die Behauptung.Da sich bei der Fehlerabsch�atzung f�ur den konstanten Interpolationsoperator jh : L20 !Lh nichts �andert und auch die Stabilit�atsbedingung gezeigt ist, l�a�t sich nun Satz 1.4neu formulieren:



1.4 Die nichtparametrische Version 35Satz 1.7. F�ur die nichtparametrischen Elemente Hh = H(b)h , und wenn die Quantit�at�h hinreichend klein ist auch f�ur Hh = H(a)h , hat das diskrete Stokes{Problem (W) eineeindeutige L�osung fuh; phg 2 H(a=b)h � Lh, und es gilt:jju� uhjjh + jjp� phjj � chfjjujj2 + jjpjj1g;jju� uhjj+ jjp� phjj�1 � ch2fjjujj2 + jjpjj1g:Beweis.Der Beweis bei [39] f�ur den parametrischen Fall l�a�t sich f�ur diesen Satz vollst�andig�ubertragen, da die einzige �Anderung in der Fehlerabsch�atzung f�ur den Interpolations-operator ih = i(a;b)h (vgl. Lemma 1.2 und Satz 1.4) liegt. 2
Es bleibt noch, das praktische Problem der numerischen Integration zu besprechen. Wirverwenden hier zwei M�oglichkeiten. Die erste arbeitet wieder mit Transformation, d.h.es werden nur die Quadraturpunkte auf das Referenzelement transformiert, dort wirddie Integration durchgef�uhrt, diese M�oglichkeit verwenden wir auch bei den Testrech-nungen, siehe Bemerkung 1.1. Die zweite M�oglichkeit ist die, da� auch die numerischeIntegration auf jedem Element ausgef�uhrt wird, was aber zu technischen Schwierig-keiten f�uhrt, da es keine Integrationsformeln f�ur beliebige Hexaeder gibt. Daher mu�jedes Element erst in f�unf Tetraeder zerlegt werden (siehe Abbildung 1.11), auf jedemTetraeder kann man dann numerisch integrieren.
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Abbildung 1.11: Zerlegung in TetraederDie Zerlegung ist also wie folgt:Tetraeder 1: Ecken 1, 3, 4, 8;Tetraeder 2: Ecken 1, 2, 3, 6;Tetraeder 3: Ecken 1, 5, 6, 8;Tetraeder 4: Ecken 3, 6, 7, 8;Tetraeder 5: Ecken 1, 3, 6, 8.Bemerkung 1.3. Da wir im Mehrgitter f�ur das Stokes{Problem (siehe n�achstes Ka-pitel) an verschiedenen Stellen (z.B. Prolongation/ Restriktion) das Volumen der He-xaeder berechnen m�ussen, verwenden wir auch daf�ur obige Zerlegung. Zu beachten istdabei aber, da� f�ur deformierte Elemente die Zerlegung, bzw. das Volumen mit einemFehler der Gr�o�e h3 behaftet ist. Zudem ist die Zerlegung nicht eindeutig damit ebensowenig die Lage der Integrationspunkte.Die Gau�schen Integrationskonstanten kann man �nden z.B. in ([18]). Der Vollst�andig-keithalber geben wir sie hier kurz an:
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Abbildung 1.12: Gau�sche Integrationspunkte f�ur TetraederWir haben dann:I = Z Z Z f(x; y; z) dx dy dz = Z Z Z �(�; �; �)jJ jd� d� d� =V nXj=1wj�(�1; �2; �3; �4)jEs ergibt sich mit obiger Darstellung die folgende Tabelle (mit den vier Koordinaten�j = Lj; j = 1; ::4; und � = 0:58541020; � = 0:13819660):Tabelle 1.1: Gau�sche Integrationskonstantenn Ordnung Punkte L1 L2 L3 L4 wj1 Linear,O(h2) a 0.25 0.25 0.25 0.25 1b1 � � � � 0.254 Quadr. b2 � � � � 0.25O(h3) b3 � � � � 0.25b4 � � � � 0.25a 1/4 1/4 1/4 1/4 {0.8Kubi. c1 1/3 1/6 1/6 1/6 0.455 O(h4) c2 1/6 1/3 1/6 1/6 0.45c3 1/6 1/6 1/3 1/6 0.45c4 1/6 1/6 1/6 1/3 0.45

Bemerkung 1.4. Die kubische Integrationsformel zeigt numerische Instabilit�aten, wasan dem negativen Gewicht liegt, und ist daher in der Praxis nur bedingt einsetzbar.



38Der zus�atzliche Aufwand f�ur diese nichtparametrische Version liegt also im wesent-lichen an dem L�osen der 6 � 6 Gleichungssysteme f�ur jedes Element, sowie an dernumerischen Integration, sofern man sie auch auf den Elementen durchf�uhrt. Unserenumerischen Ergebnisse im n�achsten Abschnitt zeigen aber, da� dieser Aufwand sehrwohl gerechtfertigt ist und zu vollen Fehlerordnungen f�uhrt auch bei St�orungen desGitters.1.5. Numerische Ergebnisse f�ur das Stokes{ProblemIn diesem Abschnitt pr�asentieren wir die Ergebnisse f�ur die in den Abschnitten 1.3und 1.4 analysierten 3D Stokes{Elemente. Um die Erhaltung der Fehlerordnungen zuuntersuchen nehmen wir ein �ubliches Testproblem auf dem Einheitskubus, 
 = (0; 1)�(0; 1)� (0; 1), mit der exakten L�osung:u1(x1; x2; x3) = �256x21(x1 � 1)2x2(x2 � 1)(2x2 � 1)x3(x3 � 1)(2x3 � 1)u2(x1; x2; x3) = 128x22(x2 � 1)2x1(x1 � 1)(2x1 � 1)x3(x3 � 1)(2x3 � 1)u3(x1; x2; x3) = 128x23(x3 � 1)2x1(x1 � 1)(2x1 � 1)x2(x2 � 1)(2x2 � 1)p(x1; x2; x3) = 150(x1 � 0:5)(x2 � 0:5)(x3 � 0:5):Wir beginnen nun mit den Ergebnissen f�ur ein ungest�ortes Grobgitter f�ur die para-metrischen Elemente (punkt{ bzw. integralorientiert), sowie der nichtparametrischenPendants auf gest�orten Gittern. In den folgenden Tabellen stellen wir jeweils den L2{und H1{Fehler f�ur die Geschwindigkeiten, den L2{Fehler des Drucks, sowie die Kon-vergenzrate des verwendeten Mehrgitterverfahrens (cvg) dar. Wichtig zu erw�ahnen istnoch, da� wir f�ur die parametrischen Rechnungen in allen F�allen eine 3� 3� 3 Gau�Quadraturformel verwenden, im Falle der nichtparametrischen Elemente die Quadra-tur, wie in Abschnitt 1.4 beschrieben, durchf�uhren.



1.5 Numerische Ergebnisse f�ur das Stokes{Problem 39Tabelle 1.2: Ergebnisse f�ur die parametrischen Elementeparametrisch, punktorientierth cvg L2(u) Ord. H1(u) Ord. L2(p) Ord.1/4 0.02 1.2170 1.678 0.62001/8 0.06 0.5780 1.07 1.251 0.42 0.3520 0.811/16 0.13 0.2030 1.51 0.753 0.73 0.1590 1.151/32 0.22 0.0580 1.81 0.405 0.89 0.0662 1.271/64 0.20 0.0152 1.93 0.207 0.96 0.0294 1.17parametrisch, integralorientierth cvg L2(u) Ord. H1(u) Ord. L2(p) Ord.1/4 0.02 0.9410 1.470 0.5511/8 0.01 0.3480 1.44 0.972 0.59 0.276 0.991/16 0.17 0.1020 1.77 0.543 0.84 0.124 1.151/32 0.19 0.0273 1.90 0.282 0.94 0.057 1.121/64 0.18 0.0069 1.98 0.143 0.98 0.027 1.08
Wir sehen an diesem einfachen Problem bereits, da� wir f�ur alle verwendeten Elementedie vollen Fehlerordnungen erhalten, also O(h2) f�ur den L2{Fehler der Geschwindig-keiten, sowie O(h) f�ur den H1{Fehler der Geschwindigkeiten und den L2{Fehler desDrucks. Wir werden die beiden letztgenannten Fehler aber noch verbessern k�onnendurch Interpolationstechniken, mit denen Superkonvergenzaussagen m�oglich sind (sie-he Ende des Abschnittes in 1.5.1 und 1.5.2). Wir sehen hier aber bereits schon, da� dasintegralmittelorientierte Element absolut gesehen fast um den Faktor 1/2 kleinere Feh-ler liefert, als das punktorientierte. Die minimalen Unterschiede zwischen den Zahlender obigen Tabelle stammen von den unterschiedlichen Quadraturformeln, wie bereitsin Abschnitt 1.4 erw�ahnt, haben wir f�ur Tensorproduktgitter die Option, die Integra-tion auch auf dem Element auszuf�uhren, was wir in obigem Fall getan haben, sp�aterbei gest�orten Gittern, arbeiten wir wieder mit Transformation der Quadraturpunkteauf das Referenzelement.Der n�achste Test, den wir jetzt durchf�uhren, besteht darin, das gleiche Problem aufgest�orten Gittern zu behandeln. Da wir bereits gesehen haben, da� bei sowohl demparametrischem, als auch dem nichtparametrischem Fall, das integralorientierte Ele-ment weit besser abschneidet, beschr�anken wir uns im folgenden auf einen Vergleichder beiden integralmittelorientierten Elemente. Dazu st�oren wir jeweils das Rechen-



40 Tabelle 1.3: Ergebnisse f�ur die nichtparametrischen Elementenichtparametrisch, punktorientierth cvg L2(u) Ord. H1(u) Ord. L2(p) Ord.1/4 0.02 1.2170 1.676 0.62001/8 0.06 0.5870 1.05 1.251 0.42 0.3520 0.811/16 0.13 0.2070 1.50 0.753 0.73 0.1590 1.151/32 0.22 0.0590 1.83 0.405 0.89 0.0662 1.271/64 0.22 0.0155 1.93 0.207 0.96 0.0294 1.17nichtparametrisch, integralorientierth cvg L2(u) Ord. H1(u) Ord. L2(p) Ord.1/4 0.02 0.9520 1.690 0.5511/8 0.01 0.3580 1.41 0.972 0.59 0.276 0.991/16 0.18 0.1060 1.76 0.543 0.84 0.124 1.151/32 0.20 0.0285 1.90 0.282 0.94 0.057 1.121/64 0.20 0.0072 1.98 0.143 0.98 0.027 1.08
gitter um 20%, was bedeutet, das jeweils nur das feinste Gitter der Gitterhierarchie,die aus einem regelm�a�igen Grobgitter durch einen regelm�a�igen Verfeinerungsproze�entstanden ist, gest�ort wird. Wir verfeinern also nicht ein gest�ortes Gitter weiter undst�oren dann noch einmal. Somit bekommen wir folgende Resultate:Wir sehen an diesem Beispiel, da� die Fehler f�ur die Geschwindigkeiten im parame-trischen Fall f�ur h ! 0 stehenbleiben, wogegen beim nichtparametrischen Elementdie Fehler fast mit voller Ordnung heruntergehen. Das \fast\ r�uhrt von der Tatsache,da� wir das jeweils feinste Gitter zuf�allig st�oren, so da� man von Level zu Level nichtunbedingt eine Halbierung der Gitterweite hat.Der zus�atzliche Aufwand, der betrieben werden mu� f�ur das nichtparametrische Ele-ment (v.a. numerische Integration) wird durch dieses akademische Beispiel nat�urlichnoch nicht gerechtfertigt. Wie bereits in Abschnitt 1.2 erw�ahnt, werden die Gitterdurch unseren Verfeinerungsalgorithmus immer \besser\, was hei�t, selbst bei einemGrobgitter mit schlechten Winkeleigenschaften entstehen nach mehreren Verfeinerun-gen immer Tensorprodukt �ahnlicher werdende Feingitter, bei denen wir auch f�ur dasparametrische Element volle Ordnung erhalten (dann sogar etwas mehr als O(h2), bzw.O(h), da das jeweils verfeinerte Gitter n�aher am optimalen Fehler ist).



1.5 Numerische Ergebnisse f�ur das Stokes{Problem 41parametrisch, integralorientierth cvg L2(u) Ord. H1(u) Ord. L2(p) Ord.1/4 0.74 1.170 1.693 0.6421/8 0.86 0.505 1.21 1.172 0.53 0.335 0.911/16 0.68 0.172 1.55 0.697 0.75 0.150 1.161/32 0.43 0.088 0.96 0.436 0.67 0.068 1.141/64 0.22 0.076 0.20 0.325 0.42 0.033 1.03nichtparametrisch, integralorientierth cvg L2(u) Ord. H1(u) Ord. L2(p) Ord.1/4 0.52 1.649 1.919 0.6101/8 0.85 0.608 1.44 1.232 0.63 0.319 0.931/16 0.62 0.182 1.74 0.698 0.82 0.139 1.201/32 0.45 0.052 1.81 0.390 0.84 0.063 1.141/64 0.22 0.016 1.63 0.221 0.82 0.033 0.92Tabelle 1.4: Ergebnisse f�ur 20% Gitterst�orungDa wir aber durch unsere Mehrgitterstruktur nur global verfeinern k�onnen, sind wirbei vielen Problemen gezwungen, das Grobgitter so anzupassen, da� in Bereichen desRechengebietes, in denen \wenig\ passiert (z.B. Vorlaufbereich bei Umstr�omung einesHindernisses), relativ grob diskretisiert wird. Dadurch handelt man sich dann aberElemente ein, die einen relativ hohen aspect ratio {d.h. Verh�altnis k�urzeste Kantezu l�angster Kante{ haben. Dieser aspect ratio bleibt aber im Gegensatz zu den obenbesprochenen \besser\ werdenden Winkeln erhalten. Daher f�uhren wir als n�achstenTest Rechnungen auf Gittern mit einem aspect ratio von 8, bzw. 16 durch. In dern�achsten Tabelle geben wir nur die Ergebnisse des nichtparametrischen Elementes an,da das Mehrgitterverfahren f�ur die parametrischen Elemente auf diesen Gittern nurnoch schlecht, bzw. gar nicht mehr konvergierte. Die Konvergenzraten beziehen sich indiesem Fall auf einen Mehrgitteralgorithmus mit 8 Vor{ und Nachgl�attungsschrittenmit dem Vanka{Gl�atter (siehe n�achstes Kapitel).



42 Tabelle 1.5: Ergebnisse f�ur hohen aspect ratioaspect ratio 8h cvg L2(u) Ord. H1(u) Ord. L2(p) Ord.1/2 0.17 1.971 2.352 0.8271/4 0.15 1.049 0.91 1.737 0.43 0.465 0.821/8 0.34 0.341 1.62 1.011 0.78 0.220 1.081/16 0.44 0.095 1.84 0.537 0.91 0.099 1.151/32 0.41 0.024 1.94 0.238 1.17 0.046 1.10aspect ratio 16h cvg L2(u) Ord. H1(u) Ord. L2(p) Ord.1/2 0.52 2.033 2.390 0.8241/4 0.57 1.063 0.93 1.752 0.44 0.464 0.821/8 0.54 0.344 1.63 1.017 0.78 0.220 1.081/16 0.52 0.096 1.84 0.540 0.91 0.099 1.10
Damit beenden wir diese Beispiele auf dem Einheitskubus mit exakter L�osung undwenden uns einem Problem zu, das wir bereits in Abschnitt 1.4 angesprochen haben,dem sogenannten \pu�{pu�\ Problem. Eine ausf�uhrliche Beschreibung dieses Problems�ndet sich in Abschnitt 5.3. Hier haben wir das Problem, das wir einen krummlinigenK�orper, in diesem Fall eine Halbkugel, diskretisieren wollen, was dadurch geschieht, da�wir ausgehend von einem Grobgitter, da� wie �ublich in Mehrgitterkontext relativ wenigZellen hat und damit auch noch wenig �Ahnlichkeit mit einer Kugel, Feingitter erzeugen,die dann an die Kugelober
�ache angepa�t werden (siehe Abbildung 1.5). Dadurch han-deln wir uns aber Gitter mit starken Deformationen ein, bei denen wir Schwierigkeitenhaben eine station�are Stokes{L�osung zu erhalten (v.a. bei h�oheren Reynoldszahlen),die wir aber sp�ater gerne als Startl�osung f�ur den instation�aren Navier{Stokes L�oserh�atten.Das Problem stellt sich nun wie folgt (vgl. [27]): Wir geben an dem Rand des Qua-ders einen Druckwert von Null vor, am Rand der Halbkugel einen negativen Wert, dieGeschwindigkeiten stellen sich dann von hohem Druck nach niederem Druck ein. Wirl�osen nun das Stokes{Problem immer auf einem Level (11776 Elemente) mit verschie-denen Viskosit�aten (�) und vergleichen die Konvergenzraten des Mehrgitters (mit 8Vor{ und Nachgl�attungsschritten).



1.5 Numerische Ergebnisse f�ur das Stokes{Problem 43Tabelle 1.6: Konvergenzraten f�ur \pu�{pu�\ Stokes{Problem11776 Elemente� 1 1/10 1/100 1/250 1/500 1/1000para: 0.47 0.48 0.53 0.58 0.62 0.89nichtpara: 0.055 0.079 0.13 0.17 0.18 0.21Bei diesem praktisch relevanten Problem sehen wir die Robustheit der nichtparame-trischen Version sehr deutlich, w�ahrend die Konvergenzraten f�ur die parametrischeVersion gegen 1 gehen, bleiben sie im anderen Fall nahezu konstant auf niedrigemNiveau. Damit ist auch der zus�atzliche Aufwand gerechtfertigt, selbst f�ur station�areProbleme, da man im nichtparametrischen Fall mit erheblich weniger Gl�attungsschrit-ten auskommt als bei der parametrischen Version.1.5.1. Superkonvergenz f�ur den L2{Fehler des Drucks:Wie bereits erw�ahnt, k�onnen wir f�ur den L2{Fehler des Drucks Superkonvergenzaussa-gen herleiten. Wir haben dabei drei M�oglichkeiten:1. Wir benutzen eine 1{Punkt Gau� Quadraturformel f�ur die Fehlerauswertung underhalten, jjph � jhpjj2 � ch2 :2. Der Druck der konstant auf jedem Element ist, wird auf die Knoten interpoliert, jederKnoten ist Ecke von 8 Elementen und bekommt gewichtet mit dem Volumen dieserElemente ein Mittel der Druckwerte. Dann f�uhren wir auf dem konformen linearenElement die Fehlerauswertung durch. Wir haben damit also,jjp� Ihphjj2 � jjp� Ihpjj2 + jjIhp� Ihphjj2 :Der erste Term auf der rechten Seite ist von der Ordnung h2, der zweite l�a�t sichbeschr�anken durch jjjhp� phjj2 � ch2.3. Der Druck wird auf das nichtkonforme trilineare Element interpoliert, diesmal liegtjede Fl�achenmitte auf 2 Elementen und bekommt wie oben ein Mittel der Druckwertedieser beiden Elemente.



44Bemerkung 1.5. Die theoretischen Nachweise dieser Aussagen und der noch folgen-den f�ur den H1{Fehler der Geschwindigkeiten m�ussen als o�enes Problem angesehenwerden.Wir erhalten folgende Ergebnisse auf dem Einheitskubus mit regelm�assiger Verfeine-rung: Tabelle 1.7: L2{Fehler des Drucksregelm�assiges Gitterh wie 1. Ord. wie 2. Ord. wie 3. Ord.1/4 0.3943 0.6367 0.50081/8 0.1782 1.14 0.2856 1.16 0.2225 1.171/16 0.0631 1.50 0.1009 1.51 0.0784 1.501/32 0.0194 1.72 0.0312 1.68 0.0244 1.681/64 0.0055 1.82 0.0093 1.75 0.0072 1.76
Wir sehen bei allen drei M�oglichkeiten der Druckauswertung, da� der Fehler asympto-tisch gegen O(h2) geht, wobei wie zu erwarten, die erste die absolut gesehen bestenFehler liefert. Trotzdem haben die beiden anderen Verfahren ihre Berechtigung, daman bei verschiedenen ingenieurtechnischen Anwendungen an den Druckwerten direktauf dem Rand des Gebietes interessiert ist und man daher gerne auch den Druck li-near behandelt, was wie unsere Rechnungen zeigen nicht notwendig ist, da man durcheinfache Interpolationen bereits eine optimale Fehlerordnung erreichen kann. �AhnlicheTechniken verwenden wir �ubrigens auch f�ur das Mehrgitterverfahren. Wir interpolierenden konstanten Druck auf die Ecken, bzw. Fl�achenmitten, und f�uhren dann Prolonga-tion, bzw. Restriktion durch. Durch diese Technik lassen sich die Konvergenzraten desMehrgitters deutlich verbessern.Um die Stabilit�at obiger Interpolationen zu testen, f�uhren wir die gleiche Rechnung aufgest�orten Gittern durch. Es ist jeweils das feinste Gitter um 20 % gest�ort, wir erhaltendann:



1.5 Numerische Ergebnisse f�ur das Stokes{Problem 45Tabelle 1.8: L2{Fehler des Drucks20 % Gitterst�orungh wie 1. Ord. wie 2. Ord. wie 3. Ord.1/4 0.4203 0.6670 0.53701/8 0.2042 1.04 0.3098 1.09 0.2518 1.101/16 0.0723 1.50 0.1112 1.49 0.0941 1.421/32 0.0244 1.57 0.0376 1.56 0.0323 1.541/64 0.0076 1.68 0.0112 1.76 0.0102 1.66
Wir sehen wieder wie oben, da� wir fast volle O(h2) Ordnung erhalten, wobei die Fehlerabsolut gesehen nur minimal schlechter werden gegen�uber dem ungest�orten Fall.1.5.2. Superkonvergenz f�ur den H1{Fehler der Geschwindigkeiten:Um die Ergebnisse dieses Abschnittes abzuschlie�en, besch�aftigen wir uns jetzt nochmit Superkonvergenzaussagen f�ur den H1{Fehler der Geschwindigkeiten. Wir lehnenunsere Aussagen dabei an die Arbeit von Lin ([32]) an, der �ahnliche Superkonvergenz-aussagen f�ur den konformen Fall untersucht hat. Die Schwierigkeit im nichtkonformenFall liegt v.a. in der Behandlung des Interpolationsoperators, der die Geschwindigkei-ten, die auf den 6 Fl�achenmitten jedes Elementes liegen, auf die Ecken des konformentriquadratischen Elementes interpoliert. Um die Vorgehensweise besser illustrieren zuk�onnen, beginnen wir mit dem 2D{Fall (siehe [48]). Dort liegen die Freiheitsgrade desrotiert bilinearen Elementes auf den Seitenmitten. Wir haben also folgende Situation:
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Abbildung 1.13: Interpolation rotiert bilinear auf biquadratischUnser Vorgehen sieht nun folgenderma�en aus, wir rechnen auf dem Feingitter mitden Elementen I; II; III und IV , die Freiheitsgrade liegen damit auf den Seitenmittens1{s12. Nun interpolieren wir die Geschwindigkeitswerte dieser Seitenmitten auf dieKnoten u1{u9 des Makroelementes. Da im Inneren unseres Gitters stets die Situationvorliegt, da� ein Knoten auf vier Elementen liegt (wie im Bild oben u9), geben wir f�urdiesen Knoten die Interpolation an (am Rand sind entsprechend andere Gewichte zuverwenden):u9 = 140B@34�s9 + s10 + s11 + s12�� 14�s1 + s2 + s3 + s4 + s5 + s6 + s7 + s8�1CAAuf dem Makroelement rechts oben im Bild, l�a�t sich damit die H1{Fehlerauswertungbiquadratisch durchf�uhren. Der Unterschied liegt genau in der Analyse des Interpolati-onsoperators (vgl. [32]), der im konformen Fall nat�urlich trivial ist, da die Freiheitsgra-de des bilinear konformen Elementes genau auf den Freiheitgraden des biquadratischkonformen Elementes ein Level tiefer liegen. Damit ist im konformen Fall gar keineInterpolation notwendig.Im 3D Fall stellt sich nun folgende Situation dar:
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Abbildung 1.14: Interpolation rotiert trilinear auf triquadratisch

Wieder sollen die Geschwindigkeitswerte (insgesamt 36 Fl�achenmitten) des nichtkon-formen trilinearen Elementes auf den 8 Mikroelementen (im Bild links) auf die Knotendes triquadratischen Makrolementes interpoliert werden. Im Gegensatz zum 2D Fallstellt sich hier aber das Problem, da� es bei dem konformen triquadratischen Elementvier Kategorien von Knoten gibt:Es sind die 8 Ecken (v1{v8), die 6 Fl�achenmitten (m1{m6), die 12 Kantenmitten (k1{k12), sowie der Schwerpunkt (w1), insgesamt 27 Freiheitsgrade. Diese 27 Knoten ent-sprechen aber genau wieder den Knoten (Ecken) des trilinearen konformen Elementesauf einem Level h�oher. Wir m�ussen mit unserer Interpolation die Geschwindigkeits-werte des nichtkonformen trilinearen Elementes, die auf den Fl�achenmitten liegen, aufdie Ecken des gleichen Levels interpolieren, um dann wieder ein Level tiefer gehen zuk�onnen,um dort die Fehlerauswertung triquadratisch durchzuf�uhren.Die Interpolation sieht nun folgenderma�en aus. Wir geben wieder die Interpolationexemplarisch f�ur einen inneren Punkt an, in diesem Fall f�ur den Schwerpunkt w1, f�urRandpunkte m�ussen entsprechend andere Vorfaktoren gew�ahlt werden. Der Anteil von



48dem Mikroelement links unten in Abbildung 1.14 berechnet sich wie folgt:w1 = 180B@23�a3 + a4 + a6�� 13�a1 + a2 + a5�1CADieser Proze� wird f�ur den Punkt w1 auf allen 8 Elementen durchgef�uhrt.Nun geben wir die numerischen Resultate an, zuerst f�ur den 2D{Fall (die Rechnungensind mit dem nichtparametrischen Element durchgef�uhrt):Tabelle 1.9: H1{Fehler der Geschwindigkeitenregelm�assiges Gitterh H1,lin. Ord. H1,quadr. Ord.1/4 5.88-1 1.92-11/8 3.27-1 0.84 8.92-2 1.111/16 1.69-1 0.95 2.55-2 1.801/32 8.56-2 0.98 8.45-3 1.591/64 4.29-2 0.99 2.86-3 1.561/128 2.15-2 0.99 9.85-4 1.541/256 1.07-2 1.01 3.00-4 1.71Auf gest�orten Gittern (immer das feinste, vgl. Tabelle 1.4) bekommen wir folgendeResultate: Tabelle 1.10: H1{Fehler der Geschwindigkeiten20 % Gitterst�orungh H1,lin. Ord. H1,quadr. Ord.1/4 6.19-1 2.47-11/8 3.68-1 0.75 2.24-1 0.141/16 2.21-1 0.73 2.42-1 -0.111/32 1.24-1 0.83 2.57-1 -0.081/64 7.89-2 0.66 2.70-1 -0.071/128 4.29-2 0.89 2.20-1 0.021/256 2.40-2 0.80 2.11-1 0.06
Hier sehen wir die Theorie best�atigt (vgl. [32]), die f�ur Superkonvergenz fordert, da�



1.5 Numerische Ergebnisse f�ur das Stokes{Problem 49das Gitter zumindest lokal regelm�a�ig ist. Dies ist in diesem Fall verletzt, da wir dasfeinste Gitter willk�urlich um 20% st�oren. F�uhren wir die gleiche Rechnung auf einemGitter durch, wo nur das Grobgitter gest�ort ist und danach wieder regelm�a�ig verfeinertwird, erhalten wir wieder die Ordnung h2 f�ur den H1{Fehler der Geschwindigkeiten.Dies werden wir aber f�ur den 3D{Fall genauer untersuchen.In den Ergebnissen f�ur den 3D{Fall geben wir auch noch den L2{Fehler f�ur die trilinearenichtkonforme Fehlerauswertung (nk), sowie f�ur die trilineare konforme (ko), ebensof�ur den H1{Fehler, hier dann nat�urlich auch f�ur die triquadratische (qu), an. Wieoben bereits geschildert, interpolieren wir die Geschwindigkeiten des nichtkonformenElementes von den Fl�achenmitten auf die Knoten des konform trilinearen Elementes,um dann ein Level tiefer zu gehen. Die Interpolation k�onnen wir dann schon testen,wenn wir eine konform trilineare Fehlerauswertung vornehmen; kommt hier die richtigeOrdnung heraus, be�nden wir uns in der Situation wie bei ([32]). Das hei�t auch, esreicht, die Interpolation nichtkonform{konform zu untersuchen, was wir als erstes infolgender Tabelle sehen bei einem Vergleich der L2{Fehler.Tabelle 1.11: L2{Fehler der Geschwindigkeitenregelm�assiges Gitterh L2(u),nk Ord. L2(u),ko Ord.1/4 9.37-1 6.82-11/8 3.48-1 1.43 3.22-1 1.081/16 1.02-1 1.77 9.90-2 1.701/32 2.73-2 1.90 2.66-2 1.911/64 6.90-3 1.98 6.40-3 2.05
Tabelle 1.12: H1{Fehler der Geschwindigkeitenregelm�assiges Gitterh H1(u),nk Ord. H1(u),ko Ord. H1(u),qu Ord.1/4 1.46 8.48-1 5.02-11/8 9.72-1 0.59 4.63-1 0.87 1.92-1 1.391/16 5.43-1 0.84 1.92-1 1.27 5.21-2 1.881/32 2.82-1 0.94 8.07-2 1.25 1.52-2 1.781/64 1.43-1 0.98 4.11-2 0.97 4.12-3 1.89



50Wir sehen in den obigen Tabellen sehr sch�on, wie wir �uberall volle Fehlerordnungenerhalten. Au�erdem erkennen wir die Richtigkeit unserer Interpolation, da die Zah-len f�ur den L2{Fehler nahezu �ubereinstimmen. Interessant ist die Tatsache, da� derH1{Fehler, konform trilinear ausgewertet absolut gesehen erheblich bessere Ergebnisseliefert, als bei der nichtkonformen Auswertung.Um nun noch zu zeigen, da� es f�ur die Superkonvergenz ausreicht, lokal regelm�a�igeGitter zu haben, verwenden wir f�ur n�achsten Test einen Einheitskubus, verfeinern ihndreimal, st�oren dieses Gitter um 20%, und nehmen es dann als Grobgitter. Die weiterenGitter die dann durch regelm�a�ige Verfeinerung entstehen sind nur noch lokal regul�ar.Wir bekommen so folgende Zahlen:Tabelle 1.13: L2{Fehler der GeschwindigkeitenGrobgitter 20% gest�orth L2(u),nk Ord. L2(u),ko Ord.1/8 4.33-1 3.82-11/16 1.29-1 1.75 1.22-1 1.651/32 3.47-2 1.92 3.36-2 1.891/64 9.20-3 1.92 8.72-3 1.95
Tabelle 1.14: H1{Fehler der GeschwindigkeitenGrobgitter 20% gest�orth H1(u),nk Ord. H1(u),ko Ord. H1(u),qu Ord.1/8 1.08 5.86-1 2.73-11/16 6.07-1 0.83 2.53-1 1.21 7.04-2 1.881/32 3.17-1 0.93 1.03-1 1.30 2.23-2 1.731/64 1.65-1 0.94 4.56-2 1.19 5.90-3 1.93Auch hier sehen wir wieder die Theorie best�atigt. Die Fehlerordnungen sind sogar etwasbesser als im ungest�orten Fall, was wie schon erw�ahnt, daran liegt, da� die Gitter durchden regelm�a�igen Verfeinerungsproze� immer Parallelogramm �ahnlicher werden.Bemerkung 1.6. Man kann mit Hilfe einfacher Extrapolationstechniken bereits aufniedrigen Levels absolut gesehen bessere Ergebnisse erzielen. Dies ist v.a. aus prakti-



1.5 Numerische Ergebnisse f�ur das Stokes{Problem 51schem Interesse wichtig, da man die Visualisierung der Ergebnisse meist nicht auf demfeinsten Gitter durchf�uhren will, bzw. kann, da dort die Datenmengen oft zu gro� wer-den k�onnen. Auch kann man sich auf diese Weise gute Startl�osungen f�ur instation�areRechnungen bereits auf niederen Leveln mit relativ geringem Aufwand verscha�en.Diese Startl�osungen werden dann auf das feinste Level prolongiert. Wir zeigen dies ex-emplarisch f�ur den L2{ und L1{Fehler des Drucks, wobei wir eine einfache RichardsonExtrapolation durchf�uhren (siehe z.B. [6]) :jjp� Ihph � 4Ih=2ph=23 jj2(1)Wir erhalten so folgende Ergebnisse:Tabelle 1.15: L2{ und L1{Fehler f�ur den Druckh L2 L2, extrap. L1 L1, extrap.1/4 2.735 3.26-1 5.11 6.55-11/8 9.35-1 8.15-2 3.12 3.21-11/16 3.33-1 2.12-2 1.79 1.69-11/32 9.98-2 5.32-3 9.94-1 8.46-21/64 2.86-2 1.32-3 4.82-1 4.22-21/128 7.38-3 3.33-4 2.44-1 2.11-2
Man hat somit mit geringem Aufwand bereits beim L2{Fehler ein besseres Ergebnis f�urh=1/16 (extrapoliert mit der L�osung auf h=1/32), als f�ur h=1/64. Beim L1{Fehler istder Unterschied noch gr�o�er, hier erreicht man schon f�ur h=1/16 punktweise den glei-chen Fehler wie sonst bei h=1/128. Da der Aufwand von Verfeinerung zu Verfeinerungum den Faktor 8 w�achst, ist diese Extrapolation ein n�utzliches Hilfsmittel.Damit schlie�en wir dieses Kapitel ab. Wir k�onnen als Fazit ziehen, da� die von unsverwendeten nichtkonformen trilinearen Finite{ Elemente{Ans�atze sowohl stabil gegenGitterst�orungen, wie hoher aspect ratio und Verzerrungen sind, und vor allem dar�uberhinaus mit dem nur unwesentlichen Mehraufwand der nichtparametrischen Versionen,volle Fehlerordnungen liefern. Im n�achsten Kapitel werden wir einen Mehrgitteralgo-rithmus f�ur das Stokes{Problem vorstellen und analysieren, bevor wir dann zu denstation�aren und instation�aren Navier{Stokes{Gleichungen kommen.
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2. Der Mehrgitteralgorithmus f�ur das StokesProblem
Ziel dieses Kapitels ist es, ein Mehrgitterverfahren zur L�osung der Stokes{Gleichungen,basierend auf einer Diskretisierung mit den nichtkonformen 3D{Elementen aus demletzten Kapitel einzuf�uhren. Diesen Mehrgitteralgorithmus werden wir sp�ater in Kapitel3 auch zur L�osung der linearisierten Navier{Stokes{Gleichungen einsetzen, bzw. auchzur L�osung oder als Vorkonditionierer der Teilprobleme im Projektionsverfahren inKapitel 4. Der Algorithmus besteht im wesentlichen aus den gleichen Komponenten wieein entsprechendes Standardverfahren zur L�osung von skalaren Poisson{Gleichungen:Gl�attung, Gittertransfer und Schrittweitenkontrolle der Korrektur. Ein Problem beiMehrgitterverfahren f�ur nichtkonforme Finite Elemente liegt hierbei im Nachweis derApproximationseigenschaft, daher m�ussen die verwendeten Gittertransferoperatorengewissen Bedingungen gen�ugen. Unsere Konstruktion lehnt sich dabei an die Arbeitvon Brenner [9], Turek [48], Schreiber [45] und Morley [35] an.Das weitaus gr�o�ere Problem f�ur unseren Ansatz ist aber der Nachweis der Gl�attungs-eigenschaft. Durch die Kopplung von Geschwindigkeiten und Druck entsteht ein Sat-telpunktproblem, hier ist es sehr schwierig �uberhaupt einen Gl�atter zu de�nieren. EineM�oglichkeit stellt dabei der sogenannte V anka{Gl�atter dar (siehe [54]), der aber auf-grund seiner relativ schlechten E�zienz von uns haupts�achlich im station�aren Falleingesetzt wird. Der theoretische Nachweis der Gl�attungseigenschaft mu� als Problemo�en bleiben. Eine andere M�oglichkeit ergibt sich durch Benutzung von diskret diver-genzfreien Ansatzfunktionen, man erh�alt dann eine Formulierung bei der der diskreteDruck eliminiert worden ist, so da� man ihn in einem postprocessing aus den bekann-ten Geschwindigkeiten berechnen kann. Diese M�oglichkeit ist von Turek in [48] f�ur den2D{Fall realisiert worden, Langer in [31] gab eine 3D Formulierung an (siehe auch [26]),deren Implementierung aber f�ur die Praxis zu aufwendig erscheint.Dieses Kapitel ist nun so gegliedert, da� wir zun�achst den Mehrgitteralgorithmus vor-53



54stellen und dabei die Besonderheiten des nichtkonformen Elements und des gekoppeltenAnsatzes herausstellen, anschlie�end betrachten wir den Vanka{Gl�atter, wobei wir aberden Nachweis der Gl�attungseigenschaft als Problem o�en lassen m�ussen. In Abschnitt2.3 gehen wir eingehend auf die Gittertransferoperatoren ein, da deren Konstruktionquasi die Basis eines jeden Mehrgitterverfahrens f�ur nichtkonforme Elemente darstellt.Mit Testrechnungen schlie�en wir dieses Kapitel ab.2.1. Die Formulierung des MehrgitterverfahrensSei fThgh eine Familie von Triangulierungen, die gem�a� dem regul�aren Verfeinerungs-proze� aus Abschnitt 1.2 generiert werden. Die Grundschrittweite bezeichnen wir mith1 und die Gitterweite auf Level k mit hk. Die zugeh�origen Gitter hei�en dann Thk bzw.k�urzer Tk und die Ansatzr�aume Hhk �Lhk bzw. Hk�Lk . Entsprechende Notationenwerden bei gitterabh�angigen Konstrukten verwendet, wie beispielsweise Normen, Bi-linearformen, Skalarprodukten, Transferoperatoren. Beschr�anken wir uns auf den Fallvon zwei Gittern, so werden der K�urze wegen die Indizes h und 2h benutzt.Das diskrete Stokes{Problem auf Level k, das nun mittels eines Mehrgitterverfahrensgel�ost werden soll, lautet damitFinde ein Paar (uk; pk) 2 Hk � Lk, so da� giltak(uk;vk) + bk(pk; vk) + bk(qk;uk) = (f ;vk) ; 8vk 2 Hk ; 8 qk 2 Lk: (Vk)In Matrix{Vektor Schreibweise schreibt sich Problem (Vk) dann als
Au+Bp = f; (2.1)BTu = 0d.h. wir haben als Systemmatrix eine inde�nite Blockmatrix S,



2.1 Die Formulierung des Mehrgitterverfahrens 55S = 24 A BBT 0 35 : (2.2)Als n�achstes de�nieren wir Prolongationsoperatoren Ik;vk�1 : Hk�1 ! Hk und Ik;pk�1 :Lk�1 ! Lk f�ur Geschwindigkeit und Druck, bzw. die dazu adjungierten Restriktions-operatoren Ik�1k;v : Hk ! Hk�1 und Ik�1k;p : Lk ! Lk�1 durch(Ik�1k;v wk;vk�1)k�1 = (wk; Ik;vk�1vk�1)k ; 8vk�1 2 Hk�1 ; 8wk 2 Hk : (2.3)und (Ik�1k;p pk; qk�1)k�1 = (pk; Ik;pk�1qk�1)k ; 8 qk�1 2 Lk�1 ; 8 pk 2 Lk : (2.4)Aus rein formalen Gr�unden verwenden wir hier nur Prolongations- und Restriktions-operatoren, die nach dieser De�nition adjungiert zueinander sind. Bei der praktischenDurchf�uhrung kann man nat�urlich auch mit verschiedenen Operatoren arbeiten.Nach Einf�uhrung dieser Bezeichnungen k�onnen wir nun unseren k-Level Mehrgitteral-gorithmus MG(k; �; �) zur L�osung von Problem (Vk) formulieren.Die k-Level Iteration MG(k; (u0k; p0k); gk)Die Parameter eines vollen Iterationsschrittes MG(�; �; �) sind die Levelnummer k , dieStartn�aherung u0k und die rechte Seite gk mit Koe�zientenGik = (f ;vi;dk ) : (2.5)Wiederholtes Anwenden des Algorithmus liefert dann nach endlich vielen Schritten dieL�osung (uk; pk) des Problems (Vk) , d.h.Sk 24 ukpk 35 = gk : (2.6)Sei also (u0k; p0k) eine Startn�aherung zur exakten diskreten L�osung (uk; pk) auf Level k,dann arbeitet ein Schritt der k-Level Iteration MG(k; (u0k; p0k); gk) wie folgt:



56Wenn k = 1 , dann liefert MG(1; (u01; p01); g1) die exakte L�osung, d.h.MG(1; (u01; p01); g1) = S�11 g1 : (2.7)F�ur k > 1 , zerf�allt ein Iterationszyklus in die folgenden vier Teilschritte:1) m-Vorgl�attungsschritteWende m Gl�attungsschritte auf (u0k; p0k) an und erhalte (umk ; pmk ) .2) KorrekturschrittBerechne den restringierten Defekt gk�1 durchgk�1 = Ik�1k (gk � Sk(umk ; pmk )) (2.8)mit Ik�1k als Verkettung von Ik�1k;v und Ik�1k;p und bestimme rekursiv die Funktionen(uik�1; pik�1) 2 Hk�1 � Lk�1 (1 � i � q ; q � 2) durchuik�1 =MG(k � 1; (ui�1k�1; pi�1k�1; gk�1) ; 1 � i � q ; (2.9)mit Startn�aherung (u0k�1; p0k�1) = (0; 0) .3) SchrittweitenkontrolleBerechne um+1k nach der Vorschriftum+1k = umk + �kIk;vk�1uqk�1 ; (2.10)bzw. pm+1k durch pm+1k = pmk + �kIk;pk�1pqk�1 : (2.11)Dabei kann der Parameter �k als fester Wert oder auch adaptiv so gew�ahlt werden,da� der Fehler um+1k � uk bzw. pm+1k � pk in einer geeigneten Norm jjj � jjjt minimiertwird. W�ahlt man t = 1 , also gerade die Energienorm, so l�a�t sich �k bestimmen als�k = (gk � Sk(umk ; pmk ); Ikk�1(uqk�1; pqk�1))k((SkIkk�1(uqk�1; pqk�1); Ikk�1(uqk�1; pqk�1))k : (2.12)



2.1 Die Formulierung des Mehrgitterverfahrens 574) m-Nachgl�attungsschritteAnalog zu Schritt 1) wende m Gl�attungsschritte auf (um+1k ; pm+1k ) an und erhalte(u2m+1k ; p2m+1k ) .Ein solcher IterationsschrittMG(�; �; �) liefert damit ausgehend von einer Startn�aherungu0k die neue Approximierende (u2m+1k ; p2m+1k ) , d.h.MG(k; (u0k; p0k); gk) = (u2m+1k ; p2m+1k ) : (2.13)Aufbauend auf dieser k-Level Iteration kann nun ein voller Mehrgitteralgorithmus be-schrieben werden, der optimale E�zienz hat, d.h., der die diskrete L�osung mit O(nk)arithmetischen Schritten liefert (siehe [1],[9],[22]).Der volle Mehrgitteralgorithmus mit r Schritten1) L�ose auf dem gr�obsten Level exakt und erhalte (û1; p̂1) .2) Berechne rekursiv die Approximationen (ûk; p̂k) zu (uk; pk) (k � 2) durcha) (u0k; p0k) = Ikk�1(ûk�1; p̂k�1)b) (ulk; plk) =MG(k; (ul�1k ; pl�1k ); gk) ; l = 1 : : : ; rc) (ûk; p̂k) = (urk; prk) :Zu diesen beiden vorgestellten Algorithmen m�ussen nun noch einige Bemerkungen ge-macht werden.Bemerkung 2.1. Die Zahl der Gl�attungsschritte mu� beim Vor{ und Nachgl�attennicht �ubereinstimmen. Wir benutzen in der Praxis au�erdem die Option, die Zahl derGl�attungsschritte levelabh�angig variabel vorzuschreiben. Wie im n�achsten Abschnittgenauer ausgef�uhrt verwenden wir sowohl zum Gl�atten als auch zum L�osen eine ArtBlock{Gau�{Seidel Verfahren f�ur die elementweise entstehenden Schur Komplement



58Gleichungen.Bemerkung 2.2. Wie schon vorhin bemerkt wurde, m�ussen in der Praxis Restrik-tionsoperator und Prolongationsoperator nicht unbedingt adjungiert zueinander sein.Vielmehr macht man auch bei der L�osung von anderen Problemen, wie beispielsweisePoisson- oder Plattengleichungen, die praktische Erfahrung, da� der Restriktionsope-rator weniger genau als der Prolongationsoperator sein darf. Dies kann man sich damiterkl�aren, da� der Restriktionsoperator auf einen schon gegl�atteten Defekt, der Prolon-gationsoperator dagegen auf eine noch rauhe Grobgitterl�osung angewandt wird.In numerischen Testrechnungen verwenden wir zus�atzlich zum V-Zyklus (q = 1 , sieheFormel (2.9)) auch den F-Zyklus, der sich aber nicht durch die Wahlen q = 1 oderq = 2 beschreiben l�a�t. In Abbildung 2.1 sind die einzelnen Zyklusarten graphischdargestellt.
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Abbildung 2.1: Verschiedene ZyklenBemerkung 2.3. Wie �ublich bei nichtkonformen Mehrgitterverfahren (vgl. z.B. [48]oder [45]) wirkt sich eine Schrittweitenkontrolle positiv auf die Konvergenzraten desMehrgitters aus. Diese Technik ist im konformen Fall nicht n�otig, da die diskreten An-satzr�aume ineinander verschachtelt sind und die L�osungen der KorrekturgleichungenBestapproximationen der Feingitterfehler sind (vergleiche dazu [7]). Daher liefert diefeste Wahl �k = 1 die optimalen Ergebnisse. Dies ist aber nicht mehr der Fall bei Ver-wendung von nichtkonformen Ansatzfunktionen. Wie schon in [8] beschrieben wurde,liefert auch hier ein fester Wert �k 6= 1 oder ein adaptiv berechnetes �k wesentlichbessere Konvergenzresultate



2.2 Der Vanka{Gl�atter 59Bemerkung 2.4. Da wir unsere Mehrgitterverfahren haupts�achlich als Vorkonditio-nierer in einer Fixpunktiteration zur L�osung der station�aren und instation�aren Navier{Stokes{Gleichungen einsetzen, spielt der volle Mehrgitteralgorithmus nur eine unter-geordnete Rolle. Wir starten stattdessen meistens auf dem feinsten Level mit einergegebenen Startl�osung zu einer kleineren Reynoldszahl oder im instation�aren Fall mitder L�osung des vorherigen Zeitschrittes.
2.2. Der Vanka{Gl�atterDieser von uns verwendete Gl�atter geht auf Vanka in [54] zur�uck. Grunds�atzlich liegtdiesem Schema, das von Vanka als Symmetrical Coupled Gau�{Seidel (SCGS) Sche-ma bezeichnet wird, die Idee zugrunde, Geschwindigkeiten und Druck voll gekoppeltzu behandeln, und l�a�t sich als Erweiterung des traditionellen Gau�{Seidel Verfahrensf�ur die Laplace{Gleichung ansehen.In unserem Fall verwenden wir eine modi�zierte Variante. Wie wir im letzten Abschnittgesehen haben, besteht unser volles System aus Bl�ocken Se (der Index e steht f�urelementweise): Se = 24 Ae BeBTe 0 35 : (2.14)Diese Bl�ocke sind im 2D{Fall 9� 9 Matrizen (2� 4 Geschwindigkeiten + Druck) undim 3D{Fall 19� 19 Matrizen (3� 6 Geschwindigkeiten + Druck).Wir betrachten nun das lokale Schur{Komplement:Cep = BTe AD�1e Bep mit: AD = diagA (2.15)Wichtig hierbei ist die Tatsache, da� Ce nur noch ein skalarer Wert ist, die Geschwin-digkeiten werden dann berechnet durch ADe u = g(f; u; p)�Bep, d.h. wir berechnen erstden Druck und dann die Geschwindigkeiten.Da wir nur den Diagonalanteil der Matrix Amit den Eintr�agen der Geschwindigkeit be-



60trachten und die Nicht{Diagonal Eintr�age auf die rechte Seite scha�en, k�onnen wir nunschnelle lokale Schur{Komplement L�oser einsetzen, in unserem Fall das Gau�{Seidel{Verfahren, und wir m�ussen in unseren Iterationen nur Vektor{Vektor Multiplikationendurchf�uhren. Wir verwenden deswegen das Gau�{Seidel{Verfahren, da wir f�ur die Be-rechnung auf einem neuen Element, die bereits bekannten Werte der anderen Elementebenutzen k�onnen. Bei einer parallelen Version dieses Gl�attungsoperators, bei der dielokalen Schur{Komplemente simultan behandelt werden, wird man dann das Jacobi{Verfahren einsetzen.Vorteile:� Stabilit�at, auch im Falle der Navier{Stokes{Gleichungen, f�ur hohe Reynoldszahlenund in Verbindung mit dem nichtparametrischen Element (siehe Abschnitt 1.4) auchf�ur anisotrope Gitter.� E�zienz und gutes Konvergenzverhalten im station�aren Fall.Nachteile:� Im instation�aren Fall nur bedingt einsetzbar, da in den einzelnen Zeitschritten fast diegesamte Rechenzeit f�ur das Gl�atten verbraucht wird, au�erdem schlechtes Konvergenz-verhalten bei Verwendung kleiner Zeitschritte (d.h. keine Verbesserung f�ur �t! 0).Zusammenfassend l�a�t sich damit sagen, da� der von uns verwendete Gl�atter f�ur diestation�aren Stokes und Navier{Stokes Gleichungen sehr gute Eigenschaften besitzt,dies zeigen auch unsere Testrechnungen in Abschnitt 2.5, aber im instation�aren Fallvor allem in drei Dimensionen einfach eine zu schlechte E�zienz zeigt, worauf wir inden Kapiteln 3 und 4 noch genauer eingehen.
2.3. Die GittertransferoperatorenWir wollen die Konstruktion des Gittertransfers ausf�uhrlich beschreiben, da dieser Pro-ze� bei Mehrgitterverfahren f�ur nichtkonforme Elemente ein wesentlicher Bestandteildarstellt. Durch die fehlende Teilraumbeziehungen sind hier die Techniken anders alsim konformen Fall. Wir beschr�anken uns aber auf eine Beschreibung der Prolongati-onsoperatoren, da die Restriktionsoperatoren wie schon erw�ahnt gerade adjungiert zu



2.3 Die Gittertransferoperatoren 61den Prolongationsoperatoren sind. Wir behandeln dabei den Druck und die Geschwin-digkeiten separat.Die volle makroweise nichtkonforme Prolongation der Geschwindigkeiten
���������������������

��������������������������������������
������������������������

ss ss ss sss sss
m1 m2 m3m4m14m13 m15m16m25 m26m27m28-������� �������

�������������������s sss s
sa1a2 a3a4a5
a6

Abbildung 2.2: Die nichtkonforme ProlongationDie 36 neuen Fl�achenmitten, bzw. Fl�achenintegrale, der 8 entstandenen Elemente (Zer-legung wie in Abschnitt 1.2) beschrieben ergeben sich mit obigem Bild wie folgt:Die Fl�achenmitten m1{m4, m13{m14 und m25{m28 sind dargestellt, die in der Abbil-dung fehlenden Mitten liegen immer in Bl�ocken von vier auf den entsprechenden Par-allel
�achen. Die Beziehung zwischen Grob{ und Feingitter Fl�achenmitten ergibt sichaus der folgenden Tabelle, wobei wir den Fall eines inneren Elementes betrachten. F�urFl�achenmitten, die auf dem Rand liegen m�ussen dementsprechend doppelt so gro�eGewichte gew�ahlt werden.Wir haben folgende Gewichte:a.) Punktorientierte Version:A1=11/24; A2=7/48; A3={5/48; A4={1/24; A5=11/24; A6=1/12; A7={1/24.b.) Integralmittelorientierte Version:



62 Tabelle 2.1: Interpolationsgewichte f�ur die Prolongationa1 a2 a3 a4 a5 a6m1 A1 A2 A3 A3 A2 A4m2 A1 A2 A2 A3 A3 A4m3 A1 A3 A2 A2 A3 A4m4 A1 A3 A3 A2 A2 A4m5 A6 A5 A7 A7 A5 A6m6 A6 A5 A5 A7 A7 A6m7 A6 A7 A5 A5 A7 A6m8 A6 A7 A7 A5 A5 A6m9 A4 A2 A3 A3 A2 A1m10 A4 A2 A2 A3 A3 A1m11 A4 A3 A2 A2 A3 A1m12 A4 A3 A3 A2 A2 A1m13 A2 A1 A2 A4 A2 A3m14 A2 A1 A2 A4 A2 A3m15 A3 A1 A2 A4 A3 A2m16 A3 A1 A3 A4 A3 A2m17 A5 A6 A7 A6 A5 A7m18 A5 A6 A5 A6 A7 A7

a1 a2 a3 a4 a5 a6m19 A7 A6 A5 A6 A7 A5m20 A7 A6 A7 A6 A5 A5m21 A2 A4 A3 A1 A2 A3m22 A2 A4 A2 A1 A3 A3m23 A3 A4 A2 A1 A3 A2m24 A3 A4 A3 A1 A2 A2m25 A2 A2 A4 A3 A1 A3m26 A2 A3 A4 A2 A1 A3m27 A3 A3 A4 A2 A1 A2m28 A3 A2 A4 A3 A1 A2m29 A5 A5 A6 A7 A6 A7m30 A5 A7 A6 A5 A6 A7m31 A7 A7 A6 A5 A6 A5m32 A7 A5 A6 A7 A6 A5m33 A2 A2 A1 A3 A4 A3m34 A2 A3 A1 A2 A4 A3m35 A3 A3 A1 A2 A4 A2m36 A3 A2 A1 A3 A4 A2A1=0.5; A2=0.125; A3={0.125; A4=0; A5= 0.5; A6=0; A7=0.Diese Gewichte berechnen sich aus den Ansatzfunktionen der nichtkonformen Elemen-te, vgl. auch [48] und [45]. Die Technik zur Berechnung dieser Gewichte ist, da� man dasMakroelement auf das Referenzelement transformiert. Dort werden mittels der Basis-funktionen des nichtkonformen trilinearen Elementes die Werte der neu entstehendenFl�achenmitten aus den vorhandenen Werten der Fl�achenmitten des Makroelementesberechnet.Bemerkung 2.5. Da wir bei unseren Gitterinterpolationsoperatoren Geschwindigkei-ten und Druck separat behandeln, gelten obige Gewichte auch bei Mehrgitterverfahrenf�ur Laplace Probleme, wie wir sie in Kapitel 4 bei unserem Projektionsverfahren zul�osen haben.Bemerkung 2.6. Im Falle von Triangulierungen, bei denen Elemente mit gro�em Vo-lumen an Elemente mit kleinem Volumen grenzen, was z.B. n�otig ist um Randschichtenaufzul�osen, oder bei der Diskretisierung komplexer Geometrien wie in Kapitel 5 be-



2.3 Die Gittertransferoperatoren 63schrieben, verwenden wir eine mit dem Volumen gewichtete Variante. Fl�achenmitten,die auf zwei Elementen liegen, bekommen nicht die H�alfte der jeweiligen Werte, son-dern einen volumenabh�angigen Anteil. Bei unseren numerischen Ergebnissen zeigt sich,da� man in solchen F�allen die Konvergenzraten deutlich verbessern kann, die E�zienzwird dabei nicht beeintr�achtigt, da wir das Volumen der Elemente im Preprocessingnur einmal berechnen m�ussen und dann an gegebener Stelle mit �ubergeben k�onnen.Die Prolongation f�ur den DruckWir verwenden f�ur den Gittertransfer des Drucks drei verschiedenen Varianten.A.) Konstante Interpolation:Bei dieser einfachen Variante geht der Druck eines Makroelementes konstant auf alle8 Mikroelemente �uber, bzw. wird bei der Restriktion von den Mikroelementen einge-sammelt.B.) Lineare nichtkonforme Interpolation:Wie schon in Abschnitt 1.5 beschrieben, extrapolieren wir den Druck auf die 6 Fl�achen-mitten eines jeden Elementes, um dann mit der gleichen Methode wie bei den Geschwin-digkeiten beschrieben den Druck makroweise zu prolongieren, bzw. zu restringieren,danach wird der Druck wieder auf die Elemente extrapoliert.



64C.) Lineare konforme Interpolation:Selbstverst�andlich k�onnen wir die Strategie wie in B.) auch konform linear durchf�uhren,indem wir den Druck erst auf die nun 8 Knoten des Elementes extrapolieren, dann linearprolongieren, bzw. restringieren, und dann wieder zur�uck extrapolieren.Bemerkung 2.7. Nat�urlich ist Variante A.) die sparsamste, daf�ur zeigt sich bei Test-rechnungen, da� der Aufwand f�ur B.) und C.) zu besserem Konvergenzverhalten desMehrgitters f�uhrt, wobei sich bei den letzten beiden Varianten keine signi�kanten Un-terschiede ausmachen lassen. Bei allen drei M�oglichkeiten k�onnen wir wieder wie f�urdie Geschwindigkeiten beschrieben eine gewichtete Option verwenden. Diese Gitter-transferroutinen scheinen sehr aufwendig zu sein, wenn man aber bedenkt, da� beikomplexen Geometrien und daraus resultierenden anisotropen Triangulierungen derweitaus gr�o�te Teil der Rechenzeit f�ur das Gl�atten verbraucht wird, spielt die geschick-te Wahl des Gittertransfers eine entscheidene Rolle in der Konvergenzbeschleunigung.Der Mehraufwand wird, wie sich bei unseren numerischen Tests zeigt, durch Einsparenan Gl�attungsschritten mehr als kompensiert, vor allem in Verbindung mit der adaptivenSchrittweitenkontrolle, wie sie im n�achsten Abschnitt beschrieben ist.
2.4. Die adaptive SchrittweitenkontrolleWie schon bei der Formulierung des Mehrgitterverfahrens in Abschnitt 2.1 beschrieben,bestimmen wir den Parameter �k als:�k = (gk � Sk(umk ; pmk ); Ikk�1(uqk�1; pqk�1))k((SkIkk�1(uqk�1; pqk�1); Ikk�1(uqk�1; pqk�1))k : (2.16)In Matrix{Vektor Schreibweise ist dies dann gerade:

�k = 0@gk � 24 Ak Bk�BTk 0 35 24 umkpmk 35 ; 24 Ikk�1uqk�1Ikk�1pqk�1 351Ak0@24 Ak Bk�BTk 0 35 24 Ikk�1uqk�1Ikk�1pqk�1 35 ; 24 Ikk�1uqk�1Ikk�1pqk�1 351Ak (2.17)



2.4 Numerische Ergebnisse f�ur das Mehrgitterverfahren 65Entscheidend ist hier die Wahl des gekoppelten Operators Sk alsSk = 24 Ak Bk�BTk 0 35 ;dadurch erhalten wir einen de�niten Operator, eine andere Wahl w�urde zur Divergenzdes Verfahrens f�uhren. Im n�achsten Abschnitt untersuchen wir diese Komponenten desMehrgitterverfahrens numerisch.2.5. Numerische Ergebnisse f�ur das MehrgitterverfahrenWir untersuchen das Verhalten der in den letzten Abschnitten vorgestellten Gitter-transfertechniken, sowie der adaptiven step lenght control anhand eines praktisch rele-vanten Beispiels, der Umstr�omung einer Platte in einem Kanal. F�ur alle Rechnungenverwenden wir den Vanka{Gl�atter und die nichtparametrische Version des nichtkonfor-men Elements, wie in Abschnitt 1.4 beschrieben. Wir haben ein angepa�tes Grobgitter,was hei�t, da� im Nachlaufbereich des Hindernisses das Gitter feiner ist, als im �ubrigenGebiet. Am Einstr�omrand haben wir Dirichlet{, am Ausstr�omrand Neumanndaten,die sogenannte \do nothing\ Bedingung, auf die wir in Abschnitt 5.3 noch genauerzu sprechen kommen. Das folgende Bild zeigt Grobgitter und einen 2D{Schnitt derGeschwindigkeitsvektoren. Die Str�omung verl�auft von rechts nach links, wir erkennendabei die schr�aggestellte Platte.



66

Abbildung 2.3: Grobgitter mit GeschwindigkeitsvektorenWir haben folgende Ergebnisse f�ur das station�are Stokes{Problem, wobei wir drei ver-schiedene Kon�gurationen betrachten:i.) Ungewichtete Interpolation f�ur die Geschwindigkeiten, konstante f�ur den Druck,ohne adaptive step lenght control.ii.) Gewichtete Interpolationen f�ur Geschwindigkeiten und Druck, Druck zudem linearinterpoliert, ohne adaptive step lenght control.iii.) Mit allen Optionen.Die Viskosit�at bei diesem Beispiel betr�agt 1, ebenso die Einstr�omgeschwindigkeit, wirverwenden 4 Vor{ und Nachgl�attungsschritte und wir f�uhren je 10 Mehrgitterschrittedurch. Um die E�zienz der Optionen vergleichen zu k�onnen, de�nieren wir ein E�zi-enzma� 
 (siehe [48] und [45]) mit folgender Formel, NIT (hier =10) bezeichne dabeidie Anzahl der Iterationen, NEL die Anzahl der Elemente und TTMG die Gesamtzeit.E�zienzma�: 
 = � 1000 TTMGNIT NEL log(cvg)Dieses E�zienzma� mi�t damit die ben�otigte Zeit in Millisekunden pro Unbekannte,um eine Stelle an Genauigkeit zu gewinnen und ist im Mehrgitterkontext neben derKonvergenzrate ein wichtiges Kriterium, d.h. die Raten sollten beide konstant bleibenf�ur h! 0.



2.4 Numerische Ergebnisse f�ur das Mehrgitterverfahren 67Tabelle 2.2: Konvergenzraten und E�zienzma� f�ur i.){iii.)i.) ii.) iii.)NEL cvg. 
 cvg. 
 cvg. 
696 0.47 5.51 0.41 4.64 0.24 2.745568 0.46 5.56 0.45 5.11 0.31 3.8044544 0.69 12.96 0.61 10.10 0.35 4.94356544 0.72 16.16 0.63 12.88 0.33 5.68Wie man sieht, erzielen diese \Konvergenzbeschleuniger\ die beabsichtigte Wirkung,wird das Gitter noch anisotroper werden auch die Unterschiede gr�o�er. Bei der drittenOption bleiben nicht nur die Konvergenzraten konstant, sondern auch das E�zienzma�,d.h. wir erzielen mit diesen Techniken auch eine Verringerung der Rechenzeiten.Als zweites Beispiel betrachten wir eine 3D{Driven{Cavity, auf die wir in Abschnitt5.1 noch genauer eingehen. Hier haben wir zwar ein Gitter, wo alle gegen�uberliegendenFl�achen parallel sind, daf�ur aber einen hohen aspect ratio haben, d.h. das Verh�altnisk�urzeste/l�angste Kante ist hier der Faktor 10, dieses Verh�altnis bleibt bei allen Gitternbestehen (siehe Abschnitt 1.5). Die Viskosit�at bei diesem Beispiel betr�agt 1, wir f�uhrenje 4 Vor{ und Nachgl�attungsschritte durch. Wir erhalten dann folgende Ergebnisse:Tabelle 2.3: Konvergenzraten und E�zienzma� f�ur die 3D{Driven{Cavityi.) iii.)NEL cvg 
 cvg. 
1024 0.54 7.51 0.38 4.638192 0.58 11.16 0.36 5.1365536 0.66 17.99 0.39 6.02
Die Konvergenzraten sind deutlich besser bei iii.); legt man die Faustregel zugrunde, diebesagt, da� bei einer Konvergenzrate gr�o�er als 0.5 eine Verdoppelung der Gl�attungs-schritte eine Halbierung der Konvergenzrate bewirkt, so m�u�ten wir bei Variante i.)den doppelten Aufwand betreiben zur Erzielung der gleichen Konvergenzrate.Test f�ur Kapitel 1+2Zum Abschlu� der ersten beiden Kapitel �uber das Stokes{Problem f�uhren wir nocheine Rechnung f�ur die Umstr�omung einer Platte durch, wobei das Gitter zum Einen



68stark anisotrop ist im Bereich der Platte, zum Anderen einen hohen aspect ratio hat,im weiteren Nachlaufbereich des Kanals. Wir haben damit die Situation aus Abbildung2.3, nur verwenden wir eben ein modi�ziertes Gitter.Wir f�uhren 8 Vor{ und Nachgl�attungsschritte durch, im ersten Testfall verwenden wirdie parametrische Version der nichtkonformen Elemente, keine gewichtete Interpolati-on, Druck nur konstant interpoliert und keine adaptive step lenght control. Im n�achstenTest verwenden wir alle Optionen f�ur dieses Element. Dasselbe f�uhren wir dann auchf�ur die nichtparametrischen Elemente durch (diese Rechnungen wurden auf einer IBMRS6000/590 durchgef�uhrt, obige Rechnungen auf einer Sun SS10/xx).Tabelle 2.4: Konvergenzraten und E�zienzma� f�ur Test Kapitel 1+2param.ohne param. mit nichtparam.ohne nichtparam. mitNEL cvg. 
 cvg. 
 cvg. 
 cvg. 
648 0.40 1.97 0.42 2.68 0.27 1.15 0.16 0.955184 0.84 14.01 0.55 4.14 0.53 3.82 0.19 0.8941472 0.86 13.51 0.73 8.08 0.56 4.29 0.18 0.84331776 0.88 15.19 0.78 10.80 0.62 5.41 0.19 0.88
Die Zahlen belegen eindeutig den E�ekt der von uns verwandten Techniken zur Sta-bilisierung, Konvergenzbeschleunigung und daraus resultierende Verk�urzung der Re-chenzeiten. Damit beenden wir unsere Analyse des Mehrgitterverfahrens f�ur das 3DStokes{Problem und wenden uns den station�aren und instation�aren Navier{Stokes{Gleichungen zu, f�ur deren L�osung nat�urlich die bisher beschriebenen Techniken benutztwerden.



3. Die Navier{Stokes{Gleichungen
In diesem Kapitel wollen wir ein robustes und e�zientes Verfahren zur L�osung derinstation�aren Navier{Stokes{Gleichungen in der Formut � ��u + (u � r)u +rp = f ; r�u = 0 in 
� (0; T ) ;u = g auf @
 ; ujt=0 = u0 ;entwickeln. Dabei beschreiben wieder fu(x; t); p(x; t)g die unbekannte Geschwindigkeitund den Druck einer z�ahen, inkompressiblen Str�omung in 
 mit vorgegebener Visko-sit�at � , Volumenkraft f , Randgeschwindigkeit g und Anfangsgeschwindigkeit u0 (siehe[20],[47]). Wie gew�ohnlich wird die Dichte des Fl�ussigkeit normalisiert.Zun�achst betrachten wir jedoch den station�aren Fall, f�ur den wir einen e�zientenL�oser konstruieren auf der Basis des im vorangegangenen Kapitel vorgestellten Mehr-gitterverfahrens, um dann in einem n�achsten Schritt die instation�aren Navier{Stokes{Gleichungen unter Verwendung eines Zeitdiskretisierungsverfahrens anzukoppeln. DieHauptkomponenten unseres Verfahrens sind dabei eine Upwind{Diskretisierung, bzw.die Stromliniendi�usionsmethode zur Stabilisierung der Konvektionsterme und ein ef-�zienter Mehrgitterl�oser f�ur die linearisierten Navier{Stokes{Gleichungen, hier verwen-den wir nat�urlich den im vorigen Kapitel vorgestellten Stokes{L�oser.Dieser station�are Navier{Stokes{L�oser wird im instation�aren Fall als Grundlage dienen,sowohl bei dem gekoppelten L�osungsansatz (simultane Behandlung der Geschwindig-keiten und des Drucks), der durch seinen impliziten Charakter f�ur Anwendungen imniederen Reynoldsbereich bei station�aren L�osungen (die wir aber nicht! station�ar be-rechnen k�onnen), als auch im voll instation�aren Fall, d.h. h�oheren ReynoldszahlbereichRe > 1000, bei dem wir einen Splittingansatz verwenden, den wir im n�achsten Kapitelvorstellen werden. Au�erdem wollen wir die beiden Stabilisierungstechniken {Upwind{Diskretisierung und Stromliniendi�usionsmethode{ numerisch vergleichen.69



703.1. Die station�aren Navier{Stokes{GleichungenWir beschr�anken uns in diesem Abschnitt wie in Kapitel 1 auf die Vereinfachung homo-gener Randdaten g = 0 . Die analogen Resultate f�ur inhomogene Randwerte k�onnen in[20] und [47] nachgelesen werden. Eine schwache Formulierung der station�aren Navier{Stokes{Gleichungen schreibt sich dann mit den Notationen aus Kapitel 1 wie folgt:Finde ein Paar fu; pg 2 H10(
)� L20(
) , so da� gilt�a(u;v) + n(u;u;v) + b(p;v) + b(q;u) = (f ;v) ; 8 fv; qg 2 H10(
)� L20(
) ; (NS)Hierbei ist die Trilinearform n(u;v;w) f�ur Funktionen u 2 V(
) und v;w 2 H10(
)in Anlehnung an die Arbeiten von [20] und [52] de�niert alsn(u;v;w) := 12 Z
(ui@vj@xiwj � uivj @wj@xi ) dx : (3.1)F�ur hinreichend kleine Daten (z.B. � hinreichend gro�, jjf jj�1 hinreichend klein) besitztdas Problem (NS) eine eindeutige L�osung (siehe [20],[47]).Zur Diskretisierung der Navier{Stokes{Gleichungen sei wieder eine Zerlegung Th von 
mit den Eigenschaften aus Abschnitt 1.2 gegeben. Als diskrete Ansatzr�aume verwendenwir die vorher eingef�uhrten Geschwindigkeitsr�aume Hh und Druckr�aume Lh (sieheAbschnitte 1.3 und 1.4). Neben den entsprechenden Bilinearformen ah(�; �) und bh(�; �)de�nieren wir auch die diskrete Trilinearform nh(�; �; �) durchnh(uh;vh;wh) := 12 XT2Th ZT (uh;i@vh;j@xi wh;j � uh;ivh;j @wh;j@xi ) dx : (3.2)Man sieht sofort, da� diese diskrete Form f�ur Funktionen uh;vh;wh 2 Hh die Eigen-schaften nh(uh;vh;wh) = �nh(uh;wh;vh) (3.3)und damit auch nh(uh;vh;vh) = 0 (3.4)



3.1 Die station�aren Navier{Stokes{Gleichungen 71besitzt. Eine diskrete Formulierung von Problem (NS) lautet dann:Finde ein Paar fuh; phg 2 Hh � Lh , so da� gilt�ah(uh;vh)+nh(uh;uh;vh)+ bh(ph;vh)+ bh(qh;uh) = (f ;vh) ; 8 fvh; qhg 2 Hh�Lh ;(NSh)Aufgrund der Eigenschaften von nh(�; �; �) , den Stabilit�ats- und Approximationseigen-schaften von Hh und Lh , die in den vorherigen Kapiteln hergeleitet wurden, gilt dannfolgendes Standardresultat ([20],[47]) f�ur die zentrale Diskretisierung nh(�; �; �) :Satz 3.1. Die Probleme (NS) und (NSh) besitzen unter den obigen Voraussetzun-gen eindeutig bestimmte L�osungspaare. Wenn zus�atzlich die kontinuierlichen L�osungenfu; pg 2 H2(
)� H1(
) sind, dann gelten die Fehlerabsch�atzungenku� uhkh + kp� phk0 � ch fkuk2 + kpk1g ; (3.5)ku� uhk0 + kp� phk�1 � ch2 fkuk2 + kpk1g : (3.6)Als L�osungsverfahren der diskreten Probleme (NSh) verwenden wir eine Fixpunkt{Defektkorrektur{Methode mit D�ampfung ([42],[52]). Dazu f�uhren wir Matrizen Ah undNh(Uh) entsprechend den diskreten Bi- bzw. Trilinearformen ein und k�onnen damitProblem (NSh) umformulieren als:Finde uh = PU ihvih 2 Hh , so da� gilt�AhUh +Nh(Uh)Uh +BhPh = Fh ; BThUh = 0 (NSh)Die Iterationsvorschrift des Verfahrens lautet dann:Gegeben sei ein Startvektor (U0h ; P 0h ) , berechne rekursiv die weiteren Iterierten durch24 Un+1hP n+1h 35 = 24 UnhP nh 35+ (3.7)



72 !n+1h 24 �Ah +Nh(Unh ) BhBTh 0 35�1 24 Fh � �AhUnh �Nh(Unh )Unh � BhP nh�BThUnh 35Dabei ist !n+1h > 0 ein Schrittweitenparameter, auf den wir sp�ater noch eingehen wer-den. F�ur !h = 1 ist dieses Iterationsverfahren gerade die gew�ohnliche Fixpunktiteration24 �Ah +Nh(Unh ) BhBTh 0 35 24 Un+1hP n+1h 35 = 24 Fh0 35 : (3.8)In jedem nichtlinearen Iterationsschritt mu� damit eine inde�nite nichtsymmetrischeMatrix der Form: 24 �Ah +Nh(Unh ) BhBTh 0 35invertiert werden, die der Diskretisierungsmatrix eines linearisierten Navier{Stokesbzw. eines Oseen{Problems entspricht:���u + (un � r)u+rp = rechte Seite ; r�u = 0 : (3.9)Durch die zentrale Diskretisierung der Konvektionsterme nh(unh;vh;wh) enstehen f�urkleines � numerische Instabilit�aten. Daher k�onnen wir den Mehrgitteralgorithmus f�urdie Stokes{Gleichungen aus Kapitel 2 nicht einsetzen. Da die Systemmatrizen Nh(Unh )s�amtliche g�unstigen Matrizeneigenschaften wie Symmetrie und M{Matrixeigenschaftverlieren, k�onnen wir keine Standarditerationen wie Jacobi-, SOR- oder CG{Verfahrenverwenden. Abhilfe scha�t hier eine modi�zierte Diskretisierung des Konvektionstermsn(�; �; �), die zur Stabilisierung beitr�agt. Im Folgenden bezeichnen wir mit n1h(�; �; �) undn2h(�; �; �) zwei m�ogliche Diskretisierungen (siehe nachfolgende Upwind{Diskretisierungoder Stromliniendi�usionsverfahren), dann schreibt sich das Iterationsverfahren als24 Un+1hP n+1h 35 = 24 UnhP nh 35+ (3.10)!n+1h 24 �Ah +N1h(Unh ) BhBTh 0 35�1 24 Fh � �AhUnh �N2h(Unh )Unh � BhP nh�BThUnh 35



3.1 Die station�aren Navier{Stokes{Gleichungen 73Dies bedeutet, da� man die L�osung des Problems beispielsweise zu einer genaueren,aber instabileren Diskretisierung bestimmt, als Vorkonditionierer aber in jedem nicht-linearen Teilschritt eine stabilere, daf�ur ungenauere Diskretisierung verwendet. Wirverwenden zwei verschiedene M�oglichkeiten der Stabilisierung, zum Einen eine Upwind{Diskretisierung, zum Anderen die Stromliniendi�usionsmethode.3.1.1. Upwind{DiskretisierungWir folgen nun den Arbeiten von Ohmori/Ushijima [36], die die Upwind{Diskretisie-rung f�ur nichtkonforme Finite{Elemente{Ansatzr�aume zur L�osung der Konvektions{Di�usionsgleichungen entwickelt haben, und der Arbeiten von Tobiska/Schieweck in[52] und [43], die das Verfahren auf die Navier{Stokes{Gleichungen in primaler Dar-stellung �ubertragen haben. Die genauen Ergebnisse f�ur das nichtkonforme Dreiecksele-ment k�onnen in diesen beiden Arbeiten nachgelesen werden; wir zeigen nachfolgend dieHerleitung der Upwind{Diskretisierung im Falle der Hexaederelemente.Der Grundgedanke dabei ist die Einf�uhrung von geeigneten 
�achenorientierten Lum-ping Gebieten und Lumping Operatoren. Wir teilen dazu jeden Hexaeder T 2 Th in 24baryzentrische Fragmente Sij auf (siehe Abbildung 3.1) und de�nieren f�ur jede Fl�ache�l bzw. jede Fl�achenmitte ml das Lumping Gebiet Rl (siehe Abbildung 3.2) durchRl := [k2�l Slk ; (3.11)wobei �l die Menge von Indizes k ist, f�ur die ml und mk benachbarte Fl�achenmittensind.
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Abbildung 3.1: Baryzentrische Fragmente Sij einer Fl�ache eines HexaedersDe�nieren wir weiterhin die Fl�ache �lk als�lk := @Slk \ @Skl ; (3.12)so erhalten wir f�ur den Rand @Rl des Lumping Gebiets Rl die Charakterisierung (sieheAbbildung 3.2) @Rl = [k2�l �lk : (3.13)Damit erhalten wir eine neue 
�achenmittenbezogene Partitionierung von �
 = [T2Th �Tin Form von �
 =[l �Rl : (3.14)Auf diesen Lumping Gebieten f�uhren wir nun einen st�uckweise konstanten LumpingOperator Lh f�ur Funktionen vh 2 Hh gem�a� der Vorschrift(Lhvh)(x) = vh(ml) ; 8 x 2 Rl (3.15)ein. Man sieht sofort (siehe [36] im Dreiecksfall), da� f�ur diesen Interpolationsoperator



3.1 Die station�aren Navier{Stokes{Gleichungen 75
l

Abbildung 3.2: Lumping Gebiet Rl der Fl�ache lgilt: kvhk0 � kLhvhk0 ; 8vh 2 Hh ; (3.16)kLhvh � vhk0 � ch kvhkh ; 8vh 2 Hh : (3.17)Wir spalten nun die diskrete Trilinearform nh(uh;vh;wh) auf innh(uh;vh;wh) = n1h(uh;vh;wh) + n2h(uh;vh;wh) (3.18)mit n1h(uh;vh;wh) := XT2Th ZT @uh;ivh;j@xi wh;j dx ; (3.19)n2h(uh;vh;wh) := � XT2Th ZT @uh;i@xi vh;jwh;j dx : (3.20)Anschlie�end ersetzen wir n1h(uh;vh;wh) durch n1h(uh;vh; Lhwh) und n2h(uh;vh;wh)durch n2h(uh; Lhvh; Lhwh) und modi�zieren beide zu (siehe [36])~n1h(uh;vh;wh) :=Xl Xk2�l I�lk(uh � nlk)vlkh d
wh(ml) ; (3.21)



76 ~n2h(uh;vh;wh) := �Xl Xk2�l I�lk uh � nlk d
 vh(ml)wh(ml) ; (3.22)mit vlkh := �lkvh(ml) + (1� �lk)vh(mk) (3.23)und Schalterfunktionen �lk mit�lk = 1� �kl ; j�lkj � c : (3.24)Schlie�lich de�nieren wir die neue Form ~nh(uh;vh;wh) durch~nh(uh;vh;wh) := ~n1h(uh;vh;wh) + ~n2h(uh;vh;wh) ; (3.25)d.h., es gilt insgesamt~nh(uh;vh;wh) =Xl Xk2�l I�lk uh �nlk d
 (1��lk(uh))(vh(mk)�vh(ml))wh(ml) : (3.26)Man hat nun verschiedene M�oglichkeiten, den Schalter �lk(uh) zu setzen. Die beidenvon uns verwendeten sind (mit x = 1�hlkulk, mit hlk = lokales h auf �lk, ulk = lokaleGeschwindigkeit auf �lk):1) einfaches Upwind: �lk(uh) = 8<: 1 wenn x � 00 sonst 9=; .
2) Modi�ziertes Samarskij{Upwind ([51]): �lk(�;uh) = 8>>>>>><>>>>>>: 12 + x�1 + x� wenn x � 012(1� x�) sonst

9>>>>>>=>>>>>>; .(� = 1: klassisches � = 0: zentrales �!1: einfaches Upwinding)3.1.2. Stromliniendi�usionsmethodeWir folgen hier der Arbeit von Lube in [33] und betrachten dazu wieder die station�arenNavier{Stokes{Gleichungen:



3.1 Die station�aren Navier{Stokes{Gleichungen 77���u + (u � r)u +rp = f in 
; (3.27)r � u = 0 in 
; (3.28)F�ur gegebenes a mit a 2 L1(
)d\Hdiv(
); r�a = 0; in 
; Hdiv(
) := fv 2 L2(
)d;r�v 2 L2(
)g sei die Bilinearform B folgenderma�en de�niert:
B(a; û;v) := �(ru;rv) + 12f((a � r)u;v)
 � ((a � r)v;u)
g � (p;r � v)
: (3.29)Dann lautet die schwache Formulierung unseres kontinuierlichen Problems folgender-ma�en: û 2 H10(
)� L20(
) : B(u; û;v) = (f ;v)
; 8v 2 H10(
); (3.30)(r � u; q)
 = 0; 8q 2 L20(
); (3.31)mit û = (u; p).Die entsprechende diskrete Formulierung von (3.30), (3.31) mit ûh = (uh; ph) 2 Hh�Lhschreibt sich somit als: B(uh; ûh;vh) = (f ;vh)
; 8vh 2 Hh; (3.32)(r � uh; qh)
 = 0; 8qh 2 Lh; (3.33)Bemerkung 3.1. F�ur die nachfolgenden �Uberlegungen ist es wesentlich, da� unserElementepaar die Babu�ska{Brezzi{Bedingung erf�ullt (siehe Abschnitt 1.2) und dabeider Druck st�uckweise konstant ist. Dadurch ergeben sich wesentliche Unterschiede zuder Argumentation bei Lube, der in seinem Beweis von stabilisierten Elementepaarenwie z.B. Q1=Q1 ausgeht und au�erdem einen Spezialfall der Galerkin Least{SquareMethode zeigt.Mit der Stromliniendi�usionsmethode erhalten wir nun mit der neuen Bilinearform B̂,die folgenderma�en aussieht,B̂(a; û; v̂) := B((a; û;v) +XT ((a � r)u; �T (a � r)v) + (r � u; q)
; (3.34)



78f�ur ûh = (uh; ph) 2 Hh � Lh die diskrete Formulierung:B̂(uh; ûh; v̂h) = L(uh; v̂h); 8 v̂h = (vh; qh) 2 H10(
)� L20(
) (3.35)mit L(a; v̂h) := (f ;v)
 +PT (f ; �T (a � r)v)T .Wie im Unterabschnitt 3.1.1 wollen wir wieder unsere Fixpunktiteration verwendenund m�ussen dazu ganz analog linearisierte Navier{Stokes{Gleichungen l�osen.Im folgenden setzen wir daher a als gegeben voraus und wollen eine Fehlerabsch�atzungf�ur die obige linearisierte Methode durchf�uhren. Zuerst zeigen wir die positive De�nit-heit der Bilinearform B̂(a; �; �).
Lemma 3.2. F�ur �TC2� � h2 (mit der gitterabh�angigen Konstante C), ist die Biline-arform B̂(a; �; �) positiv de�nit, d.h.B̂(a; v̂h; v̂h) � 12 jjjv̂hjjj2; 8 v̂h = (vh; qh) 2 Hh � Lh (3.36)Beweis.Wir setzen v̂h = ûh in (3.34) und haben dannB̂(a; v̂h; v̂h) = �jjrvhjj2 +XT �T jja � vhjj2 +XT �T (���vh; (a � r)vh)Den letzten Term k�onnen wir weiter absch�atzen:�T (���vh; a � rvh) �XT �T�jj�vhjj jja � vhjjF�ur den verbleibenden Rest n�utzen wir eine inverse Beziehung und erhalten:�T�jj�vjj jja � vhjj � C�T �h jjrvhjj jj(a � r)vhjj � 12�jjrvhjj2 + 12 �2TC2�h2 jj(a � r)vhjj2Damit haben wir mit der Bedingung �TC2�h2 � 1 (3.37)



3.1 Die station�aren Navier{Stokes{Gleichungen 79und jjjûhjjj2 := �jjruhjj2 +XT �T jj(a � r)uhjj2 (3.38)Lemma 3.2 bewiesen. 2Mit dieser Norm k�onnen wir die Fehlerabsch�atzungen des Verfahrens angeben undwollen dies als Satz formulieren:Satz 3.3. Unter den Bedingungen aus Lemma 3.2 gelten f�ur die Stromliniendi�usi-onsmethode mit dem nichtkonformen rotiert trilinearen Element die folgenden Fehler-absch�atzungen f�ur Druck und Geschwindigkeiten:jjju� uhjjj � C ��h + �1=2h+ ��1=2h2 + �1=2hjjajjL1 + ��1=2� jjr2ujj+ C �h +minf�1=2; ���1=2jjajjL1g� jjrpjj;jjp� phjj � C (�h + h2jjajjL1 + �hjjajjL1)jjr2ujj+ C(h + �jjajjL1)jjrpjj+ C(� + �jjajj2L1)jjju� uhjjj:Der Beweis verl�auft mit Hilfe von Standardargumenten.Bemerkung 3.2. F�ur hohe Reynoldszahlen ist die Konvergenzordnung f�ur den H1{Fehler der Geschwindigkeit O(�1=2), die Ordnung f�ur den Druck ist in diesem Fallbesser. F�ur niedrige Reynoldszahlen haben wir die Ordnung O(h) f�ur Druck und Ge-schwindigkeiten.Bemerkung 3.3. In den nachfolgenden Testrechnungen zeigt sich, da� die Stromlini-endi�usionsmethode sensibel vom Parameter � = O(h) abh�angt und die Methode nureinen kleinen Stabilit�atsbereich hat.3.1.3. Numerischer Vergleich beider StabilisierungenAls Vergleichsrechnung betrachten wir wieder wie schon in Abschnitt 2.5 die Um-str�omung einer Platte, dabei geben wir auf den R�andern eine polynomiale L�osung vor,um die Fehler messen zu k�onnen. Wir berechnen die station�are L�osung zu verschiedenen



80Reynoldszahlen, zu unterschiedlichem ��, sowie zu verschiedenen Gittern (regelm�a�igesGrobgitter versus angepa�tes, und damit anisotropes Grobgitter).Dabei entspricht der Vorfaktor �� einer numerische Konstanten, mit der die Parameter� der beiden Stabilisierungen multipliziert werden. Dabei berechnet sich der Parameter� f�ur das Upwinding wie in Unterabschnitt 3.1.1 angegeben, bei der Stromliniendi�u-sionsmethode ist � de�niert als: � = �� h 2 Reloc1+RelocjjujjL1 ;mit Reloc=lokaler Reynoldszahl.Zuerst betrachten wir eine regelm�a�ige Triangulierung des Gebietes, das dem Bench-mark Problem aus Abschnitt 5.2 entspricht. Wir geben immer als Ordnung den Ver-gleich der beiden feinsten Level an.Tabelle 3.1: Fehler f�ur Stromliniendi�usion, Re = 10��=1 ��=0.5 ��=0.1Level L2(u) H1(u) L2(p) L2(u) H1(u) L2(p) L2(u) H1(u) L2(p)2 2.47-2 2.02-1 8.41-2 2.98-2 2.16-1 9.96-2 3.55-2 2.35-1 1.16-13 9.02-3 1.15-1 3.61-2 9.84-3 1.20-1 3.85-2 1.06-2 1.24-1 4.08-24 2.65-3 6.20-2 1.34-2 2.74-3 6.29-2 1.37-2 2.84-3 6.37-2 1.40-2Ord: 1.76 0.90 1.42 1.84 0.93 1.49 1.90 0.96 1.54



3.1 Die station�aren Navier{Stokes{Gleichungen 81Tabelle 3.2: Fehler f�ur Upwinding, Re = 10��=1 ��=0.5 ��=0.1Level L2(u) H1(u) L2(p) L2(u) H1(u) L2(p) L2(u) H1(u) L2(p)2 3.78-2 2.41-1 1.18-1 3.82-2 2.41-1 1.21-1 3.75-2 2.41-1 1.22-13 1.09-2 1.26-1 4.01-2 1.09-2 1.28-1 4.09-2 1.07-2 1.26-1 4.13-24 2.90-3 6.39-2 1.37-2 2.82-3 6.39-2 1.41-2 2.86-3 6.40-2 1.41-2Ord: 1.91 0.97 1.54 1.95 1.00 1.53 1.90 0.97 1.55Bei diesem einfachen Problem sehen wir zwischen beiden Stabilisierungen kaum Unter-schiede, das Upwinding zeigt jedoch ein stabileres Verhalten gegen�uber der Wahl von��.Als n�achstes betrachten wir eine h�ohere Reynoldszahl, bei gleichem Gitter.Tabelle 3.3: Fehler f�ur Stromliniendi�usion, Re = 250��=1 ��=0.5 ��=0.1Level L2(u) H1(u) L2(p) L2(u) H1(u) L2(p) L2(u) H1(u) L2(p)2 1.31-2 1.61-1 4.88-2 2.14-2 1.57-1 2.84-2 1.59-2 1.85-1 6.05-23 2.06-3 8.45-2 1.28-2 2.36-3 8.69-2 1.68-2 7.17-3 1.03-1 3.29-24 1.17-3 4.43-2 8.27-3 6.09-4 4.76-2 1.03-2 2.25-3 5.75-2 1.30-2Ord: 0.86 0.93 0.63 1.96 0.86 0.70 1.67 0.85 1.33Tabelle 3.4: Fehler f�ur Upwinding, Re = 250��=1 ��=0.5 ��=0.1Level L2(u) H1(u) L2(p) L2(u) H1(u) L2(p) L2(u) H1(u) L2(p)2 5.57-2 2.81-1 7.79-2 5.03-2 2.63-1 8.02-2 4.09-2 2.44-1 8.54-23 2.62-2 1.44-1 4.58-2 2.37-2 1.32-1 4.09-2 1.26-2 1.26-1 3.02-24 9.81-3 6.91-2 1.87-2 8.07-3 6.70-2 1.51-2 5.40-3 6.39-2 1.10-2Ord: 1.41 1.05 1.37 1.55 0.98 1.43 1.22 0.97 1.45Hier l�a�t sich bereits eine Tendenz ersehen, die Stromliniendi�usion liefert gute Fehler,ist aber sehr sensibel gegen�uber der Wahl von ��, das Upwinding ist stabiler, daf�ur wieerwartet mit einer schlechteren Fehlerordnung.Bei noch h�oherer Reynoldszahl konvergiert das mit der Stromliniendi�usionsmethodestabilisierte Verfahren nicht mehr, bzw. der Bereich eines optimalen �� wird so klein, da�man umfangreiche Testrechnungen mit verschiedenen Parametern durchf�uhren mu�,



82um �uberhaupt Konvergenz zu erzielen. Anders verh�alt sich hier das Upwinding, wieaus der folgenden Tabelle ersichtlich wird (�� = 1).Tabelle 3.5: Fehler f�ur Upwinding, Re = 500Level L2(u) H1(u) L2(p)2 9.02-2 4.09-1 1.253 7.71-2 3.17-1 6.05-14 4.03-2 1.88-1 2.64-1Ord: 0.95 0.75 1.19Die Fehlerordnung des Verfahrens wird zwar schlecht in diesem Fall, daf�ur erzielt manwenigstens Konvergenz ohne durch Parameterstudien einen optimalen Bereich f�ur ��abkl�aren zu m�ussen.Der n�achste Test untersucht die Abh�angigkeit der Fehlerordnung bez�uglich eines hohenaspect ratio, das Grobgitter besteht aus 256 Elementen.Tabelle 3.6: Fehler f�ur Upwinding, Re = 10, aspect ratio=12��=1 ��=0.1Level L2(u) H1(u) L2(p) L2(u) H1(u) L2(p)2 2.58-1 4.90-1 5.97-1 2.58-1 4.91-1 5.97-13 1.14-1 3.26-1 2.74-1 1.14-1 3.27-1 2.74-14 3.54-2 1.82-1 9.14-2 3.54-2 1.82-1 9.14-1Ord: 1.68 0.84 1.58 1.68 0.84 1.58Tabelle 3.7: Fehler f�ur Stromliniendi�usion, Re = 10, aspect ratio=12��=1 ��=0.1Level L2(u) H1(u) L2(p) L2(u) H1(u) L2(p)2 2.45-1 4.67-1 5.66-1 2.57-1 4.88-1 5.91-13 1.10-1 3.15-1 2.76-1 1.11-1 3.25-1 2.71-14 3.49-2 1.79-1 8.96-2 3.54-2 1.82-1 9.06-1Ord: 1.65 0.81 1.62 1.64 0.83 1.58Bemerkung 3.4. Die Tatsache, da� wir keine besseren Ordnungen erhalten liegt mitdaran, da� wir schlichtweg nicht fein genug rechen k�onnen. In obigen Testrechnungenbesteht das feinste Gitter bereits aus 131072 Elementen. Mit einem Speicherbedarf von



3.2 Die instation�aren Navier{Stokes{Gleichungen 83ungef�ahr 1 Kilobyte pro Zelle und einem Arbeitsspeicher von 1 Gigabyte, k�onnen wirnicht nocheinmal verfeinern. Vergleiche mit entsprechenden Tests in 2D zeigen aber,da� die Ordnungen bei vergleichbarer Ortsschrittweite �ahnlichen Charakter haben.Bei einem an die Geometrie angepa�ten und damit deformierten Gitter erhalten wirf�ur beide Diskretisierungen im Falle der Konvergenz �ahnliche Ergebnisse, wie wir ausfolgender Tabelle ablesen k�onnen. Das zugrunde liegende Gitter stammt von dem 3DBenchmark Test aus Abschnitt 5.2.Tabelle 3.8: Fehler f�ur �� = 1, Re = 250Upwinding Stromliniendi�usionLevel L2(u) H1(u) L2(p) L2(u) H1(u) L2(p)2 1.69-1 3.82-1 2.29-1 7.70-2 2.81-1 1.85-13 8.60-2 2.53-1 9.63-2 3.68-2 1.15-1 1.23-14 3.64-2 1.32-1 4.23-2 1.82-2 8.32-2 6.51-2Ord: 1.24 0.93 1.18 1.01 0.46 0.91Beide Verfahren liefern als Fehlerordnung nur noch h, der absolute Wert des FehlersL2(u) ist bei der Stromliniendi�usionsmethode zwar besser, beimH1(u){Fehler ist aberkaum ein Unterschied festzustellen, der Druckfehler ist beim Upwinding sogar besser.Unser Fazit dieses Vergleiches f�allt eher positiv f�ur das Upwinding aus, die Stromli-niendi�usionsmethode scheint zu Instabilit�aten zu neigen. Diese Vermutung wird iminstation�aren Fall best�atigt, so da� wir bei allen folgenden Testrechnungen auf dieseMethode verzichten und mit dem Upwinding arbeiten.3.2. Die instation�aren Navier{Stokes{GleichungenWir wollen in diesem Paragraphen mit Hilfe des im letzten Abschnitt entwickeltenstation�aren L�osers ein robustes Verfahren zur L�osung der instation�aren Navier{Stokes{Gleichungen in der Formut � ��u + (u � r)u +rp = f ; r�u = 0 in 
� (0; T ) ;u = g auf @
 ; ujt=0 = u0



84entwickeln. Im Gegensatz zu dem Charakteristikenverfahren von [37] behandeln wirOrts- und Zeitableitungen separat und k�onnen daher eines der �ublichen Zeitdiskretisie-rungsschemata f�ur Systeme von gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen verwenden. Beider Auswahl dieser Schemata ist die Steifheit der Probleme zu ber�ucksichtigen, dieA{stabile Methoden erfordert.Im folgenden zeigen wir einige Eigenschaften der verwendeten Verfahren, die schonvon der numerischen Analyse gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen hinreichend bekanntsind ([19],[30]). Dazu beschr�anken wir uns zuerst einmal auf die �ubliche skalare Test-gleichung _x(t) + �x(t) = 0 ; t � 0 ; (3.39)mit � 2 C ; Re� � 0 .Wenden wir ein Zeitdiskretisierungsschema mit konstanter Zeitschrittweite �t auf dieseGleichung an, so erhalten wir eine Sequenz von Werten xn � x(tn) mit tn := n�t .Das Verhalten dieser Schemata f�ur t ! 1 in Abh�angigkeit von dem Parameter �wird �ublicherweise durch den Verst�arkungsfaktor ! = !(��t) gekennzeichnet. F�urEinschrittverfahren, auf die wir uns beschr�anken werden, gilt dann xn = !nx0 .Man kann nun mittels der Terme ! die folgenden w�unschenswerten Eigenschaften vonZeitschrittverfahren formulieren ([38]):1) j!(��t)j � 1 (lokale Stabilit�at: A{Stabilit�at)2) limRe�!1 j!(��t)j � 1� O(�t) (globale Regularit�at)3) limRe�!1 j!(��t)j � 1� � < 1 (Gl�attungseigenschaft: starke A{Stabilit�at)4) j!(��t)j � 1 f�ur Re� = 0 (nicht dissipativ)Die Einschrittverfahren schreiben wir so, da� sie auf das folgende allgemeine lineareSystem angewendet werden ut + A(t)u = f(t) : (3.40)Wir benutzen dazu die Bezeichnungen An = A(tn) und fn = f(tn) . Die Approxima-tionseigenschaften k�onnen dann wieder mit Hilfe der Faktoren !(��t) ; � Eigenwertvon A(t), beschrieben werden. Die Ho�nung ist nun, diese Ergebnisse auch auf dienichtlinearen Navier{Stokes{Gleichungen �ubertragen zu k�onnen.



3.2 Die instation�aren Navier{Stokes{Gleichungen 85Zuerst wollen wir uns mit den Einschritt{#{Schemata befassen:I) Die Einschritt{#{Verfahren:Angewandt auf das obige lineare System lauten diese Verfahren[I + #�tAn+1]un+1 = [I � (1� #)�tAn]un + #�tfn+1 + (1� #)�tfn (3.41)mit Verst�arkungsfaktoren !(z) = 1� (1� #)z(1 + #)z : (3.42)Den Fall # = 0 , der gerade das explizite Eulerverfahren darstellt, schlie�en wir aus,da er nur bedingte Stabilit�at liefert (�t � 1=�). Die beiden f�ur uns interessanten F�allesind # = 1 (implizites Eulerverfahren) und # = 1=2 (Crank{Nicolson{Verfahren).Das implizite Eulerverfahren ist stark A{stabil mit j!(z)j ! 0 f�ur Re� ! 1 , neigtaber dazu, sehr stark zu d�ampfen, d.h. j!(i�t)j < 1 (beispielsweise j!j = 0:995 f�ur�t = 0:1). Dieses sehr robuste Verfahren ist auch nur von erster Ordnung{Genauigkeit.Von zweiter Ordnung dagegen ist das Crank{Nicolson{Verfahren, das aber daf�ur nurgeringe D�ampfungseigenschaften besitzt (j!(z)j ! 1 f�ur Re� !1) und auch nur A{stabil ist. Daf�ur werden freie Oszillationen sehr gut wiedergegeben (j!(i�t)j = 1) .Beide Verfahren sind also mit Nachteilen behaftet: Das implizite Eulerverfahren istzwar sehr robust, doch ist es zu ungenau und zu stark d�ampfend, w�ahrend das Crank{Nicolson{Verfahren zwar genauer arbeitet, daf�ur aber leicht zu Instabilit�aten neigt.Ein anderes Schema, das die Vorteile dieser beiden Verfahren miteinander verkn�upft,ist das Fractional{step{#{Schema, wie in [34] beschrieben.II) Das Fractional{step{#{Verfahren:Seien Konstanten # 2 (0; 1) ; #0 = 1 � 2# , und � 2 [0; 1] ; � = 1 � � , gegeben;ein Zeitschritt tn ! tn+1 spaltet sich dann in die folgenden drei Teilschritte auf ([38])



86(wobei die Zeitschritte tn ! tn+1 dann gerade dreimal gr�o�er wie oben sind):[I + �#�tAn+#] un+# = [I � �#�tAn]un + #�tfn[I + �#0�tAn+1�#] un+1�# = [I � �#0�tAn+#]un+# + #0�tfn+1�#[I + �#�tAn+1] un+1 = [I � �#�t An+1�#]un+1�# + #�tfn+1 (3.43)
mit !(z) = (1� �#z)2(1� �#0z)(1 + �#z)2(1 + �#0z) : (3.44)W�ahlt man � = 1�2#1�# , dann sind die Koe�zientenmatrizen in allen drei Teilschrit-ten die gleichen. F�ur die Parameterwahl # = 1 � p22 ist das Verfahren zudem vonzweiter Ordnung{Genauigkeit. Au�erdem sehen wir, da� das Verfahren stark A{stabilist mit limRe�!1 j!(z)j = �� � 0:7 und freie Oszillationen gut wiedergegeben werden(j!(i�t)j � 0:9998 f�ur �t = 0:8). In den folgenden Tests wird sich auch numerischbest�atigen, da� dieses Verfahren gegen�uber den beiden vorherigen zu bevorzugen ist,da es ohne gr�o�eren numerischen Aufwand gleichzeitig genau und robust arbeitet.Wenden wir diese #{Verfahren auf unsere Fixpunktiteration zur L�osung der Navier{Stokes{Gleichungen an, so erhalten wir in jedem Zeitschritt Gleichungssysteme vomTyp24 Mh + �#�t(�Ah + �Nh(Uh;n+1)) BhBTh 0 35 24 Uh;n+1Ph;n+1 35 =24 Mh + �#�t(�Ah + �Nh(Uh;n)) BhBTh 0 35 24 Uh;nPh;n 35 + 24 #�tFh;n+1 + #0�tFh;n0 35mit gewissen Konstanten �; �; #; #0, die in Abh�angigkeit von der Wahl des Verfahrensbestimmt sind, und einer Diskretisierung �Nh(�) des Konvektionsterms entsprechen. Daalle Verfahren impliziten Charakter haben, m�ussen wir daher in jedem Zeitschritt einnichtlineares Teilproblem



3.2 Die instation�aren Navier{Stokes{Gleichungen 8724 Mh + c��tAh + c�t �Nh(Xh) BhBTh 0 35 24 Xh0 35 = rechte Seite (3.45)l�osen. F�ur diese Problemklasse bietet es sich nat�urlich an, unseren L�oser f�ur die sta-tion�aren Navier{Stokes{Gleichungen zu verwenden. Die Hauptkomponenten dieses ge-koppelten Ansatzes sind damit :{Fractional{step{#{Schema f�ur die Zeitdiskretisierung{Fixpunkt{Defektkorrektur{Methode f�ur die nichtlinearen Teilprobleme{Upwind{, bzw. Stromliniendi�usion{Diskretisierung f�ur den Konvektionsterm{ Mehrgittertechniken f�ur die resultierenden linearen, nichtsymmetrischen Gleichungs-systemeUnsere Erfahrungen mit diesem Ansatz sind im station�aren Fall sehr gut, d.h. auchbei instation�aren Rechnungen, die in einen station�aren Limes konvergieren. Problemehaben wir dagegen im voll instation�aren Fall, d.h. in Situationen, bei denen die L�osunginstation�ar, z.B. periodisch wird (siehe z.B. die Abschnitte 5.1 und 5.2). In solchenF�allen verh�alt sich diese Methode sehr ine�zient, da der Aufwand in jedem Zeitschrittsehr gro� ist und au�erdem die Konvergenz des Mehrgitters schlechter wird bei zukleinen Zeitschritten. Dies kommt von dem impliziten Charakters des gekoppelten An-satzes sowie des verwendeten Vanka{Gl�atters (siehe Abschnitt 2.2). Hier scha�t aucheine adaptive Wahl des Zeitschrittes nur bedingt Abhilfe. Aus diesen Gr�unden stellenwir im n�achsten Kapitel einen anderen Zugang f�ur die Behandlung der instation�arenNavier{Stokes{Gleichungen vor.
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4. Ein Operator{Splitting Ansatz zur L�osung derinstation�aren Navier{Stokes Gleichungen
Der gekoppelte Ansatz, d.h. Druck und Geschwindigkeit werden gleichzeitig behan-delt, zeigt sich im voll instation�aren Fall als relativ unbrauchbar, allein deswegen, dain jedem Zeitschritt eine station�are Gleichung vom Oseen Typ gel�ost werden mu�.Wir verwenden diesen Ansatz daher nur im station�aren Fall, auch bei instation�arenRechnungen, die in einen station�aren Limes konvergieren, da hier der implizite Cha-rakter es erlaubt, mit sehr gro�en Zeitschritten zu rechnen. Im voll instation�aren Fall,d.h. auch die zu erwartende L�osung wird instation�ar, ist dies aber kein Vorteil mehr,da ein zu gro�er Zeitschritt eine eventuelle Periode gar nicht erfassen kann. Auch ei-ne Zeitschrittkontrolle kann hier nur wenig verbessern, da man sich bei zu kleinenZeitschritten wieder im Mehrgitterverfahren \totiteriert\, und au�erdem das Konver-genzverhalten sehr schlecht wird. Daher dieser andere Zugang des Splittens, der in zweiRaumdimensionen von Turek entwickelt wurde (siehe dazu auch [21]). Da die Elemen-te des Finite{Elemente{Codes in 2D und 3D analog entwickelt wurden, lie�en sich dieStrategien des Splittens, bzw. der Projektionsmethode in 2D mit den entsprechenden�Anderungen auch in 3D verwirklichen. Ein wichtiger Gesichtspunkt ist hierbei das ver-wendete nichtkonforme Stokeselement Q̂1, das eine besonders e�ziente Algorithmikund Implementierung zul�a�t.In den n�achsten Abschnitten geben wir eine kurze Zusammenfassung der Projektions-methode, wie sie von Turek in [49] beschrieben ist. Erste Ergebnisse f�ur den 3D Fallsind in [46] erschienen. Der Vollst�andigkeit halber m�ussen wir aber bemerken, da� indrei Raumdimensionen eine voll instation�are Str�omung zu simulieren eine Aufgabe ist,die an die Grenze der uns verf�ugbaren Mittel geht. Abhilfe wird hier in Zukunft derEinsatz massiver Parallelisierung, sowie adaptiver Techniken bringen, so da� in Zu-kunft auch voll instation�are Simulationen in angemessener Zeit durchgef�uhrt werdenk�onnen. 89



904.1. Die diskrete ProjektionsmethodeWie im vorigen Abschnitt 3.2 beschrieben, diskretisieren wir die Zeitableitung in denNavier{Stokes{Gleichungen mit einem der vorgestellten Schemata. Dies f�uhrt zusam-men mit der Ortsdiskretisierung mit unseren nichtkonformen Finiten Elementen aufdas folgende algebraische System:F�ur gegebenes u(tn), rechter Seite g(tn+1; tn) und einem Zeitschritt k = tn+1 � tn, l�osef�ur u = u(tn+1) und p = p(tn+1) das folgende nichtlineare Problem:S(u) + kBp = g ; BTu = 0; (4.1)mit dem Operator S und der rechten Seite g de�niert durch
S(u) = [M � #�kA + #kN(u)]u (4.2)g = [M � #1k(��A +N(u(tn)))]u(tn) + #2f(tn+1) + #3kf(tn): (4.3)Wir verwenden wieder die gleichen Bezeichnungen wie im letzten Kapitel, d.h. Mbezeichne die Masse Matrix, A die Laplace Matrix und N(�) die Advektionsmatrix,die den nichtlinearen konvektiven Anteil beinhalte (und zus�atzliche Stabilisierung beidominantem Transport, siehe Abschnitt 3.1). Schlie�lich bezeichne B die GradientenMatrix und deren Transponierte BT die Divergenz Matrix.Bei der numerischen Behandlung des diskreten Problems (4.1) stellen sich die beidenHauptprobleme:�Der nichtlineare advektive Anteil erfordert spezielle iterative quasi{Newton Techniken� Die Inde�nitheit hervorgerufen durch die Geschwindigkeits{Druck Kopplung erfor-dert besondere Sorgfalt.Diese Probleme werden �ublicherweise getrennt behandelt. In Kapitel 3.2 haben wirdabei die Nichtlinearit�at in einer �au�eren Fixpunktiteration behandelt und dann dieresultierenden linearen inde�niten Probleme mit einem gekoppelten Ansatz gel�ost. Bei



4.1 Die diskrete Projektionsmethode 91dem Projektionsansatz gehen wir einen anderen Weg:Wir splitten das gekoppelte Problem und erhalten de�nite Probleme sowohl in u (Bur-gers Gleichung), als auch in p (lineare Poisson Gleichungen f�ur den Druck). Danachbehandeln wir die nichtlinearen Probleme in u mit einer geeigneten nichtlinearen Ite-ration oder Linearisierungstechniken.In der folgenden Diskussion w�ahlen wir die gelumpte Massematrix als Vorkonditio-nierer. Andere M�oglichkeiten werden wir sp�ater angeben. Der (nichtlineare) diskreteProjektions Algorithmus l�a�t sich dann folgenderma�en schreiben, wobei der Parame-ter # von der benutzten Zeitdiskretisierung abh�angt, wie sie in Abschnitt 3.2 angegebenist.Instation�are nichtlineare VersionGegeben sei u(tn) und p(tn), k = k(tn+1), undS(�) :=M � #�kA + #kN(:) :Schritt 1: L�ose f�ur ~u die Transport{Di�usions GleichungS~u = g(tn+1; tn)� kBp(tn) : (4.4)Schritt 2: L�ose f�ur q die diskrete Poisson Gleichung (mit P = BTM�1l B)Pq = 1kBT ~u : (4.5)Schritt 3: Update p(tn+1) := p(tn) + �q, mit � > 0, und berechneu(tn+1) = ~u� kM�1l Bq : (4.6)Die Iteration (4.4) { (4.6) kann betrachtet werden als nichtlineares Iterationsschemaf�ur die L�osung des verallgemeinerten station�aren Navier{Stokes{Problems: Zuerst wirddie Geschwindigkeit u und der Druck p entkoppelt als eine �au�ere Iteration, w�ahrenddie nichtlineare Transport{Di�usions Gleichung in einer inneren Iteration gel�ost wird.Dieser Zugang ist wohlbekannt und �ahnlich einer bestimmten Klasse von Iterations-



92schemata, n�amlich den \klassischen\ Projektionsverfahren. Da die Matrix BTM�1l Bkorrespondiert mit einer gemischten Diskretisierung des Laplace Operators, ist dieseMethode ein diskretes Analogon zu den Verfahren von Chorin [14] (f�ur p0 = 0) und vonVan Kan [55] (f�ur p0 = p(tn))). Der Hauptunterschied ist, da� wir erst die Gleichungendiskretisieren, wie in Abschnitt 3.1 und dann f�uhren wir die Projektionsschritte (4.4){ (4.6) durch. Dieser Unterschied ist deshalb so wichtig, da wir mit unseren nichtkon-formen Elementen die Matrix P = BTM�1l B erheblich verkleinern und schnelle L�osereinsetzen k�onnen. Daher ist auch unsere Behandlung der Randwerte f�ur den Druckp, was die Hauptschwierigkeit bei den kontinuierlichen Projektionsverfahren darstellt,etwas anders. Wenn wir die selben (Dirichlet-) Randbedingungen sowohl f�ur die Ma-trix Ml, als auch f�ur die volle Matrix S nehmen, zeigen unsere numerischen Tests guteErgebnisse d.h. keine signi�kanten Randschichten f�ur h�ohere Reynoldszahlen. Wichtigbei diesem Verfahren ist au�erdem, da� P = BTM�1l B explizit angegeben werden kannf�ur unser Elementepaar Q̂1=Q0.4.2. Numerische Komplexit�atUm die vorgestellten Methoden vergleichen zu k�onnen, betrachten wir als Ma� f�ur dennumerischen Aufwand die Kosten f�ur eine Matrix{Vektor Multiplikation (MV), da diesden Hauptanteil an Rechenzeit bildet. Bei der gekoppelten Methode mit Matrix A,A = 24 S kBBT 0 35 ; (4.7)haben wir f�ur drei Stokes Elemente die Kosten in Anzahl der Elemente (NEL) ausge-dr�uckt. Die Elemente sind:a.) Q1=Q1 lineare Geschwindigkeit und Druck Approximation auf den Ecken ([20],[28])b.) Q1=Q0 lineare Geschwindigkeit auf den Ecken, konstanter Druck in den Zellen([20],[28])c.) Q̂1=Q0 nichtkonforme rotiert lineare Geschwindigkeit, konstanter Druck in den Zel-len (1.3)Die folgenden Komplexit�ats Absch�atzungen sind f�ur Tensor Produkt Gitter, auf allge-



4.2 Numerische Komplexit�at 93meinen Gittern gelten �ahnliche Ergebnisse. Wir stellen hier nur den f�ur uns interessan-ten 3D Fall dar, f�ur den 2D Fall verweisen wir auf Turek in [49].Fall Q1=Q1 :d.o.f. (jede Geschwindigkeitskomponente) = d.o.f. (Druck) � Zahl der Elemente =NELstencil(S) = 27, stencil(B) = stencil(S)- 1 MV: 3 � (27 (� Sui) + 27 (� Bip)) + 3 � 27 (� BTi ui) � 243 NELFall Q1=O0 :d.o.f. (jede Geschwindigkeitskomponente) � d.o.f. (Druck) = NELstencil(S) = 27, stencil(B) = 8- 1 MV in 3D: 3 � (27 (� Sui) + 8 (� Bip)) + 3 � 8 (� BTi ui) � 129 NELFall Q̂1=Q0 :d.o.f. (jede Geschwindigkeitskomponente) � 3 d.o.f. (Druck), d.o.f.(Druck) = NELstencil(S) = 11, stencil(B) = 6- 1 MV in 3D: 3 � (3 � 11 (� Sui) + 6 (� Bip)) + 3 � 6 (� BTi ui) � 135 NELWir notieren, da� die beiden Elementpaare mit konstantem Druck nur die H�alfte desAufwands ben�otigen, das einzige Element das generell ohne zus�atzliche Stabilisierungstabil bei der Druckapproximation ist, ist das nichtkonforme Elementepaar Q̂1=Q0.Wir wollen nun die gleiche Betrachtung f�ur die diskrete Projektionsmethode anstellen.Wie im vorigen Abschnitt angesprochen, erho�en wir uns f�ur den voll instation�aren Fall,d.h. gro�e Reynoldszahlen und damit kleine Zeitschritte, mit dem Projektionsverfahreneine bessere E�zienz als mit den voll gekoppelten Ans�atzen. Daher setzen wir k << 1voraus. Da S sich verh�alt wie eine St�orung der Massematrix mit der Ordnung k, k�onnenwir sehr robuste und e�ziente L�oser einsetzen, wenn n�otig mit einer nichtlinearenStandard Iteration. Auch auf sehr anisotropen Gittern haben wir mit modi�ziertenGl�attern/Vorkonditionierern von ILU{Typ (siehe [56]) mit Umsortierung [15], geeigneteL�oser zur Hand.Der Rechenzeit schluckende Teil ist der zeitinvariante Anteil mit der Matrix BTM�1l B



94(Ml Diagonalmatrix). M�ogliche L�osungsstrategien sind wieder Mehrgitter{ oder konju-gierte Gradientenverfahren mit diagonalem Gl�atten bzw. Vorkonditionieren, da die Ite-rationsmatrix nur implizit gegeben ist. Wir betrachten nun die Kosten f�ur eine Matrix{Vektor Multiplikation (MV), als nat�urliches Ma� f�ur die implizit gegebene Matrix:d=3Xi=1 BTi M�1l Bi : (4.8)Fall a : Q1/Q1) 1 MV: 3 � (27 (� BTi ) + 1 (�M�1l ) + 27 (� Bi)) � 165 NELFall b : Q1/Q0) 1 MV: 3 � (8 (� BTi ) + 1 (�M�1l ) + 8 (� Bi)) � 51 NELFall c : ~Q1=Q0) 1 MV: 3 � (6 (� BTi ) + 3 (�M�1l ) + 6 (� Bi)) � 45 NELDies stellt eine Verbesserung dar, aber ist noch nicht voll befriedigend, da ausschlie�-lich diagonale Vorkonditionierer/Gl�atter benutzt werden k�onnen, da die Matrix nur inProduktform gegeben ist. Bei anisotropen Gittern kann es dann zu Problemen mit derRobustheit kommen. Daher ist der letzte Schritt, das Matrixprodukt P nur einmal zuentwickeln und das Ergebnis in kompakter Form abzuspeichern als:P = d=3Xi=1 BTi M�1l Bi : (4.9)Damit ergibt sich der folgende Gewinn an Speicher und numerischer E�zienz f�ur eineMatrix{Vektor Multiplikation mit P :Lemma 4.1. (Speicher und numerischer Aufwand f�ur Projektionsmethode)Wir erhalten die folgenden Gr�o�en der Matrizen P f�ur den Druck und damit die (asym-ptotischen) Kosten f�ur eine Matrix{Vektor Multiplikation f�ur kleine Zeitschritte k. AlsEinheiten verwenden wir die Anzahl der Gitterzellen (NEL), die Verbesserung ist aufden gekoppeltene L�osungsalgorithmus bezogen:



4.2 Numerische Komplexit�at 95F�ur Q1/Q1: 125 Nel (Faktor 2).F�ur Q1/Q0: 27 Nel (Faktor 5).F�ur ~Q1=Q0: 7 Nel (Faktor 19).F�ur das Elemente Paar Q1/Q1 erhalten wir einen sehr gro�en Stern, der einer Diskreti-sierung des Laplace{Operators mit quadratischen Finiten Elementen entspricht. Daherscheinen kontinuierliche Projektionsverfahren, die zu kleineren Sternen mit 9, bzw. 27Eintr�agen f�uhren besser geeignet zu sein, wenn man allerdings die Randschichten desDrucks in Kauf nimmt. �Ahnliches gilt f�ur Q1/Q0, zus�atzlich ben�otigen beide PaareStabilit�atstechniken (siehe [28], [3]). Das einzige immer stabile Elementepaar ist un-ser nichtkonformes, das auch den geringsten numerischen Aufwand bedarf. Man erh�altbei kartesischen Gittern einen 7 Punkte Stern, der einer Diskretisierung des Laplace{Operators mit Finiten Di�erenzen entspricht. Man stelle sich nun eine dreidimensionale\Matrix\ vor, deren Mittelebene folgende Eintr�age hat.Stencil(P ) = 2664 0 �1 0�1 6 �10 �1 0 3775 : (4.10)Diese 7 Punkte Diskretisierung stellt die einfachste stabile Diskretisierung dar. In die-sem Fall lassen sich dann auch bekannte ILU{Techniken (siehe [56]) anwenden.Es bleibt die Frage nach der totalen E�zienz dieser Splitting Technik verglichen mitder voll gekoppelten Methode. Theoretisch haben wir einen Gewinn pro Iteration ummindestens den Faktor 19. Daf�ur haben wir nun ein Schema, das einen eher expliziterenCharakter hat, was zu einer Reduktion des Zeitschrittes f�uhren wird.Im Folgenden vergleichen wir die n�otigen Zeitschritte und die verbrauchte Gesamtzeitder folgenden Kombinationen:1) Voll gekoppelte Strategie (CC),2) Projektionsverfahren (PP).Wir untersuchen folgende Fragestellungen:



96a.) Unterschiede in Genauigkeit und Robustheit,b.) Unterschiede in Genauigkeit und Robustheit zwischen Crank{Nicolson, BackwardEuler und Fractional step{�{Diskretisierungen der Momenten Gleichung f�ur u,c.) Ein
u� der Behandlung der Nichtlinearit�at.4.3. Numerischer VergleichWir wollen in diesem Abschnitt beide Methoden {gekoppelten Ansatz versus diskreteProjektionsmethode{ numerisch vergleichen, um die in den letzten Abschnitten ge-machten Aussagen zu belegen. Die numerischen Tests beziehen sich dabei auf Genau-igkeit und E�zienz�Wir berechnen mit beiden Methoden den station�aren Limes einer bekannten L�osung.�Wir f�uhren eine instation�are Rechnung mit hoher Reynoldszahl mit beiden Methodendurch bis Erreichen einer vorgegebener Endzeit T .Als Beispiel dient uns hier wieder wie schon in Abschnitt 2.5 die Umstr�omung einerPlatte.Wir beginnen zuerst mit der Frage der Grundanforderung der unterschiedlichen Verfah-ren, d.h. beide Verfahren m�ussen dasselbe Ergebnis liefern im Falle einer station�arenL�osung, die wir mit dem L�osungsverfahren aus Abschnitt 3.1 berechnet haben. DieDaten f�ur diese Vergleiche sind wie folgt:{Grobgitter: 87 Elemente, Rechengitter: 44544 Elemente{Abmessungen des Gebietes: (0; 6:5)� (0; 5)� (0; 5), die Platte hat eine Grund
�achevon 0:4� 0:4, Anstr�ombereich: 1cm{Viskosit�at: 1/10{Einstr�omgeschwindigkeit: 1{Neumann \do nothing\ Bedingungen am Ausstr�omrandAls Referenzl�osung f�ur diesen Test dient uns dabei die station�are L�osung, d.h. wirf�uhren mit dem gekoppelten Ansatz CC3D, bzw. mit der diskreten Projektionsmetho-de PP3D, instation�are Rechnungen durch, bis die station�are L�osung auf einen Fehler



4.3 Numerischer Vergleich 97von 5% erreicht ist. Bei beiden Methoden haben wir die gleichen Abbruchkriterien,die gleiche adaptive Zeitschrittkontrolle und wir starten jeweils mit Nulldaten. DasZeitschrittverhalten beider Methoden ist in folgender Abbildung dargestellt. Das ge-koppelte Verfahren ben�otigt 18 Zeitschritte, das Projektionsverfahren fast doppelt soviele, um in die station�are L�osung zu konvergieren.
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Wir haben hier den \bestm�oglichen\ Fall f�ur den gekoppelten L�oser CC3D, die adap-tive Zeitschrittkontrolle f�ahrt den Zeitschritt bis auf 1 hoch, das Konvergenzverhaltenund damit die E�zienz wird besser. Dies erkennt man an den Rechenzeiten f�ur einenZeitschritt: Zu Beginn der Rechnung ben�otigt das Verfahren 482 CPU Sekunden f�ureinen Makroschritt (bei einem Zeitschritt von 0.0078s), gegen Ende nur noch 292 CPUSekunden (bei einem Zeitschritt von 0.245). Dies best�atigt die Aussagen von Kapitel 3;durch den voll impliziten Charakter des Ansatzes entfaltet die Methode ihre M�oglich-keiten bei einem gro�en Zeitschritt.Ganz anders verh�alt sich dagegen die diskrete Projektionsmethode PP3D, der Zeit-schritt bleibt relativ klein, daher braucht das Verfahren auch fast doppelt so vieleZeitschritte, um in den station�aren Limes zu konvergieren, bzw. das gesetzte Abbruch-kriterium zu erreichen. Bedingt durch den eher expliziten Charakter des Verfahrenswird die E�zienz schlechter bei ansteigenden Zeitschritten. Ein Vergleich der CPU



98Zeiten belegt dies: 144 CPU Sekunden ( Zeitschritt von 0.001) stehen 189 Sekunden(Zeitschritt von 0.2) gegen�uber. Im Ende�ekt haben beide Verfahren praktisch die glei-che Rechenzeit verbraucht, um das Abbruchkriterium zu erreichen, d.h. hier sehen wirnoch keine sp�urbare Beschleunigung der Projektionsmethode.Die n�achste Frage ist die nach der E�zienz f�ur instation�are Rechnungen bei hohenReynoldszahlen. Dazu l�osen wir das gleiche Problem wie oben, diesmal aber mit einerReynoldszahl von 1000. Zudem verfeinern wir das Gitter noch einmal, so da� das Feinstenunmehr aus 356352 Elementen besteht. Nur mit dieser feinen Au
�osung haben wir eineChance, eine sogenannte K�arm�an'sche Wirbelstra�e (siehe z.B. [53]) zu bekommen, diein der folgenden Abbildung und auf Seite 154 durch Darstellung von Druckiso
�achengezeigt wird.

Abbildung 4.1: Druckiso
�achen zu unterschiedlichen ZeitpunktenDie L�osung wird bei beiden Verfahren instation�ar, d.h. zeigt ein periodisches Verhal-ten. Interessant sind die Aufwandsbetrachtungen beider Verfahren f�ur eine gewisseZeitspanne. Die Kriterien f�ur den Vergleich sind dabei:� Wir starten mit einer Stokes L�osung vom Level tiefer, d.h. die L�osung wird auf dasfeine Gitter prolongiert.� Wir messen die Anzahl und Zeit der Zeitschritte, die die Verfahren ben�otigen, umvon T = 5 auf T = 10 zu kommen.� Bei beiden Verfahren verwenden wir die adaptive Zeitschrittkontrolle und soweitm�oglich die gleichen Abbruchkriterien.Dies f�uhrt zu folgenden Ergebnissen:



4.3 Numerischer Vergleich 99Die voll gekoppelte Methode ben�otigt 39 Makrozeitschritte, mit einem mittleren Zeit-schritt von 0.128s. Dabei liegt die Gesamtzeit des Verfahrens bei 222846 Sekunden. ImGegensatz dazu ben�otigt die diskrete Projektionsmethode 58 Zeitschritte, mit einemmittleren Zeitschritt von 0.086s. Die Gesamtzeit ist dabei 93066 Sekunden. Das Ver-fahren liefert also einen speed up vom Faktor 2.4. Diese Ergebnisse sind vergleichbarmit denen von Turek in [49] f�ur den 2D{Fall und zeigen eine gro�e E�zienzsteigerungbei der Behandlung von instation�aren Problemen.In dem n�achsten Kapitel werden wir noch mehr numerische Vergleiche zu Fragen derZeitdiskretisierung in Zusammenhang mit den Benchmark Resultaten in den Abschnit-ten 5.1 und 5.2 durchf�uhren.
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5. Numerische Testrechnungen und ihre graphischePr�asentation
Wir wollen unsere numerischen Verfahren zuerst an zwei sogenannten \Benchmark\{Problemen testen, um eine Sicherheit dar�uber zu haben, da� die Ergebnisse f�ur Pro-bleme bei denen keine experimentellen oder gerechneten Daten vorliegen, die Realit�atwiedergeben. Zudem lassen sich bei Benchmark{Problemen auch die G�ute der L�oser,der Diskretisierung und der numerische Aufwand mit anderen Str�omungscodes verglei-chen. Bei den Benchmark Problemen handelt es sich um eine 3D{Driven{Cavity, wirfolgen dabei der De�nition aus Deville (siehe [16]), das andere Beispiel ist ein aktuellesProblem, es handelt sich um die Umstr�omung eines Quaders, bzw. Zylinders (siehe[41]).Nach diesen beiden Beispielen vertiefen wir die Frage der Randbedingungen, da dies beidem Industrieprojekt mit der Firma Vaillant im n�achsten Kapitel eine zentrale Rollespielt. Wir betrachten dabei sowohl \k�unstliche\ R�ander, dies quasi gezwungenerma-�en, um f�ur das Mehrgitterverfahren gen�ugend \grobe\ Grobgitter (bis zu maximal1000 Zellen) zu haben, andererseits aber trotzdem komplexe Geometrie Strukturen er-fassen zu k�onnen. Da diese Technik gute Ergebnisse bringt (qualitativ und quantitativ)ist der Schritt zu bewegten, d.h. in der Zeit ver�anderlichen R�andern nicht mehr weit,dies demonstrieren wir am Beispiel eines Rotorblattes und scha�en damit die Voraus-setzungen zur Erweiterung der Verfahren auf die Behandlung von Vermischungsproble-men.
5.1. Die 3D{Driven{CavityAls erstes Problem behandeln wir eine Driven{Cavity, wie sie in [16] und [44] beschrie-ben ist. Station�are Ergebnisse hierzu �nden sich auch in [24] und [25].101



102Wie man in der folgenden Zeichnung sehen kann, haben wir eine Box mit den Ma�en(0; 1)� (0; 1)� (0; 3), Dirichletrandwerte 0 �uberall, bis auf die obere Seite, dort ist dieGeschwindigkeit 1 in x{Richtung. Als Reynoldszahl wird ein Wert von 3200 vorgegeben,wobei hier: Re = LxU� :
�������� ��������

����������������� -�����
6������*U = (1; 0; 0) z
y x

Lz = 3Ly = 1 Lx = 1Abbildung 5.1: De�nition der 3D{Driven{CavityDie Fragestellungen bei diesem Problem sind die folgenden:1. Methode{Formulierung{Diskretisierung in Zeit und Raum{Stabilit�at{Randbedingung{Zeitschritt{Ortsgitter2. Computerkosten{verwendeter Computer{Gesamtkosten



5.1 Die 3D{Driven{Cavity 103{Anzahl der Freiheitsgrade{Anzahl der ZeitschritteDa f�ur dieses Problem sowohl numerische Ergebnisse anderer Str�omungscodes (siehe[16]), als auch experimentelle Daten vorliegen (siehe [29]), lassen sich unsere Ergebnissenicht nur qualitativ sondern vor allem auch quantitativ einordnen. In nachfolgender Ab-bildung haben wir die auftretenden Wirbel eingezeichnet, die Grobstruktur der L�osungwird im 2D{Modell bereits wiedergegeben, dies entspricht der y{z{Ebene. Hier erhaltenwir die Hauptwirbelzelle, sowie die 3 Sekund�arwirbel. Zus�atzlich werden im Experimentbei dieser Reynoldszahl bis zu 9 sogenannte Taylor{G�ortler L�angswirbelpaare beobach-tet, die sich mit der Zeit entwickeln und bewegen. Sie entstehen durch Rotationen, diedurch das Zusammenwirken der Reibung der Seitenw�ande und der konkaven Separati-ons
�ache zwischen Prim�ar{ und Sekund�arwirbel an der Ausstr�omwand hervorgerufenwerden. Au�erdem treten noch zwei Eckenwirbel am Boden auf, die entstehen durchdas Zusammenwirken vom herunterstr�omenden Medium und den Reibungskr�aften inden Ecken. Die folgende Abbildung veranschaulicht den Sachverhalt.
�������� ��������

���������� �� �� �� ��������
��������

������* ������*
��*6y x-6y zTGL�Wirbel��@@ Ecken�Wirbel@@Abbildung 5.2: Qualitativer Charakter der 3D{Driven{CavityUm die Ergebnisse graphisch darzustellen, betrachten wir, wie oben dargestellt, zumeinen die x{y{Ebene, diese Darstellung entspricht der 2D{Driven{Cavity auf dem Ein-heitsquadrat. Die hier weit relevantere Darstellung ist die y{z{Ebene, bzw. die x{z{Ebene, hier erkennt man die 3D{E�ekte.Wir f�uhren zwei Simulationen f�ur das instation�are Problem durch:Test 1



104Das Grobgitter besteht aus 24 Elementen, die Elemente sind Einheitsw�urfel der Kan-tenl�ange 0.5cm. Dieses Grobgitter verfeinern wir noch f�unfmal und erhalten im feinstenGitter dann 786432 Elemente. Wir arbeiten mit der diskreten Projektionsmethode mitExtrapolation f�ur die adaptive Schrittweitenkontrolle, dabei wird der Zeitschritt von0.01s auf 0.33s hochgefahren und bleibt dann auch in dieser Gr�o�enordnung. F�ur dieZeitdiskretisierung verwenden wir das Fractional{step{#{Verfahren aus Abschnitt 3.2.Gerechnet wird bis zu einer Gesamtzeit von 200s.Das folgende Bild zeigt den oben erw�ahnten 2D{Schnitt in der x{y{Ebene, wir sehenden Hauptwirbel in der Mitte, sowie die Sekund�arwirbel in den Ecken. Dieser Haupt-wirbel wandert dabei in der Zeit von oben nach unten.

Abbildung 5.3: 3D{Driven{Cavity, 2D SchnittDas n�achste Bild zeigt die 3D{E�ekte, wir sehen vier Zeitpunkte (T=10;50;100;200)von oben nach unten, die Ebene die betrachtet wird ist die y{z{Ebene f�ur x=0.767.



5.1 Die 3D{Driven{Cavity 105

Abbildung 5.4: 3D{Driven{Cavity zu verschiedenen ZeitpunktenEs entstehen schon nach wenigen Sekunden die Eckenwirbel, die Taylor{G�ortler L�angs-wirbelpaare entstehen nach ungef�ahr 20s und wandern in der Zeit, wie man auf denAbbildungen erkennt.Interessant ist die Frage, ob es ausreicht nur die H�alfte der Box zu rechnen undin der Mittelebene bei z = 1:5 Symmetriebedingungen anzunehmen, um die Gr�o�edes Problems zu reduzieren. Einen Test dazu machen wir wie folgt: Wir vergleichenGeschwindigkeits{ und Druckwerte zweier symmetrischer Punkte in der Zeit.
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Man sieht deutliche Unterschiede in den jeweiligen Kurven, d.h. die Symmetrieannahmeeiniger Teilnehmer am Test in [16] ist o�ensichtlich falsch, nur in der Einschwingphasebis ca. T=50s stimmen die Kurven �uberein, danach ergeben sich relativ gro�e Unter-schiede.Test 2Wir f�uhren die gleiche Rechnung auf einem anderen Gitter durch, diesmal bestehtdas Grobgitter aus 28 Elementen, dies ergibt nach wiederum 5 Verfeinerungen 917504Elemente auf dem feinsten Level. Das Grobgitter ist dabei konstruiert wie folgt:



5.1 Die 3D{Driven{Cavity 107In y{Richtung besteht es aus 3 Schichten bei 0; 1/3; 1, in x{Richtung bei 0; 0.5; 1, inz{Richtung: 0; 0.25; 0.616; 1.16; 1.83; 2.38; 2.75; 3.In Unterschied zur ersten Rechnung arbeiten wir diesmal mit einem konstanten Zeit-schritt von 1/3s.Qualitativ ergeben sich die gleichen Resultate wie oben, um das Problem hinl�anglichGitterabh�angigkeit zu testen, vergleichen wir die Punktwerte f�ur Druck und Geschwin-digkeiten mit denen der anderen Rechnung.
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Auch hier sehen wir Abweichungen der Werte, zum Einen bedingt durch das Zeitschritt-kriterium, d.h. die erste Rechnung hat in der Einschwingphase wesentlich kleinere Zeit-schritte gew�ahlt und d�urfte damit genauer sein, das zweite Kriterium ist die Wahl desGitters. Es zeigte sich bei zahlreichen vergeblichen Versuchen mit \angepa�ten\ Git-tern, da� obwohl die erwarteten Taylor{G�ortler L�angswirbelpaare im unteren Drittelder Cavity auftreten, eine Anpassung des Grobgitters, die dieser Tatsache Rechnungtr�agt, nicht zum Ziel f�uhrt. Es ist im Gegenteil entscheidend, da� auch im oberen Be-reich der Cavity sehr fein diskretisiert wird, damit quasi die St�orung (in Form dersp�ater auftretenden Wirbel) hinunter transportiert werden kann. Es w�are interessantherauszu�nden, was ein adaptiver Gittergenerator in diesem Fall anstellt, wir haben diebesten Erfahrungen mit dem Gitter aus Test 1 gemacht, in dem wir nur Einheitsw�urfelverwendet haben. Beispiele von Gittern, bei denen das Grobgitter adaptiv in der x{y{Ebene, bzw. an den R�andern verfeinert ist, sehen wir in der folgenden Abbildung. Beidiesen Gittern konvergiert die L�osung in einen station�aren Limes und es treten nur dieEckenwirbel auf, jedoch keine Taylor{G�ortler L�angswirbel.

Abbildung 5.5: Angepa�te Grobgitter



5.1 Die 3D{Driven{Cavity 109Die Fragestellungen nach Art der Methode haben wir damit weitgehend beantwortet,es bleibt noch eine Bewertung des Aufwandes anzustellen. Beide Ergebnisse wurdenauf einer IBM RS6000/590 erzielt.Test 1{Anzahl der Freiheitsgrade: ca. 800000{Anzahl der Makrozeitschritte: 210 (d.h. 840 Zeitschritte){Gesamtkosten: 127 CPU{Stunden{Arbeitsspeicher: 920 MByteTest 2{Anzahl der Freiheitsgrade: ca. 920000{Anzahl der Makrozeitschritte: 200 (d.h. 800 Zeitschritte){Gesamtkosten: 159 CPU{Stunden{Arbeitsspeicher: 940 MByteWie schon erw�ahnt kostet die adaptive Zeitschrittkontrolle sowohl Rechenzeit als auchSpeicherplatz, daher erkl�aren sich die Unterschiede.Verglichen mit den Ergebnissen der anderer Teilnehmer in [16], erzielen wir �ahnlichequalitative Ergebnisse (man kann hier nicht von der L�osung sprechen). Die Anzahlder Freiheitsgrade ist dabei sehr hoch, dies liegt zum einen daran, da� wir die volleBox rechnen, d.h. keine Symmetrieannahmen stellen, was auch nicht gerechtfertigtscheint. Zum anderen verwenden wir einen linearen Ansatz im Gegensatz zu anderenGruppen, die teilweise Ans�atze h�oherer Ordnung haben. Die Rechenzeiten sind nurbedingt vergleichbar, da zum Teil Gro�rechner verwendet wurden, wir dagegen aufeiner Workstation arbeiten. Zusammenfassend l�a�t sich sagen, da� wir im Vergleichdes Aufwandes nicht besonders gut abschneiden. Dies liegt haupts�achlich daran, da�dieses Problem der Driven Cavity geradezu pr�adestiniert ist f�ur die Verwendung vonFiniten Di�erenzenverfahren. Hier k�onnen spezielle Verfahren auf Tensorproduktgitternmit explizitem Charakter ihre ganzen Vorteile zeigen (es brauchen z.B. nicht einmalMatrizen im Speicher gehalten werden). Unsere Methode, die f�ur eine gro�e Klassevon Problemen entwickelt ist, verliert bei diesem Problem dann nat�urlich an E�zienz.Eine Betrachtung der Rechenzeit verdeutlicht dies, bei unserem Verfahren ben�otigt derMatrixaufbau fast 75% der CPU Zeit.Damit beenden wir diesen Abschnitt mit dem Fazit, da� unser Verfahren in der Lage



110ist, auch im instation�aren Fall Ergebnisse zu liefern, die sowohl mit Experimenten, alsauch mit vergleichbaren Codes wie in [16] zumindest qualitative �Ubereinstimmung zuerzielen. Im n�achsten Abschnitt wenden wir uns verst�arkt einem quantitativen Vergleichzu. Hier zeigt sich dann auch die �Uberlegenheit eines Finite{Elemente{Ansatz bei einemProblem mit komplexer Geometrie.5.2. Quader{ und Zylinderumstr�omungDieses Benchmarkproblem wurde unter dem Titel, \De�nition von Benchmarkproble-men (Inkompressible laminare Str�omungen)\, der Arbeitsgruppe von Professor Durst inErlangen gestellt, und geh�ort in den allgemeinen Rahmen der DFG{SPP: \Str�omungs-simulation mit Hochleistungsrechnern\. Dieses Benchmarkproblem umfa�t auch denentsprechenden 2D{Fall, die Ergebnisse hierzu �nden sich bei Sch�afer/Turek in [41].� Geometrie und Randbedingungen
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Abbildung 5.6: Quaderumstr�omung



5.2 Quader{ und Zylinderumstr�omung 111
�������������

������
�������������

������

�������������
������

�������������
������

����������*�����������6
? -� ?6?

6
��� ����* ��� ����* -����6 zy xAAA

@@ ������ ����(0; 0; 0)(0; 0; H)
(0; H;H)

Einstr�omebene0.41m0.41m0.16m0.15m
2.5m

0.45m 1.95m0.1 Ausstr�omebene
U=V=W=0

U=V=W=0
U=V=W=0

Abbildung 5.7: Zylinderumstr�omung{Kanalh�ohe und {breite: H = 0:41m{Quaderseitenl�ange und Zylinderdurchmesser: D = 0:1m{Charakteristische Geschwindigkeit: �U = maxf4U(0; H=2; H=2; t)=9; 8tg{Reynoldszahl: Re = �UD=�{Widerstandskraft: Fw = RS(�� @vt@n ny � pnx)dS(Quader{ bzw. Zylinderober
�ache S, Normale n zu S mit x{Komponente nx undy{Komponente ny, Tangentialgeschwindigkeit vt zu S, Tangente t = (ny;�nx; 0)){Widerstandsbeiwert: cw = 2Fw� �U2DH{Auftriebskraft: Fa = � RS(�� @vt@n nx + Pny)dS{Auftriebsbeiwert: ca = 2Fa� �U2DH{Strouhalzahl: St = Df= �U{Druckdi�erenz: �P = �P (t) = P (xa; ya; za; t)� P (xe; ye; ze; t)



112(Koordinaten (xa; ya; za) = (0:45; 0:205:0:205) und (xe; ye; ze) = (0:55; 0:205; 0:205))� Testf�alle und zu berechnende Gr�o�ena.) Testfall 3D{1Q und 3D{1Z (station�ar):{ Einstr�ombedingung:U(0; y; z) = 16Umyz(H � y)(H � z)=H4 mit Um = 0:45m=s; V =W = 0{Ausstr�ombedingung: Vom Anwender selbst zu w�ahlen{Reynoldszahl: Re = 20{Anfangswerte (t = 0) : U = V =W = P = 0{Zu berechnen ist: Der Widerstandbeiwert cw, der Auftriebswert cab.) Testfall 3D{2Q und 3D{2Z (instation�ar):{Einstr�ombedingung:U(0; y; z; t) = 16Umyz(H � y)(H � z)=H4 mit Um = 2:25m=s; V = W = 0{Ausstr�ombedingung: Vom Anwender selbst zu w�ahlen{Reynoldszahl: Re = 100{Zu berechnen ist� der Widerstandsbeiwert cw, der Auftriebsbeiwert ca und die Druckdi�erenz �Pin Abh�angigkeit von der Zeit f�ur drei Perioden [t0; t0 + 3=f ] mit f = f(ca)� der maximale Widerstandsbeiwert cwmax� der maximale Auftriebsbeiwert camax



5.2 Quader{ und Zylinderumstr�omung 113� die Strouhalzahl St� Anfangswerte (t = 0) sind beliebig, jedoch f�ur voll entwickelten Flu�c.) Testfall 3D{3Q und 3D{3Z (instation�ar):{Einstr�ombedingung:U(0; y; z; t) = 4Umyz(H � y)(H � z)sin(�t=8)=H2 mit Um = 2:25m=s; V = W = 0{Zeitintervall: 0 � 0 � 8s{Ausstr�ombedingung: Vom Anwender selbst zu w�ahlen{Reynoldszahl: 0 � Re(t) � 100{Anfangswerte (t = 0) : U = V = P = 0{Zu berechnen ist� der Widerstandsbeiwert cw und der Auftriebsbeiwert ca in Abh�angigkeit vonder Zeit f�ur 0 � t � 8s� der maximale Widerstandsbeiwert cwmax� der maximale Auftriebsbeiwert camax� die Druckdi�erenz �P (t) f�ur t = 8sAlle Rechnungen wurden auf einer IBM RS6000/590 durchgef�uhrt mit 1024 MBArbeitsspeicher.



114Die folgenden Grobgitter werden f�ur obige Testf�alle verwendet:

Abbildung 5.8: Grobgitter (8h1) f�ur Quader{ und Zylinderumstr�omungDamit ist die Ortsdiskretisierung f�ur alle obigen Testf�alle wie folgt:Tabelle 5.1: Gitter 3D{Q und 3D{ZQuader Zylinderh1 2h1 4h1 h1 2h1 4h1Elemente 604160 75520 9440 606208 75776 9472Knoten 622080 80032 10584 624520 80388 10642Knoten auf Q/Z 7776 1968 504 9360 2376 612hmin auf Q/Z 3.125-3 6.250-3 1.500-2 2.173-3 4.347-3 8.695-3hmax auf Q/Z 7.500-3 1.500-3 3.000-3 7.812-3 1.562-2 3.125-2hmin zu Q/Z 6.250-4 1.250-4 2.500-3 5.208-4 1.041-3 2.083-3hmax zu Q/Z 6.250-4 1.250-4 2.500-3 5.208-4 1.041-3 2.083-3
F�ur den Testfall a.) setzen wir den station�aren Navier{Stokes L�oser aus Abschnitt 3.1ein.F�ur die Zeitdiskretisierung f�ur die Testf�alle b.) und c.) verwenden wir das Fractional{step{#{scheme (siehe Abschnitt 3.2) und eine adaptive Schrittweitensteuerung �uberden lokalen Zeitdiskretisierungsfehler (Abschnitt 4.1). Als L�osungsverfahren f�ur die in-station�aren Probleme w�ahlen wir die diskrete Projektionsmethode aus Abschnitt 4 mit



5.2 Quader{ und Zylinderumstr�omung 115der Massematrix als Schur{Komplement{Vorkonditionierer und einer voll{implizitenBehandlung der nichtlinearen Konvektionsterme. Zur L�osung der linearen Teilproble-me verwenden wir Mehrgitterverfahren, wobei wir ILU{Verfahren als Gl�atter und L�osereinsetzen.Das Abbruchkriterium f�ur den relativen Zeitfehler:jju�ukjjjjukjj � �i3, mit �13 = 1:25 � 10�4; �23 = 1:25 � 10�3; �33 = 1:25 � 10�2F�ur die station�aren Testf�alle erhalten wir folgende Ergebnisse:Testfall a.) Tabelle 5.2: Ergebnisse 3D{1Q und 3D{1Z3D{1Q 3D{1Zh1 2h1 4h1 h1 2h1 4h1cw 7.6148 7.5622 7.3069 6.1043 5.9731 5.8431ca 0.0600 0.0503 0.0348 0.00792 0.00595 0.00614�pt 0.1729 0.1683 0.1590 0.1672 0.1605 0.1482Speicher (MB) 690 88 10 700 89 11CPU Zeit 8244 1267 380 8440 1466 290In beiden F�allen wird jeweils die L�osung des gr�oberen Gitters als Startwert eingelesen.Testfall b.) Tabelle 5.3: Ergebnisse 3D{2Q und 3D{2Z3D{2Q 3D{2Zh1=�12 h1=�22 h1=�32 h1=�12 h1=�22 h1=�32Zeitschritte 142 124 84 128 120 80cwmax 4.3923 4.3932 4.4071 3.2950 3.2970 3.3200camax 0.0146 0.0191 0.0896 -0.0081 -0.0025 0.0480ST 0.2777 0.2806 0.2400 0.2912 0.2830 0.2684Speicher (MB) 840 840 840 840 840 840CPU Zeit 29428 29945 30372 31145 31730 21686Testfall c.)



116 Tabelle 5.4: Ergebnisse 3D{3Q und 3D{3Z3D{3Q 3D{3Zh1=�12 h1=�22 h1=�32 h1=�12 h1=�22 h1=�32Zeitschritte 772 392 82 668 272 60cwmax 4.4086 4.5698 5.5709 3.2802 3.3748 2.7312camax 0.0133 0.0262 0.1230 0.0034 0.0360 0.0069�pmax -0.1264 -0.1213 0.0183 -0.0959 -0.0603 -0.0682Speicher (MB) 840 840 840 840 840 840CPU Zeit 164749 89679 35600 164837 77538 29742Ein Fazit des Vergleiches mit den anderen teilnehmenden Gruppen stellt sich folgen-derma�en dar:{Der Einsatz impliziter Methoden kann f�ur die Berechnung inkompressibler Str�omun-gen eine weit e�zientere Methode darstellen als explizite Algorithmen. Die Beschr�ankungdes Zeitschrittes bei der expliziten Methode l�a�t diesen Ansatz ine�zient werden, da diephysikalische Zeitskala gr�o�er werden kann als der maximale Zeitschritt im explizitenAlgorithmus. Dieses Fazit bedarf aber noch weitgehendere Untersuchungen.{Moderne iterative Methoden wie Mehrgitterverfahren schneiden weit besser ab alsVerfahren, die auf konventionellen Methoden beruhen. Unser Verfahren ben�otigt z.B.im Testfall 3D{3Z weit weniger CPU Zeit auf einer Workstation, bei gleicher ZahlUnbekannter, als Ergebnisse, die auf Supercomputern erzielt wurden.{Finite{Elemente, bzw. Finite{Volumen Diskretisierungen auf angepa�ten Gittern sindsehr e�zient und genau. Dies liegt nat�urlich an der Geometrie der Hindernisse, hiersind Finite{Elemente{Verfahren 
exibler und besser geeignet. Dies steht im Gegensatzzur Driven{Cavity aus dem letzten Abschnitt. Dort entfalten Di�erenzenverfahren ihreganzen M�oglichkeiten.{Die Berechnung von station�aren L�osungen mit pseudo Zeitschrittverfahren ist ine�-zient verglichen mit quasi Newton Verfahren als station�arem L�oser.{Der konvektive Term sollte mit Verfahren h�oherer Ordnung behandelt werden. Upwin-ding von nur erster Ordnung Genauigkeit f�uhrt zu nicht zufriedenstellender Genauigkeitauch nicht auf sehr feinen Gittern.Andere Fragen wie z.B. der Vergleich gekoppelter Methoden mit Operator Splitting



5.3 Die \tanzenden Rauchringe\ 117oder Verwendung von Ortsdiskretisierungen h�oherer Ordnung bed�urfen weiterer Un-tersuchung.Die Ergebnisse des 2D{Falles, sowie die der anderen teilnehmenden Gruppen, �ndensich in [41].5.3. Die \tanzenden Rauchringe\Auf dieses Beispiel sind wir bereits kurz in Abschnitt 1.4 eingegangen, dort be�ndet sichauch eine Abbildung der Gitterhierarchie. Dieses Beispiel ist aus mehreren Gr�undeninteressant, zum ersten nat�urlich durch die Geometrie und der daraus resultierendendeformierten Gitter, wodurch dieses Beispiel auch interessant wurde f�ur die Einf�uhrungder nichtparametrischen Elemente. Der zweite Aspekt ist hier bei diesem Problem dieWahl der Randbedingungen, und der dritte und nicht zu untersch�atzende Punkt ist dieVisualisierung, die besondere Techniken erfordert.In der Frage der Randbedingungen folgen wir der Arbeit von Heywood et al. in ([27]),dort sind die entsprechende Techniken theoretisch und f�ur den 2D{Fall auch praktischanalysiert. Das Problem, das wir zu l�osen haben, sieht folgenderma�en aus:Pressure Drop Problem: Finde u(t) und p(t) so da�,ut + u � ru� ��u +rp = 0; r � u = 0; (5.1)uj� = 0; 1jSij ZSi p ds = Pi(t); (5.2)f�ur jeden vorgeschriebenen Wert von Pi(t).Die dazu entsprechende variationelle Formulierung hat damit folgende Gestalt:Variationelles Pressure Drop Problem: Finde u(t) so da� f�ur alle t,u(t) 2 V1(
) � f' 2 H1(
) : 'j� = 0g; p(t) 2 L2(
); (5.3)



118und�(ru;r') + (ut + u � ru; ')� (p;r �') = �Xj Pj(t) ZSj ' � nds 8' 2 V1(
); (5.4)(�;r � u) = 0; 8� 2 L2(
): (5.5)Ein Spezialfall dieser Formulierung ist die sogenannte \do nothing\{Bedingung an frei-en R�andern, an denen wir a{priori nicht wissen k�onnen, welche Bedingungen vorzu-schreiben sind. Diese Neumann �ahnliche Randbedingung erweist sich schon bei einereinfachen Kanalstr�omung mit Hindernis als n�utzlich (siehe die Ergebnisse in Abschnitt2.5), da man bei solch einem Problem keine Dirichletdaten am Aus
u�rand vorschrei-ben kann, ohne die Str�omung im Inneren dadurch zu beein
u�en, bzw. m�u�te man denKanal entsprechend lang machen, um den Ein
u� auszuschalten, was dann aber wiederunn�otig Speicher und Rechenzeit kostet. F�ur Einzelheiten verweisen wir auf ([27]).Anwendung:Diese Formulierungen erlauben eine F�ulle von Anwendungen, speziell in drei Dimensio-nen bei komplizierten Geometrien. Das Beispiel der tanzenden Rauchringe �ndet sichin ([53]). Im physikalischen Experiment werden dabei nacheinander 2 \Pu�s\ durcheinen Kolben mit Durchmesser 8cm gepustet, der zweite Rauchring ist schneller undwandert fast durch den ersten hindurch.Unser numerisches Modell sieht nun folgenderma�en aus:Wir geben an den R�andern beider Kammern einen unterschiedlichen Druckmittelwertgem�a� obiger Formulierung vor. Am Rand des schmalen Verbindungskanals schreibenwir Dirichlet Nullranddaten vor. Durch den \pressure drop\ angetrieben, entsteht eineStr�omung aus der kleinen Kammer in die Halbkugel, dies entspricht dem ersten \Pu�\.Diese Randdaten werden zus�atzlich zeitabh�angig vorgeschrieben, d.h. wir geben einebestimmte Anzahl Zeitschritte diesen Druckunterschied vor, schalten ihn dann ein paarZeitschritte lang aus, um ihn dann erneut leicht erh�oht wieder vorzuschreiben. Dadurchhat der zweite \Pu�\ eine h�ohere Geschwindigkeit als der erste und kann somit durchden ersten hindurchwandern.Das Grobgitter f�ur diese Rechnung besteht aus 23 Elementen, das feinste Rechengitteraus 94208 Elementen, was ungef�ahr 900000 Unbekannten entspricht. Wir rechnen mit



5.3 Die \tanzenden Rauchringe\ 119einer festen Schrittweite von �t = 0:1, bis zu einer Gesamtzeit von T = 20, also 200Zeitschritte. Die Reynoldszahl ist bei dieser Rechnung ungef�ahr Re = 600 und damitetwas geringer als im Experiment (siehe [53]). Dies hat aber allein praktische Gr�unde,w�ahlte man die gleiche Reynoldszahl wie im Experiment (bei gleicher Geometrie),wanderten die Ringe zu schnell durch das Gebiet, und h�atten keine M�oglichkeit, sichzu durchdringen. Diese Rechnung ist mit dem gekoppelten Ansatz (siehe Abschnitt 3.2)durchgef�uhrt, da wegen der geringen Reynoldszahl eine relativ gro�e Zeitschrittweiteverwendet werden kann. Die Rechenzeit f�ur die gesamte Simulation liegt im Bereichvon 20 Stunden auf einer IBM RS6000/590.Die nachfolgenden Bilder entstanden in Zusammenarbeit mit Herrn Dipl.Math. H.Oswald, der das 3D{Particle Tracing aufbauend auf das Graphikpacket AdvancedVisualisation Systems (AVS) entwickelte. Diese Bilder sind Momentaufnahmen einerSequenz, die aus 75 Einzelbildern besteht und als Video�lm verf�ugbar ist. Wir er-kennen den ersten \Pu�\ im Bild links oben. Auf den darau�olgenden Bildern wan-dert der zweite \Pu�\ durch den ersten hindurch, bis beide dann schlie�lich aus demRechengebiet hinauswandern. Ein Vergleich mit 2D Ergebnissen bei Turek in ([48])und Experimenten in ([53]) zeigen gute �Ubereinstimmung. Die Hauptarbeit bestand inder Visualisierung der Daten. Standarddarstellungen mit Vektorpfeilen oder Iso
�achenk�onnen diesen Proze� der Durchdringung der Ringe nur schlecht, bzw. gar nicht wie-dergeben (siehe auch Seite 155).
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Abbildung 5.9: Pu�{Pu�, Visualisierung mit particle tracing



5.4 Fiktive Randtechniken im Mehrgitteralgorithmus 1215.4. Fiktive Randtechniken im MehrgitteralgorithmusEine zentrale Frage bei der praktischen Umsetzung der vorgestellten Mehrgittertech-niken stellt sich bei der Diskretisierung komplexer Geometrien mit mehreren Rand-komponenten. Dieses Problem wird f�ur den 3D{Fall ganz wesentlich vor allem beimProjekt f�ur die Str�omungsberechnung in einem Heizbrenner, siehe dazu Abschnitt 6.3.Vom Mehrgitterstandpunkt aus gesehen, wollen wir ein m�oglichst \grobes\ Grobgitter,d.h. mit maximal bis zu 1000 Zellen, ein feineres Gitter w�are nicht mehr e�ektiv, dadas Grobgitterproblem dann zu gro� w�are. Andererseits sollen in diesem Grobgitterbereits alle Informationen enthalten sein, die das Problem beschreiben. Bei sehr kom-plexen Geometrien, wie z.B. das Brennermodell aus dem n�achsten Kapitel, in dem eineKeramikplatte mit ca. 5000 Kan�alen diskretisiert werden soll, ist das nat�urlich nichtm�oglich. Die nachfolgende Technik, die wir f�ur solche Probleme verwenden, beschreibenund testen wir hier an dem 2D Benchmark Problem, das wir in diesem Kapitel bereitsf�ur den analogen 3D{Fall vorgestellt haben. Wir pr�asentieren deswegen den 2D{Fall,da er graphisch besser darstellbar ist, im weiteren Verlauf dieses Abschnittes werdenwir die Techniken auch f�ur dreidimensionale Kon�gurationen anwenden.Wir haben also das Problem der Kugelumstr�omung, wie folgt:
����Einstr�omrand Ausstr�omrandU=V=0

U=V=0
Abbildung 5.10: Kugelumstr�omungWir l�osen dieses station�are Problem nun mit drei verschiedenen Grobgittern, das ersteist ein an die Geometrie voll angepa�tes, die anderen zwei Gitter erfassen die Geometrienicht, in dem zweiten dieser Gitter sind jedoch im Bereich des Kreises mehr Elementevorhanden.
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Abbildung 5.11: GrobgitterDie Ergebnisse pr�asentieren wir nun zuerst qualitativ, wir zeigen f�ur das erste und daszweite Gitter die Isolinien des Drucks, sowie der x{Komponenten der Geschwindigkei-ten:

Abbildung 5.12: \Isolinien des Drucks\
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Abbildung 5.13: \Isolinien der Geschwindigkeit\Wir sehen in diesen Abbildungen eine sehr gute �Ubereinstimmung der Ergebnisse, umdas Ganze aber auch quantitativ zu beurteilen, vergleichen wir die Geschwindigkeits{und Druckwerte an ausgew�ahlten Punkten des Gitters, wobei wir besonderes Augen-merk auf die Druckdi�erenz vor und hinter dem Kreis richten, da nach diesem Wert inder De�nition des Benchmark Problems gefragt wird.Tabelle 5.5: Ergebnisse f�ur Gitter 1 und 2voll angepa�t nicht angepa�tElem. 2080 8320 33280 133120 2560 10240 40960 163840Pres 1 0.1377 0.1343 0.1327 0.1322 0.1293 0.1299 0.1304 0.1312Pres 2 0.2315-1 0.1916-1 0.1661-1 0.1538-1 0.1521-1 0.1513-1 0.1485-1 0.1468-1Pres 3 0.2855-1 0.2847 0.2812-1 0.2787-1 0.2442-1 0.2665-1 0.2739-1 0.2761-1Pres 4 0.2244-1 0.2271 0.2272-1 0.2267-1 0.1867-1 0.2112-1 0.2207-1 0.2237-1P1-P2 0.1145 0.1151 0.1161 0.1168 0.1141 0.1148 0.1155 0.1165Velo 1 0.2349 0.2156 0.2062 0.2029 0.2254 0.2113 0.2051 0.2027Velo 2 -0.3261-3 0.1372-3 0.5247-3 0.7310-3 -0.3747-3 0.4633-3 0.7053-3 0.7982-3Velo 3 0.2671 0.2569 0.2516 0.2497 0.2580 0.2535 0.2508 0.2496Velo 4 -0.3777-3 -0.3247-3 -0.2294-3 -0.1584-3 -0.6518-3 -0.3807-3 -0.2067-3 -0.1370-3
Wir sehen, da� wir mit diesem Vorgehen eine sehr gute �Ubereinstimmung der Ergeb-nisse erzielen. Darauf zu achten ist jedoch, da� wir, um im Mehrgitter e�ektiv arbeitenzu k�onnen, auf den Gittern unterhalb des feinsten Gitters dasselbe Problem l�osen. Wird�urfen also nicht den Fehler machen, die Randwerte nur auf dem feinsten Level vor-zugeben, oder Gitter zu benutzen, auf denen im Gebiet des de�nierten Randes keineGitterpunkte mehr liegen. Was sonst passieren kann, sehen wir in der n�achsten Tabelle.



124Wir betrachten hier die Konvergenzraten des linearen Mehrgitterverfahrens f�ur 9 nicht-lineare Iterationen, einmal f�ur den Fall, da� wir die Randbedingungen auf allen Gitternvorgeben (Fall 1), zum zweiten f�ur den Fall, da� wir die Randbedingung nur auf demfeinsten Gitter de�nieren, auf den gr�oberen Gittern damit eine reine Kanalstr�omunghaben (Fall 2). Tabelle 5.6: Konvergenzraten Fall 1 und 2Fall 1 Fall 2Elem. 10240 40960 163840 10240 40960 163840RHOMG 1 0.19 0.07 0.05 0.54 0.44 0.52RHOMG 2 0.26 0.13 0.09 0.72 0.94 0.89RHOMG 3 0.29 0.19 0.15 0.75 0.89 0.88RHOMG 4 0.27 0.18 0.16 0.71 0.81 0.88RHOMG 5 0.32 0.26 0.16 0.72 0.83 0.91RHOMG 6 0.36 0.23 0.17 0.70 0.90 0.99RHOMG 7 0.36 0.27 0.20 0.66 0.86 0.97RHOMG 8 0.39 0.29 0.19 0.67 0.86 1.00RHOMG 9 0.40 0.25 0.15 0.64 0.85 1.00
Es ist also zu ber�ucksichtigen, da� in dem Bereich des Randes, der nachtr�aglich de�niertwird, auch auf den gr�oberen Gittern Punkte liegen, da sonst keine Konvergenz mehr f�urdas Mehrgitterverfahren erzielt wird. Bei diesem numerischen Beispiel reichte es aus,auf den 3 feinsten Gittern den Rand vorzuschreiben, die Mehrgitterkonvergenzratenwaren f�ur diesen Fall nur unwesentlich schlechter, als f�ur Fall 1. Nat�urlich soll dieseTechnik kein Gegenbeispiel f�ur die Verwendung angepa�ter Gitter sein, es geht nurdarum, in F�allen wie in Kapitel 6 beschrieben, �uberhaupt unsere Mehrgittertechnikenverwenden zu k�onnen und eine gewisse numerische Rechtfertigung zu haben, da� diedann erzielten Ergebnisse auch quantitativ in Ordnung sind.5.4.1. Bewegte R�ander 1: Eine Wasserpumpe in 2DAls weitere Anwendung oben beschriebener Strategie k�onnen wir nun eine weitere Pro-blemklasse behandeln. Wir haben jetzt die M�oglichkeit, auch Probleme mit in der Zeitver�anderter Geometrie durch De�nition von �ktiven R�andern zu berechnen. Auch hierbeginnen wir wieder mit dem zweidimensionalen Fall, da wir f�ur das erste Beispiel,



5.4 Fiktive Randtechniken im Mehrgitteralgorithmus 125einem pumpenden Kolben, eine Vergleichsm�oglichkeit in der Arbeit von Becker ([2])aus dem eigenen Haus haben. Das Problem ist damit folgenderma�en charakterisiert:Die Geometrie der Pumpe wird durch einen Zylinder beschrieben, in dem sich einKolben auf und ab bewegt. Durch Steuerung der Randbedingungen, d.h. zeitlichenWechsel von Dirichlet Nullrandbedingungen zu Neumann Randbedingungen, wird anden Enden des Zylinders eine Klappe simuliert, die je nach Bewegung des Kolbens aufoder zu ist. Die Bewegung des Kolbens wird durch eine trigonometrische Funktion �(t)de�niert, die Randbedingung auf dem Kolben ist dann gerade durch die Ableitungs-funktion �0(t) de�niert, f�ur technische Details siehe [2]. Der Kolben bewegt sich dannzwischen y = �2 und y = �0:25. Der einzige Unterschied zu Becker ist der, da� wirdie Geschwindigkeit des Kolbens h�oher vorgeben (Faktor 10). Das erste Bild zeigt nundas Grobgitter, das w�ahrend der Rechnung nicht ver�andert wird.

Abbildung 5.14: Grobgitter f�ur WasserpumpeIm Gegensatz zu der Arbeit von Becker haben wir keine M�oglichkeit einer adaptivenVerfeinerung, es ist daher von Interesse, inwieweit die auftretenden Singularit�aten durchden Ein
u� der Ecken und des Bodens des Kolbens die Ergebnisse hier beein
u�en.Zuerst wollen wir die qualitativen Ergebnisse veranschaulichen, es ist hier jeweils eineAbbildung der Druckiso
�achen und Geschwindigkeitspfeile (normalisiert) dargestellt,links f�ur die Abw�arts{, rechts f�ur die Aufw�artsbewegung. Bei der Abw�artsbewegungist der rechte Rand o�en, der linke zu, bei der Aufw�artsbewegung genau umgekehrt.
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Abbildung 5.15: Ergebnisse f�ur WasserpumpeIn diesen Abbildungen erkennen wir eine gute �Ubereinstimmung mit den Ergebnis-sen von Becker, interessanter sind aber die Messungen am Punkt(0,0) f�ur Druck undGeschwindigkeit.
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Abbildung 5.16: y{Komponente und Druck der Geschwindigkeit in (0,0)
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Abbildung 5.17: y{Komponente der Geschwindigkeit bei Becker
Verglichen mit den Ergebnissen bei Becker in Abbildung 5.4.1, bekommen wir f�ur dieGeschwindigkeit eine gute �Ubereinstimmung, Probleme bereitet der Druck, der bei denUmkehrpunkten in kleine Unstetigkeiten ger�at, hier machen sich die Singularit�atenbedingt durch die Ecken und des Bodens des Kolbens mehr bemerkbar als bei derGeschwindigkeit. Zudem spielt nat�urlich auch die Tr�agheit des Mediums eine Rolle.Am Umkehrpunkt wirkt keine, bzw. nur noch eine minimale Geschwindigkeit des Kol-bens, es scheinen dortige Unstetigkeiten durch Tr�agheitskr�afte zu kommen. Nach diesenTestrechnungen wollen wir das gleiche Beispiel auch in drei Dimensionen behandeln.



1285.4.2. Bewegte R�ander 2: Eine Wasserpumpe in 3DWir haben die gleichen Abmessungen wie in zwei Dimensionen, die zus�atzliche z{Komponente ist 2cm lang, damit hat der Kolben eine quadratische Grund
�ache. Esw�are nat�urlich interessanter eine Pumpe zu betrachten, deren Grund
�ache an allen 4Seiten echt kleiner ist, als die des dar�uber liegenden Gebietes, aber um die Ergebnissemit denen des 2D{Falles vergleichen zu k�onnen, haben wir die zuerst angegebene Kon-�guration, die dann mit einem Grobgitter von 520 Elementen sich darstellt in folgenderAbbildung, in der auch ein 2D{Schnitt der Mittelebene zu sehen ist:
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Abbildung 5.18: Grobgitter f�ur 3D{WasserpumpeDie anderen Parameter f�ur die instation�are Rechnung w�ahlen wir wie oben, d.h. wirhaben gleiche Geschwindigkeit und Auslenkung des Kolbens, gleiche Viskosit�at und wirw�ahlen auch den gleichen festen Zeitschritt. Ein 2D{Schnitt in der Mittelebene zeigtqualitativ die gleichen Ergebnisse wie f�ur die 2D{Rechnung:Interessanter ist folgende Betrachtung, wir lassen die Visualisierungsebene in z{Richtungwandern, so da� sie fast am Rand ist, die folgende Abbildung zeigt f�ur den selben Zeit-punkt erst den Schnitt in der Mittelebene, dann den Schnitt fast am Rand.Wir erkennen deutlich den zus�atzlichen Ein
u� des Randes, es �nden weit st�arkereVerwirbelungen statt, als in der Mittelebene, wir haben sogar R�uck
u�gebiete (siehevor allem im unteren Bild am linken o�enen Rand).Wenn wir wie in zwei Dimensionen wieder die Geschwindigkeits{ bzw. Druckkompo-nente im Punkt (0,0) betrachten, so erhalten wir die folgenden Graphiken:Wir haben f�ur die x{ und y{Komponente eine sehr gute �Ubereinstimmung zu denErgebnissen in zwei Raumdimensionen, der Druck dagegen zeigt ein sehr unstetigesVerhalten, hier erkennt man das weitaus gr�o�ere h gegen�uber den 2D Rechnungen.
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Abbildung 5.19: Geschwindigkeiten in Schnittebene f�ur 3D{Wasserpumpe5.4.3. Ein drehendes RotorblattWir greifen mit diesem numerischen Beispiel schon zum Teil dem n�achsten Kapitelvorweg. Da wir diese Ausf�uhrungen aber nur als gewisse Vorarbeiten betrachten, �ndendie nachfolgenden Resultate und Techniken noch keinen Eingang in die Umsetzung despraktischen Problems der numerischen Simulation der Brennerstr�omung.In folgendem de�nieren wir einen Rotor mit 4 Rotorbl�attern. Der Rotor dreht sichdabei nach einer Umdrehungsvorschrift, die im wesentlichen durch trigonometrischeFunktionen beschrieben ist. Als Randbedingung auf den Rotorbl�attern geben wir alsDirichletbedingungen gerade die Ableitung der Umdrehungsfunktion an. In unseremBeispiel dreht sich der Rotor gegen den Uhrzeigersinn, am rechten Rand haben wireine Dirichleteinstr�ombedingung, oben, unten und links am Rand haben wir Neumann-randbedingung (siehe [27]).Wir erkennen, da� durch die Drehung des Rotors bedingt, die Str�omung auch gegenden Uhrzeigersinn verl�auft. Am oberen Ausstr�omrand geht deutlich mehr hinaus, alsam Unteren. Der Aus
u� am linken Rand kommt haupts�achlich durch die Str�omung
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Abbildung 5.20: Unterschiedliche Schnittebenen f�ur 3D{Wasserpumpevon oben zustande. Die Druckisolinien sehen folgenderma�en aus:
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Abbildung 5.21: x{ und y{Komponente der Geschwindigkeit in (0,0)
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Abbildung 5.22: Druck in (0,0)Die bisherigen Resultate sind aus Gr�unden der Visualisierung (in drei Dimensionenk�onnen wir z.B. keine Isolinien darstellen) auf zwei Dimensionen beschr�ankt gewesen,das Problem, das wir tats�achlich angehen wollen, betri�t die Annahme einer vollst�andi-gen Vermischung einer Zweiphasenstr�omung durch die Verwirbelung und Beschleuni-gung in einem Mischrad (siehe Kapitel 6). Wir greifen mit den nachfolgenden Betrach-tungen zum Teil dem n�achsten Kapitel vorweg, da wir aber hier noch keine physikalischrelevanten Daten verwenden, sondern lediglich die Techniken zum sp�ateren Einbau inein Mehrphasenmodell bereit stellen wollen, kann man dies als separates Problem for-mulieren.Als Test und quasi Vorlaufrechnung zu diesem Problem betrachten wir einen Kanal,
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Abbildung 5.23: Bewegung eines Rotorblattesin dessen Mitte sich ein Laufrad be�ndet. Wir geben als Randbedingung auf der einenSeite die Neumann'schen \do nothing\ Bedingungen vor, auf der anderen Seite zweiRandbereiche auf denen wir Dirichlet Einstr�ombedingungen vorschreiben. Dies sollsp�ater einmal die Situation der Luft/Methan Einstr�omung simulieren. An Geometrie-daten haben wir (in Zentimetern):� Kanall�ange {breite {h�ohe: 1:8� 0:6� 0:6� Abmessungen des Laufrades: Radius: 0.2, Breite: 0.4, Dicke: 0.1� Umdrehungsgeschwindigkeit: � s f�ur eine Umdrehung� Viskosit�at: � = 1=100� Einstr�ombedingung: 1cm/s horizontal, 1.4cm/s vertikalDamit erhalten wir die folgenden Ergebnisse, das erste Bild zeigt einen Zyklus einer
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Abbildung 5.24: Druckisolinien f�ur das RotorblattUmdrehung.Die weiteren Abbildungen zeigen eine Druckiso
�ache (hier sieht man gut die Konturdes Laufrades) und eine Geschwindigkeitsiso
�ache.
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Abbildung 5.25: 2D Schnittebene f�ur Geschwindigkeiten
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Abbildung 5.26: Druckiso
�ache

Abbildung 5.27: Geschwindigkeitsiso
�ache



6. Das Industrieprojekt mit der Firma Vaillant
Da diese Arbeit im Rahmen des BMBF{Verbundprojektes \AnwendungsorientierteMathematik\ entstand, soll dieses Kapitel dazu dienen, das Projekt vorzustellen undzu zeigen, inwieweit die vorgestellten Verfahren und Algorithmen in der Lage sindein praktisches Problem zu bew�altigen. In diesem Falle handelt es sich um eine Zu-sammenarbeit mit der Firma Joh. Vaillant (Remscheid). Ziel dieses Projektes ist es,ein numerisches Modell zu entwickeln, das die Str�omung (und Verbrennung) in einemHeizbrenner simuliert. Das Projekt ist dabei in zwei Bereiche unterteilt, einmal dieStr�omung des Luft{Gas Gemisches im Mischraum bis zu einer Keramikplatte, auf derdie Flamme steht, diese H�alfte wird hier in Heidelberg bearbeitet, die Simulation derFlamme wird von der Gruppe von Professor Bader in Cottbus bearbeitet (siehe auch[40]).Die Fragestellung des Industriepartners beziehen sich dabei auf eine Optimierung derGeometrie des Brenners dahingehend, da� der Schadsto�aussto� minimiert wird. Diesist gleichbedeutend mit einer gleichm�a�igen Flammenausbildung auf der Keramikplatteund dies wiederum mit einer gleichm�a�igen Ausbreitung des Luft{Gas Gemisches unterder Keramikplatte im Brennerraum. Dies ist das Problem, da� wir mit Hilfe unserer inden letzten Kapitel vorgestellten Algorithmen und L�osungsans�atzen angehen k�onnen.Ein Problem stellt sich hierbei in der Frage der Randbedingungen f�ur die Modellierungder Keramikplatte, dies l�a�t sich mit den schon in dem letzten Kapitel besprochenenFormulierungen behandeln, hier werden wir sogenannte \k�unstliche Randbedingungen\verwenden, die bei numerischen Tests, sowohl qualitativ, als auch quantitativ guteErgebnisse liefern. Es sei an dieser Stelle aber noch erw�ahnt, da� wir mit den heutigenMitteln noch nicht in der Lage sind, die Physik eines solchen Problems vollst�andig zuerfassen, sondern, da� diese Arbeiten unter dem Aspekt zu bewerten sind, Vorarbeitenzu leisten, die in Zukunft dazu diesen sollen, immer bessere Methoden zu entwickeln,um ein solch komplexes Problem tats�achlich numerisch simulieren zu k�onnen.137



1386.1. ProblemstellungEine wesentliche Arbeit stellt die Gittergenerierung des Brennermodells dar. Da wir,wie in den vorangegangenen Kapiteln beschrieben, zum L�osen der auftretenden Glei-chungssysteme Mehrgitterverfahren ben�utzen, ben�otigen wir eine Gitterhierarchie, undvor allem ein relativ \grobes\ Grobgitter. �Ublicherweise verwenden wir Grobgitter biszu 500 Zellen, feinere Grobgitter w�urden das L�osen der Grobgitterkorrekturgleichungenso erschweren, da� das ganze Mehrgitterverfahren nicht mehr e�ektiv genug w�are. An-dererseits hat man dadurch aber das Problem, da� man feine Strukturen der Geometrienicht exakt wiedergeben kann. Wir verwenden daher wieder die Strategie, wie schonbeim \pu�{pu�\ Problem (siehe Abschnitt 5.3), da� wir das Gitter von Level zu Levelanpassen an die vorhandene Geometrie. Die folgenden Zeichnungen der Geometrie desBrenners wurden uns von der Firma Vaillant zur Verf�ugung gestellt. Wir verzichtenaber auf die Angaben der exakten Abmessungen und beschr�anken uns auf die reineGeometrie.1.) Die Geometrie des Brenners:��� PPP ���� HHHH? ?KeramikplatteLochplatteSto�platte
Abbildung 6.1: Geometrie des Brenners von zwei SeitenansichtenDie Str�omung die es f�ur uns zu berechnen gilt hat folgenden Charakter: Das Luft{Gas Gemisch (unter Annahme einer optimalen Vermischung) kommt mit einer relativhohen Geschwindigkeit in den Brennerraum, dort tri�t es auf die Sto�platte, die quasiEnergie aus dem System nimmt, hinter der Sto�platte geht es dann durch die Lochplatteunterhalb der Keramikplatte und durch diese dann hindurch. Um ein gewisses Gef�uhlf�ur die Physik des Problems zu bekommen, arbeiten wir zuerst mit einem 2D Modell.



6.1 Problemstellung des Projektes 1392.) Die 2D Diskretisierung:

Abbildung 6.2: 2D Grobgitter f�ur BrennermodellIn dieses Grobgitter ist die Sto�platte eingebaut, sowie die Lochplatte, die wir im 2DFall au
�osen k�onnen, und die hier aus 20 L�ochern besteht. Die Keramikplatte k�onnenwir nat�urlich mit ihren ca.7000 L�ochern (in 2D ca.100 L�ocher) nicht au
�osen. Hierhaben wir folgende Strategie: Wir verfeinern obiges Grobgitter und bauen dann Level{,bzw. h{abh�angigen Dirichletrand ein (siehe Abschnitt 5.4). Mit dieser Strategie k�onnendann auf dem feinsten Gitter sehr einfach die Vorgaben der tats�achlichen Geometrieerf�ullt werden. Gleichzeitig haben wir aber f�ur unsere Mehrgitterstrategie ein \grobes\Grobgitter und l�osen auf allen Leveln der Hierarchie das gleiche Dirichletproblem, d.h.wir k�onnen gute Konvergenz erwarten. Diese Technik ist vor allem im 3D Fall sehrn�utzlich. Der einzige Nachteil ist, da� wir auch dort verfeinern und Elemente haben, wowir Dirichletrand haben, d.h. wir \verschenken\ damit Unbekannte, bzw. machen dasProblem gr�o�er. Im vorigen Kapitel haben wir diese Techniken ausreichend behandelt.3.) Die 3D Diskretisierung:Mit obigen Zeichnungen und den entsprechenden Abmessungen, konstruieren wir fol-gendes Grobgitter mit 248 Elementen. Man erkennt hier die Sto�platte, die Kera-mikplatte wird nicht in die Triangulation mit einbezogen, da wir hier entsprechendeRandbedingungen w�ahlen k�onnen.
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Abbildung 6.3: Grobgitter f�ur BrennermodellWie oben bereits erw�ahnt, haben wir mit solch einem Grobgitter keine M�oglichkeit dieStruktur der Lochplatte wiederzugeben. Die reale Platte hat ungef�ahr 700 L�ocher. Wirgehen daher anders vor:Ein 2D Schnitt unseres Grobgitter an der Plazierung der Lochplatte sieht folgender-ma�en aus.
� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �

Abbildung 6.4: 2D Schnitt bei LochplatteWir schreiben also f�ur das Grobgitter �uberall dort wo Kreuze sind einen �ktiven Randvor. Wir haben dann nat�urlich nur 30 L�ocher. Dieselbe Option machen wir aber auchbei den n�achsten beiden Verfeinerungen, wir haben dann 121 L�ocher auf dem n�achstenund 481 L�ocher auf dem �ubernachsten Level. Diese 481 L�ocher stimmen dann sehr



6.2 Die Physik des Problems 141gut mit der Wirklichkeit �uberein, vor allem auch noch unter dem Aspekt, da� sieeine Gr�o�e von ca. 0:5cm� 0:5cm haben, was ebenfalls nahezu der tats�achlichen Geo-metrie entspricht. Dieses Vorgehen ist n�otig, damit wir auf allen Leveln die richtigenphysikalischen Informationen mitgeben. W�urden wir f�ur alle Level die 481 L�ocher vor-geben, h�atten wir unter Umst�anden die Tatsache, da� auf den niedrigsten Leveln keineFl�achenmitten in einem Loch liegen, d.h. wir w�urden auf diesen Leveln nicht das volleProblem l�osen, was zu einer Beeintr�achtigung der Konvergenzgeschwindigkeit f�uhrenw�urde.
6.2. Die Physik des ProblemsNachdem wir die Geometrie und die Umsetzung in eine Finite{ Elemente{Diskretisierungbetrachtet haben, gehen wir nun auf die Physik des Problems ein. Die folgenden Datenwurden uns hierbei von der Firma Vaillant zur Verf�ugung gestellt.Bei einer Belastung von 20 kW haben wir folgenden Volumenstrom und Konzentratio-nen:� Volumenstrom: 0:007188 m3=s (273)K� CH4: 7.75 Vol.� O2: 19.37 Vol.� N2: 72.88 Vol.Bei der Teillast von 10 kW ergibt sich die H�alfte des Volumenstromes, bei gleichenKonzentrationen.Der gemessene Druckverlust betr�agt 3 Pascal bei 20W=cm2, bei einer Gemischtempe-ratur von 50 C.Unter Einbeziehung dieser Angaben errechnet sich die Viskosit�at als (siehe [4]):� � = 18:6 � 10�6 m2=sLegt man zur Berechnung der Geschwindigkeit ein Rohrpro�l zugrunde, so erh�alt manbei einer angenommenen Vollast eine Einstr�omgeschwindigkeit von ca. 5 m/s.



142Damit haben wir es mit einem Problem zu tun, dessen Reynoldszahl im Bereich von103 � 104 liegt. Damit ist es auch gerechtfertigt, zun�achst mit unserem Navier{StokesL�oser das Problem zu behandeln, also einen laminaren Ansatz zu verwenden. Die An-kopplung eines Turbulenzmodells wird in einem der n�achsten Schritte erfolgen.Weitere Annahmen (bzw. Vereinfachungen) sind:{Verzicht auf Einbeziehung der Temperatur. Da das Gemisch mit Zimmertemperaturaus der Leitung kommt und die Temperatur im Vormischraum nur ca. 50 C betr�agt,kann man den Temperaturgradienten vernachl�assigen.{Wir setzen optimale Vermischung voraus, d.h. wir rechnen mit einem einkomponen-tigen Medium.
6.3. Numerische Ergebnisse f�ur den BrennerUnsere numerischen Ergebnisse beziehen sich vor allem auf die Frage, welche Ver�ande-rungen an der Geometrie erfolgversprechende Auswirkungen auf das grunds�atzlicheProblem einer optimalen Verteilung (und damit Minimierung des Schadsto�aussto�es)des Luft/Gas{Gemisches unterhalb der Keramikplatte haben k�onnen. Dabei sind wiraber an Vorgaben gebunden. Wir k�onnen im wesentlichen nur die Postion und Gr�o�eder beiden Platten (Sto�{ und Lochplatte) ver�andern, das Geh�ause des Brenners, so-wie die Rechteckform der Keramikplatte k�onnen aus bautechnischen Gr�unden nichtver�andert werden.Die Frage der Verteilung untersuchen wir, indem wir den Flux am Austrittsrand (alsoan der Keramikplatte) messen, unter verschiedenen Positionen und Gr�o�en der Platten,sowie unter verschiedenen Einstr�ombedingungen, die je nach Betriebsart (Voll{ bzw.Teillast) schwanken kann.6.3.1. Der 2D{FallMit dem Grobgitter aus Abschnitt 6.1 erhalten wir bei Vollast folgende qualitativenErgebnisse f�ur Druck und Geschwindigkeiten (siehe auch Seite 156):
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Abbildung 6.5: 2D Geschwindigkeiten und DruckMan erkennt schon in diesen Bildern, da� die Aus
u�menge am Ausstr�omrand starkeSchwankungen aufweist, dies wird untermauert durch die graphische Darstellung desFluxes.Quantitativ gemessen erhalten wir folgende Darstellungen f�ur den Flux, das erste Bildzeigt Ergebnisse f�ur die gleiche Geometrie zu unterschiedlichen Zeitpunkten (Flux 1zu Beginn,..,Flux 4 am Ende der Rechnung), das zweite Schaubild zeigt Ergebnissezum gleichen Zeitpunkt, aber unterschiedliche Kon�gurationen. Flux 1 ist dabei wieim ersten Bild, 0.5vel bei halber Einstr�omgeschwindigkeit und plate+0.5 bedeutet, da�die Sto�platte um 0.5cm nach vorne ger�uckt ist
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Abbildung 6.6: Flux zu verschiedenen Zeitpunkten
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Abbildung 6.7: Flux zu verschiedenen Kon�gurationenDiese Ergebnisse in zwei Dimensionen, lassen erste R�uckschl�usse auf die Struktur derStr�omung zu. Den Verlauf der instation�aren Rechnung zu obigen Graphiken sieht manin den n�achsten Bildern, auf denen normalisierte Geschwindigkeitsvektoren (d.h. Be-trag der Geschwindigkeit wird durch Einf�arbung dargestellt) zu zwei verschiedenenZeitpunkten (entsprechend zu \Flux1\ und \Flux4\) abgebildet sind (siehe auch Seite157).
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Abbildung 6.8: 2D GeschwindigkeitenDurch die Komplexit�at der Geometrie mit der Sto�platte entstehen starke Verwirbe-lungen, die teilweise durch den Einbau der Lochplatte wieder abged�ampft werden. Dieszeigen auch numerische Tests, die ohne die Lochplatte durchgef�uhrt wurden und beidenen die Verwirbelung hinter der Sto�platte so stark waren, da� der instation�are L�osernach wenigen Zeitschritten nicht mehr konvergierte. Die Lochplatte zerst�ort praktischdiese E�ekte und homogenisiert die Str�omung. Weiter sehen wir an den Bildern bereits,da� die L�osung instation�aren Charakter hat, was dann nat�urlich in drei Dimensionenenormen Rechenaufwand erfordert, um aussagekr�aftige Ergebnisse zu bekommen.6.3.2. Der 3D{FallHier verwenden wir ebenfalls das Grobgitter aus Abschnitt 6.1, einen ersten qualitativenEindruck der Fluxverteilung vermittelt dabei folgendes Bild (siehe auch Seite 157)
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Abbildung 6.9: 3D FluxdarstellungIn der Darstellung mit normalisierten Geschwindigkeitsvektoren erhalten wir folgendeDarstellung (siehe auch Seite 157):Man sieht auch hier die gleichen Verh�altnisse wie in 2 Dimensionen, d.h. wir haben anden R�andern stark ausgepr�agte peaks, in der Mitte dagegen wenig Ausstr�omung.Messen wir wieder wie in zwei Dimensionen den Betrag des Fluxes am Ausstr�omrand,ergibt sich folgendes Verhalten des Fluxes an zwei ausgew�ahlten Punkten des Aus-str�omrandes. Der erste Punkt (Flux1), liegt genau in der Mitte, der zweite Punkt(Flux2) liegt ziemlich nahe am Rand. Wir geben in folgender Abbildung das Aus-str�omverhalten an diesen zwei Punkten f�ur einen Zeitraum von 0{13 Sekunden wieder.Es best�atigen sich die Eindr�ucke des 2D{Falles. In der Mitte des Ausstr�omrandes gehtwesentlich weniger hinaus als in der N�ahe des Randes. Auch zeigt sich ein instation�aresVerhalten, d.h. es ist nicht zu erwarten, da� die L�osung in einen station�aren Limeskonvergiert.
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Abbildung 6.10: 3D Geschwindigkeitsvektoren
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Abbildung 6.11: Flux an zwei Punkten gemessen
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7. Zusammenfassung und Ausblick
Eine Zusammenfassung der vorherigen Resultate zeigt, da� wir auf der Grundlage desnichtkonformen rotiert trilinearen Finite{Element{Ansatzes ein L�osungsverfahren er-halten haben, da� den Anspr�uchen eines praxisnahen und problemorientierten L�osungs-verfahren f�ur die instation�aren, inkompressiblen Navier{Stokes{Gleichungen in dreiRaumdimensionen gen�ugt.Es arbeitet mit einer festen (fast) problemunabh�angigen Parametereingabe sehr e�-zient (instation�are Rechnungen k�onnen auf einer IBM RS6000/590 Workstation mitbis zu 10 Millionen Unbekannten innerhalb eines Tages ausgef�uhrt werden), robust(gegen�uber unterschiedlichen Gebietsformen, Gittertypen, Viskosit�aten und Eingabe-daten) und hinreichend genau (Vergleiche mit Benchmark Tests und Experimenten).Dar�uberhinaus �ndet mit Hilfe von Visualisierungstechniken (Filmgenerierung, 3D Par-ticle Tracing) eine gezielte Aufbereitung der gerechneten Daten statt, so da� das ge-samte Programmpaket ein e�zientes Werkzeug zur Simulation und Darstellung drei-dimensionaler laminarer Str�omungen anbietet.Wichtig zu erw�ahnen bleibt die Tatsache, da� diese Arbeit ein Baustein in einem Ge-samtrahmen darstellt. Viele Techniken und Algorithmen, die bereits f�ur andere Proble-me entwickelt und getestet wurden, konnten hier mit entsprechenden Modi�kationenweiterverwendet werden. Da die erstellten Programme auf der Basis der Programm-pakete FEAT2D, FEAT3D und FEATFLOW erstellt wurden, ist eine nat�urlicheFortsetzung f�ur weitere Verwendung gew�ahrleistet.Dies wird dokumentiert durch die Arbeiten von H.Oswald, der an einer parallelisiertenVersion des Diskreten Projektionsverfahrens arbeitet. Hier treten dann andere Schwer-punkte in den Vordergrund, wie z.B. Implementierung eines parallelen Mehrgitterver-fahrens, blockstrukturierte Iterationsverfahren und Domain Decomposition Verfahren.Erste Ergebnisse am Beispiel der Driven Cavity geben Anla� zur Ho�nung, da� dieParallelisierung eine derartige E�zienzsteigerung bewirkt, da� Probleme mit bis zu149



150100 Millionen Unbekannten in wenigen Stunden gel�ost werden k�onnen.Eine weitere Ausdehnung der Techniken f�ur die Behandlung von zeitabh�angigen R�andernwird von D.Engelmann benutzt, der das Problem von Zweiphasenstr�omungen damitbehandelt. Hier soll ein innerer Rand die Trennschicht zwischen Medien unterschied-licher Viskosit�at beschreiben. Damit soll im wesentlichen der Impuls{ und Gasaus-tausch beschrieben werden. Praktische Anwendung ist dabei z.B der Gasaustausch inAbh�angigkeit der Str�omungsdynamik nahe einer bewegten Wasserober
�ache.Schlie�lich werden basierend auf diese L�osungsverfahren zus�atzliche Komponenten zumbesseren Verst�andnis des Brennermodells eingebaut. Dabei ist vor allem an eine schwach-kompressible Erweiterung gedacht, d.h. die Bedingung r � u = 0 wird abgeschw�acht,wodurch das Gesamtproblem weniger steif wird. Als weiterer Schritt ist dann die An-kopplung der Temperatur vorgesehen, was zu den Boussinesq{Gleichungen f�uhrt. Diesist als erster Schritt in Richtung eines praxisnahen Turbulenzmodells zu sehen.
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