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Vorwort

Dieses Skript ist aus Vorlesungen an der Technischen Universitdt Dortmund im Win-
tersemester 2016/17 und im Sommersemester 2025 entstanden. Im zweiten Fall wurden
die einzelnen Vorlesungen mit Kamera aufgenommen und bei YouTube verdffentlicht.
Die Vorlesung beruht in groften Teilen auf dem Buch A Mathematical Introduction to
Compressive Sensing von Simon Foucart und Holger Rauhut [FR13|. Desweiteren stand
mir 2016 ein handschriftliches Manuskript von Henning Kempka zu einer Vorlesung zum
selben Thema, dass er an der Technischen Universitdt Chemnitz gehalten hat, zu Verfii-
gung. Dafiir mochte ich mich herzlich bedanken. Sein Manuskript wiederum beruht auf
demselben Buch [FR13|. Einige Abschnitte dieses Skripts sind von den Originalarbeiten
[CP88, BDF11, [CT05, [CT06, [CRT06b, [CRT06a, FPRU10, ILN17| inspiriert.
Der grofite Teil des Textes wurde von Herr Jens Koniarski in LaTeX gesetzt, andere Teile
von Daniel Rosen, Michela Egidi, Janine Textor und von mir. Alexander Dicke, Michela
Egidi und Daniel Rosen haben das Skript Korrektur gelesen. Daniel Rosen und Jakob
Schiitz haben die Kameraaufnahmen und die Nachbearbeitung der Videos iibernommen.
Daniel Rosen hat mich freundlicherweise mehrmals bei den Vorlesungen vertreten und der
Aufnahme zugestimmt. Bei all diesen Personen mochte ich mich bei dieser Gelegenheit
ganz herzlich bedanken.

Trotz des Korrekturlesens ist in die Abfassung des Textes wesentlich weniger Arbeit in-
vestiert worden, als dies bei einem Buch der Fall ist. Es gibt sicherlich eine Reihe von
kleineren Fehlern und ich arbeite — zusammen mit freundlichen Menschen, die mich auf
Fehler hinweisen — daran, diese auszumerzen.

Das Skript gibt bewusst recht treu den Vortragsstil an der Tafel wieder und will kein Buch
sein. Die URLs der Videos auf YouTube sind an den entsprechenden Stellen im Skript
verlinkt. An manchen Stellen gibt es kleinere Abweichungen zwischen der aufgezeichneten
Tafelvorlesungen und dem Skript.

Das Skript soll dazu dienen, dem Leser eine Auswahl des Stoffes zu liefern, die in eine vier-
stiindige Vorlesung passt. Als Referenzen sollte man die angegebene Hauptquelle [FR13]|
stets in der Hinterhand haben.

Ein allgemeiner Hinweis zum Sinn und Zweck von Skripten: Das Lesen von Vorlesungsno-
tizen und Skripten kann das eigene Denken und Nachvollziehen der Sachverhalte, Schritte
und Argumente nicht ersetzen. Das eigentliche Ziel ist die Verinnerlichung der mathema-
tischen Wahrheiten, so dass man sie wie etwas Eigenes beherrscht und anderen erkliaren
kann. Falls Thnen an einzelnen Stellen ein Skript zu knapp formuliert ist, um die darge-
stellten Sachverhalte zu verstehen, konsultieren Sie die angegebene Literatur.
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KAPITEL 0

Motivation und Begriflichkeiten

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 1 VOM 7.4.25 |

Urspriingliches Datenobjekt x soll kodiert /verarbeitet /gemessen und in einem Format y
gespeichert /versendet /verarbeitet werden.

In der Praxis bestehen sowohl z, als auch y aus endlich vielen Werten, also konnen sie als
Vektoren in einem endlich dimensionalen Raum betrachten werden.

Beachte, dass y = y(z) eine Funktion von x ist, da bei der Erstellung von y keine anderen
Informationen verwendet werden aufter denen, die in x enthalten sind. In Anwendungen
ist y meistens eine lineare Funktion von x, also existiert eine Matrix A so, dass y = Acc.[]
Die Matrix A beschreibt also die Prozedur, wie die urspriingliche Informationen z kodiert,
gespeichert oder gemessen wird.

BEISPIEL 0.1. x sind die Rohdaten eines Fotos (einzelne Pixel als Vektor- oder Matrixar-
ray gespeichert), A ist die JPEG oder PNG Kodierung und y ist das Bild in JPEG Format.

Offensichtlich ist hier y = y(z) eine Funktion der Rohdaten.

Je nach Einstellung des Kodiereres ist

e Kodierung ohne Qualitit /Informationsverlust moglich,
e Kodierung mit Kompression/Datenreduktion und damit verbundenen Informati-
onsverlust moglich.

Darstellung der Matrix A mit Zeilenvektoren:

aq a1ty ..., Q1N
A= = A1y, Q5N s aj:(ajl,...,ajN), mltm,NGN
Am Amly - -+ GmN
Dann gilt
<a1,x>
y=Ax =

(A, T)

n dieser Vorlesung werden wir nur lineare Funktionen y = y(z) = Az betrachten.
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https://www.youtube.com/watch?v=tqbV59BwM2I

8 0. MOTIVATION UND BEGRIFFLICHKEITEN
wobei das jte Skalarprodukt gegeben ist durch

X

N
<0Jj,£ll'> = Zaﬂxi = (Cljl, Ce ,CLjN) .
=1
TN

und in den Anwendungen (manchmal) der j-ten Messung entspricht.

Strahlen Korper Bild

BEISPIEL 0.2 (Rontgen-Bilder).

Arzt/ZA schaut sich Aufnahmen aus mehreren Winkeln (Perspektiven) an, um (in seinem
Kopf) die tatséchliche dreidimensionale Form des bildgebenden Verfahrens zu rekonstru-
leren.

BEISPIEL 0.3. Falls man ein analoges Audiosignal digital kodieren will, wird es in diskreten
Zeitintervallen, “abgetastet”

und in einem Datenvektor gespeichert. Dieser Vorgang entspricht wieder einer linearen
Abbildung A. Daher nennt man auch oft:

e v ¢ RV das Signal
e y € R™ die Messung/Messvektor/die Messdaten.

Damit ist A : R — R™ ecine (lineare) Abbildung. In den “interessanten Fillen” ist
meistens m < N.
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Warum?

e JPEG-BIld ist komprimiert und enthélt weniger Daten als Originalbild.
e digitaler Mitschnitt einer Konzerts ist weniger prézise als das Klangerlebnis von

Ort.

BEMERKUNG 0.4. [Ausnahme: Fehler korrigierende Kodierung (error correcting codes)|

Versende einen Text

.. . . Verfalschung, Korruption
urspriingliche Textnachricht —

empfangene Textnachricht
Simpelste Idee, um korrektes Lesen des Text zu gewéahrleisten
sende Text zweimal.

In der Praxis:
urspriinglicher Text erweiterter, redundanter, kodierter Text

RV >« — y=AxreR™" m >N
verfalschter, fehlerbehafteter Text

— y=Axr+e
“wegen doppelt versendeter” Information kann man hoffen, dass der urspriingliche Text /Kode
x aus der verzerrten/verrauschten /verfalschten Nachricht ¢ rekonstruiert werden kann.

Resultate des Compressive Sensing sind auch fiir die Theorie der error-correcting-codes
niitzlich, auch wenn wir dies in dieser Vorlesung nicht ndher untersuchen.

Offensichtliches Problem: m < N. Falls m < N, wie soll ich dann aus dem
Bild/den Messwerten
(1) y=Ar € R"

das urspriingliche Signal z € RY rekonstruieren?

Lineare Algebra lehrt uns: Zu jedem Bild y ist Gleichung (/1) eindeutig losbar, falls
der Rang von A mindestens N ist. Das ist hier aber unmdglich: rank(A) < min(m, N) =
m < N.

Fazit: Im Allgemeinen, ohne zusétzliche Annahme, ist folgende Dilemma nicht auf-
zulsen:

e ich mochte wenig Daten messen /speichern/verarbeiten, d.h. m << N,
e ich will aus der Messung/Kodierung das urspriingliche Bild /Signal rekonstruieren
koénnen.

Einziger Ausweg ist: Wir miissen etwas iiber die Strukturen

e des Signals,
e oder der Kodierungmatrix,
e oder von beiden

annchmen.

Was fiir eine Struktur sollen wir wiahlen? Man koénnte sich ja viele Ausdenken.
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Die gewihlte Struktur sollte

e cinen starken, vereinfachenden Effekt auf die Verarbeitung grosser Datenvektoren
haben,

e bei praktischen Anwendungen zumindest ndherungsweise erfiillt sein,

Sparsity (Diinnheit/Diinne Besetztheit) des Signals x bedeutet, dass die meis-
ten Eintrage des Vektors x Null sind. Es ist die zentrale Annahme in der Theorie des
Compressive Sensing und in dieser Vorlesung. Es ist erstaunlich welche Effekte diese auf
die mathematische Theorie der Datenrekonstruktion hat.

Insbesondere ist bemerkenswert:
Geeignete Annahmen an die Matrix A ermdglichen es, ein sparses Signal x € RY aus
y = Ax € R™ auch fiir m << N zu rekonstruieren.



KAPITEL 1

Diinne Losungen unter-bestimmter Systeme

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 2 VOM 7.4.25

1. Diinne und komprimierbare Vektoren

1.1. Geometrie von Bév Kugeln.

Notation:

e K=RoderK=C

e N:={l1,...,N}

e 5¢= N\ S ist das Komplement von S im N
e v KNV, N eN,suppz:={j € N|z; #0}

DEFINITION 1.1. 2 € KV heift s-sparse (s-diinn) fiir s € Ny, falls ||z]|o := #(suppz) < s.

Notation: Fiir x € K¥ und 0 < p < oo bezeichen wir

N 1/p
]| -= (Z!fﬂﬂp)

j=1
und fiir p = oo

N
[0 = max|a;|.
7=1
e 1 <p < oo: |||, ist eine Norm, namens ¢, -Norm von .

e 0 <p<1:|,ist eine Quasinorm, d. h. 3 C > 1 so dass fiir alle z,y € K¥
[z +yllp < C(llll, + llylln)
(Vergleiche Bild [1.1j und Lemma 1.10).

o p—0:

) »_
Lim|| 0 sonst

p—0

So,
N
. P P _— _
g ;= sy 3 s = #(45 2 7 0)) = el
j:
namens “lo-Norm” von x.

o p— 00t limy o 2], = 2]l
Es gilt folgende Monotonie:
11


https://www.youtube.com/watch?v=MwqaX7BbL8E
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1. DUNNE LOSUNGEN UNTER-BESTIMMTER SYSTEME
LEMMA 1.2. Fiir alle xz € KN st die Funktion

(0,00) 3 p = ||z,
antiton. Konkret

0<g<p<oo= |z, > [z,
|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 3 VOM 8.4.25

BEWEIS. Fiir «
wohldefiniert und

= 0 gilt es offensichtlich. Sei also x # 0, damit vy, = |z|/| 1z,
< 1 fiir alle k € N. Damit auch y > y}. Also

zk:y}izzk:yi:%:( T )p:1

1],

insbesondere ﬁ” =yl = Ly > 1 und damit ||z, > [|z],- O
Pllq
BEMERKUNG 1.3 (Geometrie von £,-Einheitskugeln).
B, = {x e K" | |z, < 1}
p=0o0 p=2 p=1 p= %
ABBILDUNG 1.1. /,-Einheitskugeln

B? ist konvex fiir 1 < p < oo, da ||-||, eine Norm ist.
Bg ist nicht konvex fiir 0 < p < 1.

B;,V mit p < 1 ist ein Modell fiir komprimierbare Vektoren, siehe spaeter.
1.2. Strukturen von s-diinnen Vektoren. Sei S C N mit #(S) = s.

KY :={r €KY | suppzr C S} ={z € RY | z; =0 fiir j € S}

ist s-dimensionaler Unterraum von K~ und

Ki= U «
SCN #(S)=s
ist die Menge der s-diinnen Vektoren.


https://www.youtube.com/watch?v=gAa0qDFZ0tY
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AN
N

_ _ 1 _
p=1 P=3 p=20

ABBILDUNG 1.2. /,-Einheitskugeln

KX ist kein linearer Unterraum.

Warum? z,y € KY, impliziert i.a. nicht z +y € K, aber schon z +y € K, da

s CER)

supp(z +y) C (suppx) U (suppy).

2
Ri)

X

2
Riy

2 _ P2 2
RY =Ry URpy

Fiir viele Zwecke ist die Forderung s-diinn zu sein, zu strikt.
Manchmal sind viele Koeffizienten “fast Null”, aber nicht exakt. Benotigen Begriff, der
dies beschreibt: komprimierbare Vektoren.

DEFINITION 1.4. (i) Sei z € KV dann existiert (mindestens) eine Permutation m €
Sym(N) mit

[Zz)| 2 |22 2 -0 > [22v)| > 0.
Fixiere nun eine solche Permutation . Man setzt: @7 = |7,(;|. Dann heift der Vektor
z* = (¢3) € RY = [0,00)" nicht-wachsende Umordnung von x (non-increasing rearran-
gement). Er ist eindeutig bestimmt, auch wenn 7 nicht die einzige Permutation mit den

o.g. Eigenschaften ist.
(ii) Sei weiter s € N := {1,...,N} und S = {7~}(1),...,7 (s)}, dann heift z € KV
gegeben durch

2 = { Z; ] c S

0 sonst

eine beste s-Term Approximation zu x.
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BEISPIEL 1.5. Sei z = (1,-3,2,4,—1, —4). Dann, z* = (4,4,3,2,1,1).

Fiir s = 3, ist z = (0,—3,0,4,0, —4) eine beste 3-Term Approximation zu x.

Fir s = 5, sind z = (0,-3,2,4,—1,—4) und z = (1,—3,2,4,0,—4) beide eine beste
5-Term Approximation zu x.

Daraus sieht man, dass eine beste s-Term Approximation nicht eindeutig bestimmt sein

muss.

1.3. Fehler der besten s-Term Approximation.

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 4 VOM 8.4.25
Wir definieren

o5(2) = inf{llz —yll, | y € K}
=z — =l
wobei z eine beste s-Term Approximation zu x ist.

Informelle Sprachweise: x ist komprimierbar, wenn o4(x), klein wird fiir wachsendes s.

LEMMA 1.6. Seisc {1,.... N} =N, 0<p<qundx € KN. Dann gilt, dass

[l
LTy eyt
Fakt: o4(z), und ||z||, héngen nur von der nicht-wachsenden Umordnung z* ab.

BEWEIS. Wegen des Fakts, oBdA nehmen wir an, dass z1 > x5 > ... > xx > 0. Dann

gilt
N 1/q N 1/q N 1/q
= (S a) (L aa7) a3 2)

j=s+1 j=s+1 J=s+1
1/p—1/q
s N\ Ur=1/q 1\ Vet &
<Ca)" e ()T el
=1
NI
<llllp
1

meHp-

BEMERKUNG 1.7. Es gibt eine scharfe Version mit optimalen Konstante

]| ' » p/q D 1-p/q
O'S(._'L')q S Cp7q81/p—:1.vq mit Cpq = 5 1-— 5 S 1.

BEISPIEL 1.8. Satz|1.6/mit p = 1 und ¢ = 2 bedeutet dass, g5(z)s < l=ls ind die optimale

S

<

. . 1
Variante ist 0,(z)s < 5 ”3‘;.



https://www.youtube.com/watch?v=jqq9tB7Vu3k
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1.4. Weitere intuitive Modelle fiir komprimierbare Vektoren.

15

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 5 VOM 14.4.25

DEFINITION 1.9. Sei x € KV. Wir definieren die schwache £,-Norm auf KV fiir p > 0 als

(2)

Siehe Darstellung in Bild [I.3]im Fall p = 1.

[E3[m—— Stggl{j EN||z;| > t}]'7-t.

Lj
]
00 0 °
l.. ‘e
tw——————SJ—r4—ri—r4—r1—k»4 —————————————————————————————— ) 9-¢ -
]
°
0 0
¢ 0
SE--F9-00-49-0¢19-090-09-0-9-0-0-0-069-¢9-——— - - b 9-¢ -
0 0
° °
° 0
' 0
o g0
Il N I | I T N S B | Il
T T T T T
1 5) 10 15 20 25 30 35 N =40

ABBILDUNG 1.3. Die schwache ¢;-Norm

Alternative Darstellung: Wihle k& € N beliebig und setzte t = z}, wobei z} die
k-te Komponente der nicht-wachsenden Umordnung x* von z ist. Dann gilt

|Zllpsoo = {G € N | |a;| > 2} VP - 2 > KVP - af,

da dies fiir jedes k € N gilt, folgt
(3)

1<k<N

2l > max kYPrt.
[z ]lp+ k

Andererseits: fiir t > 0 und k := |{j € N | |z;| > t}| gilt ¢ < 2} und damit

tHi € N | |z;| > }V? < a3 l{j € N | [ay| > t}|VP = 27k"/? < max 7

Es folgt
(4)

sup [{j € N | |zj| > t}]'7 -t <
t>0

Insgesamt liefern Ungleichungen und

(5)

1<k<N

max kP
1<k<N

lellyotoe = max k*/7af.

T 1<GEN

*:1/p
J

Wir bemerken dass, || - ||, 100 €ine Quasinorm auf KV ist, d.h. die Eigenschaften

LEMMA 1.10. Fir alle p > 0 gilt:


https://www.youtube.com/watch?v=vAMwjT5orPI
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(QN1) [2llp 40 = 0 @ = 0;
(QN2) A2l o0 = [Nl o fir alle A € C;

(QN3) 3C > 0, so dass fiir alle 2,y € KY gilt [+ ylly o0 < CUzlpro0 + [¥llposoc)

erfillt sind.

BEWEIS VON (QN3). Genauer beweisen wir die folgende Ungleichung fiir alle p €
(0,00)

©) " o+ e < CU e + - [ poc)  mit € = ko),

Sei t > 0. Falls fuer ein j € N gilt, dass lzj + ...+ 2% > t gilt auch |z}| > t/k fir
mindestens ein i € k. Es folgt

k
g — - t
(7) {yeN]|x}+...+x§\2t}cU{yeN’|x;\2E}.
i=1
Damit
’ t
supl{jeN ||at+...+2% >t} - t? <sup {'eﬁ‘xi.z_}.tp
wp [l €N o+t 2 ) t;)iUlf 512
<Zsup {jeﬁ‘]a;i|>t}‘(t>pkp
llf/k>0 Tk k

< Z 27117, o0 - &

Es folgt,

Izt 4 2 e S B (2o + - -+ 12"} 400)
und dies impliziert

2"+ 2l oo S R[] 1o + -+ 2] 400) 7

Um die rechte Seite abzuschétzen, unterscheiden wir zwei Falle. Falls p > 1, folgern wir

aus Lemma 1€l < 1€l fiir € = (|2 ||ptoos - - -5 [|2¥]|p400) und erhalten
(8) 2"+ 2 oo < (2 paoo + - (12 o)
liefert. Falls p < 1, benutzen wir die Holder-Ungleichung fiir 1/p > 1, d.h.

k 1/p k Pk 1-p7 1/P k

e <[Bey (£) ] gew

i=1 i=1 i=1 i=1
so folgt
(9) 2"+t 2 oo P2 lpoo + -+ 2" prec)-
Dann liefern Ungl. und @ das Ergebnis in Ungl. @ U

Hilfreich: j="/?||x]|p, 400 = (maxy /7 j=YPar) > 27 fiir j € N.
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LEMMA 1.11 (Vergleich zwischen ||z, 100 und ||z||,). Sei z € KY und p > 0. Fiir die
¢,-Norm und die schwache €,-Norm gelten

(1) [zllp+oe < [l[lp,
(2) flzllp < (1 +log N)VP||z|lp, o0
BEWEIS. Zu (1): Sei 1 > x93 > ... > x, > 0, dann gilt
EYPxy = (ka)VP < (2 4+ .+ 2)YP < |z,
Zu (2): Es gilt

N N
ok 2llpsoo
g =2ty <3 () = el < a0
k=

k=1

BEMERKUNG 1.12. Ist x € KYY s-diinn, liefern (1) und (2) die Ungleichungskette

(10) |2 ]lp 400 < llllp < (14 log )2l +oc.

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 6 VOM 14.4.25

SATZ 1.13. Sei s € N, 0 <p < q, z € KV, dann
1/q
p [1lp,+o0
(11) os(7)g < (q _p) SUr-1/a"
BEWEIS. Wir nutzen, dass die schwache ¢,-Norm || - ||, 4o erfiillt (QN2).

OBdA nehmen wir an, dass 1 > x5 > ... > xy > 0 und ||z 400 = Maxj<g<ny kl/px,’g =1.
Es gilt 2, < k=7 fiir k € N und

N 1/q N 1/q
(A

k=s+1 k=s+1

00 1gp
< (/ t—Q/Pdt>
B 1 B D 1/‘1 1
B (g . ) 8%—1 o q—7p . sl/p=1/q

p

O

LEMMA 1.14 (Kontraktionseigenschaften). Seien x,y € KV und 1 < s < k < N. Dann
gelten die folgenden:

(a) Die Umordnung ist eine || - ||oo-Kontraktion, d.h. ||[2* — y*||ooc < || — Y|cos
(b) “Komprimierbarkeit ist stetig”, d.h. |os(x)1 — os(y)1] < ||z — y|1;

(¢) (k= s)ay <[l =yl +os(yh


https://www.youtube.com/watch?v=jg1oAUcDNPA&t=1s
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BEWEIS. Zu (a): Es gilt

(12) 2y = min max |zl und 23] <25 — ysl + ys] < Mle = ylloo + 5]
TCN,|T|<k J€T°

Damit,
2 < |z = ylloo + yi
und es folgt dass,
Tp = Uk < [l = ylloo-
Nun z und y austauschen: = y; — x; < ||z — y||e, und so folgt (a).
Zu (b): Sei z € K¥ eine beste s-Term Approximation an y. Dann,
(13)
os(h = inf{llz —wlh [w € KT} < lw =2l < o =yl + ly = 2l = [l2 =yl + o)1
Damit

(14) os(x)1 = os(y)1 < flz —ylh

Rollentausch von x und y ergibt : o5(y)1 — 0s(x)1 < || — y|/; und dann
|os(2)1 = os(Wh| < lz =yl

Zu (c):

k N
(15) (k=—s)zp < Y ;< Y ay=ouah <z —y— |1+ oW
j=s+1 j=s+1
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2. Minimal erforderliche Anzahl von Messungen zur Rekonstruktion
s-diinner Signale

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 7 VOM 15.4.25

Compressive sensing beschaftigt sich mit der Aufgabe einen Vektor 2 unter die Zusatzan-
nahme z € KY aus m durch

y = Ax
kodierte Messungen zu rekonstruieren, mit anderen Worten die eindeutige sparse Losung
des linearen Gleichungssystems y = Az, wobei A eine (m x N)-Matrix, m die Anzahl der
Messungen, und y € KV der Vektor der Messwerte ist.
Nehmen wir fiir einen Moment Abstand von der Sparsity Bedingung € KY¥ und wollen
die Rekonstruktion fiir samtliche y gewéhrleisten, miissen wir offensichtlich mindestens
m > N Messungen durchfiihren.

Um wie viel ldsst sich diese Mindestanzahl senken, falls wir die sparsity » € KV ausnut-
zen? D.h. wir untersuchen in diesem Abschnitt die Frage: Was ist die minimale Anzahl
von Messungen m, welche eine Rekonstruktion von z € KY (bei geeignet gewiihlten A)
gewahrleistet?

(Wéhrend im Rest der Vorlesung die Frage nach der ‘hinreichenden Anzahl’ von Messun-
gen im Vordergrund steht, ist es hier die ‘notwendige Anzahl’.)
Offensichtlich, wie immer, haben wir s < m < N.

Die obige Frage hat zwei Varianten.

e Problem U: Wie grofs muss m mindestens sein, damit eine (m x N)-Matrix A
existiert, so dass fiir jedes z € KY die Gleichung y = Az eindeutig losbar ist.
Wir werden sehen, dass die Antwort m = 2s ist.

e Problem I: Wie grof muss m mindestens sein, damit zu jedem z € KY eine
(m x N)-Matrix A (also A = A(x) abhingig von z) existiert, so dass y = Ax
eindeutig 16sbar ist. In diesem Fall wird die Antwort m = s + 1 sein.

Zur Vorbereitung iiberlegen wir:

SATZ 1.15. Seien A € K™N € KN mit #suppx = s, und y = Az € K™. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

(a) z ist die eindeutige Losung von Ax =y in KN, d.h. {z € KN | Az =y} = {z}.
(b) x ist die eindeutige Losung des Minimisierungsproblems
(16) min ||z]|o unter die NB Az =y.
zeKN
Dieses Problem wird mit (Py) bezeichnet.
BEWEIS. (b)=-(a): Ist Az = y mit z # z, dann folgt aus (b)

Izllo > llzllo = s

und damit z ¢ KY. Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt.


https://www.youtube.com/watch?v=854XjXg2k3c
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(a)=(b): Sei zy # x eine beliebige Losung von Az = y (d.h. NB erfiillt). Da nach
(a) x die eindeutige Lsg. von Az = y in K ist, folgt z, & KV, also ||z]|o > s =
||]|o, d.h. zy ist keine Minimierer von (Py).

U

Notation.

(i) Sei A € K™ und sei S C N eine Index-Teilmenge. Dann ist Ag die Untermatrix
mit genau den Spalten, deren Index in S liegt. Sei z.B. S = {1,2, N} dann

A — c Kme AS — c Kmxs'
1—te 2—te N —te 1—te 2—te N —te

(ii) Seien z € K¥ und S C N mit #(S) = s eine Teil-Indexmenge. Wir bemerken,
dass xg zwei dnhliche aber unterschiedliche Objekten bezeichnen kann, d.h.
o x5 € K¥ mit (zg); = x, wobei S = {ki, ...k} oder
e 25 € KY mit zg = x - x5, d.h. (z5); = z; falls s; € S und 0 sonst.
BEISPIEL 1.16. Sei (1,2,3,4,5,6) € R® und sei S = {2,4,6}. Dann hat man zg =
(2,4,6) € R? oder zg = (0,2,0,4,0,6) € RS.
SATZ 1.17. Sei A € K™*N s € N. Dann sind dquivalent:
(i) Jedes x € KY ist die eindeutige Lisung von Az = Az in KY, d.h.

x,yEKéV,Ax:Ayéx:y,
(ii) ker(A) NKY, = {0},

(iii) Fiir jedes S C N mit #S < 2s gilt: Ag: K¥S — K™ ist eine injektiv lineare
Abbildunyg,

(iv) Jede Menge von 2s Spalten von A ist linear unabhingig.
Unkonventionell: Einzelrichtungen statt Kreisschluss.

BEWEIS. (i) = (i1): Sei u € ker(A) N KJ.. Dann u darstellbar als v = z — z mit
r,z € KY. Dann 0 = Au = A(x — 2), d.h. Ar=A ¥ = u=0.
(i) = (i): Sei Az = Az mit z, 2 € K. Dann A(z—z) = 0. Damit ist z—z € ker(A)NKL, Y
z—x=0=2==z2 -
(17) = (i17): Widerspruchs-Annahme: Existiere eine Menge S C N,|S| < 2s, und ein
2z € K#9 2 £ 0, mit Agz = 0. Sei x € Kgs mit g = 2. Dann x € K}, und Ar = Agzg =
Agz = 0. Dann gilt = € ker(A) und wegen (ii) z = 0: Widerspruch.
(ii1) = (i1): Widerspruchs-Annahme: Es existiere ein x € KY, mit Az = 0 und x # 0.
Setze S = supp x, dann #5 < 2s. Wir haben Agzg = Az =0 (g) x = 0: Widerspruch.
Aquivalenz (ii7) < (iv) folgt aus Standardargumenten der Lineare Algebra. O

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 8 VOM 15.4.25 |

FOLGERUNG 1.18. Ist A eine (m x N)-Matrix, die Problem U 1ést, d.h. (i) im Satz [1.17]
erfiillt, dann folgt aus (iv)

(17) m > rank A > 2s.



https://www.youtube.com/watch?v=dBd8dVFdmBo
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Man kann also mit weniger als 2s Messungen nicht erfolgreich sein. Tatséchlich reichen
2s bei geschickt gewahltem A auch aus:

SATZ 1.19. Sei N > m = 2s. Dann existiert eine m x N— Matriz A, so dass jedes v € KV
aus dem Bildvektor y = Ax € K™ eindeutig rekonstruierbar ist.

BEwEIS. Wéhle 0 < #; <ty < ... < ty und betrachte die Matrix A = (t?)ﬁlj)]r\;_l

Sei S = {j1,...,jm} mit 1 < ji < jo < ... < jm < N. Dann ergibt Ag = (t;?)i::j(}’j‘.“;;jﬁl
eine transponierte (m x m)-Vandermonde-Matrix

1t ’521 t;?fj
s Loty 3 ... "
1oty & . !

und
det AS = H (tjl — t]k) >0 Ubung
1<k<i<m
so dass Ag invertierbar ist. Damit gilt (iii) und somit auch (i) von Satz Also ist
Problem U lésbar. O

Es gibt weitere Klassen von Matrizen, die fiir die Rekonstruktion in Satz benutzt
werden koénnen:

DEFINITION 1.20. Eine Matrix M € R¥*N heifittotal positiv, falls fiir jedes Paar I, J C N
mlt ‘[' = |J‘ gllt det M]’J > O y WObei MLJ = (Mi7j>i€[’j€J

Sarz 1.21. Die Matriz M = (t})n=0,1,..0-1 mit 0 < t; <ty < .-+ < ty ist total positiv.
} j=1,.'N
(Ubung)

BEMERKUNG 1.22. Folgende m x N - Matrizen erfiillen (i) in Satz [L.17

a) Im Beweis von kann man statt konsekutiver natiirlicher Zahlen als Exponen-

ten auch beliebige Menge I C No mit |I| = m wihlen. = A = (t7) ,er  wobei
j=1,,N
0<ty < - <ty.

b) Sei M € RM*N total positiv und I C N mit |I| = m = 25 dann erfiillt A = M, 5
die Bed (iv). Denn: Fiir jedes S C N mit |S| = m ist Ag = Mg invertierbar.

¢) Schon det(-) # 0 reicht fiir Invertierbarkeit quadr. Matrix aus = K&énnen auch
Vandermonde Matrizen A mit ¢y, ...,ty € C (unterschiedlich) betrachten, solan-
ge det(Ag) # 0 fiir alle S C N mit |S| = m gewihrleistet ist.
konkretes Bsp:

d) t,=e'% [ lem

1 1 1 e 1
-1 .2 SN—1
1 eszN 62mﬁ L 6271'2 ~
1 e2mifyt  g2mifipt2 o 2t (N—1)
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Nennt man partielle Fouriermatrix (evtl. bis auf Skalierung)

:>detAs: H (tlk—tlj)%o
LSESTSM 40 da ket
falls S = {l1,...,ln}
e) “Fast alle” m x N Matrizen erfiillen die Bed (iv)
Denn: Betrachte Matrizen als VR mit dim = mN. Fiir eine feste Indexmenge
S C N, |S| =m ist detAg = 0 eine polynomielle Gl., die Lebesgue-fast-iiberall
in R™*" nicht erfiillbar ist. Dann ist auch endliche Vereinigung

U {AeR™"|det Ag =0}
SCN,|S|=m

Nullmenge (in R™*V).

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 9 VOM 22.4.25

Bei den aufgefiihrten Klassen von Matrizen kann man mittels der Optimierungsproblems
(FPy) die sparse Losung von y = Az finden. Allerdings ist im allgemeinen die Konstrukti-
on der Losung NP-schwer, insbesondere zu komplex fiir praktischen Anwendungen. Fiir
Fouriermatrizen liefert des unten vorgestellte ,,Prony-Algorithmus,, eine Losung in poly-
nomialer Zeit. (Wegen anderer Schwéchen ist er aber fiir praktische Anwendungen auch
nicht der beste, siehe unten.)

Nichtsdestotrotz sind Fouriermatrizen ein wichtiges Werkzeug fiir das Thema dieser Vor-
lesung.

3. Exkurs/Anhang A: Diskrete Fouriertransformation/Fouriermatrizen

Hier: Identifikation N =Zy zyklische Gruppe mit Verkniipfung k o j = (k + j) mod N
Vektor z € CN = C{0--N=1} = C2Z~ a]s Fkt

r:Zy —C, x(k) =z

DEFINITION 1.23. (Diskrete Fouriertransformation) Fy : C¥ — C¥ linear, mit Fly :=
(er(=k)) N+ eulk) = 2™ . Fiy wird Fouriermatrix genannt. Setze & := Fyz, also

(k) = Z_ e Na(l) = Y e(—k)a(l).

Es ist leicht zu zeigen, dass \/LNF v ist unitdr und, insbesondere invertierbar mit

_ L. 1 ..
Fyt= ViR o= R
Notation: y = F&ly.
Seien x,y : Zy — C. Die Faltung zwischen x und y ist

x:CVxCVN 5 CV, (zxy)(k) = Z z(j)y(k — j) = Z z(k —j)y(j), k € Zy.

Vertraglichkeit mit Fouriertransformation:

—

TxY=2-7


https://www.youtube.com/watch?v=SUfbrHGBYGc
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|LINK: VORLESUNGSVIDEO 10 VOM 22.4.25 |

LEMMA 1.24 (Baby-Unschirferelation). Seiy € CV, |S| < s, S = suppy und (k) = 0
fiir s konsekutive k € Zy = y=0¢& CV,

BEWEIS. Fiir k=t +1,...,t+s € Zy gilt 0=g(k) = >, al(=k)y(),

_ —omi-tk
0= ([e ] ) es " Us
k=t+1,...,t+s

2m L (t+1)

Multipliziere Matrixgleichung mit Skalar e

—oriL
= OZ([GQ N]k> les yS:>yS:0
k=0 s—£

B M)
(.

vV
invertierbar

suppy =S = y=0¢€ CV. O

BEMERKUNG 1.25 (Schnelle Fourier-Transformation). Sei Ey = {1,e2~ ... ™'~ }

die N-ten Einheitswurzeln.

additive Gruppe (Zy, +moa v)=(En, *)

ks e*™'n

Vektorraum V = {f : Ey — C}

Skalarprodukt (f, g)y = ZkeZN f(k)g(k)
11 = Pkezy F (R

LEMMA 1.26. (ej, ) = Ny firl,m € Zy.
BEwEIS. Ubung O

Insbesondere bilden die Vektoren E; = \/Lﬁel, (I € Zy) eine ONB.
Zerlegung V' > f =3, ., (f, Ex)v Ey,
Plancherel || f||3 = ZkeZN ](f, Ek>vl2. Der n-ter Fourierkoeffizient von f ist als

= > f(k)e ¥ = VN{f, E.)v

keZy
definiert.
SATZ 1.27. Fir f eV
1 N-1
fR) = (fEavEL(k) = > fan W) = 5 D anea()
neZy neZyn n=0
Analog: 3,7 Nan|* == N3, | f(R)]*.

Wie berechne ich effizient aus F(0), . .., F(N—1) die Fourierkoeffizienten F(0), ..., F(N — 1)?
Naiver Weg: Setze
wy =T a(F) = Y Pl
reZn

Aufwand /Kosten der Berechnung:

e N — 2 Multiplikationen um w%, . . . ,w]]\\;_l zu erhalten


https://www.youtube.com/watch?v=Ua5e-QL1sUE
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e N Multiplikationen und N — 1 Additionen um a; zu berechnen

o N Koeffizienten ag, . .., ag
Kosten: N N +N(N—-1)+ N—-2 =2N?-2<2N?
~ A , —
Mult. Add Pot. von wy

Aufwand bei naivem Vorgehen: O(N?)

SATZ 1.28. Sei N = 2" Zweierpotenz und wy = e~ 2™/N . Dann kénnen alle Fourierkoeffi-
zienten von f in

4-n-2"=4-Ing N-N =0O(NlogN)

Operationen berechnet werden.

BewEis. Ubung. O

Aufwand

~NInN

N

Vergleich von Rechenzeiten, falls Rechner 10° Operationen pro Sekunde schafft.

N 1000 100000 1000000
O(N?) 15s | 10000s ~ 2,8h | 10% ~ 278h
O(NInN)[107%s 1,7s 10s

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 11 vOM 22.4.2025 |

SATZ 1.29. Sei F' die N x N Fouriermatriz , m = 2s < N und A bestehe aus den ersten m
Zeilen von F. Dann ex. ein Algorithmus, der jedes x € KY aus der Messungy = Ax € K™
rekonstruiert und dessen Aufwand héchstens polynomial von N abhdngt.

BEWEIS. Sei x : Zy — C s-sparse , d.h. suppx C S C Zy, |S] = s.
z(0),...,2(2s — 1) sind gegeben durch

2(j) =Y w(k)ej(=k),  j€Zy.

keZy


https://www.youtube.com/watch?v=Ua5e-QL1sUE
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Wir definieren trigonometrische Polynom vom Grad s:

1 1
p(t) _ N H(l —e 271'1—6271'1,7) _ N 4.
kes
Es ist so konstruiert, dass p(t) = 0 & ¢t € S. Wir mochten die Menge S finden durch
Identifizierung von p oder p. Wenn S und damit der Trager von x bekannt ist, ist Rekon-
struktion fast geschafft
Da suppx C S, gilt p(t)-z(t) = 0 fiir alle t € N. Dies impliziert: p*2 = p- & = 0, genauer

(18) Zp 2(j—k)=0 VY0<j<N-1

Da die zum Monom e?™¥ gehorigen Koeffizienten von p genau %ﬁ(l{) sind und das Po-
lynom p Grad s hat, gilt p(0) = 1 und p(k) = 0 fiir £ > s. Wir miissen jetzt die Fourier
Koeffizieten p(1),...,p(s) finden.
Wir schreiben die Zeilen s < j < 2s — 1 von (|18]) in der Form

z(s) + p(1)a(s — 1)+ ...+ p(s)z(0) =0
19) z(s+1)+p(l)z(s) + ... +p(s)z(1) =0

(25—1)+p(1) (2s=2)+...+p(s)z(s—1)=0

Dies ist dquivalent zur Matrixgleichung mit Toeplitzmatrix T’

z(s—1) ... z(0) p(1) z(s)
(20) : : == :
T(2s—2) ... 2(s—1) p(s) z(2s — 1)
7 ”
Da die Fourier-Koeffizienten z(0),...,#(2s — 1) ja bekannt sind, wollen wir das Glei-

chungssystem nach p(1),...,p(s) auflésen.

Daher Frage: Ist die Matrix T" invertierbar 7

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 12 VOM 28.4.25

Die Matrix T ist im Allgemeinem nicht injektiv, z.B. bei
=(1,0,...,0) =z=(1,1,...,1) =rankT =1

d.h. die Losung ¢(1),...,4(s) von (20) muss nicht notwendigerweise p(1),...,p(s) sein.
Allerdings existiert mindestens eine Lésung nach Konstruktion von p und 7'

Wir ergénzen nun die s Bedingungen in (20 durch festsetzung der Koeffizienten ¢(0) = 1
und @(k;) =0 fiir £ > s. Dann § € KY (0 Also ist ¢-x s-diinn und wegen verschwin-
det -7 = ¢x2 auf s konsekutiven Elementen von Zy. Wegen der Baby-Unschéarferelation
in Lemmafolgt q-z=0¢€K".

Demnach supp z C (supp ¢)©. Da supp ¢ C {0,..., s}, ist die Fourierreihe

-----

alt) = 5 D d(k)™w


https://www.youtube.com/watch?v=VeqZbh8Clsw
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ein trigonometrisches Polynom von Grad < s. Also

H(supp )¢ = # Nullstellen < s = #(suppz)
Also S = suppx = (suppq)°.
Um nun die Koeflizienten von x zu bestimmen, 16sen wir das System
() = > a(k)e > fir j=0,...,25 — 1.
kes
Bemerke, das bereits bekannt:

e Koeffizienten der Messung z(j)

e Summationsmenge S

o Koeffizienten e~27i%
Wir haben 2s Gleichungen, die s Unbekannte bestimmen, da wegen der Struktur der
Fouriermatrix das System vollen Rang hat. U
Der vorgestellte Algorithmus wird Prony methode bezeichnet.

BEMERKUNG 1.30 (Rechenaufwand/Komplexitét).

e Lose das (s x s)-Gleichungssystem um ¢ zu erhalten: O(s?).

(Die Anzahl arithmetischer Operationen fiir die LR-Zerlegung ist bei einer s X s-
Matrix ca. 25°.)

e Berechne ¢ und ¢ mittels FFT (Fast Fourier Transform/Schnelle Fouriertransfor-
mation): O(N log N). Damit ist S bekannt.

e Lose das iiberbestimmte (s x 2s)-Gleichungssystem um z zu erhalten: O(s?).
Insgesamt brauchen wir O(s® + N log N) Operationen.

BEMERKUNG 1.31 (Schwiche der vorgestellten Prony Methode).

e Nur fiir sparse, nicht kompressible Signalen anwendbar.
e Nicht stabil bei fehlerhaften Messungen:

g=y+e=Axr+e, e Fehler mit |le|, klein

Ausblick: Um diese Schwéche zu {iberwinden, muss man einen Algorithmus mit mindesten
m = O(slog &) Anzahl von Messungen anwenden = (schwache) N-Abhéngigkeit.

[Ende des Exkurses]

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 13 VOM 28.4.25 |
Nun zu Problem I.

SAaTz 1.32 (Rekonstruktionsmatrix A fiir vorgegeben sparses z). Sei N > s+ 1 und
x € KY. Dann ist die Menge

W= {A € KN | o kann nicht als eindeutige Losung von (Py) (16) rekonstruirt werden)}

eine Lebesque-Nullmenge in KEHDXN,


https://www.youtube.com/watch?v=7c6RsF1rd1U
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BEWEIS. Sei A eine solche Matrix, dann existiert ein 2 € KY, 2 # x so dass Az = Az.
Jetzt, wiahlen wir T' C N,suppz C T, #71T = s. Wir betrachten zwei Fille.

Fall 1: suppz C T. Es gilt A(x — 2) = 0, damit auch (A(x — 2)); = 0. Dann ist die
quadratische Matrix Az nicht invertierbar.
Setzen nun

fr o KEFDN LK (X)) = det X500
Es gilt dann fr(A) = 0.

Fall 2: suppz ¢ 7. Dann betrachten wir den Vektorraum V := {u € K¥ | suppu C
T} + Kz, = dimV = s+ 1, und die lineare Abbildung G : V' — K™ v — Awv, ist
singulér, da 0 # z — x € ker(G). In Basisform beziiglich der Basis {e;};er + {z}, sieht G
wie folgt aus:

al?jl ct e alvjs ZI{,’ES xka’]-?k
lgxﬂ‘::: : : : : )
Asilji -+ Qstlje D opes ThOst1k
cs

wobei T = {j1,...,js} und S = suppx. Also fiir gr : KEFTD*N 5 K gegeben durch
gr(A) = det B, r, gilt also g7 (B, r) = 0, wenn man eine Matrix A mit oben geforderten
Eigenschaften einsetzt.

Demnach

we J i dopu Y g (o)

#T=s #T=s

J/ J/

-~ -~

=(1) =2

Nun, sind sowohl (1) als auch (2) Lebesgue-Nullmengen, da sie Vereinigung von endlichen
vielen Nullstellengebilden von Polynomen (die nicht identisch gleich Null sind) Nullmen-
gen ist. Damit ist W selbst eine Lebesgue-Nullmenge. ([l

4. (y-Minimierung ist N P-schwer

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 14 VOM 28.4.25

Sei z € KY mit Ar = y. Das (P,)-Problem ist

min ||z]|o mit NB y = Az.
zeKN

Naiver intuitiver Ansatz: Zu vorgegebenen (moglichst kleinem Tréger) suche Vektor, der
das Gleichungssystem 16st, also: Zu jedem t € {0,1,..., N} und jedem T C N, #T =t
suche die Losung Arz = y (beziehungsweise statt dessen fiir jedes quadratische System
AV Arz = Alz).

Falls schon bekannt ist, dass die gesuchte Losung fsuppx = s erfiillt, reduziert sich die
Suche auf den Fall t = s. Selbst dann sind (1: ) lineare Gleichungssysteme zu losen, (z.B.

falls N = 1000 und s = 10, hat man (];[) > (%80)10 =10%))

Dieser Ansatz fiir (Py) ist zu teuer/lang. Tatséchlich ist nicht nur dieser zu teuer, sondern
jeder mogliche.


https://www.youtube.com/watch?v=gLGhmf6vSK0
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4.1. Rahmen der Komplexitatstheorie.

DEFINITION 1.33. Ein Entscheidungsproblem ist eine Frage mit Ja/Nein Antwort, formal
eine Funktion auf einer (abzidhlbaren) Menge (2

f:Q—A{0,1}

Betrachten wir nun den Spezialfall, dass ) aus endlichen Worten iiber einem endlichen

Alphabet A besteht, d.h.
Q= U{alag...an |aj € A fiir alle j € n}

neN

In diesem Kontext ist ein polynomial-Zeit Algorithmus ein Algorithmus, der eine Aufgabe
(z.B. die Berechnung des Funktionswerts f(ajas...a,) € {0,1}) in einer Anzahl von
Schritten durchfiihrt, die durch eine polynomiale Funktion in der Wortlédnge n der Eingabe
aias . .. a, beschrankt ist. Die Zahl n wird Eingabeldnge genannt.

Man sagt, dass ein Entscheidungsproblem A auf ein Entscheidungsproblem B reduziert
werden kann genau dann, wenn die Frage A (mit Hilfe eines polynomial-Zeit Algorith-
mus’) zu Frage B umformuliert werden kann und die Antwort zu Frage B (mit Hilfe eines
polynomial-Zeit Algorithmus’) zu einer Antwort auf A iibersetzt werden kann.

QA Alg(ﬂ;mus QB ﬁ) {0’ 1} Algcﬂl)mus {O, 1}
Notation: In diesem Fall schreiben wir A <p B und sprechen “B ist mindestens so schwer
wie A”.
Bei vielen Entscheidungsproblemen ist die gestellte Frage, ob ein Objekt mit bestimm-
ten Eigenschaften existiert, z.B. eine Losung eines Gleichungssystems oder ein Punkt an
dem ein Funktional sein Infimum annimmt, oder aber ob solch ein Objekt eindeutig ist.
Wird nach der Existenz eines Objektes gefragt, so sind zwei Arten der Antwort ’Ja’ denk-

bar: Eine Methode, das gesuchte Objekt zu konstruieren, oder eine Methode, um fiir ein
‘geratenes’ Objekt zu priifen, ob es die gewiinschten Eigenschaften besitzt.

Die Klassen der Komplexitatstheorie sind:

e P: Entscheidungsprobleme, fiir die es einen polynomial-Zeit Algorithmus gibt,
der eine Losung findet.

e NP: Entscheidungsprobleme, fiir die es einen polynomial-Zeit Algorithmus gibt,
der eine potenzielle Losung verifiziert.

e NP-schwer: Entscheidungsprobleme B, so dass A <p B fiir jedes NP-Problem
A gilt.

e NP-vollstiandig: NP N NP-schwer.

Letzte beiden Eigenschaften machen Sinn fiir allgemeine Probleme, wie z. B. unser (5),
da sie ja iiber Transformation von Algorithmus definiert sind. Wir wollen zeigen dass (Fp)
NP-schwer ist. Dazu, finden wir NP-schweres Problem B, so dass B <p (F,). Dann,

V NP-Problem A: A<pB<xp(Py) = A=xp(R)
(Das ist die Transitivitdt der Relation <p.)
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BEISPIEL 1.34 (3-Cover Problem). Gegeben das System {Ci,...,Cy} von Teilmengen
C; C m mit #C; = 3 fiir jedes i € N, formuliert man die Ja/Nein-Frage: Gibt es eine
Indexmenge J C N, so dass

Uci=m  und CGNC#£0 = i=j) ?

jet
Diese Problem ist N P-vollstindig (ohne Beweis).
Offensichtlich kann man eine Losung nur dann finden, wenn m = 34J € 3 - N.

|LINK: VORLESUNGSVIDEON 15 VOM 29.4.25

SATZ 1.35. Das (Py) Minimierungsproblem ist fiir allgemeines A € K™Y ynd y € K™
NP-schwer.

BEWEISIDEE: Suche Transformation, die das 3-Cover Problem in Polynomialzeit auf
(Py) reduziert und die Antwort in Polynomialzeit zuriicktransformiert.

Sei {Ci,...,Cn} wie oben. Baue Matrix A = (a;|az| ... |ay) durch
]-7 ] € Cz
Qi)j = .
Also ist a; = 1¢; und A ist Inzidenzmatrix. Setze y = (1,...,1)T € K™, Konstruktion kann

m(m—1)(m—2)

in Polynomialzeit erfolgen wegen N < (T;) = . .

Es gllt ’Cj| =3 = Haj”o =3 fIlI'j S N.

— Jeder Vektor z € K mit y = Az € K™ erfiillt

(21) m = |lyllo = |1 4zllo = 1) za;llo < 3lI=llo-
jJEN

Daher erfiillt jedes NB -zuléssige z € KN: ||z]|o > 2.

Intuitiv klar, denn so grofs muss die Indexmenge J sein, damit m von {C,|j € supp z}
iiberdeckt wird.

Behauptung: ||z||o = % <= J := supp x 16st 3-cover Problem.

Richtung =
Voriiberlegung:

r lost Ar=y=(1,...,1)T € KmSH%SASxS:y
Ag hat m/3 = ||z||p Spalten und m = dimy Zeilen, jede Spalte hat genau 3 = §C; Einsen.
Also hat Ag genau m Einsen (andere Koeffizienten = 0).

Zuerst zeigen wir Disjunktheit.

Widerspruchsannahme: Seine die C; nicht disjunkt. Dann existieren i, j € suppz =: S C N
mit C; NC; = (. = Es existiert Zeile k € m mit a;, = aji, insbesondere existiert eine
Zeile (ndmlich kte) von Ag mit 2 Einsen


https://www.youtube.com/watch?v=rOS4G60lMqc
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— Es existiert Zeile [ von Ag mit lauter Nullen.

lle a;;=0

— ]7::yl::§£:aﬁabzleg?
j€s

—> Widerspruch.

Jetzt zeigen wir Uberdeckungseigenschaft:

Von oben wissen wir: Ag hat genau m Einsen, in jeder Zeile genau eine. Wegen S = supp x
gilt zg = 1 und es folgt

Asx5:2aj:(1,...,1)T:1m

jes
Richtung <=:
Ist (C; : j € J) 3-cover von m, so setze z :=1; € RY. Dann folgt Az =y = (1,1,...,1)T
sowie ||z|lo = m/3. O

Man kann dieses Argument noch erweitern.

SATZ 1.36. Fliir jedes n > 0 ist das Minimierungsproblem
Gegeben A € K™*N 4 € K™ finde

min [zlo mit [|[Az -yl <n  (Fo,)
zeKN
NP-schwer.

BEWEIS. Reskalierung erlaubt anzunehmen: n < 1. Wihlen A € {0,1}™" und y =
(1,...,1) wie oben. Erfiillt z € KV die NB, so gilt fiir k¥ € m:

L>n>(A2)k — yklla = |(A2)k —ui| = [(A2)r — 1] = (Az), >0 =k €supp Az
Also ||Az||o = m und damit wie in ([22))

(22) m = || Azllo = 1D zasllo < 3]1[lo.
JEN
dh. |z]o > 2.

Sei nun z ein Minimierer von (F,).

Falls ||z = %, dann ist {C; | j € suppz} Zerlegung von m vgl. Richtung = im
vorherigem Beweis (in polynomialer Zeit berechenbar).

Falls [[z[lo > %, finden wir keine disjunkte Zerlegung von m in {C;}, 5, exakt wie oben.
In der Tat: Nehmen wir an dass, eine disjunkte Zerlegung mit Indexmenge J existiert.
Setze 2 = 1; € KN = z1a; + zas + ... + zyay = (1,...,1)7, also Az = y. Und analog
zu Richtung <= oben folgt ||z[|o = % == Widerspruch zu  Minimierer. O
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¢1-Minimierung

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 16 VOM 29.4.25 |
Sind mit (FP,) gescheitert, da NP-schwer. Suchen nach alternativen/modifizierten Zugén-
gen.

1. Optimierungsprobleme
Optimierungsprobleme haben die Form

@ min Fo(x) unter NB  Fi(x) <b;, i €m,
z€R

wobei by, ...,b, € R Konstanten, F' : RN — R Zielfunktion, I, ..., F, : RN — R Neben-
bedingungen. Fiir die Lésung von @ schreibt man z# := argmin,cgy Fy(z) unter NB
F, <b;,ien.
e Kann man auch fiir Fy, ..., F, : CV — R formulieren. Hier ist dennoch wichtig
C/R zu unterscheiden.
e Falls in einer NB Gleichheit auftaucht, z.B. F;(z) = b;, kann sie durch zwei <-
Bedingungen implementiert werden: F;(z) < b; und —Fj(x) < —b;.
e Sind Fy, ..., F, konvexe Funktionen, so heift @ konvexes Problem.

e Sind Fj, ..., F, lineare Funktionen, so heifst @ lineares Problem, welches auf
Simplexalgorithmus fiihrt.

{lineare Probleme} C {konvexe Probleme} <— gut losbar, enthélt nicht (F), da NP-schwer.

BEISPIEL 2.1. Die Funktion F': RN — R: F(z) = ||z||¢ ist nicht konvex:
T+y

Uy g1=

Erinnerung: Fiir ¢ — 0 gilt [|2[|Z — ||z|lo. Vielleicht kann man (/%) durch ein

F(z) + F(y)
2

suppx # suppy, F(x)=1=F(y) = F(z+y) =2= F(

(P,) min |/z]|, unter NB Az =y

zeRN
ersetzen?
Fir ¢ > 1:
e ist das Funktional F(z) = ||z, konvex @
e Minimierer von (P;) sind nicht diinn (=)
= (F,) ist ein konvexes Optimierungsproblem, aber das falsche.

31


https://www.youtube.com/watch?v=jRisT9SrVrc
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Fir0<g<1:

e Minimierungsproblem (P,) bevorzugt sparse Vektoren
e P, nicht konvex
e NP-schwer

Fiir ¢ = 1:
e (P)) ist konvex, F(x) = Zf\;1|$l|, insbesondere (P;) nicht NP-schwer.
e Minimierer sind sparse (unter geeigneten Bedingungen)

SATZ 2.2 (¢; -Minimierer sind diinn). Sei y € R™ und A = (a1,...,ay) € R™N. Ist
x € RN einziger Minimierer von

(P1) min ||z|; wunter NBAz =y,
2€RN

so sind die Spalten von Ag ~ {a;}jes mit S = supp x linear unabhdingig. Insbesondere gilt
lz|lo = |S| < m, da es hichstens m linear unabhdngige Spalten in A geben kann.

BEWEIS. Sind die Spalten Ag nicht linear unabhingig, so existiert ein v € RY, v # 0,
suppv C S, mit

N
Av = Zvjaj = Zvjaj =0
j=1 jes
Fir alle t # 0 gilt: A(z + tv) = Az + tAv = y erfillt die NB. Sei jetzt ¢ # 0 so dass
[t| < minjeg %, dann

Eindeutigkeit

lzlly < e tully =)l o+t

jes
Wanhl von t
= “san(ay o) (@ +tvy) <Y sgn (a) () + ty)
jes jes
= Z |z;] + ¢ Z sgn (z)v;.
jes jes

Das liefert einen Widerspruch, da man immer ¢ # 0 wihlen kann, so dass ¢ 3 ;¢ sgn (2;)v; <
0. 0

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 17 VOM 5.5.25 |

Was passiert, falls

ngn (xj)v; =07

jes
Auch in diesem Fall liefert die Argumentation vom letzten Beweis einen Widerspruch, denn
wegen der angenommenen Eindeutigkeit des Minimums durften wir die Ungleichungskette
mit der strikten Ungleichheit

el < fla+ o

£0

beginnen. In der Tat, ohne diese Annahme ist Satz falsch. Sie schliesst eine geometri-
sche Sondersituation aus:


https://youtu.be/Tq5tdBcyyUI
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Wir benutzen Eindeutigkeit von z im Beweis. In der Tat, ohne diese Annahme ist der
Satz falsch.

Az=y Az=y Az=y

{Az =y} || Seitenflache

qg=1
{Az =y} | Seitenfléche

ABBILDUNG 1.1. /,-Einheitsbélle: Vektoren {Az = y}, Minimierer z =
argmin ||z|[;, NB Az = y.

Minimierungsproblem (P;) und zugehorige Algorithmen werden (1 -Minimierung oder Ba-
sisjagd (basic pursuit) genannt. Das konvexe Problem (P;) kann man im reellen Fall durch
Einfiihrung von “Schlupfvariablen” in ein lineares {iberfithren und Simplexalgorithmus an-
wenden.

Dazu: Setze z*, 2~ € RY mit
0 , 2z <0 _ 0 , 2; >0
z;’ = I und z; = I
zj , sonst Z;

— z=2" — 27, |z| =2 + 25
Problem (P,) ist dquivalent zu (P):

(P) min iv:(z;“ +2z;) unter NB (4] —A)< jr ) =; ( ZJ: > >0

zt,z=eRN £
Jj=1
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+ -
—> sei £ = ( g_ ) € RN Minimierer von (P)
— x =&t — ¢ ist Minimierer von (P).
[Bisher nur R-Fall. Fiir C-Fall wéhlen wir andere Transformation, die auch fehlerbehaftete
Messungen (P ;) abdeckt.|

1.1. Basisjagd unter quadratischen Bedingungen

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 18 VOM 5.5.25

Satz 2.2l und Reduktion auf ein lineares Problem funktioniert nur fiir K = R.

Nun: K = C und lassen (quantifiziert) fehlerbehaftete Messungen zu.

Messmatrix A € K™ und y € K™ gegeben. Vorgegeben ist auch ein noise level n > 0
(maximal zuléssige Verzerrung der Messdaten). Fiihrt auf Optimierungsproblem:

g;# = arg 1161&11% HZHl mit NB ||AZ — y||2 <7 (Pl,n>

genannt Basisjagd mit quadratischen Nebenbedingungen. Ist konvexes Optimierungspro-
blem.
Zunéchst, falls K = C benutzen wir die

Transformation in reellen Variablen. : Seien z € CY und u, v € RN mit z = u-+iv.
Dann

N N
leli=S Izl = 3" \Juz + 02 und Az = (R(A) +iS(A))(u + iv).
j=1 j=1

Seien weiter ¢y, ..., cy zusétzliche reelle Variablen mit ¢; > |z;| = ,/ujz + UJQ.. Schreiben

dann (P ,) in neuen Koordinaten (dquivalent) hin:
N

: [12 1 o2 -
 min ) ¢ unter NB ui +vi<c, j=1,...,N (P,)

Jj=1

(55 58) (0) - (365)

Ist ein “Kegeloptimierungsproblem 2. Ordnung” (second order cone program)
(“2. Ordnung” wegen quadratischer NB), denn die Menge

K = {(c,u,v)eRgN DyJus ot < gy, (j=1,~~-7N)}

ist ein konvexer Kegel im R*V. Fiir solche Optimierungsprobleme gibt es effiziente Algo-
rithmen implementiert in Standardsoftware.

und NB

<n. (P,)
2

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 19 VOM 5.5.25

(P1,,) ist in enger Beziehungen zu den folgenden beiden:
(LASSO): gegeben 7 > 0, suche

(L) min ||Az — ylls unter NB ||z]; <7
zeCN

Dies ist ein Beispiel von Dualitét: Vertauschen von NB und Zielfunktion.


https://youtu.be/K5HnDsjBRIY
https://youtu.be/3W2KoRsX-hg
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Sowie Tikhonov Regularisierung: Fiir A > 0, suche

: 2
(T) min Allz]l + [[Az — yll;

SATZ 2.3. Sei A € K™N € K™, Dann:

a) Ist x eindeutiger Minimierer von (Pi,), dann gibt es ein T = T, sodass x
eindeutiger Minimierer von (L) ist.

b) Ist x Minimierer von (L.), so gibt es ein A\ = X\, sodass x Minimierer von (T))
ist.

c) Ist x (eindeutiger) Minimierer von (1)), so existiert ein n = n,, sodass x (ein-
deutiger) Minimierer von (P, ) ist.

BEWEIS. Zu (a): = sei eind. Minimierer von ||z||; unter NB |[Az — y||s < 7. Setze
7=1, = ||z Sei z € KN, z # x mit ||z]|; < 7, d.h. zulissig bzgl. (L,).
Da z eindeutig, erfiillt z nicht die NB des Problems (P ;). = [|Az — y|l2 > n > ||[Az—y|l2,
d.h z eindeutiger Minimierer von (L).

Zu (b): Erfordert etwas mehr konvexe Analysis.
Zu (c): x sei Minimierer von \||z||; + || Az —y||3. Setze n = || Az —y||* = n,. Wihle z € KV,

z # x, ||Az — yll2 < n, d.h. zuldssig bzgl. (Py,).
Da x Minimierer, folgt

M|l + [JAz—=71F < Allzll + [|[Az = yll5 < Azl + |Az—71;
<n?

= ||z|l1 < ||2][i = = Minimierer von (P ). O
1.2. Die Nullraumeigenschaft. Voraussetzung: 27 ist sparse.

Frage: Unter welchen Bedingungen an die Matrix A sind

(Py) z% = arg min [|z[lp unter NB Az =y
zeK

(Py) o = arg min ||l unter NB Az =y
zeK

so, dass die Losg. iibereinstimmen?

DEFINITION 2.4. Sei A € K™V,
(1) Sei S C N. Dann hat A die Nullraumeigenschaft bzgl. S (NRyg) , falls gilt

(23) llusllh < |lvse]li Vo € ker A\ {0}

(2) A hat eine Nullraumeigenschaft der Ordnung s € N, (NR,), falls A fiir jedes
S C N mit |[S| =s (NRg) erfiillt.

BEMERKUNG 2.5. (a) Addiere auf beiden Seiten von |lvs||1 und erhalte die &qui.
Bed. 2||vs]| < [|v|x-
(b) Genauso: Add. ||vse|ly zu (23): ||v]|1 < 2[|vse|lx
(c) Ist v € ker A\ {0} und gilt (23) fiir die Menge S := supp z , wobei z eine Beste
s-Term-Approx. von v ist, so gilt sicher fiir alle S C N, |S| = s.
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(d) (a)-(c) implizieren: A hat (NRg) genau dann, wenn ||v||; < 204(v); fir alle v €
ker A\ {0}.

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 20 VOM 6.5.25 |

SATZ 2.6. Sei A € K™N und S C N. Dann sind dquiv.:

(i) Jeder Vektor x € KN mit suppx C S ist der eind. Minimierer von (Py) mit
y = Azx.
(ii) A hat (NRg).
Insbes.: Jeder Vektor x € KY st eind. Min. von (Py) mit y = Ar < A hat Nullraumei-
genschaft der Ordnung s .

BEWEIS. (i) = (ii): Fiir jedes x € K¥ mit suppx C S sei z eind. Lés. von
x =arg min ||z]; mit NB Az = Ax
z€KN
Sei v € ker A\ {0}. Dann ist supp vg C S, also ist vg eind. best. Minimum von ||z||; unter
NB Az = Avg.
0= Av = Avg+Avge = Avg = A(—vge) (damit —vge zuldssig) und vg # —vge (da v #0)

= |lvsells > ||vs]|, (denn vg ist ja eindeutiger Minimierer), somit gilt (NRg) fiir A.

(i) = (i): A habe (NRg). Sei z € K¥ mit suppz C S bel. Sei z € KN mit Az = Az und
z # x. Es ist zu zeigen: ||z||1 > ||z||
Dazu sei v := x — z, dann gilt A(z — 2) = 0 und so v € ker A\ {0}. Weiter

NRg
[zll1 < |z = zslli + [lzslls = [Jvslli + [[zsli < llvse

1+ l[zsll = Izl
O

1+ [[zsll = llzse

BEMERKUNG 2.7. a) lp-Minimierung ist NP-schwer fiir bel. /allgemeine Daten A €
Km*N 4 € K™, Ist aber = s-sparse und hat A die NRj, so kann das £o-Min.problem

o7 = argmin |z]p mit NB Az=y

effizient durch Basisjagd gelost werden:

o7 =argmin |z, mit NB Az=y

(rekonstruiert z durch z¥ = .)
b) Hat A die (NRg), so auch die Matrizen
(i) A= GA fiir jedes regulire G € K™*™ (insb. Permut.)
(i) A = [g} mit bel. 7 x N-Matrix B.
Dagegen hat A - G fiir reg. G € KN*N nicht automatisch die (NRg).

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 21 VOM 6.5.25 |

SATz 2.8 (Unabhingigkeit der NRg von K). Sei A eine reelle m x N Matriz und S C N.
Es gilt: A hatreelle (NRg) < A hat die kompleze (NRg) .

BEMERKUNG 2.9. Aus vorherigem Satz folgt unmittelbar, dass Vs € N gilt: A hat reelle
(NRs) < A hat komplexe (NRj).


https://youtu.be/DXdqIxnvToc
https://youtu.be/2VL6YBGDhTA
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BEWEIS. Es ist zu zeigen, dass

Vu+iv e CV\ {0} mit A(u+iv)=0
S
Au+iAv=0-+:0

Vw € RV \ {0} mit Aw:O} o
Yjes /U5 U] < Vjese \/ uj + v

Zjes wy| < ZjeSC wj|

Zu<=: Betrachte Spezialfall v = 0.
Zu = Falls v und v lin. abh., so ist entweder v = 0 oder es existiert ein t € R mit u = tv.

Im letzteren Fall folgt
D=yt o

JjES jes

reelle NRE
:vt2+12@/vj24 < \/t2+12@/vj24

jeSs jese

=D et = (U4

jese jeS®

was gewlinscht war.
Falls © und v sind unabhéangig, dann ist

w=cosf-u+sinf-v#0, firbel. 60eR.
Linearitat gibt: Aw = cos §Au + sin #Av = 0. Reelle (NRg) liefert

(24) > |(cos O)u; + (sinO)o;| =Y |wy| < Y Jwyl = |(cos O)u; + (sin O)v)]

jes jes jesc jese

Polarkoordinaten fiir (u;,v;) € R* ergeben u; = |/v? +ufcosb; , v; = 4 /v} + u?sin b

mit §; € [—-m, 7). Dann

LHS von = Z |(cos ) (cos ;) + (sin 0)(sin 0;)| y/vF 4 u3,

jes

=lcos(9-;)|

und &hnlich fir RHS von (24).
Integriere iiber 6 € [—, ): Wegen Periodizitéit [~ |cos(d —t)| dd = [7 |cos(6)| df =

4, so dass
SNy SN

jES JES*C

daher folgt die Beobachtung.

1.3. Stabilitat. (Azx =y losen fiir z komprimierbar)

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 22 VOM 6.5.25 |

Die Annahme z € KY ist oft zu restriktiv.


https://youtu.be/H5lc5VY2wjM
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Frage: Gelten die obigen Aussagen auch, falls x nur komprimierbar, d.h. nahe an
einem Vektor z in K7

Wir (kénnen/erzielen) nicht identische Resultate, aber analog mit zus. Fehlerterm, der
durch ||z — z||; bestimmt ist.

Dazu verschéarfen wir die Definition von Nullraumeigenschaft:

DEFINITION 2.10. (i) Sei S C N. A hat die stabile NRE bzgl. S mit Konstante
p € (0,1) falls gilt

|vslly < pllvse|li Vv € ker A. (SNR%)

(ii) Sei s € N. A hat die stabile NRE der Ordnung s (SNRZ) falls VS C N Matrix
A die (SNRY) hat.

BEMERKUNG 2.11 (Bez. zwischen NRE, SNR). Die Implikation (SNR%) = (NRg) ist

trivial.
Um die andere Richtung besser zu verstehen, sei A € K™~ S c N, |S| < s. Sei weiter

Rg : ker A — K¥, Rsv = 1gv = vg
der Restriktionsoperator. Dann
NRs < 2||vs|l1 < [|v]|1 Vo € ker A\ {0}
& IRsvll < gl o € ker A\ 0}

1
& |Rsl < 5.

wobei || Rg|| = ||Rs||1,1 die Operatornorm von Rg : (ker A, || - ||1) — (K¥, || - ||1) ist, d.h.

[Rs|| = sup ||Rsv[lx
vEker A
[[v]l1=1

Damit bewiesen:

1
A hat (NR;) & p:=max ||Rg|| < =
SCN 2
IS|<s
Setze nun p := £ <1 (da 1 — g > 1). Nun dquivalente Umformungen

A hat NRg & fiir ein: pe€0,1/2) : [|[Rsv|ly < pllvlly Vv €ker A
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und

| Rsv|l1 < pllv]|1 Vo € ker A

1
& sl < ﬁ/ﬁ ol Vo EkerA

p
<~ < Yo € ker A
sy < 1~|—pHUH1 v er
S (1 +plvsll < pllv]i YvekerA

1 Yv € ker A

< Jlusll < pllvse
< SNR%.

Wir haben oben die folgende Aussage gezeigt: A die NREg = 3 p € (0,1) s.d. A die SNR%
hat.

Niitzlich hier und sonst:

LEMMA 2.12. Sei S C N, z,2 € KN.Dann

1 < lzlh = [zl + [[(z = 2)s]] + 2[|zse

I(z = 2)se -

BEWEIS.

[2lly = llzsells + llzsly  (gilt nur fir [ - {|)
< lzsells + 11 = 2)sll + [lzs]l1-

Auferdem gilt:

||(I—Z)5'c 1 S ||]}Sc 1+ ||Zsc 1,

Addieren impliziert

2]l + [1(x = 2)se

<zl + Iz = 2)sll + 2f[zse -

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO23 VOM 12.5.25

SATZ 2.13. a) Seien A € K™N pe(0,1),s€ N,z €KV, Hat A die (SNR?) und
ist 17 eine Losung von (Py) mit y = Az, so gilt:

1
Ja# — oy < 2L

_ O's(x)l.
Teil (a) ist Spezialfall von

b) Seien A € K™N pe (0,1), S C N. Dann: A erfillt (SNR%) genau dann, wenn
IL+p

(25) HZ—$H1§E

<||ZH1 — |lz|lx + 2|z se 1) Vo, z € KN mit Az =y := Ax.

Insb. falls suppx C S ||z — z|j; < %(Hz“l — H:U||1>


https://www.youtube.com/watch?v=L9shsXHywlI
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BEWEIS. Zunéchst beweisen wir, dass (a) Spezialfall von (b) ist. Setze z = z#. Zu-
lissiger Vektor, da Ax = Az. ||z|l; = ||##|| < ||z||;, da Optimum. Wihle S C N s.d.
os(x)1 = ||xse||1 (d.h. S enthélt Indiz. der groften Komp. von z). Dann

1+ 2(1 +
1) (_p) < (—( p)> os();.
1—p 1—p
Jetzt beweisen wir Teil (b).

Zu =: A hat SNRY: Sei v € ker A, z.z. ||vg|li < p|lvse]s.
Da 0 = Av = A(vg + vge) gilt Avge = —Avg. Einsetzen in mit z = vg und z = —wge:

1+p
[vlly < (—) [vse
1—p (

< (I=p)lvli+ @+ pllvslh < (1 + p)llvse[lx
& |vlli=plest = pllvselly + [Jvslitpltosts < flvsells + pllvse]ls

< 2||vsl < 2pljvse

(6)
lo# = ally < (J2* 1l = oy +2)zs-
N’

1= HUSHl)

1-
Zu SNR% = : Seien x, 2 € KN mit Az = Az = v:= 2 — 2 € ker A.
SNRG = [vslly < pllvse |-

Lemma 2.12]
=" oselln < Mzl = llzlli + Joslly +2[lzse ]l
——
<pllvsellx
1
& [Jvsell1 < 1Tp(llzlll — Nzl + 2f|zsellr)-
Dann folgt
SNR 1 +p
[z =zl = [lvlli = [[vsells + [lvslli < (1 + p)[Jvsells < 1Tp(Hlel — [zl + 2llzsell).

O

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 24 VOM 12.5.25

1.4. Robustheit (bzgl. Messfehler). Bisher: z € K& “ leicht verletzt ” .
Jetzt: y = Ax “ leicht verletzt 7.
Mit Fehler e € K™ behaftete Messung:

y=Ar+es Av —y=—e= ||Az —yll2 = ]}

Terminologie: Basisjagd heifit robust, wenn sie stabil bzgl. Messfehler ist.

Erinnerung: Basisjagd mit Rauschen:
(i) o = ang min 2 mit NB 4z —ylls <
Noch eine Variante der NRE:

DEFINITION 2.14. Seien A € K™ ' p e (0,1), 7 > 0.
(i) Sei S C N. A hat die robuste NRE bzgl. S mit Konstanten p, 7 falls gilt

Vo € KY ¢ [lugll < pllvsell + ]l Avlo. (RNRE")



https://www.youtube.com/watch?v=68hmEqKJt0w
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(ii) Sei s € N. A hat die robuste NRE der Ordnung s mit Konst. p, 7 falls gilt hat
(RNR%") fiir alle S C N mit |S] < s.

BEMERKUNG 2.15. (a) (RNR = SNR) A habe RNRY" und v € ker A = Av =0
= ||vs|1 < pllvselly
(b) Der Term ||Av||s konnte statt der euklidischen Norm eine beliebige Norm || - ||

auf K™ beinhalten (Wir konzentrieren uns vor allem auf || - || := || - ||2)

Wieder haben wir eine Aquivalenz:

SATZ 2.16. Seien A € K™V p e (0,1), 7 >0, T C N. Dann: A hat RNR 57 genau
dann, wenn

1+p

(26)  llz—zl. < =, (2l = [l + 2[|ze (z=2)]  Va,zeK"

1) +

BEWEIS. Zu = RNR: Es ist zu zeigen: Vv € KV gilt ||vr|; < plloze|ls + 7||Av||.
Setze x := —vp, 2 = vUpe, so dass v = z — .

G, < —re (vaul - Hvﬂh)

<1
S (1- )(||UT||1 + ||UTC||1> + [Jorlls + pllvrlls < (1 + p)lloze |l + 27([Av]]
< 2llorlli < 2p|lvre |l + 27[|Av]].

"RNR = (20)". Seien z,z € KV und setze v := z — z.
RNR = |jor|| < pllvre||s + 7] Av]].
Lemma 212 =

[orell < [zl = ll2lls + Jlozlly +2[zze]ls
~——

<p [lorel

Also:

< izl = llzlly + pllozelly + 7| Av]| + 2f| 2],

1
< 7= Uzl = il + 2o

[[vre

L% ey

A

1+ 7 Avl])
Es folgt:

1+ ozl < (T + p)llogelly + 7 Av]]

1+p
2 (s = ol + 2orll) + 7 (14 752 ) 40l

[olly = [l
c1tp I+p
—1-

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 25 VOM 12.5.25

Das gilt fiir allgemeine z, z € K. Nun optimieren:

KOROLLAR 2.17. Seis € N , >0, A€ K™Y mit RNR™, v € KN, 5y := Ax € K™ und
x? sei Losung von:

min ||z][y mit NB ||y — Az|| <.

2zeKN
Dann:

1+ 2T
pUs(]?)l + 11— P

lz — 271 <

n.


https://www.youtube.com/watch?v=dyYsVXD0fwU
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BEWEIS. Wihle T C N, so dass ||z7e
lz#|l; < ||z|l: , da minimal, und

\ = 04(x); , 2 = 2" | |T| = s. Dann ||2||; =

1+ I+p 27
lz = 2%l < 7= | le7Ih — ll=lly +2 Jwrel — [AG@T —2)].
—_—— —— P — ——
<0 =0s(z)1 <n
UJ
BEMERKUNG 2.18. (a) Fiir n = 0 erhalten wir Satz (a)
(b) Satz gilt fiir allgemeine Normen auf K™, nicht nur || - || = || - ||2.

Auch im folgenden Kapitel.

1.5. Erweiterung auf /,-Normen auf K". Sei nun p > 1. Wollen Rekonstrukti-
onsfehler in || - ||, auf KV messen.

DEFINITION 2.19. Seien ¢ > 1,s € N , A€ R™¥" p € (0,1), 7 > 0. A hat ¢,-robuste
NRE der Ordnung s mit Konstanten p, 7 , falls: VI' C N mit |T| < s und Yv € KV gilt

lorlly < =2 orell + 71l vl (RNR)Z]
S g

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 26 VOM 13.5.25

BEMERKUNG 2.20. Fir [T < s, 1 <p < q gilt:

Holder 1
lorlly = >l 1< (Ej@wj)

11
= llorlly < s~ florlly

Q3
Q3

1
'<§3Q = Jlorllz s'5.
JeT

Falls RNR27 gilt, dann gilt: V7' C N mit |T] < s,Vv € KY
11 P 11
(27) lorlly < svllozlly < =57, lozell + 7577 Av]
Demnach ergibt sich fiir 1 < p < ¢:
Gilt RNR%7 mit Norm || - [[, so gilt auch RNRZ7 mit Norm ||| = SE_EH |-
Insbesondere RNR2T mit ||| = slféﬂ Il
Also kann man RNR‘” als Verscharfung von RNR27™ (genauer RNRP’ /qT) sehen. Uns

wird spéter 1nsbesondere der Fall ¢ = 2 interessieren.

SATZ 2.21 (Robustheit der Basisjagd mit quadratischen NB). Seien n > 0, s € (0,1),
7>0,s5s€ N und A € KN mit RNR?;. Dann existieren Konstanten c, D abhinging
nur von p und T, S. d.

Vo € KN Lisung von % = arg mln llz]i  mit NB ||Azx — Az|]s <7
erfullt

(28) & —a#, < ou(z) + Dsv 2y pell,2].

Cc
51—1/17


https://www.youtube.com/watch?v=iEKG8CYdJ_A
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BEMERKUNG 2.22. Insbesondere:
lz = a* [y < cos(x)1 + DV/sn,
|z — 2|, < %am + Diy.
Die allgemeine Aussage fiir p € [1, 2] kann man dann durch Interpolation bekommen.
Frage: Geht auch
(29) |z — 2#|, < coy(x), + Dsv 2 ?
(Insbesondere fiir p = 27)
Antwort: Nein! Zumindest nicht fiir interessante Dimensionen m, V.
Frage: Haben wir dadurch viel verloren?
Antwort: Nein (zumindest in représentativen Féllen)

Zur Begriindung: Erinnern wir uns, dass x aus dem || - [[,,-Ball, ¢ < 1, Modelle
fir komprimmierbare Vektoren sind. Seien ¢ < 1, ||z||;, < 1, p > 1, und sei n = 0 (also
perfekte Messungen). Lemma besagt in diesem Fall

oy(w)y < 577
Nun folgt einerseits aus mit p € [1, 2]

c
= ||z — 2%, < —10s(z)1 +0

s p
Lemma c 1 c

— cgl/r=1/a

= sl—1/p g1/q-1 < sl/a—1/p
Andererseits impliziert die hypothetische Abschéatzung zusammen mit Lemma
(30) |z — a#||, < coy(z), + 0 < csp s

Das heifst: Zumindest fiir die betrachtete Klasse von Vektoren und n = 0 erhalten wir auf
diese Art zwei obere Schranken von derselben Gréfenordnung.

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 27 VOM 13.5.25

Satz [2.21] ergibt sich als Spezialfall von:

SATZ 2.23. Seien 1 <p<q,s€ N,pc (0,1),7>0, Ac KN mit RNRE7T. Dann
gilt:

C _
va,z €KY ¢z —ally < <7 |2l = ol + 20,(@)1 | + D5 oA — )]
mit ¢ = 122 p — Bte),
1—p 7 1—p -~

BEWEIS. RNR{7 impliziert durch
1+ 78" VP Ao (RNRQISIAM)

lvrlls < pllore

und

— /p— /p=1/
lerlly < Epllorells + 7=V Av]| - (RNRE,"77")


https://www.youtube.com/watch?v=nXYU6j7ULRY
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jeweils fiir alle v € KN und 7 C N mit |T| < s. Wihle erst T C N s.d. |T| < s und
|xre||s = os(x)1. Satz liefert
1+p

L—p
Wiihle jetzt T C N sd. |T] < s und ||(z — 2)7¢||, = 04(z — x),. Dann
Iz = zllp < [I(z = @)zl + 1(z = 2)zell
=0s(z =), + [[(z — @)1,

Lem [0
< SNz =zl + 1z — o)zl

< sz =zl + ps (2 = @)refly + TSPV A2 — @)

2T

[z — x| < [HZHl — x|l + 204(2)1| + ﬂslfl/qHA(Z’ — ).

1+p)?
< (1 __p) SU/p 1[||z\|1 — |z +20—S(x)1]

1
2r(FEDY A = )l s A )

1.6. Rekonstruktion ¢ individueller Vektoren”.

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 28 VOM 13.5.25

Losen von (Fehlerbehafteten) Gleichungen in co-dim. Raumen.

Typisches Setting: A : lo(N) — ¢5(N) linear und injektiv, d.h. Va,y € {5 gilt: Az = Ay =
x = y. Insbesondere ex. der inverse Operator A™' : Bild A — (5(N), d.h. A7 Az = z fiir
alle x € (5(N).

Wo ist also das Problem 7

In endlich dim. VR ist jede lineare Abbildung (dann genannt: Operator) stetig, ja sogar
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante gegeben durch

Al = sup || Az[| < oo.

Operatornorm von A |lz||=1

Solche linearen Operatoren nennt man auch "beschrankt" (Vorsicht vorn Missverstédndnis-
sen).
Damit gilt fiir fehlerhafte Messung:

y = Ar + e, Aly=ATAr+ A e =2+ A7 e
mit Fehlergrofe |[A7te| < [|A7Y] [le]l < I|A7Y|n. D.h. falls ich n verkleinere (z.B. durch
—

<n
prizisere Messungen), so wird der Fehler A~te proportional dazu kleiner.

Bei A : l5(N) — l5(N) linear & injektiv muss A~! nicht Lipschitz-stetig sein. In diesem
Fall ex. normierte Folge (e,),, mit |[A™ e,|| — oo. Dann folgt fiir y,, = Az +ne,,n > 0
n—oo

dass,

Ineall <n. aber [ A7y, — al| = o+ A ey — 2 = n|A7en]| - oo


https://www.youtube.com/watch?v=LcunRn43uCs
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D.h. selbst kleine Messfehler konnen gravierende Folgen fiir die Rekonstruktion des Si-
gnals haben.

Hier: Nur endlich dimensionaler Fall. Da wir uns aber fiir groffe Dimensionen interessieren,
werden ahnliche Effekte auftreten, wie bei unendlich-dimensionalen normierten Réumen.
Viele Resultate gelten auch im oco-dimensionalen Fall und entsprechen recht frischen Er-
gebnissen.

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 29 VOM 19.5.25

Hier unterscheiden wir K=R und K = C. Fiir z € C sei

é, fiir 2 # 0
sgnz =
0, z=0

= z=|zlsgnz, |2 = 53

sowie: Kontinuum von Werten im Gegensatz zu sgnz € {—1,0,1} bei z € R.

Fiir z € CV: setze sgnz = (sgnz;)i,.

= z8gnz

SATZ 2.24. Sei A € C™N S c N, z € CN, suppxz = S. Dann ist x eind. Minimierer
von min,cen ||2||1 unter NB Az = Az, falls eine der Bed (a),(b) erfullt ist:

(a)

1" v;5805) < |lvse |y fiir alle v € ker A\ {0}

jes

[(vs,sgnz)]
(b) Ag ist injektiv und es gibt ein h € C™, s.d. (A*h); = sgnz; Vj € S, und |(A*h))| <
1VvieSe.
BEWEIS. “(a) = x eind. Minimierer von (P;) mit y = Ax™
Sei z # x € CN mit Ar = Az und damit v :=x — 2z € ker A\ {0}. Dann
Izl = llzslls + [lzse

(a)
> [(z — v, (sgnx)s)| + (v, (sgnzx)g)]| cancelations possible

A—Ungl.
> |z, (sgn)s)]

“(b) = (a)” Seiv € ker A\ {0} = Avg = —Avge. Dann:
I ()] .
| > vsna| 2 (s, Ahler| = [{Avs, B)en!

JjeSs

1=|[(x —v)slli + ||vsellx no cancelations

S=supp x
= [zl

(b)
1 < Jlvgells

= |<AUSC, h>| = |</USC,A*h>‘ S Ilré%z( |(A*h>l| ||USC
da vge # 0. Dies folgt aus v # 0. Denn wére vge = 0, so v = vg = Agvg = Av = 0.
Widerspruch zu Ag injektiv. O
In der Tat sind (a) < (b). Um das zu zeigen zitieren wir einen Trennungssatz:

SATZ 2.25. Seien A, B € R™ konvex, A°N B° = (). Dann ex. w € R, A € R: mit A C {x €
R"[(z,w) <A}, B C {z € R"|(z,w) > A}


https://youtu.be/vPOQ4T6J25Y
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BEMERKUNG 2.26.

e Falls AN B einelementig = {z} so A°N B° = und A = (x,w) gute Wahl.
e Falls B C Hyperebene, so ex w € R", A € Rmit B C {z|(z,w) = A}

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 30 VOM 19.5.25

SATZ 2.27. (a) = (b) in Satz (2.2}

BEWEIS. (a) = |lvse]s > 0 Vv € ker A\ {0}.
Zeigen zuerst: Ag injektiv. Denn: Falls Agvg = 0 fiir vg # 0, so setze

CNBU:{US auf S

0 sonst

= Av=Agvg =0=v €ker A\ {0} und ||vge

(a)
Die Fkt. v — % < 1 auf l>-Einheitssphére von ker A ist stetig.
Kompaktheit

1 = 0, Widerspruch zu Bedingung (a).

(v, sgn z)|

max =p<l1
veker A,||v||2=1 “’l}sc”l "

Skalarmultiplikation mit [|vge||; ergibt
|(v,sgnzg)| < pllvse|lr, VovekerA vl =1
Homogenitat ergibt:
(v, sgnas)| < pllvsellr, Vv €kerA,

Wihle v € (i, 1) und definiere

C:={zeC"||zs|li +v|zselx < ||x]l1} (konvexe Menge in R*Y)

D :={zeCV| Az = Ax} (affine Menge).
Es gilt: CND = {z}. Denn: Sei z # z € CN D und v :=2 — z € ker A\ {0}. Dann

Def. von C S
Izl > llesll + vllzsell "= (@ = v)slh + v]lvse

1

pu<v
> |[(x —v)s|lL + pllvse

(a)
> (& — v, sgnzg)| + |(v,sgnws)|

1

> |(z,sgnxg)| = ||z|l; = Widerspruch
Satz fiir CV=R2V. Es gibt ein w € CV, s.d.
(31) Cc{zeCV[R((zw)) < lz]:} =C,
und

(32) D C {z e CY|R({z,w)) = ||z} (Details als HA)


https://youtu.be/5O3NwE07UF4
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Ungl. (31)) impliziert

ol 2 supRi(e.)) 2 sup[ 3 o + Y- vy 15

zeC zeC jes jese

= sup R((zg + vzge,ws + —wge))
zeC v
1
=|lz]i - |lws + —wse|loo  durch Optimierung von z
v
——— —
=max(||ws|loo, lwse o)
Auf beiden Seiten steht Faktor ||z||;.
Falls x = 0, dann wihle h € C™, h =0, = A*h =0 =sgnz und |[(A*h);| =0 < 1.
Im Fall x # 0, kénnen wir ||z||; > 0 kiirzen

L [12 sl
1> v > ||wselloo

Dzl 1> RO jwy) = el = ) 255807,

jes jeSs jes

J/

-

wegen z€D
R((z,w)) = ||z[]y wegen z € D
= Fiir Gleichheit ist wg = sgn zg notwendig.
Sei v € ker A, dann erfiillt 2 = v +x € D C CV, denn Az = Ax, Mit schliessen wir:

= R((v,w)) = R((z, w)) = R({z,w)) = [[z]ly = [lz] =0
= w € (ker A)F = Bild 4%,  A*:C™ = CV
=ex. he C™ mit w=A"h
O

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 31 VOM 19.5.25

BEMERKUNG 2.28. (a) Wir betrachten die Rekonstruktion von individuellen Vekto-
ren. Trotzdem bekommen wir automatisch uniforme Rekonstruktionskriterien in
Hyper-Oktanten, die durch Vorzeichen sgn x. bestimmt sind:

Genauer: Erfiillt ein Vektor z € CV Bed. (a), dann kénnen alle # € CV mit

S = suppZ C suppx = S und (sgn)g = (sgnz)g exakt rekonstruiert werden
mit (P;), denn:

Vv € ker A\ {0} : |Zvjsgnfj| = |Zvjsgnmj - Z VSN T

jes Jes Jj€S\S
< }Zvjsgnxj| + Z v
JES jeS\S
(a) fir
< lwselli + logysll = llvgelh

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 32 VOM 20.5.25



https://youtu.be/bgCUoWl7xzQ
https://youtu.be/IbLkrHTFgRw
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(b) Satz und kénnen modifiziert werden, sodass sie robust (bzgl. y fehler-
haft) und stabil (bzgl. 2 diinn, # komprimierbar) sind. (UA)
(c) In Bed. (b) ist Ag injektiv vorausgesetzt und Bed. Vj € S : (A*h); = sgnz; <
Ath =sgnzxg,
Da Ag inj. existiert ist Moore-Penrose-Pseudoinverse von Ag. wohldefiniert

Al = (A5Ag)TAL :C™ = C% (AL :C™ = C% A4Ag:CY% —CY),

— Natiirliche Wahl: 2 = (AL)*sgn g, denn dann
Ah = AL((ASAs) T AL sgn g
= AL Ag(A5As) 'sgn xg.
Bed: Vi € S¢:|(A*h),| <1< Vile S |(a, h)] < 1.
KOROLLAR 2.29 (zu / . Sei A = (al,...,aN) c CN e CV, S =suppuz.

Ist Ag ingektiv und |(Agaj,sgnzg)| < 1 fir alle j € S¢, so ist x eind. Lsg. von (Py) mit
y = Ax.

Frage: Gilt in Satz / sogar Jer-aquivalenz? Hangt von Skalarkérper ab.

SATZ 2.30. Seien A € R™N € RN, S =suppa C N. Dann sind dquivalent:
(c) = ist eindeutiger Minimierer von min,cgn ||2||1 unter Az = Ax
(a) Yo € ker A\ {0} : [ > cqvysgn ;| < [luse|h
(b) Ag inj. und es ex. h € R™ s.d. (ATh); = sgnx; fiir alle j € S und , |(ATh),| < 1
fiir alle l € S¢

BEWEIS. Der Beweis der Implikationen “(a) = (b) = (c)” folgt genauso wie bei K = C.
Dafiir zeigen wir nur “(c) = (a)”. Sei z € RY Originalsignal und v € ker A \ {0}. Sei
zi=x—v=Az=Ax — Av = Az, z # x.

el <zl = llzslls + [lzs[ls = (2,580 25) + [|25¢ 1

Da [|z||; = (v,sgnzs) > (v,sgn 2s), gilt (x — z,sgn z5) < ||zl — (|2]li — ||zse[l1) < [|zse
Substituiere v = ¢ — 2

1-

(v,sgn(z —v)s) < |[[(z —v)sellr = [Jvgelx
Ersetze v — tv, t > 0.

(tv,sgn (x — tv)s) < ||(z —tv)ge

1 = tljuselly
Fiir ¢ klein genug: Vj € S : sgn (v — tv); = sgnx; (S = suppz) und damit
(v,sgnzg) < |lvse|li1 (v €ker A\ {0})
gilt auch fir —v = (a) gilt. O

Falls es nicht einfach ist, den exakten dualen Vektor h zu konstruieren, kann man sich
mit einer approximativen Variante behelfen:

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 33 VOM 20.5.25



https://www.youtube.com/watch?v=9nr2E_bm-PM
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SATZ 2.31. Seien A = (ay,...,ay) € CN x € CV, S = suppz, «,f,7,0 > 0 mit
0+ apy < 1. Falls

I(A5As) 2 < o, max || Agall> < 5,
und ein Vektor h € C™ ex. s.d. fiirv= A*h € CV: |lvg —sgnzs|s < v und |[vse|s < 0,
so ist x eind. Minim. von (Py) mit y = Ax.
BEWwEIS. Wg. Satz [2.24] reicht es Bed. (a) zz
Vo € ker A\ {0} : |(v,sgnx5)| < |lvsellx
sei v € ker A, u € Bild A* = (ker A)*. Dann (u,v) = 0 und
(v, sgnas)| = [(v,sgnxg — w)| < [(vse, use)| + |(vs, sgnws — ug)| < Oflvse[[[[lL + vl[vs]2
lusllz = [[(A5As) " (AgAs)usllz < 06||A§Asvs||2 = af|AgAsevse |2
=al Y udsal: <a)  |ullAf alle "< aBlvse|l
lese lese
= [(v,sgnzs)| < (0 + afy) [vse s [
1
<

Auch hiervon gibt es eine robuste und stabile Variante.

SATZ 2.32. Seien A = (a1,...,ay) € CN, 2 € CN, s € N, z € CV cine beste s-
Term Approziamtion an x, T = suppz, y = Az + e mit |le]ls < n. Es seien § € [0,1),
B,7,0 >0, p:=60+ %. Falls :
(i) p<1,
(11) ||A;AT — I||2_)2 S 6 und maxjcre A}alHQ S 6,
(iii) und ein h € C™, ex. , so dass mitu = A*h € CV gilt ||uls < 7v/5, [[ur—sgnzp| <
Vs lurellos <6,

dann erfillt jeder Minimierer x von ||z||; mit NB ||Az —y|lo <n
lz — 27|z < Cros(w)1 + (Ca + C5v/s)n

mit Oy = 25 (1+ 1%) , Co = B (2 (14 155) + 1), Cs = 275,(1 + 155).

BEMERKUNG 2.33. (a) Bsp-Werte: 6 = =~ = % , 0 = i = p= % und C; ~ 16
Cy=10-v6~24,5, Cy = 32.
(b) Vgl. mit [|2# — zl]s < C=0 ( )1 + Dn welches unter Bed. RNR‘;Q gilt. Also
ist Abschétzung von Satz [2.32| von Faktor /s schlechter. Eher angewandt, wenn
RNR schwer zu zeigen ist.
(c) Vergleich mit vorherigen Resultat zeigt Analogie der Werte:

1
o ey —————

1—90
Dies liegt an der Neumannschen Reihe, siche Anhang B: Matrix Analysis

Y

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 34 voM 20.5.25

Weiteres geometrische Kriterium fiir Erfolg der Basisjagd:


https://studio.youtube.com/video/xApo-veDzoY/edit
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DEFINITION 2.34. (a) K C R™ heifit Kegel (cone) falls gilt
Vee K,t>0:tx e K
(b) K C R™ heiftt konvexer Kegel falls K ein konvexer Kegel ist, d.h. Vz,2 € K und
Vs,t>0:sz+tr e K.
(¢) Zueinem B C R™ heifst cone(B) := {Z?Zl tixi|keN, t,.... 0, >0, 21,...,2, €
B} konisch konvexe Hiille von B.

SATZ 2.35. Seien A € R™N x € RN. Dann ist x eind. Minimum von ||z||; mit Az = Ax

& ker AN cone{z — x|z € RN ||z|l; < ||z|:} = {0}
::7:(:1:)

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 35 VOM 26.5.25

um x verschoben

T . T
\Qzul < llzll} .

ABBILDUNG 1.2. Hier: ker A Nk(z) = {0} < kerA = {0}, da k(z) ein
Halbraum ist.

ABBILDUNG 1.3. Hier ker A N x(x) = {0}. Dann ist ker A eine nicht zu
steile Gerade oder Punkt.

Eine Moglichkeit die Aussage des Satzes zu “glauben” ist:
(P1) klappt = A hat NRg = ||(z — 27)s|1 < ||[(z — 27)se
2% Minim. von (Py) = ||z, < ||z]i = [[(z — 2%)sc|l1 <
gelten.

1, falls o # 27,
(z —a#)||;. Also x = 2# muss

BEWEIS. Sei ker AN k(z) = {0} und 2% ¢;-Minimierer
= [l2% |l < [Jz]l; und Az = Ax*,
vi=a% —x = vEker A, v € k(z).
Nun sei bekannt, dass = eind. Minim. von (P;), insbesondere ||z;||; < ||z||; sobald Az; =
Az.


https://youtu.be/pUZ3nf55b7M
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Jedes v € k(z) \ {0} kann nach Def. des konvexen Kegels geschrieben werden als:
v = Zt ), K €N,t; >0

Falls
vEkerA= A(Z tizj) = A(Z tjx) = Az th
J J J
Dreieckungleichung und = Minimierter implizieren

1Y “tizilh <> tillzl < llelli > t;  neuer Kandidat fiir Minimierer
] J J

Setze s; =t;/ >, tpy =
1> sizill < ey
J

Eindeutigkeit impliziert

Zsjzj = x| somit v = th(zj —x)= (th) . (Z sj(zj—x)=0=V

J J

Kriterium vom Satz umschreiben:

mf ”A/UHQ >0
VEK
HUH2 1

Es gibt uach eine robuste Variante der Aussage. Bei den Voraussetzungen spielt eine

implizite, lokalisierte Invertierbarkeitseigenschaft eine Rolle, wie bei den fritheren Satzen
in diesem Abschnitt.

SATZ 2.36. Seien A € R™N 1 € RN y = Az +e € R™, |le|]la < n. Falls ein 7 > 0 ex.
mat
inf ||Av|ls > 7

VEK (
vlla=

dann erfillt jedes Minimum % von ||z||1 mit NB ||Az — yl||2 < n die Schranke
2
o —a* <=
-
BEWEIS. x # x%. Dann |27 ||; < ||z|; und v := ﬁ € k()
[l =1 = [[Av]ls > 7 = ||l2# = a]lar < [JA@@® — 2)ll2 < |[A2* —yll2 + Az — yll» < 20.

O



KAPITEL 3

Anhang B: Matrix Analysis

1. B.1 Normen

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 36 VOM 26.5.25

DEFINITION 3.1. Sei || - || Norm auf K¥. Dann ist die Dualnorm def. durch
2]l == sup [{y,z)| (2 € KY).
lyll<t
Die Dualnorm von || - ||, ist || - ||, mit %+ % = 1. Insb. || - ||2 selbstdual:
lzll2 = sup [{y,z)|.
lyll2<1
DEFINITION 3.2. Seien (X, | - ), (Y, [|-]]) norm. lin. Réume und A : X — Y lineare

Abbildung. Die Operatornom ist definiert als

Ax
41 = sup 4] = sup [ As] = sup [ Az

M
l2l|< lzl=1 w0 |||

falls das sup endlich ist.
Insbesondere falls [|z[| = (3=; |=;[")"/? und [[[yl]] = (35, [ys|?)"/* ist

[Allp—q = sup [[Az]y.

llz|lp=1

Offensichtlich
[ Az|| < [I[ Al [[]],

insbesondere falls A € K™ und B € K**¥,
1ABlor < Ao | Bllpos
Insb. ist || - |2 auf K®*™ submultiplikativ.
LEMMA 3.3. A € C™*". Dann
[All252 = vV Aman( A*A).
BEWEIS. A*A ist hermitesch und positiv semidefinit = diagonalisierbar.
A*A=U"DU, U unitar, D = diag(A,...,\n)
€ C" ||zlly =1 = ||Az|)3 = (Az, Ax) = (A* Az, x) = (U*DUz,x) = (DU:U,L]E).

z

Unitar = ||Uz||s = [|z]]2 = 1. Aukerdem
Vze C": (Dz,2) Z)\ 12 ? < (max \;) Z\Zm Amax (D) 2]|2.

53


https://www.youtube.com/watch?v=0gUpZkBmhYM
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Es folgt
|Az|3 _ (DUx,Ux)
= < >\max<D> = )\max(A*A)
113 1U]3
da Eigenwerte invariant unter unitdren Transformationen. ([l

LEMMA 3.4. Fir A € C™*" gilt:

|Allam2 = sup sup [(Az,y)| = sup sup R((Az,y))
lylla<1 =<1 lylla<1 lz]l2<1

Insb. fiir B € C™™ hermitesch || B[22 = supy,,—1 [(Bz,)|.

BewEIS. Ubung. O

KOROLLAR 3.5. Fiir A € C™*" und unitdre U € C™*™ V € C™" gilt:
[UAV |22 = [[All2-2

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 37 VOM 26.5.25

LEMMA 3.6. B € C™*" erfulle |B — I||2_>2 <n,nel01)

= B invertierbar mit ||B™" a0 < =t

BEwels. H:=1—- B ,

N oo
D=2 < Z || Z |H|I* < Zn — Y H* existiert.
k=0

k=0
Cauchyfolge in CmXxk

Also

(I—H)iH’“:iH’“—iH’“:HO:[.
k=0 k=0 k=1

SATZ 3.7. Sei A Eigw. von A € C"™". Dann ex, j €n, s.d. [\ — Aj;| <37 cp oy |4l
BEWEIS. Sei u # 0 EV zu A\, Au = Ay, j € 7 mit ||u|l = |u;|. Dann
ZAJ"[U[ = )\Uj = Z Aj,lul = )\Uj — AjJUj
lem len\{s}

und so

A= Ayl gl < 30 Azl Tl < Hlalloe Y 1Al < Nlullss D 145l

len\{j} I#3 I#j

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 38 VOM 27.5.25

DEFINITION 3.8. Fiir B € C™*™ ist die Spur von B definiert durch
B):=) B,
j=1

BEMERKUNG 3.9. Die Spur einer Matrix hat die folgende Eigenschaften.


https://www.youtube.com/watch?v=xwkzXw0ATO8
https://www.youtube.com/watch?v=KIMYLSyBf18
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e kommutativ, d.h. tr(AB) = tr(BA), A€ C™"™ B € C"™.
e zyklisch, d.h. tr(ABC) = tr(CAB), A, B,C € C"",

o tr(A) = tr(U*AU), falls U € C"*" unitér.

e tr(A) = tr(B 'AB), falls B € C"*" invertierbar.

e (A, B)+— (A, B)p := tr(AB*) ist Skalarprodukt auf C"™*".

e Induzierte Norm: Frobenius- oder Hilbert-Schmidt-Norm:
1Allus = [Alle == Vor(AA") = | Y7 Al
jem,ken
Diese Norm ist also grade die ¢>-Norm auf C™™.
e Vergleich mit Operatornorm:

[All22 < [[Alle

denn

m m

| Az|3 = Z ZAJ )’ <Y Z jz|?) Z 1451%) = Al 12112
j=1 i=1 I=1

7j=1 I=1

2. B.2 Singulirwertzerlegung/ singular value decomposition (SVD)

PROPOSITION 3.10. Sei A € C™*", Dann ex. unitire Matrizen U € C™*™ 'V € C™*™ und
eind. bestimmte nicht-negative Zahlen o1 > 09 > -+ > Ominimn) = 0, s.d. A = UXV*,
Y = diag(o1, ..., Ominmmn)) € C™".

BEMERKUNG 3.11. Die o; heifen Singuldrwerte von A. Schreiben wir U := (uq, ..., up),
V = (v1,..., V), wobei u;,v; die Spalten von U und V sind, so heifien die Spaltenvek-
toren u; linke singuldre Vektoren von A, v; rechte singuldre Vektoren von A.

BEWEIS. Da S"! = {x € C"| ||z||» = 1} kompakt, ex. Vektor v; € S"!, so dass:
[All22 = sup [[Az[|s = [[Av: |2

xelsn—1

Setze o1 = || Avy ||z

Falls 0y =0 & A =0, dann setze Vj : 0; = 0 und U,V beliebig unitér.
Falls 01 > 0, setze uy := oy ! Avy. Ergéinze uq und v; zu orthonormalbasen
= (uy|U) =: Uy € C™™ V; := (v1|V}) € C™" unitéire Matrizen.
Beachte: Aus U{‘Avl = alljl*ul = 0 folgt

uy - o, b*
/41 LHAAxG ((]1> /1(U1fvﬁ) = ((; Zg)

b = ulAV;
B = U; AV, € Clm=Dx(n=1)

o oz + ||b
= A s a%+r|bungAl(b1) H( H H2>

Aus unitérer Invarianz der 2 — 2—Operat0rnorm folgt:

= 01 = ||All2s2 = [|ALll2m2 > Voi +BIF =b0=0

mit

> o + [1bll3
2
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0

Wende dieselbe Prozedur auf B € Cm=Ux(n—1) gy

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 39 VOM 27.5.25

BEMERKUNG 3.12. (a) Fiir groften und kleinsten Singuldrwert von A gilt:
u(4) = 01(4) = [ Al = max, [ Azl
Omin(A) == 0y(A) = r%in |Az||2, 1 := min(m,n)
zesSn—1
Hat A Rang =r,sogilt 0y >--- >0, >0und 0,1 =--- =0, =0.

(b) Reduzierte/kompakte Singuldrwertzerlegung:
Sei A =UXV* die SVD von A mit rank A = r. Setze

> = diag (0y,...,0,) € C"7

Dann heifit A = USV* € C™*" reduzierte SVD. Es folgt:

A*A =V ULV = VA e crxn
<~ ~~ ——

hermitesche Matrix =I reduzierte Eigenwertzerlegung

447 = USVV S U* = UX2U* € ¢
7

nicht negatlv def.

= /A (A*A \/ AA* ) mit j € 1,

WObel Ap (A A) > )\2 ATA
Insb: [[All22 = UmaX(A) = )‘maX(A* A)

PROPOSITION 3.13. A € C"™*" 'm >n und § € [0,1]. Dann sind dquivalent:
(a) [A*A —1[las2 <0
(b) Omax(A) < V1+0, omin(A) > V1 -0

BEWEIS. Vj € n,
N(ATA) = o} (A)
N(ATA=T) = \j(A"A) =1 =0 2(A) -1

|A*A — |2 = Omax(A*A — I) = max(Apax (A" A — 1), [Amin(A*A — 1)])
= max( r2nax( ) - 1 |O-m1n( ) - 1|)
max(A) - 1 I rnln(A))

= max(


https://www.youtube.com/watch?v=weUcpmBEvIg
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PROPOSITION 3.14. A, B € C™*". Dann:
|Omax(A) = Omax(B)| < [A = Bllas2 < |A = Bllus
|Omin(A) = Omin(B)| < [|A = Bll2w2 < [[A = Bl[ns
BEWEIS.
|Omax (A) = Omax (B)] < | [[Allas2 = [ Bllasz | < A = Bll2ss

Ouin(4) = inf || Allo < inf (1Bl + (A = B)all2) < oin(B) + 1A = Blla-

U

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 40 VOM 27.5.25

Dies betraf extremale Singuldarwerte. Um “innere” Singuldrwerte zu untersuchen, ist va-
riationelle Darstellung niitzlich:

or(A) = max, min ||Azx||s.

X
dim M=k ||z[l,=1

Diese Darstellung folgt aus dem Courant-Fischer-Min-Max Theorem fiir Eigenwerte
A (B) > Xa(B) > -+ > A\, (B) einer herm. Matrix B € C"*", d.h.

A(B) = max  min (Bz,x)
dim M=k ||z|l,=1

Hier eine Art “Dreiecksungleichung fiir Eigenwerte”.
SATZ 3.15 (Ungleichung Lidskii). Seien A, B, A+ B € C™*™ hermitesch mit Eigenwerten
(4) 2+ 2 A(A)
AM(B) = -+ = M\(B)
)\I(A+B) > > N\N(A+ DB)
Dann gilt fir jedes S C n:
15|

D NA+B) <Y N(A)+D> (B

JjES JES

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 41 VOM 2.6.25

KOROLLAR 3.16. A, B € C™*™ mit Singuldrwerten o1(A) > --- > o;(A), 01(B) > - -+
01(B), I = min(m,n). Dann:

kel: Z|a] -(B)|§ZJJ(A—

BeweEIs. Ubung. Benutze S(A), S(B) € Ctm+mx(m+n) wwobei

s =4 o] se=[5 ¢

v


https://www.youtube.com/watch?v=UHbzbHR-_8g
https://www.youtube.com/watch?v=Ggub18OQS7U
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FOLGERUNG 3.17.

l l
ZUJA—I—B SZ Z ;(B), A,B € C™" | =min(m,n).
J=1 Jj=1 j=1

l
b) Zaj(A) =0 Omax(A) =05 ||Alae =0 A=0.

¢) Za] (AA) |/\|Za] AeR

Deminach definiert der Ausdruck

41l =32 03(4)

eine Norm auf den m x n-Matrizen, ndmlich die Nuklearnorm, Spur-Norm, oder Schatten-
1-Norm.
Dies ist ein Speziallfall der Schatten-p-Norm, p € [1, o], welche definiert ist durch:

lAlls, = [Zo—j p]" aecme

Fiir p = 2 = Frobenius-Norm.
Fiir p = oo = Grenzfall

HAHSOO = maX{O'l(A), . 7UZ(A>} = Omax
also grade die Operatornorm ||A||2_2.

DEFINITION 3.18. Habe A € C™*" rank A = r mit reduzierten SVD

r

A=UXV" = Z o;(A)u,v;.

J
=1

Dann ist die Moore-Penrose Pseudoinverse def. als:
!
Al =VETr = Za Jvju; = Zaj_l(A)vju; = Us=UT

j=1
Falls A quadr. und invertierbar, dann A" = A~! und o (A7) = ||AT||22 = 071 (A).
Ist A*A € C™" invert., so m > n und :

RN B e .
(A*A) A" = (VZQV*> VS0 = VERVVR0F = VETL0F = Al

Genauso, falls AA* € C™™ invert. = A*(AA*)~! = Al

Warum interessiert uns dieser Ausdruck? Was ist AT A?

s s T
A -1 * ¥ _ %
ATA = ( E o Ukuk>( 5 a]u]vj) g ak Lo g uiu, ;= E ;U]
k=1 j=1 N

1
=0k J=
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also der orthogonale Projektor auf span(vy,...,v,). Denn fiir x = Y_,_, ayv, € C"
ATAZ'_ZO%(ZUJ ) k:Zakvk
k=1 j=1

HA: Was ist AAT?

3. B.3 Prinzip der kleinsten Quadrate

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 42 VOM 2.6.25

Relevanz der Moore-Penrose-Pseudoinversen.

PROPOSITION 3.19. Sei A € C™*", y € C™, und M C C" die Menge der Minimierer des
Funktionals C* 3 x — || Az — y||2. Das Optimierungsproblem

(3) min | 2]

hat 7 = A'y als einzige Lsg.

BEWEIS. SVD:
~ 0'1(14) 0
A=USV* ¥ = (% 8) eR™" % = € R™", r =rank A
0 o-(A)
Setze
2= <Z1> =V*z eC"z €C,
)
bl * m T
b:<b>:Uy€C ,bp € C",
2
Dann:

42l = 10"t = )l = 1570 = ol = | (%) | = a0

Minimierer von f(z, z2) hat die Form z; = Sy, 29 beliebig.

M= {(E 2*“) |2 €Cm Y

ist also affiner Teilraum. Betrachte darauf Funktional
lzllz = V23 =1z13=1 =z 13+ lzl3 = g(z)
=3-1p; fixiert

29 +> g(22) wird minimal fiir zo = 0 € C*". Also ist das Minimum von

(Y () (20, (20N,
:U—VZ—V(O)—V< 0 )_V<O O>b—V<O 0 U*y

redumerte SVDVZ 1U*y _ AT


https://www.youtube.com/watch?v=KgRrcXbFReU
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KOROLLAR 3.20. Set A € C™*", m >n =rank A,y € C". Dann:

-
min [[Az — ]2

hat 7 = A'y als einzige Lsg.
KOROLLAR 3.21. Set A € C™*" n >m =rank A, y € C™. Dann hat
min ||z mit NB Az =y

zeKN
2" = Aly als einzige Lsg.

BEMERKUNG 3.22 (Verallg. von Korollar [3.21]). Betrachte Folge wy, ..., w, > 0 von Ge-
wichten. Sei

n 1/2 n
Hmm><2mﬁﬁ . @y =) awy, T,y €CT

j=1 j=1
eine Norm bzw. ein Skalarprodukt. Betrachte das Optimierungsproblem: Fir A € C™*"™,
yeCr
(34) min[|z]l2, mit NB Az =y
ze

Setzt man D = D,, = diag(wy, ..., w,) € R™", & = D2z = diag(\/wy, . .., /wn)z € C",
so liefert jeder Minimierer £ von

(35) min ||£]]; unter NB  AD™Y2¢ =y

gecn

eine Lsg. von ((34)).
Denn: Setze z# = D~Y/2¢# = D=Y2(AD~'/2)fy. Dann gilt: A2# = AD™Y2(AD~1/2)ty s
y und (25, = [D7EHB, = 5w, e Puy = €3 Gitbe es ¢ € C" mit
AC =y und [[Cllaw < [|2#la.0, s0 folgt: | Di/*Cll2 < [[€#]l> und AD=V2(Di/¢) = y
= &7 ist kein Minimierer = Widerspruch.
Insb.: Gilt n > m =r =rank A, so

Z#::: l)—l/Q(/4l)—1/2)*(f4l)—1/2[)—1/2f4*)—1y _ l)_1/4*(f41)_1/4*)_1y ::/4y
Alternativzugang:

PROPOSITION 3.23. Ein 2% minimiert C" 3 z + ||z||l2w, mit NB Az = y & Az¥ =y
und Vv € ker A: R({(z%,v),,) = 0.

BEWEIS. ¢ < ”. Sei 2# mit Az# = y. Ein z € C" erfiillt die NB Az = y genau dann,
wenn gilt: z = 2% 4+ tv mit t € R, v € ker A.

= |27 + o3 = 127 50 + Cllvl5. + 2R, v)w)
Also ist ¢ = 0 Minimierer von
t e |27 4 to|g.

Da v € ker A bel. ist 2# Minimierer.

“ = 7 Sei nun z# Minimierer. Dann ist fiir jedes v € ker A, t = Minimierer von ¢
|2# + tv]|2,.,. Gébe es ein v € ker A mit R({z%,v),,) # 0, so kinnte man ein kleines ¢t € R
mit ¢ = R((2%#,v),) < 0. Wihlen, so dass ||2# + tv|l2 < |27 ]2, da fiir kleine ¢ der
lineare Term den quadratischen dominiert. ([l
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4. B.4 Rekonstruktion von Matrizen

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 43 VOM 3.6.25

Bisher haben wir uns mit der Losung von G-Systemen Ax = y, also der Rekonstruktion
des Vektors = beschéftigt. In vielen Féallen ist das gesuchte Objekt eine Matrix, z.B. ein
mit Pixeln kodiertes Bild, die aus moglichst wenigen Messungen rekonstruiert werden soll.
Eine mogl. Formulierung: X € C"*" hat Rang < R (entspricht Sparsity). Messungen
ergeben Vektor y = A(X) € C™, wobei A : C"*"2 — C™ linear. Um zuléssige Matrix mit
kleinstem Rang zu erhalten, wére

min rank Z mit NB A(Z) =y

ZeCTLl ><7L2

natiirlichste Aufgabenstellung, ist jedoch NP-schwer. Analog zu (Py) fir Vektoren. Ergibt
sich iiber

rank X = max{j|o;(X) > 0} = [|(61(X),...,00(X))]lo, 7 =min(n,ny)
Wieder in Analogie zur Rekonstruktion von Vektoren schlagen wir stattdessen die Aufgabe

(36) min [|Z||. unter A(Z)=yeC"

ZeC"l Xno

vor, wobei:

Z|| = Z 0;(Z) = Spurnorm = /¢;-Norm der Singulérwerte
j=1

Da || - ||« tatséchlich eine Norm ist, ist ein konvexes Optimierungsproblem und aqui-
valent zu einem semi-definiten Programm.

SATZ 3.24. Sei A : C*™2 — C™ linear, n = min(ny,ng) > R > 0. Dann gilt: Jedes
X € Cm*™ mit rank X < R st eind. Lsg. von (36) mit y = A(X) genau dann, wenn
VM € ker A\ {0} gilt

n

Zaj(M)< > 0;(M). c¢f NRE

j=R+1
BEWEIS. “ = 7 Gegeben: Fiir beliebiges X € C™*™ mit rank X < R und
X# = argmin || Z|, mit NB A(Z) = y := A(X)

gilt X#* = X.
Sei M € ker A\ {0} mit SVD:

M= U diag(oy,...,0,) V*

€Cn1xny cCn2xn2
Zerlege M = M, — Ms:

M1 :Udlag (0'1,...,O'R,O,...,0)V*
M, =U diag (0,...,0,—0gy41,...,—0,)V"


https://www.youtube.com/watch?v=_JwjrmTUy0s
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NB erfiillt wegen A(M) = 0 & A(M;) = A(M;) und rank M; < R. Voraussetzung
angewandt auf M; besagt
R n
Yoo =M. < [ Ma]l = Y oy
j=1 j=R+1
also die Behauptung.
“<"VM eker A\ {0} sei bekannt:

>oo(M) < 3 o)

Sei X, Z € Cm*™2  A(X) = A(Z), Z # X, rank X < R. Setze M := X — Z € ker A\ {0}.

Wir wissen:

n Kor. B16]
2]l =D o (X = M) =) " |oy(X) — o5(M)]
i=1 = 0(X) (M)
Jetzt gilt:
l0;(X) —0;(M)| > 0;(X) —0;(M) firalle j =1,..., R
und

l0;(X) —0;(M)| =0;(M) firalle j =R+1,...,n
Dann liefert die Voraussetzung

n

121« = Z(ffj(X) —oi (M) + ) o(M) > ZJJ(X) = [ Xl

j=R+1

Und damit, wie behauptet, X = X*. 0O



KAPITEL 4

Koharenz

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 44 VOM 3.6.25

1. Definition und Eigenschaften
In diesem Kapitel: A € K™V K = R oder C mit fy-normierten Spalten.
DEFINITION 4.1. (a) Sei A wie oben A = (ay,...,an).

p= max |{a;, a;)|
i,j= n

-----

heiflt Koharenz von A.
(b) Die Funktion

p1: N—1—R, f11(s) := max max { E (ai,a;)| : T C N, #T <s,i ¢ T}
ieN ,
JjeT

heilt ¢;-Kohéarenzfunktion von A .

BEMERKUNG 4.2. (@) (1) = p, p < pp(s) < sp, s € N—1
(b) max(p1(s), p1(t)) < pr(s+1t) < pa(s) +ur(t) fir 1 <s;t<t+s<N-1

(c) U € K™ ™ unitér/orthogonal: u(UA) = p(A) und gy von Matrix A und U A ist
identisch

(d) [{ai; a)| < llaillz- flajllz =1 = 0 < p(A) <1

(e) p=0< ay,...,ay € K™ bilden ONS.
Motivation fiir den Begriff der Kohérenz bzw u:
Finde quantitative Version:

“u fast 07 < “aq,...,ay fast ONS”
bzw. definiere letzteres damit.

SATZ 4.3. Sei s € N. Dann:

(37) Vo € K [1— (s = D3 < [J[Az]l3 < [1+ (s — D] [l2]3
BEMERKUNG 4.4. ist dquivalent zu: alle Eigenw. von A% Ar liegen in
(38) [1— (s = 1), 14 (s — 1)]

fiir jedes T C N, |T| < s.
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https://www.youtube.com/watch?v=m9CH0aDST7Q
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Insbesondere:

pi(s—1) <1 = ALAp invertierbar fiir alle T C N, 4T < s

Dabei folgt & aus:

T C N = A:Ar ist pos. semid.

= Fig.w. > 0, Eig.w. orthogonal.

Fiir x € KY mit suppax C T ist Az = Arar insbesondere

||AI||§ = <A$,Al’> = <AT:ET,AT:ET> = <A}ATZ'T’:L‘T>

| Az|)5 = max (AL Arxy, x7) = Apax (AT A7)
lz]|=1,supp2CT l|lz||=1,supp =CT
=  max ||Az|5 = max Ayax (A5 A7).
zeKY,||z]l=1 |7%|CN
=s

analog:

min  [|Az||2 = min Ay (A%A7),
zeKY,||z]|=1 |7%|CN
=s

und so folgt die Aquivalenz.

SATZ 4.5 (Satz von Gershgorin). Ist A = (a;j);; € R™"™ und X ein Eigenwert von A, so

gibt ein 1 € m so dass
A —aiul < Y lagl.

jen\{i}
BEWEIS VON SATZ (43l Sei T C N bel. mit |T| = s. Vektoren aj,, ..., a;, sind nor-
malisiert nach Ann.
iy
AYAr = | @i, ...
a,

= Diagonalelemente von A7 Ar sind jeweils = 1.
Satz von Gershgorin liefert: Fiir A Eig.w. von A% Ap gilt:

A1) <max ) [(ApAr)iy| < s 1),

JET\{i} <l{ai,a;)]

Beobachtung folgt, weil die EW von A% Ar alle reell sind, also im Intervall [1 — (s —
1),1+ p1(s — 1)] angeordnet. O

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 45 vOM 10.6.25

KOROLLAR 4.6. Fir s € N —1 gelte p1(s) + puu(s — 1) < 1. Dann:
VT C N mit |T| < 2s ist AL Ar requldr und Ar injektiv.

BEMERKUNG 4.7. Voraussetzung erfiillt, wenn p < ﬁ, denn

pa(s) +pa(s —1) < sp+ (s —p < 1.


https://www.youtube.com/watch?v=n60-cdLRsaE
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BEWEIS. f11(2s — 1) < pu(s) + (s —1) < 1.
Sei T'C N, |T| < 2s, dann Ay (A5 A7) > 1 — p1(2s — 1) > 0 wegen (38))
= AL Agp strikt pos. def., insb. regulér.

invertierbar

Sei nun Arz =0= A%Ar =0 =" 2z =0 = Ay injektiv. O

1.1. Matrizen mit kleiner Kohirenz. Identifiziere sie, da sie leicht 16sbare Glei-
chungen liefern.

DEFINITION 4.8. Seien ay,...,ay € K™ mit ||a;||2 = 1. {a1,...,an} heifst gleichwinkliges
System (equiangular system) falls gilt

de>0 V1I<i<j<N : |aaq)=c
Fir A > 0 und aq,...,ay € K™ sind dquivalent:

(1) Ve e K™ : ||z|]3 = /\Zé\; (2, ;)|
(2) Vo €K™ 1z =AY (2, a5)a5;
(3) A A* = 1] c Kmxm.

<~

DY
—(a1nman)
DEFINITION 4.9. (a) Falls ein solches A > 0 ex, heifst System {ai,...,an} tight
frame.

(b) Erfiillt ein gleichwinkliges System {a1,...,ay} auch (a),so heilt es equiangular
tight frame (ETF).

Offensichtlich ist eine ONB aq,...,any € K™ ein tight frame mit A = 1. Insofern haben
wie eine Abschwachung des Konzeptes ONB gefunden.

BEMERKUNG 4.10 (Beweis der Aquivalenzen (1)-(3) oben). Zu (3) = (2): Es gilt

N
K"z =1Iz=MA"r = AA((x,aﬁ)éV:l = )\Z<$aaj>aj

=1

Zu (2) = (1): Es gilt
(x,z) = (A Z(m,aj>aj,x) = )\Z

Zu (1) = (3): Seien

(z,y) = (2,y) N

(1'7 y) = [xay] = AZj:1<x> aj><a]'7 y>
(1) = = +— [z,2] pos. definit. = beides sind Skalarprodukte. Da induzierte Normen
iibereinstimmen = Skalarprodukte auch (Polarisationsformel).

<‘T’aj><aj7x>
———

=[(w,a;)[?

} Bilinearform auf K™

N N
O = (eirer) = [eiex] = A (e a5)(aj,ex) =AY @jan;.
=1 =1

SATZ 4.11. Es gilt

(a)

N —m

— (Welch-Schranke)

1)m
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(b) u= (NN_;l% & Spalten aq, . ..,an von A bilden ETF.

BEWEIS. Zu (a): G := A*A € KNV G, ;= (a;,a;) = (a;,a;)
N

= tr(G) = Z Gm‘ =

=1

i

<ai, ai> = N.
=1
H = AA* ¢ Kmxm
= tr(G) = tr(A*A) = tr(AA*) = tr(H) = tr(H1,) = (H, L,) p<||H||p|| I ||r = v/m/tr(HH*)

tr(HH") = tr(AA*AAY) VT t1(A7 A4 A) = t1(GG)
N N
=Y G =D Hai,a)P = N+ [{ai, a5)[*
i,J i,J i#]

Kombinieren:

N =tr(G) =tr(H) < Vm | N+ Y [{a;, a;)2
i,j=1
1#]

= N’<m(N + > %) =m(N + N(N — 1)p°)

i#]
= N? —mN = N(N —m) <mN(N —1)u?

N—m >0 N —m
= <2 —<
m(N=—1) =" T \\mv=1) ="

Zu (b): Gleichheit gilt genau dann wenn
(i) (H,L,)r = ||H||¢||In||r < es ex. A € Kmit H = \],,

und
(1) s, a)[* = p.
Dann: (i) und (ii) = ay,...,ay bilden ETF. O

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 46 vOoM 10.6.25 |
SATZ 4.12. A € K™V | (y-normierte Spalten, s < /N — 1. Dann:

pi(s) > s %

Gleichheit gilt genaw dann, wenn {ay,...,any} ETF.
Frage: Wie grof kann N sein, wenn {ay,...,ay} ETF bilden?
SATZ 4.13. Seim > 1,{ay,...,an} C K™ gleichwinkliges System mit ¢ < 1. Dann:

mnt)
NS{ 5 K=R

m K=C
Falls Gleichheit gilt, dann ETF.


https://www.youtube.com/watch?v=kZnmWp1Al3c
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1 z
LEMMA 4.14. z€C, Be C"", B:=zE,+ (1 —2)I, = .
z 1
Dann: B hat 14 (n—1)z als einfachen Eigenwert und (1 —z) als (n—1)fachen Eigenwert.

BEWEIS VON LEMMA [4.14].

1 1
Bl:|=0+M®-1z)|:
1 1
€1 —€g,...,e1—e, ist EV zu 1 — z, wobei eq, . . ., e, Standard-Einheitsvektoren in R". [

DEFINITION 4.15. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt iiber K. Wir definieren die
Gram-Matrix von vy, ..., v, € V durch G, ; = (v;,v;). Ist X = (vy,...,v,), definieren wir
entsprechend G = X*X.

LEMMA 4.16. Fir vy,...,v, € V gilt:
V1, ..., Uy €V linear anhdngig < det G = 0.

BEWEIS VON SATZ [£.13] Idee: Wir zeigen
m(m+1)

. mmil) K R
NSdlmX:{ 7732 K=cC
wobei
Y — Menge aller symm. Matr. aus R™*™ | K=R
B ganz C"*™ , K=C
P, € X,i € N sei orthogonaler Projektor auf span{a;}, d.h.
K™ 3 v Pv = (v,a;)a; insbesondere Pey, = (ey, a;)a;
Also orthogonaler Projektor gilt: P = P, = P? insbesondere
(P, Po)p = tr(BP]) = tr(P, = (Pep,er) = len,ai)(aiex) Y [(er, ai)* = [lai]|* =
k=1 k=1 k=1
Und fiir ¢ # 5:
(P, Pj)r = tr(PP}) = Z (Pjey, Pey,)
k=1

= Z<€k7aj><a’j’ai><ekvai> = <ai,aj><ai,aj> = |(ai,aj>|2 = 2.

k=1
Dann ist X der kleinste UVR von K™*™ | der alle Matrizen vom Typ P; enthélt.
Statten Vektorraum X mit Skalarprodukt (A, B) p = tr(AB*) aus.
Betrachte Gram-Matrix der Elemente P, ..., Py des Vektorraums X
1 c?

B = (P, P)F);; =
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Nach obigen Lemma sind 1+ (N — 1)c? und 1 — ¢ die EW von B, beide ungleich Null
wegen ¢ € [0,1)

= B invertierbar = (Py,..., Py) lin. unabhéngig. in X.

Somit N < dim X.

Wir betrachten jetzt den Fall der Gleichheit N = dim X. Dann sind (I, P, ..., Py) linear
abhéngig im VR X. Setze Ag =1,A, = Py, ..., Ay = Py, dann ist entsprechende Gram-
Matrix

m 1 ... 1
1 1 c?
C = ({4 Aj)r)ij =
1 1
singular. Also
m 1 1 9
0 1—-1/m A —1/m L=1/m ¢ =1/m
0=detC =det | . ) =m - det
6 —1/m | 1—-1/m ¢ —1/m L=1/m
1 b
1\" 21
:m-(l——) det , p="C
m b 1 m—1
—_————

hat EW 1—b und 1+(N—1)b
Wegen det C' = 0 muss (mind) einer der beiden EW verschwinden. Welcher?

m—14+1—mc?

0=1-0= — & m =mc® Der nicht!
0=1+(N—1)b= m_lﬂji__ll)(mcz_l) S0=m—1+(N—1)(med—-1)
N —m
@—(N—l)chZm—N@czzm
Also maXi’j:i;lé’j”’n {ai,a;)] = p = (N]V_;lmm Damit impliziet Satz 4.11f {ay,...,ayn} ist
ETF. U

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 47 VOM 16.6.25 |

BEISPIEL 4.17. Ist die obere Schranke N < dim X scharf, oder kann sie verbessert werden?
Beispiele, wo in der Schranke Gleichheit eintritt.
(a) m =3, N:6:%,c:: —‘/52_1

Dann bilde normierte Spalten von

1 0 ¢ 1 0 —c
c 1 0 — 1 0
0O ¢cl 0 —c 1

gleichwinkliges System in R?. (Beachte: Spalten ergeben sich durch zyklische Verschie-
bung.)


https://www.youtube.com/watch?v=-BOJaeIXtZA
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(b)y m=7, N=28="728
Vorzeichenflipps ergeben vier Vektoren

(1,£1,0,%1,0,0,0)" € RT

zyklische Verschiebung ergeben 28 Vektoren. Normierung ergibt gleichwinkliges Sys-
tem in R7.
(c)m=2 N=4=2% c:=e™*\/2 -3

1 ¢ 1 —c
c 1 —c 1
bilden gleichwinkliges System in C2.

Falls K = R wird aber die Schranke N < m(mTH) nicht in allen Dimensionen angenommen.
Denn es gilt folgende zahlentheoretische Bedingung;:

SATZ 4.18. Sei m > 3. Gibt es ein gleichwinkliges System von N = w Vektoren im
R™, so gilt

m+2=(2k+1)°
fiir ein k € N.

Dagegen wird vermutet, dass fiir jedes m € N ein gleichwinkliges System aus N = m?
Vektoren in C™ existiert, s.d. die erzeugte Matrix A € Cmxm* Kohirenz

1
m—+1

Iu =
hat.

SATZ 4.19. Sei m > 5 Primzahl. Dann kann man ein A € C™xm* Lonstruieren mit

HT U

2. Koharenz und Basisjagd
SATZ 4.20. A € K™N mit {y-normierte Spalten. Angenommen
pa(s) + (s = 1) <1
Dann kann jeder Vektor x € KY wvia Basisjagd rekonstruiert werden.
Erinnerung: Basisjagd hisst ¢;-Minimierung (Py).

BEWEIS. Wir wollen zeigen, dass A die N Ry hat.
(Also S € N,|S| = s,||vs|l1 < ||vse]1Vv € ker A\ {0})
ai,...,ayn lo-normiert. , v € ker A\ {0}, i € S

N
Av=0
vi = vilai,a;) "5 =Y wilag,a) = =Y vilag,a) — Y vilag, a;)
j=1 JjEeSse JES
i J#
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Dreieckungleichung:
|vi < Z |vj[{ay, ai)| + Z |vil[{a;, a)]
jese j€S
JFi
Aufsummieren:

lwslle = 1ol <Y fvilldag anl + > 0> Jvjli{ag, as)l

€S €S jEST i€S jES
J#i
=Y ol (O Waga) + Y ol (D ag,a:)))
jese ieS jes i€S
—— ~— i#]
=|lvsellr <pi(s) =|lvs]1
<pa(s—1)

= |lusll < pa(s = Dlfvsll + pa(s)lvse s

Falls u1(s) = 0, so |lus|ly = 0 aber ||vse|]y # 0, fir v # 0.
Umstellen und Annahme vom Satz ergeben:

pa(s)lolls <(U = pals = D)llvsll < pa(s)losells

Also ||vs||1 < ||vse|[1Vv € ker A\ {0} wie erwiinscht. O

BEMERKUNG 4.21. (1) Wegen pi(s)+pi(s—1) < sp+(s—1)pu = (2s—1)p, ist Satz
.20 anwendbar, falls

(39) (2s—1)pu<1

(2) Bei einer Messmatrix A € C™N die y < i erfiillt (wie z.B. solchen in Satz

4.19)) so reichen

Messungen, um

5 1 <23—1 <23—lc <23—1 1
(2s —1)u < N ¢ — N <
zu gewahrleisten und damit die Anwendbarkeit von Satz [4.20]
(3) Der bisherige Stand der Forschung zu diese Methode erlaubt es nicht, allgemeine
Rekonstruktionskriterien zu etablieren bei denen die Anzahl von Messungen m
in s sub-quadratisch wachst.

Illustration dazu Seien folgende Relationen erfiillt:

< (25 — 1)?

2m < N
2 ) m— Y

pi(s) + (s —1) <1,
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Dann folgt mit verbesserter Welch-Schranke [4.12

1>M1(5)+N1<5_1)2(25_1)\/(1\7]\[_;1%: V(25 = 1)7 (]i/v—_lT)nm

> QN_m>\/ N >1
- N—-—1 " VN-1

also Widerspruch.
Da wir bereits frither die Intuition entwickelt haben, dass eine linear in s wachsende Anzahl
m von Messungen ausreichend fiir die Rekonstruktion mittels Basisjagd sein sollte, ist die
vorliegende Methode unbefriedigend.
Die nun folgende Verallgemeinerung, soll dazu dienen die Anzahl m nur linear wachsend
in s wahlen zu konnen.






KAPITEL 5

Restricted Isometry Property (RIP)

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 48 VOM 16.6.25

1. Definition und Eigenschaften

DEFINITION 5.1. A € K™Y s € N | §,(A) ist die RIP-Konstante der Ordnung s , wenn
0 die kleinste Konstante ist, so dass:

(1= 0)ll=ll3 < [Azl3 < (1 +0)|lz3 Vo € KT

Ahnlich wie in Bemerkung zu Satz|4.3|sehen wir, dass die obige Definition ist &quivalent
zZu

0s(A) := max [|[AgAs — Ig|2o-
SCN
[S|<s

Denn: Wir haben |||Az||3 — [|z]|3]| < d]|z|]3. Es gilt

|Az|3 — ||z]|3 = (Az, Az) — (z,2) " "= (Agz, Agz) — (z,2)
= (AlAsz,x) — (v, 2) = ((AAs — Is)x, x)

(AzAs—Isjaa)| 5

B

= ||A*SAS — IS||2—>2 = MaXgz-£Q

PROPOSITION 5.2. (1) 61 <9< <5, <+ <y
(2) RIP bedeuted, dass fiir |S| < s alle Eigenwerte von ALAg in [1 —0s, 14 04] liegen.
Insbesondere, falls 65 < 1, dann ist Ag injektiv.

BEWEIS. Zu (1): Folgt aus: K¥ c K¥, .
Zu (2): Ahme Beweis von Bemerkung nach.
Falls 0, < 1, dann ist A§Ag positiv definit und Ag injektiv.

O
SATZ 5.3. A € C™*N mit ly - normiert Spalten ay, . ..,ayn. Dann:
(a) 61 =0
(b) b2 =p

() ds <pi(s—1)<(s—1Dpu,s>2
BEWEIS. (a) z € CN 1—sparse.
?
Az = llzll3| =

Ohne Einschrinkung betrachte e; € CV i—te Einheitsvektor: ||Ae;||3 = ||ai]|3 =
1 = ||e;||3. Damit: §; = 0.
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https://www.youtube.com/watch?v=A0GtpY0TTHU
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(b) Sei Ay, jy := (a;,a;).

(40) 09 = max ||Afi7j}A{i7j} — D20
Af Ay — b= (Z_;) (a;,a;) — Ir = (<ai,1aj) <a],1&l>) B ((1) (1)) _ ((m?aﬁ <a36az>)
P AT
= @) = max |{a;,a;)] = p(A)
(c) Nach Satz [4.3| und Bem. liegen alle Eigenwerte von A5Ag in
[1—pa(s—1),14 (s —1)]

Also:
(41) (1= 00,146, C [1—pa(s— 1), 1+ pa(s = 1)]

damit 0, < py(s—1) < (s —1)p.

U

2. Vergleich mit Orthogonalitat
LEMMA 5.4. u,v € CN, Jlullg < s,[|v]lo < t, suppuNsuppv = 0. Dann:
|[(Au, Av)| < Gspel[ull2]|v]2
BEWEIS. suppu Nsuppv = ) = (ug,vg) = 0, wobei S := (supp u) U (supp v). Damit
lu+vllo <s+tund |S] < s+t
|<AU, AU>| = |<A5u5, AS’U5>|
= |(Asus, Asvs) — (us, vs)|
= [((AsAs — Is)us, vs)]
< [[(AsAs — Is)us|l2[lvs |2
< [|A5As = Isll2-2[usll2]lvs |2
< st Jus]lz [Jvs]lz
flll llvll
=|ull2 =]v|2

O

DEFINITION 5.5. A € C™*N 0, ,(A) heift (s,t)-restricted orthogonality constant und ist
das kleinste 6, sodass
Vv € CV s-sparse , Vv € CV t-sparse mit suppu N suppv = 0

[(Au, Av)| < Of[ufl2|v][2
Aquivalent: 0, = max{|| A5 Ag|la2 | S, T C N,|S| <s,|T| <t,SNT = 0}
SATZ 5.6 (Vergleich zwischen 6,; und d5,). Es gilt

Qs,t S 5s+t S (855 + t(st + 2\/§85,t)'

s+t
Fallst = s, dann 0 5 < 695 < 05 + U5 5.
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BEWEIS. Erste Ungleichung folgt aus Lemma [5.4] Fiir die zweite Ungleichung miissen
wir zeigen:

1
‘||Ax||§ — ||z||3] < ?(368 + t0; + 2V stbs ) Va € KV sparse und mit ||z, = 1.
s

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 49 vOM 17.6.25

Zerlege normiertes * = u + v in u € KN, v € K¥ mit suppv Nsuppu = 0. Insbesondere
u 1L v und

L= lz]3 = [lullz + lvl3

[Az[|3 = (A(u +v), A(u + v))
= [|Au|)3 + || Av]|3 + 2R((Au, Av))

Damit

Az |3 = llzl3| < |Aullf — ] + |1 Av]E = Nol3] + 21(Au, 4v,)]
< aullull3 + &lloll3 + 204 lullo o]l

= dsa+ 0;(1 — a) + 20, 1/ a(l — a) = fla), a = ||lul5 € [0, 1]

Kurvendiskussion ergibt: f ist unimodal:

Es existiert Maximalstelle o von f in [0, 1] mit:

f ist isoton/nichtfallend auf [0,a*] und f ist antiton/nichtwachsend auf [o*, 1]
Nun machen wir eine Fallunterscheidung

ABBILDUNG 2.1. Funktion f(«)


https://www.youtube.com/watch?v=Kup00a3e_xk
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lunvem dis koss om wo\QEﬂL:

Ao DO AT =R st omi moda

dloas ax. gm oLF ¢ ﬂ(?(ﬂ So ol ass
o L iso tom [ micht kedl end ik R
o | awhiton [ micht wacksimd avk [o* 4]
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(1) Falls a* < %5, insbesondere f antiton auf [-%;, 1]
Waéhle u und v so, sodass
e y die s grofsten Eintrage von z enthélt,

e v die t kleinsten Eintrige # 0 enthalt.

Dann gilt:
ul|3 wp)? 4 -+ |ugl? t vl 1 —||ul?
[l _ Pt e 0l Ll
S S t t t
= ”uS”g - ||ut||§ > 1/t = ||lull3 > ;% insbesondere

F(lull3) < f (}H)

(2) Falls ;35 < a7, insbesondere f isoton auf [0
Waéhle u und v so, sodass
e u die s kleinsten Eintrage # 0 von x enthélt,
e v die ¢ grofiten Eintrage enthélt.
= |lull3 < ;35 insbesondere

el

PO < 7 ()

In beiden Fillen kénnen wir also f(a) durch f (%) abschétzen. Damit

_S_
s+t
S
s+t

1
= [IAell ~ lol}| < ft0) < £ (5 ) = (60 160+ 215080

O

Wie ist das Verhaltnis von RIP-Konstanten d; und der restringierte Orthogonalitétskon-
stanten O, bei unterschidelichen Dimensionen s zueinander?

PROPOSITION 5.7. Firr,s,t € N mitt > s gilt

(a) Oir < \/EQS,T

(b) 0 < E26y, + 46, d =ggT(s, 1).
Spezialfall: t = ¢s, 6.5 < o

BEWEIS. Seien u € CY,v € C¥, suppuNsuppv = 0.
7.z

(a) (Au, Av)]| < /04, [ulllo]l
(b) [IlAul — lul| < [520, + 26l
Sei d ein gem. Teiler von s und ¢. Dann ex. n,k € N, sd s = kd, t = nd. Bezeichne
T ={j,...,J:} DO suppu. Definiere Sy, ...,S, C T durch:
Si = {JG-1)dt+1s - - -+ Ji-1yd+s mod t}

T =t |Si|=s, >, |Si| = ns = nkd = kt
= gleichméfbige k-Uberlagerung.
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= jedes j € T gehort zu genau k Mengen S; =

1 <& 1
(42) w= s w fulf = >
Daher:
(A, Av)] < 237 (A us, A v )| 1})
u v — i _ .
) = : us; , v k’ S
=1 GC'ng ECQT =1

Cauchy-Schwarz

Also folgt Teil (a)
Nun zu (b):

[ Aull3 — [Jull3] = 1{(A

n 1/2
95,7”
< A ||U||2\/5<Z [|us, ||§>
i1

A — Tu,u)|

1 — .
< 72 Z [((A"A = Dus,, us,)|

,j=1

[(Ba,y)| < IBI - =]l - Iyl < -5

Cauchy-Schwarz < —

k:2

= (77/52

Z |<(AgiUS]'ASiUSj - ‘[)uSi’ u57>| + Z |<(ATS'1ASZ - I)usm u51>|

L%,j=1

i#]’

Z Oas[us ll2flus; 2 + 25 s, 13

| i,j=1
i#j

) (0

i=1

s_ 525_

k2

g3

ollul3

1
B (00~ 10600 Il

t d
= (525§ - 5(625 - 55)) HUH%

wegen

n
k

S
S§

1_d _d

"k kd s

¢
k s

S8

n

=1

525712 lus, I3 = (825 = 85) Y llus, ||§]
— p

n
2 0oy [l

n n
> Gaallus, lallus,lla = dadllus, ll2lus, Hz]
=1 =1
B n n
(3

|

|



2. VERGLEICH MIT ORTHOGONALITAT 79

Je kleiner k£ desto besser die Ungleichung. Wegen Bedingung s = kd: Je grofer d desto
besser die Ungleichung. Also wéhle d =ggT(s, t).

t—d d
el - g < (82555 + 26, Jul

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 50 VOM 17.6.25

Je kleiner d; ist, desto starkere Implikationen ergeben sich.

Daher Frage: Wie klein kann man &, machen (bei geeignet gewithltem A € C™*V)?
Kann d5 bel. nahe an 0 sein? Oder gibt es untere Schranken an d, 7

Dies hiangt natiirlich von den Dimensionen m, N, s € N ab.

Es gilt dhnlich wie beim Welch-Schranke fiir Kohérenz:

SATZ 5.8. Seien ¢ = ﬁ ,C=30,D = % Wihle s,m, N € N mit N > Cm und s € [2, N].
Ist 6, € [0, D) und die RIP Konst. eines A € C™N | so:

(43) mo2 >cs &0, > €
V' m

BEMERKUNG 5.9. s = 1 ausgeschlossen. Falls A normierte Spalten hat, dann §; = 0.

BEWEISANLEITUNG VON SATZ 5.8 DIESER BEWEIS IST UNREDIGIERT:
(1) Wéhle t = | 3] > 1. Zerlege

A:[ A ] A |An]
~— ——
t—Spalten t—Spalten Rest

= N <nt, ty,...,t,_1 € C™'. Fiir 1,j € m, 1 # j gilt:
| A Ai = Ilae < 6 < 6
[ A7 Ajll2sa < Orp < 0ar < 05
Damit gilt fiir EW:
1= 6, < \p(AXA)
or(Aj4;) <
(2) H=AA" e C™ ™ G =A"A= [A A}

’j:

(o9

<144

| € CNVXN. Zeige mit (1):
tr(H) > nN(1—0ds)
tr(H)* < mnt[(n —1)6; + (1 + 6,)%]
(3) Kombiniere zu:
nt(1 — &,)?
T (n—1)02+ (1+4,)°

m

= Beh.


https://www.youtube.com/watch?v=sxGCETgS8bE
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BEMERKUNG 5.10 (Stellen nun bisherige Ungleichungen fiir 5 zusammen). Bekannte
obere Schranke: Fiir A € C™*" mit optimaler Kohérenz p < \/C—lm folgt:

s
Y

s
vm o /m

Kann man diese (fiir gewisse Klassen von Matrizen A) verbessern?
Gerade gezeigt in : Universelle untere Schranke

53 > E ~ i
Vm  \Vm
Ziemlich grofse Diskrepanz zwischen bewiesener unterer und oberer Schranke. Faktor /s:

Welchen Einfluss hat das?
s=100=+/5=10, s=25=+/s=5

5s§(5_1>,u§

Daher wire es wiinschenswert, (fiir gewisse Matrizenklassen) eine obere Schranke wie die
untere nachzuweisen.

universelle juntere Schranke |
w w

s/m Js s/\/m

obere Schranke fliir manche A
w

BEMERKUNG 5.11 (Welche Bedeutung hat dies fiir die notwendige Anzahl m von Mes-
sungen, damit sich eine RIP-Konstante d5 ergibt, die (hinreichend) kleiner als Eins ist?).
Falls wir (nur) eine Schranke d5 < ¢ \/im zu Verfiigung haben, liefert eine lineare Anzahl

von Messungen m > c*s

~

s d s d
bs < d—=< ——< —/s
° - \/m_c*\/g_c*\/_
also eine nutzlose Schranke, die nicht einmal beschrankt bleibt. Demnach gibt erst eine
quadratische Anzahl von Messungen m > c*s?
/
c

*

0y <d—=< —=<

Q*lm
w | »

Bk

Q

-+

ein niitzliche Schranke, sofern der Quotien g—; kleiner als Eins ist. (1/3 ist schon eine gut
brauchbare Schranke, siche spéter.)

Wiéren wir imstande, Matrizen A mit RIP-Konstanten der Qualitat

0, <y —
m
(wie sie potentiell moglich sind, da sie die untere Schranke erlaubt) nachzuweisen oder
sogar zu konstruieren, wiirde auch eine lineare Anzahl von Messungen m > c*s zu
C/ /

*

| Q

6s < ¢ < <

*

%
B

also einer fiir Basisjagd effektiven Schranke fiihren, sofern z.B. ¢//¢* < 1/3.
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| LINK: [VORLESUNGSVIDEO 51 VOM 23.6.25 |

Zum jetzigen Zeitpunkt kennt man keine Matrizen A € C™ fiir die §, < ¢\/Z gilt.
(Idealfall und erméglicht effektive Basisjagd mit linearer Anzahl von Messungen). Dagegen
ist die Existenz von Matrizen mit etwas schlechterem §; bekannt. Fiir geg. 6 € (0,1),
m, N, s € N gibt es zufillige Matrizen A € C™*" mit

e- N

0, <6 sofern m > ci In(

0?2 )
Bis auf den Wurzel-log-Faktor stimmt dies mit der bestmdoglichen Schranke aus dem Satz
tiberein.


https://www.youtube.com/watch?v=3ezf1p3NzqQ




KAPITEL 6

Basisjagd (P;) mit RIP

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 52 VOM 23.6.25

SATZ 6.1. Seien s,m, N € N, A € C™N _ Falls fiir A gilt

1
528<§

so ist jedes v € CY die eindeutige Lésung von

min ||z||; mit NB Az = Ax
zeCN

LEMMA 6.2. Seien g >p > 0,s,t € N,u € C*,v € Ct mit

max |u;| < min |v;]
1€S jet

Dann t'/2lull; < s*/7v]l,.
BEISPIEL 6.3. s =¢,p=1,¢=2= ||z[l2 < J=[lv[h

BEWEIS VON LEMMA [6.2]

] < 10— (257 )" < e
minful < 5 = (520 hul) " < el
1=

Analog fiir ||v||,¢~'/?. Beobachtung folgt bei Anwendung der Voraussetzung. O
BEWEIS VON SATZ [6.1l Es ist ausreichend die NRE zz., dh.

1 —
HUTH1<§HUH1 Vo € ker A\ {0} VT C N,#T = s.

Wir werden sogar

loz]ls < QLQEHUHI Yo eker A, T CN,|T| =s

zeigen, wobei p = 222 < 1, da 0y < 3. C-S-Ungl. sagt némlich [lur|l; < v/s|lvrlls <

1_525'
Sllvlly-

zz: Falls wir die Ungleichung fiir 7" = Tj := {Indizes mit s groften Werten von |v;|} be-
weisen, gilt sie auch fiir alle anderen T. Wir unterteilen 7§ = N \ T in

Ty = {Indizes mit s groften Eintrdgen von |v;| in 1§},
T, = {Indizes mit s groften Eintrégen von |v;|in (Tp U 1)},

USW.

83


https://www.youtube.com/watch?v=3UqxMeYr5Dw
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Dann fiir v € ker A gilt AUTO = A(—vp, —vp, —...) und so
oz |17 < . HAUTon 5 > (Avg, A(—vr)) .
k>1

<52s||vT0H vz, 12
Dividieren mit ||vg, |2 liefert

623 1Y
vz [l2 < 1= 5, Z vz [l2 < 527”7% =

k>1

l\DIE

7llv||1

BEMERKUNG 6.4. Es reicht 20, , 4 6, < 1 statt d, < & anzunehmen.

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 53 VOM 23.6.25
Satz sagt nichts iiber Stabilitit & Robustheit von (Py) aus.

SATZ 6.5. Seien s,m, N € N, A € C™N_ Erfiillt A

4
bys < —— = 00, 6246,
Y|

so erfillt fir jedes x € CN und y € C™ mit | Az — y||o < n die Lisung x¥ von
I ter || Az — <

min [z[l; unter [|Az —yll» < n
die Fehlerabschdtzungen:

iz = # ]l < —=ou(@)s + Do,

|z — 2#[|y < cog(z)1 + Dy/sn,
wobei C', D nur von do5 abhdngen.
Sowohl die ¢;- als auch die ¢5-Schranke, als auch ¢,-Schranke fiir p € [1, 2] folgen aus:

SATZ 6.6. d25(A) < = A erfillt RNRY; mit p € (0,1) und 7 € (0,00), die nur von
d2s(A) abhingen.

LEMMA 6.7 (“Umkehrung” C-S-Ungl.). Seien a; > ay > -+ > a5 > 0. Dann

1O Vs

/2 2

a1+...a8§—§ a; + — (a1 — as)
\/Ejzl 4

BEWEIS VON LEMMA [6.7. Ubung O

f


https://www.youtube.com/watch?v=VHrYepwE610
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BEWEIS VON SATZ [6.6. Wir suchen p € (0,1),7 > 0, sd.
Lllorell + 7 Al

NG

Vo e CN. T C N mit |T| = s: |Jvrlls <
vergleiche (RNR)?; in § in Kapitel
Wie vorher reicht 7' = Ty := {grokte s Werte von Komp. von v}. Definieren wir
T, = { grofste s Werte von Komp. von v in 7§}
Ty = { grofte s Werte von Komp. von v in (To U T7)°}
usw.
Da vy, s-diinn ist, ex. ein [t| < dg, so dass
(44) JAen = (1+ ) om, 2

Immer gilt t* < §2 < §2,. Wir nehmen zuerst an [t| < dy,, und betrachten Spezialfall
|t| = 025 am Ende des Beweises.
Wir zeigen Vk > 1

(45) [(Avg,, Avg, )| < 4/ 05, — 82| [|2]lvz, |2
Dazu: v v
U — To W= 619 Ty,
vz |2 vz [l2

wobei 6 € [0, 27), sodass
|(Au, Aw)| = R((Au, Aw))
Fiir bel. o, 8 > 0 liefert Binom. Formel:
2(a+ B)[(Au, Aw)| = 2(a + B)R((Au, Aw))
= [|[A(au +w)[3 — [A(Bu — w)||5 — (o® — 5°)]| Aull;

RIP und (44) 9 2 2 2
< (T+da)flau+wl[z = (1= b)) [|fu— w2 — (o = 57)(L 4+ 1)[ul2

052(523 - t) + 52(525 + t) + 2523

Wihle o = —2tl 3= D2l

ulv,normiert

2523 (528 + t)2 (525 B t)z

3.Binom.

525 +t+ 525 —t+ 2525 = 4525
= [(Au, Aw)| < /03, — 1> < (45)

Als néchstes:
HA,UTong = <AUT07 AUTD) - <AUT0? AU) - Z<AUT07 Aka>

k>1

C5-U & < || Avg, [lol| Avll2 + Y /02, — 2 [log |lallvr, |12

k>1

(46) @) = lorlla (VIFEAvlz + /3, = 23 llor, )

k>1
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Nach Lemma gilt

1 s
loz, 2 < %HUTkHl + T(U}f — ),

wobei
v grofter

v, kleinster }Wert von |vj], j € Tj ist.

:me<zowm-£u—m)

k>1 k>1
< ||UT5 1 n évf
N
gl \/_1|U1\+ -+ Lo

u !
’UTC
\/_

(Teleskop Argument)

(Anordnung )

1+ - ||UTo 2 (Cauchy-Schwarz)

Einsetzen in ({46])

(%
= JAvnl < omlla(VIF I Avls /3, — el fg plmley
UVl NG 4

=(1+t) oz, II3

Da |t] < 65 gilt ¥ f;t < \/ 2 und damit

||AU||2 025 vzl bas lon o
\/1+t \/1_633 \/5 1_535 ’

[ozy |2

Nutzen —— < —L_ fiir

| Av|| o5 vrelh dos

< + + 3
SN I v Y W L

Subtraktion:
D25 vz V14 o
= florylo < - — || A,
\/1—03, — = 1—02 — =
—,pél =T
Jetzt:

D
le - & ot 1
p < @4528< 05, = 16525<

Dann gilt RNR{ mit p und 7 wie oben definiert.
Nun zum Spezialfall [t| = da5: Da 05 < \%ﬁ gibt es

4
o€ ((525, \/ﬁ)
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Dieses erfiullt dann insbesondere

| Az]|3

F—t">0und 1 -6 <1—6y < g
12

< 14095 <149 fiirx#0

Also kann man den Beweis oben durchfithren, indem man iiberall do;, durch ¢ ersetzt.

Wegen § < Jiﬁ ergeben sich dieselben Abschétzungen.

O

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 54 VOM 24.6.25 |

BEMERKUNG 6.8. (a) Aus Kapitel 3 wissen wir, dass falls NRE erfiillt fiir A (also klappt
Basisjagd fiir A) so auch fiir Matrizen GA (G invertierbar) und

~ A

i [3)
denn zusétzliche Messungen erhalten die NR-Eigenschaft.
Wie ist das bei RIP?

e 0;(A) =05(UA) fiir U € C™*™ unitér

o Fiir A = g ,B € C™N kann §,(A) > 0,(A) gelten, obwohl mehr Messungen
zur Verfiigung stehen

e beispielsweise fiir

A=a,...,a,) €C™N. B=10,...,0,v/2+0] €eC*¥ und z=(0,...,0,1)"
wobei § = 05(A), ergibt sich

2

|Az|? = H{O,...,Ofl\/m} (0,...,0,1)T
= llanll3 + V2 + 6> > 2+ > (1 +6) |23
e Auch Skalieren kann RIP verschlechtern, zB.
JA mit §5(2A) > 05(A)

(b) Was ist die grokte (schlechtes erlaubte) Konstante 05", sodass Basisjagd klappt fiir
s-sparse Vektoren, sobald — dy, < 0527

e Fir jedes € > 0 kann man Matrizen A konstruieren, sd. |d95(A) — \%| < €, aber

Basisjagd funktioniert nicht fiir Signal z € C¥.

e Fiir jedes n € N kann man Matrizen A konstruieren, sd. d,(A) > 1 — < hat und
Basisjagd funktioniert fiir Signal z € C¥

(c) Was passiert, wenn wir die anderen Ordnungen der RIP betrachten?
Ac meN

e §,(A) < 3 = Basisjagd funktioniert immer, d.h. Optimierer z* von (Py) ergibt

Originalsingal = € CY.
1

e 0,(A) = 3 = im Allgemeinen funktioniert Basisjagd nicht, d.h. es gibt Matrizen

A mit 6,(A) = 1/3 und z¥ # = € CY bei Basisjagd.


https://www.youtube.com/watch?v=uvmnkcg6XOA

88 6. BASISJAGD (P;) MIT RIP

(d) Wir wissen, dass VA € C™*V gilt:

const. s

(47) mé? > const. s bzw. &, >
m

Die Konstruktion von Matrizen A mit einer zu ahnlichen, aber oberen Schranke
an d,, vgl. Bemerkung [5.11] ist bisher nur mithilfe von Zufallsvariablen erfolgreich
implementiert (d.h. A ist Zufallsmatrix ) und erreicht zumindest

5.(A) < \/const. Sln(ﬂ)

m S




KAPITEL 7

Basisjagd mit zufilligen Matrizen

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 55 VOM 24.6.25 |
BEMERKUNG 7.1 (Idee/ Beispiel). Seien X = (X1,...,X,),Y = (Y1,....Y,) € R,
sd. X1, Y1, -+, X, Yo € {—1,1} jeweils mit Wahrscheinlichkeit %, unabhéngige Familie.
Normalisierung X = sz{ll% Y = ”}5,/”% mit [ X[3=1+---+1=m.
<X7 Y>2 = Z;nzl XiY;

E((X, Y)) = (i X, n) S E(XE(Y) = 0

Das bedeutet, X,Y sind im ,Schnitt” orthogonal. Wie weit “ streut ” die Zufallsvariable
(X,Y) um ihrem Mittelwert Null? Erster Indikator: Varianz:

Var((X,Y)) = E((X,Y)?) ~0=E (fj X;- n)

—E (i XinY;-Y]) = i E (XiX;YiY))

ij=1 ij=1

=Y EXX)EWY) =Y 0y =m,

i,j=1 i,j=1

5 1

E(X,Y)* = —
m

Intuition: Fiir ,die meisten Realisierungen ” sollte (X,Y") nahe Null sein.
Um dies zu préazisieren benutzen wir Konzentrationsungleichungen.

SaTz 7.2 (Markov-Cebysev-Ungleichung). Sei h: [0,00) — [0,00) monoton wachsend.
Dann gilt
E(A(XDx2en _ E(A(X])

P(IX|>¢) < 0 )

fir alle ¢ > 0 mit h(c) > 0.
BEWEIS. Auf {|X]| > ¢} gilt h(|X]|) > h(c)
= h()yxzep < (| X[)1{xze < (X))
Integration ergibt
h(c)P(IX| > c) < E(h(]X]); |X] > ¢) < E(h(X])).
Insbesondere kann man die letzte Ungleichung auch fiir h(c) = 0 formulieren. L

89


https://www.youtube.com/watch?v=kWxFpLMfyIk
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Ein besonders einfacher Fall ist die:

BEMERKUNG 7.3 (Chebyschev-Ungleichung). fiir ZV Z = (X,Y):
E(Z?) 1

_ 25 2 _

P(Zlze)=P(Z] 2 €) < —5~ = —
zB. fiir € = m~/* erhalten wir:
1 1
—1/4 _
Pz] 2 m )Smwfl/2 S Vm

Kontraposition & Interpretation
1-P(|Z] <m %) =1—-P(X,Y fast L) ist klein fiir grofe m
Um diese Strategie effizient zu implementieren, benttigen wir:

SATZ 7.4 (Bernstein Ungleichung). X;,..., X, : Q@ — R unabh. ZV mit E(X;) = 0 und
2

(48) E|Xi|" < n! R"‘Q%

firn > 2,1 € m und gewisse Konst. R,0q,...,0, € (0,00). Dann

T 112
V>0 P<|ZXZ-| 275) < Q¢ 7w T

=1

L2 _Nm 9
wobei 0% =" | 07

BEMERKUNG 7.5. (i) Bed. erinnert an Taylorentw.
(ii) n = 2: EX? < o7 ist Varianzschranke
(iii) (48) <> hohere Momente durch Varianz kontrollierbar.
(iv) Abfallverhalten von | ) Xj| ist irgendwo zwischen Gaufssch. und exponentiell.

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 56 VOM 24.6.25 |

BEISPIEL 7.6. (a) Beschrinkte ZV |X;| < k fast sicher mit EX? < o
= P(|zm:X-| > t]) < 2exp - Lﬁ)
A P o2+ £t 2

(b) Xi,..., X subexponentielle ZV, dh. es exist. 8,k € (0, 00) sd.
P(IXi| > t) < Be™™, (t = 0)

= 1 (kt)?
:»P(IZXilzwﬁexp(—met )
=1

Beweis: Ubung

BEWEIS VON SATZ [7.4]. Wir haben

Markov-Ungl.

P (in: X@ > t> 0>0:bel. P(eer,- > eet) < 6_9tE(602X") unabgéngig e—at HE(eeXi)
=1 i


https://www.youtube.com/watch?v=xA4tAGqvzg8&pp=0gcJCcEJAYcqIYzv
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Es gilt

— O"E(X]
Eefi = 5 GE(XT) (Taylor-Entwicklung und Fubini)
n!
n=0,#1
A—Ungl. > O"E| X"

|
s n:

o2

Ann. > .
< 1407 6 PR

2
n=2

2
geom._Reihe @2 ag; 1

N 21—60R

Einsetzen:

OIEEVERS) (BT
1+x<e etHexp( T 0R>)

L e )

:exp<—0t+§ﬁ)

Wahle 6="rimr eXp(_ t? o? t 1 )
)

N 02+Rt+202+Rt1—
t2/2
e (- 2

o2+ Rt

2+tR

Anhlich folgt P(—= >, X; > t) < exp ( — Uiﬁ;) und daher die Beh. O

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 57 VOM 24.6.25 |
Nun wollen wir eine Konzentrationsungl. fiir |Az||3 wobei ||z||s = 1 und A ,Gaufsch” ist

DEFINITION 7.7. Seien m, N € N . Seien g;; ~ N(0,1) fiir i € m,j € N unabhingige ZV.
Dann heifst

(standardisierte) Gaufssche Zufallsmatrix .

Konzentrationsungl. fiir solche A:

SaTz 7.8. Sei x € RN mit ||z|s = 1. Dann ex. eine absol. Konstante C' = 5z € (0,00) sd.:
vt e (0,1]:  P(|[|Az] — 1] > t) < 27"

BEWEIS. Idee: Betrachte Az, berechne E(||Ax|j3) =Var(Y;), \/%TL(Yl,...,Ym), Y; ~
N(0,1) und wende Bernstein-Ungl. an. Vektor


https://www.youtube.com/watch?v=o9PaZ2sBkWc
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1 N
Ar = — TG ;

hat Gauk ZV als Komponenten, da Summe unabh. von Gaufs ZV.
mit Mittelwert Null , da E(g; ;) =0

N N 2 N N
Var (Z xjgw) =E (Z xjgi,j) =E (Z fﬂjﬂﬁkgz‘,jgi,k) = Z 2B (9i9i) = 1
j=1 Jj=1

J,k=1 J,k=1

1Em

Also .

mit unabh. ZV Y3,..., Y, ~ N(0,1)
1
Az~ L2+ 472 > EAe = EY? = Var(vy) = 1
m
Mit X, = Y2 — 1

P(lllAz|3 — 1] > ) =P (%ZY?—H zt> —p (%in m)

Wollen Bernstein anwenden. Voraussetzungen priifen!

EX; =0da Var(¥;) =0

Y; hat Gauk-Abfall = X ist sub-exponentiell (Variablentransformation)
Yi~N(0,1)=5=2,k=1/2.Fir 0 <t <1 folgt:

1 (ktm)?
P Xi| >tm| <2exp [ -z
(zezm a m) B exp( 226m+/<otm)
5 1 x%**m
TEP\ T8 1 e
5 1¢
=2exp | —= m
P\784+¢/2

<2e —1 r m| =2e —t2m
=2 PATR 2™ TP U6

LINK: VORLESUNGSVIDEO 58 VOM 30.6.25

BEMERKUNG. In diesem Abschnitt weicht das Skript leicht vom Vorlesungsvideo ab.

Unser Ziel: Gauflsche Zufallsmatrix A = ﬁ(gij)ieﬁ wie oben hat mit hoher Wahrschein-

jEN
lichkeit kleine RIP-Konstante.
Genauer:

SATZ 7.9. Es ex. universelle Konstante C' = 144(1 +1n9) > 0, sodass fiir bel. N;m € N,
N >m,s, €,0 € (0,1) mit m > 05_2(s(ln %) +In %) qgilt

P(6,(A) <8)>1—¢

Beweis-Strategie:



https://www.youtube.com/watch?v=c295RHl8rhY&t=16s
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e Brauchen:

P(mAxug —1| > § fiir alle € RY, ||z}, = 1) <e
e Haben: Fiir festes € S*! = {z € R?| ||z|]s = 1} gilt:
1
P( Az|2 -1 5><2 (—— 52)
4213 1] > 8) < 2exp (— om

e Idee zur Umsetzung: o
Finde fiir jede Teilmenge T' C N, #1T" < s ein geniigend feinmaschiges diskretes
Netz von RY N S%™! und verwende Subadditivitét fiir P.

Dazu benoétigen wir:

SATZ 7.10. Seit > 0, d € N. Es ex. eine Menge N' C S*! = {x € R|||z|s = 1} mit
#N < (1+2/t)* und

(49) Vy € St er. einx € N mit |ly — x|l < t

BEMERKUNG 7.11 (Interpretation). Satz [7.10] < sphérische Kappen mit Radius ¢ und
Mittelpunkten x € A" bilden Uberdeckung von S*!.

Der Beweis von Satz [7.10] wird spéter gefiihrt. Zunéchst verwenden wir ihn, um Satz
zu beweisen.

BEWEIS VON SATZ[7.9] Union bound / Subadditivitit liefern:
P(0,(A) > 6) < Z Py e RY : |lyll. =1 und ||| Ay[2 — 1] > 9)

TCN,|T|=s

Invarianz der Verteilung = (JZ) P3y € Ry ,:llylo=1und ||Ay|3 — 1] > §)

.....

Ab jetzt bez. T = {1,...,s}. Satz liefert fiir jedes p > 0 eine Punktemenge:
N c{y e RY i |lylla = 1} mit #N < (1+2/p)* und mlj{} |z—yl|2 < p fiir alle y € STINRY
TE

Sei jetzt die Realisierung der ZM A so, dass gilt:
|[|Az||3 — 1] <t fiir alle z € V.
Benutze:
| Ayll3 — 1| <6 fiir alle y € RY mit [Jy[lz =1
&||Bllase <6 fir B=ALAr—1
Nun, wéhle ¢ richtig:

max [(By,y)| = max [(Bz,z) + (B(y + ), (y — 2))|
yeSs yEeSs

< max [(Bx,x)| + || Bllase |ly + 22 ly — |2
y€ess—1 ~——

<2

fiir geeignet gewiihltes z = x(y) € N

< max [(Bz,z)| + 2p|| Bl 22
yESS*l
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Aquivalenz oben

S t+ 2p||B||2—>2
Charakterisierung der Norm von B:

= [|Bllas2 <t +2p[|Bll2se

= || Bll2=2

fir p € (0,1/2).

Setze t := §(1 — 2p). Komplementrechnung ergibt: (T' C N immer noch fix.)
P(3y € RY mit [jyllo =1 und |[|[Ay[j3 — 1| > §) < PPz e N : |||Az|3 — 1| > t|)

< STP([ Al - 1] > 1)

zeEN
Satz [7.8l und Satz [7.10l mit S*—!

S 9 <1 + g) e—mt2/36
1%

50 Pz <2(142) (Temem oz (142)

Anzahl der Teilmengen und einsetzten:

Es bleibt zu zeigen, dass (H0) < e.

Fiir p € (0,1/2) ist t = §(1 — 2p) € (0,0) C (0, 1).

BO) < e M9 (1-20)2/36 > 2 <1 4 g) (N)
€ p S

36 2 N
> -2 —
@m_(1_2p>25 [sln(l—i—p)—i—ln(s)

Wiihle bspweise. p = 1 (fiir andere p € (0, 1) geht es dhnlich). Dann ist sIn(1+ %) =sln9,

und es ist noch (im 2. Summand) zu zeigen

o()n(2) o ()= (2

Das folgt aus: Vn,k € Nyn >k > 0: (%)k < (Z) < (%)k (HA)
Ergibt hinreichende Bedingung:

N 2
m > 14462 {s(ln <6—> +1n9) —i—ln—} ,
s

€
und die Beobachtung folgt mit der Wahl C' = 144(1 + In 9).

)€—m62(1—2p)2/36

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 59 vOM 30.6.25

BEWEIS VON SATZ [Z.10l Wihle z; € S* ! bel. und induktiv z; € S¥1, i =1,2,...,

sodass

(51) ||IL“Z‘+1—ZE]‘||2 >t j=12...1


https://www.youtube.com/watch?v=mCT23PwguJg
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so lange es geht. Sobald der Wert ¢ erreicht ist, so dass nicht erfiillt werden kann,
setzten wir N = 7. Dann gilt fiir jedes y € S

N
(52) min [ly — .| <1

ansonsten ergibt sich ein zy 1 = y, das erfiillt, im Widerspruch zur Abbruchbedin-

gung.

= Die Menge N = {1, ..., zy} erfiillt Bed. (19)). Wegen sind die Kugeln By/s(x1), . .., Byja(2n)
disjunkt. Alle Kugeln sind in Bj/2(0) C R? enthalten, insbesondere ist die Summe ihrer
Volumina abgeschétzt durch

N(t/2)1B1(0)] < [Biyaja| = (1+/2)"[B1(0)]

(1+t/2)4 /2 d

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 60 VOM 30.6.25 |

KOROLLAR 7.12. Es ez. eine abs. Konst. C' > 0 so, dass fir e € (0,1) und N,m,s € N
mit s < N und

mZC’(slnﬂ—an)
S €

und

1
A= ——=(¢i;)iem mit g;; ~ N(0,1) unabh.
\/m(gj)jiﬁ Gij ( )

mit Wahrscheinlichkeit > 1 — € jeder s-diinne Vektor x durch Basisjagd aus y = Ax
rekonstruiert werden kann.

BEWEIS. Satz(7.9| liefert P(d25(A) < 3) > 1 — € bei geeigneter Anzahl m.
Satz [6.1| bzw. Satz[6.5] garantieren &, < 3 = Basisjagd rekonstruiert . O

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 61 VoM 1.7.25 |
Auch robuste & stabile Basisjagd ist gewéhrleistet.

Benutze:
o Satz[7.9F P(d25(A) < \%ﬁ) > 1 — € bei geeigneter Anzahl m.
e Satz : das(A) < \%ﬁ = robuste & stabile Basisjagd.

BEMERKUNG 7.13. Wahrscheinlichkeitstheoretische Komponente im Beweis von Satz
war die Konzentrationsungleichung von Satz , dh. fiir festes z € SV gilt:

(53) P(|||Az]2 — 1| > ) <2e~ %5, t € (0,1)
Fiir beliebiges orthogonales /unitéres U: RN — RN erfiillt A = AU:
Pl Ax]2 — 1] > 1) = P(IAUIZ 1] > 1) = P([[A=lE 1] > )

fir 2 = Ux € SV~ Ist also A eine zufillige Matrix, welche die Konzentrationsung. (53))
erfiillt fiir jedes fixe z € SV¥1, so gilt ebendies fiir AU.


https://www.youtube.com/watch?v=Mntx3mlre6A
https://www.youtube.com/watch?v=sBJqEi_yZuU
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(a) Universalitét/Rotationsinvarianz
Was passiert, falls Signal x nicht in der kanonischen Basis sparse ist, sondern
in einer anderen (angepassten), z.B. Wavelet Basis? In dieser Situation ex. orth.
N x N basistransformations-Matrix U, sd. z = Ux s-sparse ist.
Da Az = AUz = Az ist Basisjagd auch erfolgreich fiir Matrix AU.

Fazit: Sparsity darf in diesem Kontext in jeder beliebigen Basis formuliert

werden.

(a) Andere zufillige Matrizen:

Das heifst alle Ensembles von Zufallsmatrizen, die diese Eig. erfiillen, konnen
anstelle von Gauk-Matrizen in den letzten 3 Sétzen benutzt werden, insbesondere

1
A = —(Xjj)iem, X;; unabh. ident. vert. subgaufssche ZV

vm N
konkret z.B. die beschrénkten
Rademacher/Bernoulli ZV P(X,; = 1) = } = P(X;; = —1)

uniform verteilte ZV X, ; € [—a, d]

DEFINITION 7.14. ZV Xy, ..., X, : (2,P) — R heiken Rademacher-ZV | falls sie unabh.

sind und .

X: (Q,P) — R heifit sub-Gaufische ZV, falls exist. 8,k € (0,00) sd.
P(IX| > 1) < g, (t>0)



KAPITEL 8

Exkurs: Das Lemma von Johnson & Lindenstrauss

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 62 VOM 1.7.25

e eng verw. mit der RIP-Eigenschaft
e Motivation unabh. von CS
e Bew. benutzt Konzentrationsung.

Idee/Aufgabenstellung:

Projeziere M gegebene Punkte {x1,..., 7y} C RY in einem Raum R™ mdoglichst kleiner
Dimension m € N, ohne die Absténde zu stark zu verdndern.

Anwendung;:

Effektives Speichern in Datenbanken. Oftmals ist die Dimension N des Datenraumes
hoch, es ex. aber nur wenige Datenpunkte. Dann speichert man die Daten besser nach der
Projektion in dem R™ ab und braucht nur M - m statt M - N reelle Zahlen zu speichern.

SATZ 8.1 (Johnson & Lindenstrauss-Lemma). Seien x1,...,zy € RN, t € (0,1) und
m € N,m > ct2InM = 80t 2Iln M. Dann ex. eine lin. Abb. A : RN — R™ abhdinging
VON X1, ...,Tp Mt

(54) (L=t — 255 < | Azs — Azgl[5(1+ )l — 25ll; (3,5 € M)
BEWEIS. Sei A = \F(gw)zen, gij ~ N(0,1) unabh.
Kor. [7.8 der Bernstein Ungl. :> fur festes # € RY und normiertes y = x/||z||, gilt:
P(l[Az]z = llzll3| > tll=[I2) = P([[ Ayl — | > t) < 2exp(—mt*/36)

Anwendbar auf jede Differenz z = x; — zj, i, € M. Nur i # j interessant. Es gibt (]QW)
solcher Paare. Subadditivitéat:
P(Hi #j € M mit || A(z; — x)|I* — [la; — 2" > t]lzi — ﬂfj\@)

) <J\2/[) efmt2/36 < M2€fmt2/36

Komplement:
P(H]Aaz:Z - ijHg — ||z — :@H%‘ < t||x; — x]H% fiir alle 4,7 € M) >1— M2e—mit*/36

Also ist die Ex. eines A mit gewiihrleistet, sofern M2e ™/ < 1 o 2InM <
mt?/36 < m > 72t*In M O

Vergleich mit probabilistische Methode von P. Erdés in der Graphentheorie.

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 63 VOM 1.7.25
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https://www.youtube.com/watch?v=H4zxX54uUF0
https://www.youtube.com/watch?v=Ir9_dBJ9Po0
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Kann man die Bed (untere Schranke) an m abschwéchen und trotzdem erhalten? Dh.
wir suchen nach komplementére Schranke. Sei

1
z;=—=¢; CRY, i=1,---,N, e,...,en kanonische Basis.
Nl 1 N
Pythagoras e |lz; —zjlla =1
Sei A= A(0,xy,...,xy) wie in JLL, dh.
= 1 1
Vi€ M:(1=0d)5 =(1=0)|aills < [|Az:fl; < (1+0)llaill; = (1+0)5

und

Vi,j € M:(1—20) < ||Az; — Ax;]|3 < (1+0)
Die erste Ungleichung implizert, dass alle Mittelpunkte Az; im Ball um 0 € R™ mit Radius
/(1 +8)/2 liegen. (Tatsédchlich liegen sie in der Kugelschale

B s\ B\/m(o)

aber diese Verbesserung werden wir i.w. nicht verfolgen.) Die zweite Ungleichung implizert,

dass die Kugel um Az, ..., Azy mit Radius —”12_5 disjunkt sind. Zusammengenommen

sind NV disjunkte Bélle mit Radius ¥~ im Ball mit Radius /(1 + 6)/2+ ¥2=* enthalten.

Volumenvergleich: mit By C R™ ergibt

V() s (varaze )

In N
S m > i =csIn N

CIn(1+ (/21%)

Das ist eine notwendige Bed. (untere Schranke) an die Dim. m damit eine lin. Abb
A: RY — R™ mit ex. kann. (Hier ist M = N + 1.)

Vergl. mit hinreichender Bed. aus JLL: m > 72t 2In M = C;In M

= Was die Abh. von M = N + 1 angeht, ist die untere Schr. an m in JLL optimal.
Allgemeines Resultat (ohne Beweis):

Satz 8.2 (JLN17| Larsen & Nelson, 2017). Fir alle 2> N, M € N und

1 0,4999
— <t<l1
(min{N, M})

existierten {x1,..., 1y} =1 X CRY, s.d. jede Abbildung f: X — R™, die

(55) (1= Ol = 25l < 1 (@) = )30+ Oz —all; (0,5 € M)
erfillt, auch

In M

mZC’N t2

erfillen muss.
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Beachte: Eine Einbettung
f: X — Rmin{N,M}

ist trivial zu realisieren.

BEMERKUNG 8.3. An probal. Werkzeug benutzte das JLL die Konzentrationsungl. in
S.[.§

P(|[|[Az]3 — 1] > #) < 2™/ fiir t € (0,1), ||z = 1
Also sind sowohl JLL als auch RIP Kinder dieser Ungleichung. Auch Bewise sind dhnlich.
RIP braucht aber Zusatzargument: Netz N C SNRY. Insofern ist RIP ist eine Verfeinerung
von JLL.

Dies gilt auch konkret im folgenden Sinne:

SATZ 8.4 (RIP = JLL). Seien x1,...,2y € RY,n,e € (0,1), A € R™N haben die RIP
mit dgs < 7 fiir ein s > 16ln(4%). Seien a = (ay, ..., a,) ein Vektor von Rademacher-ZV,
dann gilt mit W-keit > 1 — €.
(1 =n)llz]3 < [ADazl3 < (1 +n)llzl3 (i € M)
3]
mat Diag.matriz Da =
an

Ohne die Randomisierung mit D 4 ist die Aussage des Satzes falsch. Wahle dazu x1, ...,z €

ker A.






KAPITEL 9

CS mit strukturierten zufalligen Matrizen

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 64 VOM 7.7.25

Bisher: Zufallige Matrizen mit m - N unabhéngigen, (sub-)Gaufschen ZV sind (fast) op-
timale Mefsmatrizen fiir CS.

(Erkléart in Zusammenhang mit hinreichenden und notwendige Schranken an die Anzahl
m von Messungen. Abstrakte, theoretische Begriindung liefern Abschnitte 7?7 und )

Nachteil: Diese Matrizen haben keinerlei Struktur.
Struktur ist wichtig bei Anwendungen, wegen:

e In manchen Situationen sind nicht beliebige Matrizen als Mefmatrix realisierbar
(zB wenn nur Daten iiber Fourier-Koeffizienten zugénglich sind.)

e Struktur der Matrix A erlaubt schnelle Algorithmen, z.B. zur Multiplikation
Matrix x Vektor (z.B. FFT). Solche schnellen Multip. sind notwendig, um CS-
Problem hoher Dimension effizient 16sen zu kénnen.

e Grofse umstrukturierte Matrizen erfordern viel Speicherplatz (d = m- N), stuktu-
rierte Matrizen deutlich weniger, denn man muss weniger “Parameter” speichern.

Allerdings: Keine effiziente Methode bekannt, um deterministische Matrizen zu konstru-
ieren. — Brauchen “etwas” Zufall.

Wahrscheinlich bestes deterministisches Resultat (von Bourgain, Dilworth, Ford, Konya-~
gin &Kutzaro) bisher hat starke Einschrankungen an Dimensionen.

Satz 9.1 (|[BDET11] Bourgain et al. 2011). Es g¢ibt absolute Konstanten € > 0 und
mo € N, s.d. es fiir alle N > m > emg und m < N < m!'*e, eine explizite Matriz

A € C™N mit RIP-Konstante 6, = m™¢ der Ordnung s = Lm%%J gibt.

e =¢/b
co ~1/10.430 < 1/10.000
a ~1/200
m >86.000/co > 860.000.000
(v =6/50)
v <a ~1/200 < 1/100
v <1/(3m) < 1/30.000
€ =coy — 43a/m < 1/300.000.000
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https://www.youtube.com/watch?v=_Ope44bTyQc
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BEISPIEL 9.2 (Zufillige partielle Fouriertransformation). Fouriermatrix:
1 -kl N-1
Fr — —— <€—2mﬁ>
N VN 1,k=0
andere Normierung als in Definition in Kapitel 1. = Unitaritit: Fy! = Fy

Vorteil: Fi - x lasst sich mittels FFT schnell implementieren.

Konstruieren darauf basierend strukturiertes zufilliges A € C™*V:

1.) Wihle m Zeilen von Fy zufillig aus und bilde (m x N)-Matrix.
2.) Normiere die Spalten auf 1. o
3.) Erhalte Messmatrix A = LmRTFN € CN T C N,#T = m.

Aufgabe: Rekonstruiere sparses € CY aus Az, d.h. anhand m zufillig ausgewihlter Fou-
rierkoeff. z(ny),...,Z(nn,).

Um m Zeilen zufallig auszuwéhlen gibt es 2 Methoden:

(I) (Gleichverteilung auf allen m-elementigen Teilmengen C N.)
(IT) Wéhle ky, . .. k,, unabh. und jeweis gleich-verteilt in N — (eine Zeile kann mehrfach
gewdhlt werden). Im folgenden wird diese Variante benutzt.

In beiden Féllen: Az kann schnell berechnet werden: O(N In N). A*y ebenso.

Wie grofs muss m = #Messungen sein?
Notwendige Bedingung:

e Gelfandweiten
= m > csln % fir samtliche Messmatrizen A
e Unschéareferelationen
= m > csln N fiir (zuféllige) partielle Fouriertransformation

Hinreichende Bedingung:
Ist
m > c-s(Ins)’In N
so existiert (zuféllige) partielle Fouriermatrix, welche s-diinne Signale rekonstruiert (mit

hoher Wahrscheinlichkeit)

Unterschied zwischen notwendiger und hinreichender Bed an m ist nur (In s)3.
Offene Frage: Eliminierbar in hinreichender Bedingung?

SAaTZ 9.3 (RIP von zufilliger FFT). Sei A = \/LRRTFN c C™N die zufillige FFT von
oben. Es ex. absolute Konstante C' > 0 mit: Sind

(56) 6 € (0,1) und m > C62sIn*(N) > Co2sIn’(s) In(N)
erfillt, dann gilt

P (5S<LA) < 5) >1— N~



KAPITEL 10

Unscharferelation fiur inkoharente Basen

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 65 VOM 7.7.25

DEFINITION 10.1 (Beschriankte Orthonormalsysteme). e O Mafraum, L*(Q) Hil-
bertraum mit Skalarprodukt

* (¢;); ONS < (¢;, dx) = O
e Beschrinkt: Ex. Konstante K, sodass esssup,.q |¢;(z)] < K fiir alle j.

Wir beweisen eine Unschéarferelation fiir die diskrete FFT Fy wie oben:
T=Fyx,x = FK,i,Fﬁl = Fy
in der Sprache der “inkohérenten Basen”.

DEFINITION 10.2. Seien U = (upluy]...|uy_1), W = (wo|...|lwy_1). € CV*¥ unitér.
U, W heilen K-kohdrent, falls

N max  [(u,w,)| < K.
n,l=0,...,.N—1

BEMERKUNG 10.3. Diskussion.
(a) Unitaritit = (u;))" " ist ONB , (w;)) " auch

cs
= VN masyy | (un, w)] < VN ulalleols < VA,
= K < v/N universelle Schranke.

1 0
0 1
i Lk
= [{u, wy)| = |\/LN627”71|= \/Lﬁ =K=1

K =1 ist das kleinst mogliche K.
Demnach sind U = Fy und W = Idy sind optimal inkohdrent.

SATZ 10.4. Seien V,W € CN*N zwei K -kohdrente Matrizen. Seiy € CNV \ {0} und z,z €
CN mity = Vo = Wz. Dann gelten

N

(57) llzlloll2llo >75
2V N

(58) lzllo + [12]lo 2=

Diese Unschérferelation besagt: Es ist nicht moglich, dass sowohl z als auch & auf wenigen
Punkten konzentriert sind.
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https://www.youtube.com/watch?v=kGpVriFRrIs
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BEWEIS. Vo =Wz = 2 = V*Wz. Dann

x| = [(V*W2),| = (VW )gz| < wy, v z| <
|2k = |( !Z Jii21] Z [(wi, o) [z

maxy |<wl:Uk>§Tkﬁ

JJHh

= |zl < llzllo 7 12l
Analog: z = W*Vz = ||z]j; < ||z||0\/£ﬁ||x||1
Multipliziere Ungl. miteinande rund dividiere ||z|1]|2||1

2

= 1< ||I||0||Z||0W

VN
& VIl > Y
[]lo + 1[zllo VN
= 120 T W s s
2 - - K
Denn: arithmetisches Mittel > geometrisches Mittel 0
BEISPIEL 10.5. Fiir V = Fiy, W = Id erhalten wir:
lzllollEllo = N, lzllo + [[2llo = 2V'N
Exfiillt beispielsweise fiir ||z|o/|Z]lo = V/N.

Die Schranke (Konstante) aus der Unschéreferelation im letzten Satz kann man nicht
verbessern, wie man anhand von “Kamm-Vektoren” (delta-train) sieht.

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 66 VOM 7.7.25

SATZ 10.6. Sei N = n? und x € CV, der Vektor mit den Eintrigen
{1, fallst =0 modn
Tr; —

0, sonst

Dann gilt:
&=z und ||zllo = ||z]o = VN =n

BEWEIS. Fiir j € {0,...,N —1=n?— 1} gilt

N 1 omi il R
Tj = —= x N Betrag nur bei Vielfachem [ = k- n
VNS
1o~ o 1, fallsj=0 modk
= — e [ —
n— 0, sonst
= & = x, insbes.: ||z]|o = ||#]o = n = V/N. O

BEMERKUNG 10.7. Warum ist es wichtig, bei der Mefimatrix A = “zufillige partielle FT”
die Zeilen tatsachlich zufallig auszuwéhlen?


https://www.youtube.com/watch?v=Zsp24nF_gzE
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Beispiel der Kamm-Vektoren zeigt, warum manche deterministische sampling Mengen
T c {0,..., N — 1} fiir die Rekonstruktion von sparsen Signalen aus den Fourierkoeffizi-
enten (Zer) nicht geeinget sind.

Sei N = n? und = Kamm-Vek. wie oben. Wihle
T={0,...,n* —1}\ {0,n,2n,...,n* —n}

J/

-~

supp x
= 2}, = 0 fiir detlta-train, also Mefvektor y = Az = 0.

Jeder “brauchbare” , insb. jeder lineare Rekonstruktionsalgorithmus wiirde x* = 0 ausge-
ben, falls Messung y = 0.
Mit der Sampling Menge T" kann ich x nicht vom Nullvektor unterscheiden.

Beachte Méchtigkeiten: s = n = ||lz[l und m = #T =n* —n = 5% — s

Also: In diesem Fall von T reichen nicht einmal m = s? — s Messungen zur Rekonstruktion
aus.
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e Die Sampling Menge hat zuviel Struktur.
“Gute Sampling Mengen” besitzen moglichst wenig additive Struktur.

e Zufall ist einfachster Weg, um solche Strukturen bei Matrizen (meistens) zu ver-
meiden.

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 67 VOM 8.7.25 |

SATZ 10.8 (RIP von inkohérenten Basen). Sei A = \/LERTW*V € C™N qus K -kohdrenten
unitdren U, W generierte Zufalls-Abtastmatriz mit #1 = m. Es ex. absolute Konstante
C > 0 mat: Sind

(59) §€(0,1) und m > CK?*52sIn*(N)
erfillt, dann gilt

P(5.(4) <0) 21— N1

Beweis benutzt u.a. Dudleys Ungleichung fiir Erwartungswerte von Suprema von sub-
Gauls-prozessen.

DEFINITION 10.9. Fiir einen stochastischen Prozess X;: (Q2,P) — R, ¢t € T" definieren wir
die Pseudometrik s

dr(s,t) = (E|X, = X,)))'/* steT.
Die Uberdeckungszahl N (T, d,e) ist definiert als die kleinste ganze Zahl N, sodass es eine
Teilmenge F' C T mit card(F') = N gibt und mingep d(t, s) < ¢ fiir alle t € T gilt.

SATZ 10.10 (Dudleys Ungleichung). Sei Xy, t € T', ein zentrierter subgaussischer Prozess.
Dann gilt

A(T)/2
E [sup|Xt|} < 4\/5/ \/log(2N(T, dr,u)) du,
0

teT
wobei A(T') := sup, ;eq dr(s,t) den Durchmesser von T bezeichnet. Ist das Integral recht

endlich, so existiert eine Version des Prozesses mit f.s. beschrinkten und uniform stetigen
Pfaden auf (T,dr).


https://www.youtube.com/watch?v=dlXJ7ZZ-Vm8

KAPITEL 11

Gelfand-Zahlen

| LINK: VORLESUNGSVIDEO 68 VOM 8.7.25 |
e Kommen aus der geometrischen Funktionalanalysis und der Approximationstheo-
rie.
e Beschreiben Approximations-Eigenschaft von Operatoren zwischen BR (Banachréu-
men) und Fehler von Approximations-Algorithmen.

Siche z.B. [GG84] oder [CP8S|.

Hier:

e Analysiere Verbindung zwischen Gelfandzahlen von Einbettungsoperatoren und
CS.

e Zeigt: Effizient der Basisjagt kann i.w. durch keinen anderen Rekonstruktions/
Approximations-Algorithmuns verbessert werden.

1. Definition Gelfand-Zahlen, Gelfand-Weiten, und Rekonstruktionsfehler

DEFINITION 11.1. Sei X ein Vektorraum und M C X UnterVR. Dann ist die Kodimension
von M def. als

codimM =dim( X/M )
Quotientenraum

= dimX —dimM
falls dim X <oco
Additivitdt: codim(M;) = ky, codim(My) = ko,
max(kl, k?g) S COdil’Il(Ml N MQ) S kl + ]{?2
Duale Darstellung: M C X UVR

codimM = m < 3 lin. unabh. Ay, ..., A, € X*

so dass
M={ze X|M(x)=0=X(x)="--=\,(2)}
Ai()
= ker A, wobei Ax = :
Am(2)
X* Dualraum und A, ..., A, X — R sind (stetige) lineare Funktionale

107


https://www.youtube.com/watch?v=n5LHBrx9DnI
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DEFINITION 11.2. Sei T': X — Y lin. Operator zwischen BR und k£ € N.
Die k — te Gelfandzahl von T ist

(1) = dnf oo sup [T = inf | T ]l
codimM <k ll=z]=1 codimM <k

BEMERKUNG 11.3 (Eigenschaften der Gelfand-Zahlen).
D [T=ca(T) 2 c(T)>--->0
2) o1 (T +5) < en(T) + a(S)
3) ex(RST) < |[Rl[ex(S)[IT]
4) rankT < k = ¢(T) =0
5) cx(Id) =1 firId: X - Y = X mit dim X > k.

Wir zeigen hier nur die zweite Eigenschaft.

Sei € > 0
r €M C X,codimM < k= ||Sz| < (14 €)ck(S)||z|
r €N C X,codimN <= ||Tz]| < (1+e)a(9)|x]
Firz e MNN
IS+ Tl < [[S]] + | Tx]] < (1 + €) [er(S) + a(T)] ||
Nun gilt:
codim(M N N) < codim M +codimN <k —1+1—-1
<k+1l-1
Damit

Ck+l_1(S + T) S (1 + 6) [Ck(S) + CZ(T)]
Nun Limes € — 0.

DEFINITION 11.4 (Gelfandweite/Gelfand width). Sei Y ein normierter Raum, C' C Y
d™(C,Y) = inf  sup |lz]]

codimM <k zeCnM
heifst m-te Gelfandweite .
d°(C,Y) = sup,c¢ ||z]] < diam C
Ist T: X — Y linear, stetig, C' =T(B; C X) C Y, dann ist

d"™(C,Y) = ¢ (T).
DEFINITION 11.5 (Fehler in der Approx-Th.). Sei C' C Y. Definiere kleinstmdoglicher
Rekonstruktionsfehler bei m linearen Messungen:
E™(C,Y):= inf — = inf inf 5 —®o Lyx|y,
(CY):= dpf, e = Al = o L o B ey SRRl = ® 0 Ly
wobei

e r €Y Signal,
o L,,: Y — R™ stetige, lineare Mess/Informationsabbildung,
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e &:R™ — Y beliebige Rekonstruktionsabbildung.
Die Abb. L,, hat die Form
Li(z) = (M(2), ..., An(2))

A; lineare Funktionale € Y*. Normalerweise sind \; fest.

BEMERKUNG. Aber: Bei der Messung kann man auch adaptiv vorgehen und die j-te
Messung in Abhéangigkeit von den bisherigen Messdaten Ay, ..., A;_; designen

In diesem Fall nennt man die Messungen Ay, ..., A, adaptiv.

Achtung, sie sind linear im letzten Argument (z), aber nicht notwendigerweise bzgl. der
als Parameter iibergebnen Daten A;(z),...,\;j_1(x).

D.h. fiir jeden Vektor p € R’~! ist die Abbildung A;[p]: Y — R linear und stetig, aber die
Abbildung R7~! 5 p + Aj[p](z) ist nicht notwendigerweise linear.

DEFINITION 11.6 (Adaptiver Fehler in der Approx-Th.). Fiir adaptive N,,: Y — R™ wie
in der Bemerkung definieren wir den Fehler von A als

Em Y):= inf inf —
ada(C Y )= nE ey By SR 7 = Azl

Da jedes m-Tupel von linearen Messung auch als m adaptive Messungen aufgefasst werden
kann (Ignoriere bisherige Messwerte!), gilt

Ala'--7Am€Y* * - 1.
(60) { adaptive } D {Ay,..., A, € Y beliebig }
bzw.
(61) {Np,: Y — R™ adaptiv } D {L,,: Y — R™ stetig & linear }

Die erhohte Flexibilitat bei adaptiven Messungen wecken die Erwartung, dass der zuge-
horige Approximationsfehler E™ (C,Y) kleiner ist als der E™(C,Y") bei herkémmlichen
linearen Messungen.

SATZ 11.7. Sei Y ein normierter Raum, sei C C Y. Dann gilt
(a) Eqq,(C.Y) < E™(C,Y)
(b) Falls C' (Punkt-)symmetrisch ist (dh. C = —C'), dann gilt
d"(C,Y) < E™ (C,Y)

ada
(¢) Falls zusdtzlich C+C C a-C, a >0, dann gilt
E™C)Y)<a-d"(C)Y)
wobei a > 0 positive Konstante

BEMERKUNG 11.8. Falls C' so ist, dass C'+ C' C a - C und C' = —C, gilt insgesamt
d™"(C,Y) < ENL(C)Y)< E™C)Y) <a-d"(C,Y)

ada

Kann ein solches C' existieren?
Ja, zB. C' = T(Bx), wobei By = B1(0) C X und 7: X — Y linearer Operator. Wegen
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BX = —BX = (C =-C. Wegen BX + BX = 2BX auch T(Bx) —|—T(Bx) = T(QB)() =
2T(Bx), also = a = 2.

BEWEIS VON SATZ [[1.7l Teil (a) ist wegen und der Definitionen klar.

Bei Teil (b) ist unter Voraussetztung C' = —C' z.z.:

Ai4nfy sup ||z] < A_iqr)lfN sup ||z — Az||
codim%/lgm z€CNM ijad:tpgv zeC

Wir betrachten N,, adaptiv, d.h.
Ai(z) = Aq(2)
Ao (@) = Ao py2) (2)

Wir definieren
Lo = (A1), Ao (@), -, Amo,..0(®) )
(d.h. Aq, ..., Ay so designt als ob vorherige Messungen alle 0,...,0 )
M =ker L,, =ker Ay Nker Agg M-+~ N Ayyo,.. 0
Hochstens um m Dimensionen reduziert.
= codim(M) <m "

= dm<07 Y) S SuprCﬂker Lm
Nur noch zz.

sup ||z < sup |z — Az
zeCnker Ly, xzeC

fiir jeden adaptiven Algorithmus A = ® o N,,,.
Beachte, dass fiir z € M gilt L,,(X) = (0,0,...,0)T, damit

Ay (7) = 0, Az n, (0)=0(%) = 0, Az, (2)=0,0()=0 = O; - ..

insgesamt N,,,(z) = 0 und A(z) = &(N,,(x)) = (0).
Wir betrachten z € CN M = CnNker L,

sup fly = Ayll = Jlz = Azl| = Jlz = 2(Non(2))]| = [|lz = S(0)]
Y

Wegen —z € C'Nker L,

sup [|ly — Ayl| > || — 2 — (N (—2))[| = || — 2 — 2(0)]]
yelC

Dann:




2. ZUSAMMENHANG ZWISCHEN GELFAND-WEITEN UND CS 111

Beide Ungl. zusammen:

=d"(C,)Y)< sup || <suplly— Ayl fir jeden adaptiven Algorithmus
zeCnker Ly, yeC

=d"(C)Y) < EN

ada

(C,Y)

Bei Teil (¢) wird zusétzlich C + C C aC angenommen.
Sei M C Y mit codim M <m. Wéahle L = L,, : Y — R™ linear mit M = ker L.
Fiir y € L(C) wihle ®(y) € C N L™*(y) beliebig und setze A = ® o L.

E™(C,Y) < sup |z — Az|| = sup ||z — ®(L(z))]
zeC zeC

< sup sup |z — z||
z€C zeCNL~1Y(L(x))

reCzeCNL (L) =r—2eC+(-C)Ca-C
L(z — 2) = L(x) — L(2) = L(z) — L(L"Y(L(z))) = 0 =zv—z€kerL=M

= E™(C,Y)< sup |ul|= sup |lav|]|=a sup ||
u€a-CNM veCNM veCNM

Dies gilt fiir jedes M C Y mit codim M < m:
inf  E™C,Y)< inf a sup |v||<a-d"(C,Y)

codim M<m codim M<m  yecenm

2. Zusammenhang zwischen Gelfand-Weiten und CS

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 69 VOM 14.7.25 |
Um abstrakte Abschitzungen zu Rekonstruktionsalgorithmen mit CS in Zusammenhang
zu bringen, betrachten wir nun speziell

BY ctY =4,(N)=: X Einheitskugel in einem BR
EIJJV =(,(N)=Y ein BR
T: 0y =X —->Y=(), C:=T(B)
Wie bereits in Bemerkung diskutiert
—BYN =B~ = -C=C
BY + BN =2BY =C+CcC2

Daher liefert Satz
d™(C,Y) < E™

Ta(CY) < E™CY)<a-d"(C)Y)

Da alle Grofen gleich sind (bis auf einen Faktor zwei), reicht es eine obere und untere
Schranke (als Funktion der Parameter m, N, p) an jeweils eine davon herzuleiten.

Um ,nicht zu vergessen” wofiir C steht schreiben wir stattdessen B, weil es ja tatsichlich
diese Menge, nur in einem anderen Raum ist.

Zunachst


https://www.youtube.com/watch?v=BP7xewfA7qA
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2.1. Obere Schranke an E™ (B}, ()). Voriiberlegungen zu ,einfachen’ Féllen:
Ist p=1und m < N, so folgt d"(BV, () = 1 mit Bemerkung oder nach Definition
des Einheitsballs.
Ist p > 2, so folgt ||z]|, < ||z|]2 und damit

d™(By', ) < d™(BY, &)

Demnach konzentrieren wir uns auf den Paramaterbreich p € (1, 2].

SATZ 11.9. Es existiert eine Konstante Cy > 0, so dass fir alle p € (1,2] und m, N € N
mit m < N gilt

1 eN 1-1/p
n _
dm<B{V,£;V) < C’omin{l, m }
m
Wir konnen
Cy = 4V3¢ = 4/3¢7! <16 144 (1+1n 9))
wdhlen, wobei die Funktion g in Bemerkung|11.11| definiert ist.

Bemerke: Hier kommt kein s vor.

|LINK: VORLESUNGSVIDEO 70 VOM 14.7.25

Fiir den Beweis benotigen wir ein Lemma aus der Analysis einer Verdnderlichen:

LEMMA 11.10. Seten m,N,s € N mit s,m < N.
(a) Gilt m > s und fiir ein C >0

N
(62) mZC-s-ln(e—)
s
so folgt
N
(63) m20-s-ln<€—)
m
(b) Gilt fir eine C > e Ungleichung (63)) so folgt
eN C
> . eV o
(64) m>c sln(s) mit ¢ e

Also sind die Bedingungen und Jfast” dquivalent.
BEWEIS. Zu (a):

1 1 L.
m > s = — > — und In ist isoton

s m
Zu (a): Die Annahme ist
N
mZC’-s-ln(€—§> wobei C' > e
m s

woraus

N oy
(65) mZC’-s-ln(e—)—i—C-ms-ln(i)

S


https://www.youtube.com/watch?v=qCPRjFEfWnw
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folgt. Annahme impliziert auch:

0<S< 1 <1<1
mS TN <o e
m C’hﬂ—6 ¢ e
m
~—~—
>e

Nun ist die Funktion f: (0,00) — R, — z Inz stetig, antiton auf (0, 1/e] und isoton auf

(1/e,00). Also
S S S 1 1 1 InC
a5 21E) -enE) -
Einsetzten in ergibt:

mZC-s-1n<%) _g.m,<@>

Z
=
N
m(l+InC)>C-s-In <€—>
s
=
eN C
> P s ' -
m>g(C)-s-In < . ) falls wir setzen g(C) [FRTYs:
[
BEMERKUNG 11.11 (Analysiere Funktion g).
x
s |1 R =
9: [100) =+ Rogla) = 1
ist glatt auf (1, 00), stetig auf [1, 00) und streng isoton wegen ¢'(z) = ufl‘—n:”x)Q > 0. Wegen

lim, 00 g(z) = 00 ist
g: [L,00) = [g(1), 00) = [1,00)
bijektiv und damit die Inverse G := ¢g—! wohldefiniert.

Wir brauchen spéter folgenden Vergleichswert:
e<g '(16-144- (1 4+ 1n9))
e

e
b T ine gle) < 16 (1+1n9)

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 71 vOM 14.7.25

BEWEIS VON SATz [I1.90 ||z]|, < ||z||; fiir p > 1 impliziert
d(BY, ) <d" (BN, ) =1=1""
Falls m < ¢ In <Y (tatséchlich wihlen wir ¢ = ¢='(16 - 144 - (1 4+ In9)), insbesondere

d > 1) so folgt
eN 1-1/p
11_1/p S (Clln7>
m



https://www.youtube.com/watch?v=RXgewj76CCg
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Somit insgesamt fiir ,kleine’ m und p > 1:

1-1/p 1-1/p 1-1/p
In ¥ In & In ¥
d™ (B, ) §min{1,c’ m } Scll_l/pmin{l, U } Sc’min{l, m
m

1
TP m m

wie gewlinscht. Wir haben an diese Stelle die Abschatzung ,verkompliziert’” damit sie zu
derjenigen im komplemetéiren Bereich m > ¢ In % passt, der auch viel spannender ist.
Setze

S = m womi
m

m m

2¢/ In & ¢ In &
m m

Nun gibt Lemma [11.10] (b) aufgrund von ¢ > e

(66)

c/

N
(67) m > C”sln% mit ¢’ := e — g(d)=16-144- (1 +1n9)

Nun wenden wir Satz mit den Parametern

2 1
(68) SGN,SSN,€:—€<O,1),(5QS§(5:§
e

Diese Wahl impliziert mit C' = 144 - (1 4+ In9)

Co2 (23 In % +1In %)

:C4<25 In ﬂ +1In e>
S

N N
§40<2$lne— + sln€—>
S s

N
—12C sln 2 <m wegen ((67)

s
Damit ist die Implikation von Satz

1 2
P(cbs(A)é—) >1l—e=1-=>0
2 e
Insbesondere existiert zumindest eine ,zuféllig ausgewiirfelte’ Gaufsmatrix A = A“ €
R™N mit

25(A) < = < ~0,62. ..

Bl
—_

N =

INTERMEZZO. Damit sogar

525 (A)

VAN
DN | —

=
—_

< ~0,62...

und es gilt fiir Rekonstruktionsalgorithmus .A,, mittels Basisjagd (d.h. ¢ — 1-
Optimierungsproblem (P;)) aufgrund der Messdaten von Messmatrix A

_ # € ‘
lo = An@)llp = llz = 2*]l, < 0@ < g lall
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Da dies eine zuléssiger Rekonstruktionsalgorithmus ist und ||z||; < 1 fir € B}
N )N N )N ¢
dm(Bl 7€p ) S Em(Bl 7‘€p ) S 81_1/p
und mit folgt weiter

c 2/ cPlr=11n &N L
RS

2¢/In ¥
m

was schon eine Abschétzung von richtigen Typ ist, aber nicht so prézise, wie gewtinscht.

Stattdessen gehen wir folgendermassen vor und

Ahmen dabei Teil des Beweises von Satz [6.1] nach.
Zerlege

in Teilmengen der Machigkeit #5S) = s, bis auf die letzte, so dass

o Sy enthélt die Indizes der groften Werte |z
e S enthélt die Indizes der néchstgroften Werte |z;]

e ctc.

Damit

‘iL‘j| > ‘Qfl| fir j € Sp_1,1 € S, k> 1

Lemma [6.2] besagt dann

[z ll2 < —=llws,_ (. k=1



116 11. GELFAND-ZAHLEN

Fir x € M := ker A folgt:

lzllp <D llzs, s

k>0
Holder < Z Sl/p_1/2||xsk||2
k>0
RIP <) s/7"———|Azg, |2
% V1—=9 ¥
81/p71/2 i
- < 5nm%m+§]m@m2
B k>1
Sl/p_1/2
= ——— |- lAzslla+ ) | Azs,]l2
1—9 | k>1 E>1
1/1771/2
A-Ungl < =22 > Azs, s
1 B E>1

RIP < 252 r———§:H sull2
1—9¢ k>1

< 231/19—1/2

\/T Z \/—Hxsk 1”1
k>1

1—1 /— LSy |l
st T = k>1

| /\

Wegen der Zerlegung folgt >, -, [|zs,_,[l1 = [|=|l, und mit

2 V149
Hpr— 1 1/P\/T’

l/p
2¢ In ¥ \/—
(66) §2< ‘ nm)
m

|21

eN\ 1P
=1 <mf( s ) el

Fiir z € B N M folgt

1-1/p
d1n ¥
|, < 4V3 ( - )
m
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Also gilt fiir m > ' In %

1-1/p 1-1/p
'Nn &Y In &Y
JWHVW)gm@(CHm) §4ﬁk(3ﬂ)
——

1
TP m m
:CO

mit

Cop = 4V/3¢ = 44/3¢7! (16 144 (1 +In 9))

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 72 VOM 15.7.25

2.2. Untere Schranke an Gelfand-Weiten d™(Bi',¢Y). Fiir p € (1, 00] wollen

19%p
wir untere Schranken an d™ (B}, £)Y) herleiten.

Der Beweis nutzt wesentlich folgendes (rigorose und préaezise) Resultat an die mindestens
notwendige Anzahl von Messungen, um erfolgreiche Basisjagd zu garantieren.

(Verschiedentlich haben wir schon solche Resultat bewiesen, angekiindigt und diskutiert.)

SATZ 11.12. Seien m, N € N, m < N, und A € R™Y derart, dass jeder 2s-diinne Vektor
x € RN ein Minimierer von

min ||z||; mit Az = Ax
2€RN

> 1 | N
m_11r19 5o 4s

Fiir den Beweis brauchen wir ein (kombinatorisches Lemma:)

1st. Dann gilt

LEMMA 11.13 (Kombinatorisches Lemma:). Seien s, N € N mit s < N. Dann existieren

n > (%)3/2 Teilmengen S, ..., S, C N sd.:
(1) [Sjl=s Vj=1,...,n
(m\&mw<§ Vi # j
BewErs. Als Ubung. U

BEWEIS VON SATZ [I1.12l Betrachte Quotienten-Vektorraum
X =0V /ker A= {[z] = x + ker A|lz € R"}

mit Quotientennorm

I = inf e —oll

Fiir z = x—v mit € R}, und v € ker A haben wir Az = Az und damit auch ||z||; > ||z]|1,
weil  nach Annahme Minimierer ist.
Damit

(69) =]l = [l fiir = € Ry,


https://youtu.be/IdmedPN1FsA
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Seien Si,...,S, C N wie in kombinatorischen Lemma [11.13| Definiere: 1,...,x, € RV
durch

1
Ty = glgj
1/8, 1€ Sj

d. h. z; = (z;(1),...,2;(N)) € RY und z;(i) = {0 sonst

Dann ||z,||; = 1, weil |S;| = s, sowie

o0(8) = 300 = {1/8’ i € SKAS; = (S US)\ (5:05))

0, sonst
insbesondere
al 1 1
e = a5l =;|:vz—:r;~| = _ISAS >~ s =1, VI<j#k<n

nach Konstruktion der Si,...,S,
Wegen z, — z;; € RY. folgt aus
[k — 5]l = [llze] = [25]ll = llze — 25l > 1

Nun verwenden wir wieder ein Volumen-Vergleichsargument:

o [11],...,[x,] liegen auf der Einheitssphire S C X

o 2 — il > 1

o dim X =r :=rank(A) <m
= Die Bille By/([z;]) C X sind alle disjunkt und in Bs/»([0]) enthalten.

1 " 3\"
J

Hier steht B fiir den Einheitsball.
Daraus folgt n < 3" < 3™ und zusammen mit dem kombinatorische Lemma [11.13

somit wie gewiinscht

|LINK: [VORLESUNGSVIDEO 73 VOM 15.7.25

Nun kénnen wie die untere Schranke an d™(By, £]’) formulieren und bewiesen:

SATZ 11.14. Seten 1 < p < oo und m, N € N mit m < N.

@ Fir

-2 0.9043. . <1 wnd po—mind, <2 0n)
C.—mw s un M= 1ININ 7T

qilt:
1-1/p
H m
22—1/P S d (B{V7€$[)


https://youtu.be/Q4r0Ul_Tp3w
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@ Es existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass

In <X o
c~min{1, B } < d™(BN, )
m

1%

Mogliche Wahl

min{1,}'=? _min{l,¢} ¢ 1
= =—=0,0510... > —
22-1/p - 4 4 ’ 20

BEWEIS. Widerspruchsbeweis der Beh. @: Nehmen an:

1-1/p /1 (eN)
L L dIn (&
551/ [,u := min{1, J }

d™(BN, 1Y) <

1%p
Nach Def. von d™ ex. UVR M C RY mit codim M < m und
1-1/p

(70) vl < %Hunl fiir alle v € M,v £ 0

Sei A € R™*N g0, dass ker A = M. Setze s = [%j > 1. Damit

1 1
— < s < — insbesondere K < —
2u W 2 7 2s
Mit folgt
1 pl=1/p 1/ 1\
(71) [vll, < §WHUH1 < 5\ 25 [v]l1, v €ker A\ {0}

Dies liefert zusammen mit der Hélder-Ungleichung

lolly < N*7H2[fo],

1 1-1/p
1< % — NP
2s
und damit 2s < N.

Fiir beliebiges S C N mit #5 < 2s folgt allgemein mit Holder

losll < (25) 7 Pllusll, < (28)' 77 |fo]l,

und fiir v € ker A \ {0} wegen sogar

< Lol
— |V
2 1

= A hat die NRE der Ordnung 2s
= Jeder 2s-diinne Vektor kann mit Basisjagd rekonstruiert werden.
Damit sagt uns Satz [11.12] dass

1 (N
L T R W

Aus [1.17 & Folgerung [I.1§ haben wir:
[A hat die NRE der Ordnung 2s = ker ANRY,, = {0}] =
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m > rank A > 2(2s) = 4s. Jetzt:

1 Ne 1 eN s
s[5 ) > s (2R ) - 2
m9 ° n(mc) _ln98n(m> IDQM

s>z 1
>

m

v

Umstellen

ams (14— (! Ly (X e £
m —In{— const.—...=m
41In9 2In9 /) pn m - c

Widerspruch, weil

const.: 21119 1+41n9: 1 1 <1+41n9)_1+4ln9_
c 1+T119 2 1+m41n9

 144In9

Insgesamt haben wir bewiesen:

SATZ 11.15. Seien m, N € N mit m < N.
@FdrlﬁpﬁQgilt

1-1/p 1-1/p
1 ) In % it BN N _ In %
2—0-m1n{1, - } <d™(B;y,t,) < Comin< 1, =

@Fﬂ'r2<p§oogilt

1-1/p 1/2
1 1 eN 1 eN
Q—O-min{l,nm} Sdm(BN EN)SCOmin{l,nm}
m

1>
p m

jeweils mit
o
1+ Ilnz

Co=4v3g7" (16 -144- (14 1In 9)> wobei g(z)
Fiir das CS sind auch die Mengen Bév mit ¢ € (0,1) als Modelle fiir komprimierbare

Vektoren interessant. Auch in diesen Féllen gibt es Abschatzungen der Gelfand-Weiten.

Sarz 11.16 (JFPRU10| Foucart, Pajor, Rauhut & Ullrich, 2010). Fir 0 < p < 1 und
p < q < 2 emistieren Konstanten c, 4, Cp 4 > 0, die nur von p und q abhdngen, so dass fir

m < N gqilt:
(72)
Cp,g MIN {1,

und falls p < 1, dann gilt zusdtzlich:
(73)

Cp,q MIN {1,

)
m p q

In(N/m)+1Y "7~/
m

In(N 1) VP~V
Sdm@ﬂJW)SC%NMH{LEKJTQi—} ,

In(N 1) /P—1/a In(N 1) V/p—1/a
31—1Tli—} < d"(BY éN)§<%gnm1{Lfi—1Tli—} .

m p,00? g m



2. ZUSAMMENHANG ZWISCHEN GELFAND-WEITEN UND CS 121

Hier steht Bé\foo fiir den ,Einheitsball’ beziiglich der schwachen Quasinorm

2 [lp 400 := Stl>1(1)) {j € N | |z;] > t}"P-t.






Al 19

As, 20

5y

E™(--),[T08
gclia(" ')a 109

K-kohérent,

¥

KY,

1 lprsoc-

65(')a

£1-Kohérenzfunktion,

{4-robuste NRE der Ordnung s mit Konstanten
ps T, A3

| Allp—q = SUP|z||,=1 | Az|lq,

IR]FS

1, [63]

1, [63]

N,

23

(NRS)a
(RNRG".
(RNR)27.

00
NP-schwer,
NP-vollstindig, 2§
NP,
P,

Basisjagd, [34]

Index

123

beste s-Term Approximation, [I3]

codim,
equiangular tight frame (ETF),

Gauftsche Zufallsmatrix, [91]
Gelfandweite, [I08]
Gelfandzahl,
gleichwinkliges System,

Kleinstmoglicher Rekonstruktionsfehler, [10§]
Kodimension, [I07]
Kohérenz,

Moore-Penrose-Pseudoinverse, [49]

nicht-wachsende Umordnung, [T4]
Nullraumeigenschaft, [36]
Nullraumeigenschaft der Ordnung s,

Rademacher-ZV, [06]

Reduzierte Singulérwertzerlegung, SVD, [56]
RIP-Konstante der Ordnung s, [73]

robuste NRE bzgl. S, [A]]

s-sparse, [I]]

schwache £,-Norm,

singuldrer Vektor, 55|

Singuldrwert, [55]

stabile NRE, [39]

stabile NRE der Ordnung s mit Konstante p,
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