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RGCN I, Kap. 6.1, 6.2:
Der Generalized Random Graph

Zusammenfassung

Der Generalized Random Graph
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1. Warum ist in (I.1) der Fall & = n nicht notig? — In der Formulierung
in Gleichung (C) aus Sierksma, Hoogeveen (1991) wird die Ungleichung fiir alle
k € [n] gefordert. Tatséchlich braucht man das auch, hier ist ein Gegenbeispiel:
Seien n = 2 und d; = dy = 2. Weil es nur zwei einfache Graphen auf zwei Knoten
gibt, den mit einer Kante und den ohne Kanten, ist die Folge (2, 2) nicht graphisch.
Die Summe ist aber gerade, und die Ungleichung

dy g}-(1—vl)+d2 (1)
=2 =9

ist auch erfiillt. Erst die Gleichung fiir k£ = 2 schlieft die Folge (2,2) aus:

di+dy £2-(2—-1)+0. (2)
=4 =2

1 Zum Intermezzo

Beispielgraph mit n = 7 Knoten mit Gradfolge (4,3,3,2,2,1,1):
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Die Ungleichung fiir £ = 2 lautet

k
i — =7< =k(k — " . d
; di=4+3=7<10 &k:,z_lz + Zj:kﬂ min{k, d;} (3)

=242424141=8

2 Zu Kapitel 6.2

Zu (6.2.1): Grofsere Gewichte heifst mehr Wahrscheinlichkeit fiir eine Kante, denn
fir @ > 0 ist die Funktion

1
0<o s —— = (4)

monoton wachsend.

Der Grad D; des Knoten i € [n] ist D; = > i1 1y Xij mit Xij = L{xante ij ist da}-
Der Erwartungswert von D; ist im Regime max; je[n, wiw; = o(ly)

E[Di] =) E[X,] (5)
i
_ %7% T +Zwiwj (1+0(1)) (6)
S %(1 +o(1)) (7)
jem) "
= w;(1+o(1)). (8)

Das Gewicht eines Knoten kann damit als der asymptotisch erwartete Grad des
Knoten interpretiert werden. (Nach Theorem 2.10 ist die Verteilung von D; nahe
an einer Poisson-Verteilung, also ndhert sich die Verteilung von D; bei n — oo der
Verteilung Poi(w;). Fiir Details siehe Theorem 6.7(a).)

Zu Example 6.3: Um den Erwartungswert in (6.2.4) auszurechnen, schreibt
man den Grad als Summe von Indikatorfunktionen der Kanten, die am Knoten

anliegen konnen:
D;i=> X (9)
i€l

Dann bildet man auf beiden Seiten den Erwartungswert:

E[D;] = Z E[X;] (10)
JE[n\{i}
- Z Dij (11)
JE[\{i}
wW;W;
¢+ waw;
jem\{i} + wiw;
m2 mi1m
Vs T (n2 — 1)&:1—;5 wenn w; = M.

Zu (6.2.4):

(n1 — 1)7711 Moo

14
gn + m% gn + mimo ( )



(n1 — 1)TTL1 N9

T+ (T ) )
_ (ng — 1)my n N2Mo (16)
l,(1+0(1))  £u(1+0(1))
:Qﬂifﬁﬂu+ou»+"2”u+ou» (17)
Congmy+ngmg omy (ng—1)my NoMeo
—o(1) —0(1) —0(1)
=1+o0(1) (19)

Wenn m? + m2 = o({,,), dann ist auch m? + mymsy = o(£,), denn:

2 2 2 2
mi+mims  mi+mims mi+m;

_ , 20
l, m?2 + m3 l, (20)
m1m2§%<(mf+m3) m? + %(m% +m3) m?+m3 01
= m2+md L, @)

0<m32 2 2
Ze3mitmy (22)

- 2 4,
Die erste Ungleichung folgt aus 0 < (my — my)? = m? + m3 — 2myma.

Wie erreicht man m? + m32 = o(¢,)? — Auf jeden Fall braucht man n; — oo
oder ny — 00, oder beides. Man kann m; = my(n) und my = my(n) auch mit n
variieren, aber wenn man da nicht aufpasst, dann kann man m? +m3 = o(¢,,) auch
wieder kaputtmachen, z. B. mit m; = ny; und msy = ny, dann ist ndmlich

mi+m3 _ ni+ng
ly n? + n3

— 14 0(1). (23)

Was wir eigentlich méchten, ist, dass mq(n) und mq(n) fiir n — oo konvergieren,
so dass der Grenzwert der asymptotische Grad von Knoten vom Typ 1 bzw. Typ 2
ist. Wenn das der Fall ist, dann ist m? +m3 = o(¢,,) erfiillt, denn dann ist m? +m?3
beschrankt und #¢,, nicht.

Zu Condition 6.4(a): Die Bedingung (6.2.6): W, 2 W hat beispielsweise folgen-
de Konsequenz. Der Darstellungssatz von Skorohod besagt, dass es eine Kopplung

—

(Wo)n, W) von W,,, n € N, und W mit

—~ f. s. —~

W, —— W (24)

n—oo
gibt.

Beweis. In diesem Setting kann man die Kopplung folgendermafsen konstruieren.
Sei U ~ U(0, 1) uniform verteilt auf (0, 1) und F,, bzw. F' die Verteilungsfunktionen
von W,, bzw. W. Setze

W, :=FY(U) und W :=F'(U) (25)

mit der Quantiltransformation F~!(u) := inf{x € R | u < F(z)}. Dann haben W
und W sowie W,, und W, fiir alle n € N jeweils dieselbe Verteilung. Wir zeigen
nun (24). Dabei verwenden wir folgenden Fakt fiir Mengen A, B C R:

ACB = infA>infB. (26)
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Sei € > 0. Die schwache Konvergenz der Verteilungsfunktionen (Konvergenz in
allen Stetigkeitspunkten des Limes) wird vom Lévy-Abstand

d(F,G):=inf{e >0: F(r —¢) —e < G(x) < F(x+¢)+¢e} (27)
metrisiert. Das heifft: AN € N: Vn > N,z € R:
Flx—e)—e<F,(zv) < Flx+¢)+e. (28)

Fir v € (0,1) und n > N erhalten wir

F ' (u) = inf{zx € R: u < F,(z)} (29)
(26),(28)
> inf{reR:u< F(x+e)+e} (30)
T mf{feRiu—c < F(@)} ¢ (31)
=F ' u—¢)—c¢ (32)
In der anderen Richtung ist
F ' (u) =inf{x € R: u < F,(z)} (33)
(26),(28)
< imf{fzeR:iu< Flx—¢e)—¢e} (34)
L inf{i cR:u+te < F(%))+e (35)
=FYu+e)+te. (36)

Wir schlieféen fur alle € > 0

F Y u—e¢)—¢e <liminf F, ' (u) <limsup F, ' (u) < F'(u+¢) +¢. (37)

n—00 n—00

Durch den Grenziibergang € N\, 0 erhalten wir

F~'(u™) <liminf F, ' (v) < limsup F, ' (u) < F~'(u™). (38)

n—o0 n—00
Fiir alle Stetigkeitsstellen v von F~! gilt also lim, .o, F, '(u) = F~'(u). An den
Unstetigkeitsstellen von F~! muss der Limes nicht existieren, zum Beispiel passiert
das bei W,, ~ Bin(1, % + & ). Aber F~! ist eine monoton wachsende Funktion,

2n
denn fir 0 <t <wu < 1 ist

F't)=inf{rx e R: t < F(x)} (2§6) inf{z € R: u < F(z)} = F~(u). (39)

Also gibt es hochstens abzihlbar viele Sprungstellen u € (0,1), an denen F~*(u™) <
F~Y(u™) gilt (an jeder Sprungstelle {iberspringt der Funktionswert eine andere ra-
tionale Zahl). Da die auf (0,1) uniform verteilte ZV U diese Sprungstellen fast
sicher nicht trifft, haben wir (24) gezeigt. ]

Aufgabe 6.3: Beh.: Die Bedingungen 6.4(a)—(b) implizieren max;cp, w; =
o(n), die Bedingungen 6.4(a)—(c) implizieren max;epn w; = o(y/n).

Bewers. Wir nehmen an, dass max;ep,) w; ALAN oo, ansonsten ist namlich nichts
zu zeigen. Es sei o € {1,2} und K € R. Damit rechnen wir:

1 1
li — > <1 — il T 40
imsup —maxw; < limsup - ;}wl {w;>K} (40)

n—oo T i€[n] n—oo
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= limsup E[W; 11w, > )] (41)

n—oo
= limsup(E[W2] — E[W2 1w, <x3)) (42)
n—oo
Nach Bedingung 6.4(b) bzw. Bedingung 6.4(c) ist imE[W?] = E[W*]. Wegen
Bedingung 6.4(a) gibt es die Kopplung (W,,),, W) von W,,, n € N und W, die
W,, — W fast sicher erfiillt. Mit dem Lemma von Fatou folgt

lim inf E[W' Ly, <] = im inf E[W3 L )] (43)
> E[Wal{W<K}] = E[W L w<ryl. (44)

Mit E[IW®] < co und monotoner Konvergenz folgt

1 s
lim sup — max wi <E[W] — EW*l{w<k)] LN (45)
Daraus schlieffen wir
max;ei, W maX;cfn Wi\ /¢ poo
el G R Y} (46)
nl/a n

]

Was ist P, in Remark 6.57 — Die Knotengewichte w;, ¢ € [n], sind jetzt selbst
zuféllig. Wir wollen trotzdem fiir jede Realisierung der Knotengewichte mit ihnen
rechnen, und das geht, indem man auf die Knotengewichte bedingt:

Py = P(- | (wi)iepn)) (47)

Die Verteilung des Generalized Random Graph GRG,, auf n Knoten mit zu-
falligen Knotengewichten wird einem zweistufigen Verfahren definiert.
1. Als erstes wihlt man zufillig die Gewichte w = (wi)ie[n}, zum Beispiel aber
nicht notwendigerweise unabhéngig und identisch verteilt.
2. Mit Hilfe dieser Gewichte definiert man dann die Kantenwahrscheinlichkeiten
fiir den Graphen.
Das lasst sich so fassen:

P(GRG, € A) =E[P(GRG,, € A | w)] (48)
=E[P,(GRG,(w) € A)] (49)

Die Verteilung der Kantengewichte w = w(™ kann von n abhingen, muss aber die
Bedingung 6.4(a)—(b) erfiillen: Fiir alle Stetigkeitspunkte x von F' gilt

Fy(z) =P, (W, < ) n%f P(W <z)=F(z) und E,[W,] % E[W]. (50)
Dabei sind F,(z) und E,[W,] o(w™)-messbare ZVn, wihrend F(z) und E[W]
deterministisch sind. Damit (50) sinnvoll ist, muss die ganze Folge (GRG,,), auf
einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum definiert sein. Zur gemeinsamen Ver-
teilung der Folgenglieder gibt es nur die Information aus (50), da ist noch Freiraum
fiir Kopplungen.

TODO: Aufgabe 6.3 fiir zufillig gewédhlte Knotengrade

Zu (6.2.14) bzw. (6.2.17):
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Die Knotengewichte sind absteigend geordnet: w; > wy > --- > w, = 0. (Ja,
entgegen der Ansage bekommt der Knoten n das Gewicht w,, = 0.)

Zu (6.2.18): Verwendet Theorem 2.15 oder direkt:

LS ) = - SR ) (51)
icln " iem
- h<u—m—1<%—y‘>>dy g
su—?ﬂrfwy_) ’
< / A([1 — FI™(y))dy (53)
= E[h(1 - FI™ (V)] (54)
= E[h(W)], (55)

wobei U ~ U((0,1)) und W :=[1 — F]"}(U) ~ F.

3 Zum Beweis von Theorem 6.6

Zu (6.2.29): (Notation: a A b := min{a, b} fiir a,b € R)

w; A ap)? 1
Z< - ) :g_z _—Zwlan: . (56)

wi A ay) (w; A ay) <
i€[n] i€[n] <w; <an i€[n]

L

Warum geniigen £, /n, ¢, (a)?/(nt,) — E[W], um aus (6.2.26) und (6.2.28) die
Aussage (6.2.24) zu folgern?

EE (6.2.26) 1 n zz 1
lim sup [E(GRG(w))] < hmsupg— = —E[W] (57)
n—oo n n—oo n 2
(6.2.28) 2
lim inf E[E(GRGy (w)) > liminf i(Mn(an» —a,(1+ an)>
n—00 n n—oo 2N 0,
an=o(ym) 1. . Colan) Co(ay) z.z 1
= glminf == = = S EW](58)
S~ ——

Z.Z

n—oo

Warum gilt E[W, A K] —— E[W A K]? — Die Hinweise sind W, 4w
und majorisierte Konvergenz. Wir verwenden die Kopplung ((Wn)n, W) von W,

n € N, und W mit /Wn L5 W und den Satz von der majorisierten Konvergenz:

E[W, A K] = E[W, A K] 2225 E[W A K] = E[W A K. (59)
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Die integrierbare Majorante ist K.

(Warum wird der Satz von der majorisierten Konvergenz nicht immer und
iiberall mit der schwachen Voraussetzung formuliert? — Man will normalerweise
nicht nur auf Konvergenz der Erwartungswerte schliefen sondern auch auf Kon-
vergenz in L', und die kann man unter der schwachen Voraussetzung nicht mehr
erreichen. Man findet iibrigens Versionen mit Konvergenz in Wahrscheinlichkeit als
Voraussetzung, zum Beispiel im Buch Wahrscheinlichkeitstheorie von A. Klenke.)

Warum gilt ¢,,(a,) /¢, — 17 — Das kann man genauso einsehen wie ¢, (a,,)/n —
E[W]. Auf der einen Seite haben wir

ln(an)
ln
Auf der anderen Seite ist fiir alle K > 0
lh(ay) S ly(K)/n _ EW, ANK] nooo E[W A K] Koo, E[W]
by —  Aly/n E[W,] E[W] E[W]

0,
<7,
<p=! (60)

=1. (61

Zu (6.2.31): Wir schreiben der Kiirze wegen X, := E(GRG,(w)). Fiir alle
€ > 0 haben wir

P(‘Ef; > g) = P(1X, — E[X,]| > cE[X,)) (62)
Var(X,,)
= (B[X,)? (93)
E(X»)
= 2EX,)? ()
L momy (65)
2 E[X,] ’

[
denn nach (6.2.24) ist lim L E[X,,] = s E[W] > 0

. . . P P
Warum sind wir jetzt fertig? — a, — a, X,, > * = a,X,, = ax:

n

- IP( Eggn] E[f“] ‘ > g> (67)
=#((gpey ) 29) 9
o Efia]—1E[f"]+»ﬂf“;ﬂ§”,zfs> o
<e/2 fiir grofe n
<o(lgy o529 ™
ZIP( Eggn]_1 2%)%0 (71)
E[X.]

mit C = maxneN]E[ni"] < o0, da ( E|
nur bei E[W] < oc.
Im Fall E[W] = oo argumentieren wir wie folgt. Fiir alle K > 0 rechnen wir

P(% < K) :P<X7 =K ‘ X = %>P<E€§?ﬂ] = %) (72)

- )n konvergiert. Das funktioniert natiirlich




HP(% <K Efign] > %) P(Egﬁn] > %) (73)

= P(Eg?n] = %) +F % =k ]Eé?n] %) (74)
X, 1 E[X, X, 1

SP(E[Xn]_1§_§>+P< [2n] <K‘IEXn] >§> (75)

< IP’( Eggn] - 1( > %) +IP’<E[2);"] < K) n7, ), (76)

TODO: Kann man Theorem 6.6 auch fiir zuféllige Knotengrade beweisen?
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