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Aufgabe 7 (natiirliche Splines)
Wir betrachten zu m,n € N mit n > 2m und zur Knotensequenz A = {a <z <23 < ... <
x, < b} den Raum der natiirlichen Splines

SEA) = {s € Som(A) : s(m)(a) == s(zm_l)(a) =0, s(m)(b) == 8(2’”_1)(6) =0}.

Insbesondere ist fiir a < x; das erste Polynomstiick sl ,,) nur vom Grad m — 1 anstatt
2m — 1; entsprechend fiir x,, < b.

Zeigen Sie, dass die Funktionen (¢;; j =1,...,n) mit ¢; = Nop j_m fiir j =m+1,...,n—m
sowie

Imtd (g —t m—j .
¢y($) = / %Mmﬂ—m(t) dt, J=1...,m,

* (t — Tn4+1—-m— ')m—j .
¢n+1—j(x> = / (’)7:: — ])'] Mm+j—1,n+1—m—j(t> dt? J = 17 cee,m,
Tnt+l—m—j :

eine Basis von S52'(A) sind. Geben Sie den Tréager und den exakten Polynomgrad der Bas-

isfunktionen im Intervall [a, z;) an.

Aufgabe 8 (Datenglittung)
Wir behandeln hier die numerische Berechnung des Glattungssplines s, € Sy (A), der zu
den Daten y = (y1,...,¥y,) und festem p > 0 die Minimierungsaufgabe

1 — " ‘
" E |s(x;) — in2 + p||8( )||%z = min!
i=1
16st. Dazu verwenden wir die Basis ¢; aus Aufgabe 7 und die Matrizen

b
A = (¢5(2))ij=1,..n, B = (bij)ij=1,..n, mit b;; = / ¢§m)(t)¢§m)(t) dt.
a) Der Koeffizientenvektor ¢ = (ci,...,¢,) von s, = 377, ¢;¢; erfiillt die Normalengle-
ichung

1 1
<— ATA + pB) c=—A"y.
n n

b) Die Matrix + AT A+ pB ist eine positiv definite Bandmatrix mit Bandbreite 2m — 1.

c¢) Fur p — 0 konvergiert s, gleichméfig gegen den Interpolationsspline in S5 (A).

2m

d) Fiir p — oo konvergiert s, gleichméfig gegen das Regressionspolynom p vom Grad
m — 1 zur Methode der kleinsten Fehlerquadrate.



