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6. Übungsblatt

Besprechung am 28.06.2016, keine Abgabe

Aufgabe 13
Für f ∈ L2(Rd) ist die Autokorrelationsfunktion definiert als

F (x) =

∫
Rd

f(y)f(y − x) dy =

∫
Rd

f(y + x)f(y) dy.

a) Zeigen Sie |F (x)| ≤ F (0) = ‖f‖22 sowie F (−x) = F (x).

b) Für f ∈ L1(Rd) ist auch F ∈ L1(Rd) und die Fouriertransformierten

f̂(ξ) =

∫
Rd

f(x)e−2πix·ξ dx, F̂ (ξ) =

∫
Rd

F (x)e−2πix·ξ dx,

erfüllen F̂ (ξ) = |f̂(ξ)|2.

c) Schreiben Sie explizit die Gaussfunktion g(x) =
(
α
π

)d/2
e−α‖x‖

2
als Autokorrelations-

funktion einer weiteren Gaussfunktion. (Zur Rechnung verwende man ohne Beweis
ĝ(ξ) = e−‖ξ‖

2/(4α).)

Aufgabe 14 (The Dimension-Walk)
Eine Methode zur Konstruktion positiv definiter radial-symmetrischer Funktionen Φ : Rd →
R wurde mit Hilfe von zwei einfachen Operatoren erzielt. Dazu betrachten wir gerades φ :
R→ R und verwenden die Bezeichnung der Vorlesung

Fd(φ)(r) = 2πr−(d−2)/2
∫ ∞
0

φ(t)td/2J(d−2)/2(2πrt) dt.

a) Für gerades φ mit tφ(t) ∈ L1(0,∞) setzen wir

I(φ)(r) =

∫ ∞
r

tφ(t) dt, r ≥ 0,

und I(φ)(r) = I(φ)(−r) für r < 0. Dann gilt für d ≥ 3 und td−1φ(t) ∈ L1(0,∞)

Fd(φ) = Fd−2(I(φ)).

(Hinweis: Aus der Reihenentwicklung folgt die Identität (zνJν(z))′ = zνJν−1(z) der
Bessel-Funktionen.)



b) Für gerades φ ∈ C1(R) mit 2. Ableitung φ′′(0) = a setzen wir

D(φ)(r) = −1

r
φ′(r), r > 0,

D(φ)(0) = −a sowie D(φ)(r) = D(φ)(−r) für r < 0. Dann gilt für d ≥ 1 und tdφ′(t) ∈
L1(0,∞)

Fd(φ) = Fd+2(D(φ)).

c) Für gerades φ ∈ C2r(R) mit tφ(t) ∈ L1 ist I(φ) ∈ C2r+1(R) und I(φ) ist 2r + 2-mal
differenzierbar an der Stelle 0. Weiter gilt D(I(φ)) = φ.

d) Für gerades φ ∈ C2r+1(R) mit 2r + 2-ter Ableitung in 0 gilt D(φ) ∈ C2r(R). Im Fall
φ′ ∈ L1 gilt weiter I(D(φ)) = φ.


