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Aufgabe 28

−pi−2pi 0 2pipi
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

sin(x)

sin(x+π)

−2pi −pi 0 pi 2pi
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

cos(x)

cos(2x)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

ln(x)

−4+ln(x)



f(x) D W lim
x→∞

f(x) lim
x→−∞

f(x) f(x) = 0

sin(x+ π) R [−1, 1] existiert nicht existiert nicht x = kπ, k ∈ Z

cos(2x) R [−1, 1] existiert nicht existiert nicht x = π

4
+ k π

2
, k ∈ Z

−4 + ln(x) (0,∞) R ∞ existiert nicht x = e4

Für f1(x) := sin(x+ π) gilt: lim
x→∞

sin(x+ π) existiert nicht, denn betrachte die beiden Folgen

(an)n∈N und (bn)n∈N mit an := nπ und bn := 2nπ − π

2
. Dann ist

lim
n→∞

f1(an) = lim
n→∞

sin(nπ + π) = lim
n→∞

0 = 0

und
lim
n→∞

f1(bn) = lim
n→∞

sin(2nπ − π

2
+ π) = lim

n→∞

1 = 1.

Ebenfalls existiert lim
x→−∞

sin(x+ π) nicht, denn

lim
n→∞

f1(−an) = lim
n→∞

sin(−nπ + π) = lim
n→∞

0 = 0

und
lim
n→∞

f1(−bn) = lim
n→∞

sin(−2nπ +
π

2
+ π) = lim

n→∞

−1 = −1.

Für die Nullstellen gilt: sin(x+ π) = 0 ⇔ x+ π = k · π, k ∈ Z ⇔ x = k · π, k ∈ Z.

Für f2(x) := cos(2x) gilt: lim
x→∞

cos(2x) existiert nicht, denn betrachte die beiden Folgen (cn)n∈N

und (dn)n∈N mit cn := n

2
π + π

4
und dn := nπ. Dann ist

lim
n→∞

f2(cn) = lim
n→∞

cos(2(
n

2
π +

π

4
)) = lim

n→∞

0 = 0

und
lim
n→∞

f2(dn) = lim
n→∞

cos(2nπ) = lim
n→∞

1 = 1.

Ebenfalls existiert lim
x→−∞

cos(2x) nicht, denn

lim
n→∞

f2(−cn) = lim
n→∞

cos(−(
n

2
π +

π

4
)) = lim

n→∞

0 = 0

und
lim
n→∞

f2(−dn) = lim
n→∞

cos(−2nπ) = lim
n→∞

1 = 1.

Für die Nullstellen gilt: cos(2x) = 0 ⇔ 2x = π

2
+ k · π, k ∈ Z ⇔ x = π

4
+ k · π

2
, k ∈ Z.

Für f3(x) := −4 + ln(x) gilt: f3(x) ist monoton wachsend und unbeschränkt. Von daher
ist lim

x→∞

−4 + ln(x) = ∞. Da ln(x) nur für x > 0 definiert ist, existiert lim
x→−∞

f3(x) nicht.

Für die Nullstellen gilt: −4 + ln(x) = 0 ⇔ ln(x) = 4 ⇔ x = exp(4).
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(i) f(x) := sin
(√

x3 + 4
)

+ cos
(√

x2 + 1
)

+ exp (sin (x) + cos (x)) , x > 0

Wegen x3+4 > 0 und x2+1 > 0 für x > 0 ist f nach Satz 4.3.8(i) und (iv) differenzierbar
und es gilt für alle x > 0

f ′(x) = cos
(√

x3 + 4
)

· 1

2
√
x3 + 4

· 3x2 +
(

− sin
(√

x2 + 1
))

· 1

2
√
x2 + 1

· 2x

+exp (sin (x) + cos (x)) · (cos (x) + (− sin (x)))

= cos
(√

x3 + 4
)

· 3x2

2
√
x3 + 4

− sin
(√

x2 + 1
)

· x√
x2 + 1

+ exp (sin (x) + cos (x)) · (cos (x)− sin (x)) .

(ii) g(x) :=
√

x2+7x+1

x3+11
, x0 = 1

Für alle x ∈ R mit x2+7x+1

x3+11
> 0 ist g nach Satz 4.3.8(iii) und (iv) differenzierbar mit

g′(x) =
1

2
√

x2+7x+1

x3+11

· (x
3 + 11) · (2x+ 7)− (x2 + 7x+ 1) · 3x2

(x3 + 11)2

=
1

2

√

x3 + 11

x2 + 7x+ 1
· −x4 − 14x3 − 3x2 + 22x+ 77

(x3 + 11)2
.

Wegen
x
2

0
+7x0+1

x3

0
+11

= 3

4
> 0 ist g im Punkt x0 = 1 differenzierbar und es gilt

g′(x0) =
1

2

√

12

9
· 81

144
=

3

16

√
3.

(iii) h(x) := 10 · (x4 + x2 + 1) · exp (x2 + x− 1) , x ∈ R

Nach Satz 4.3.8 (i),(ii) und (iv) ist h differenziebar und es gilt für alle x ∈ R

h′(x) = 10 ·
[(

x4 + x2 + 1
)

· exp
(

x2 + x− 1
)

· (2x+ 1) +
(

4x3 + 2x
)

· exp
(

x2 + x− 1
)]

= 10 · exp
(

x2 + x− 1
)

·
(

2x5 + 6x3 + x4 + x2 + 4x+ 1
)

.
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Untersuche

f(x) =

{

x− sin · ( 1
x
), x 6= 0

0, x = 0

auf Differenzierbarkeit.

Für x 6= 0 gilt: f(x) = x · ( 1
x
) ist differenzierbar, denn :

g(x) ist differenzierbar für x ∈ R ,
⇒ h(x) = 1

x
ist differenzierbar für x ∈ R\{0} (Quotientenregel),

i(y) = sin(y) ist differenzierbar für y = R

⇒ (i ◦ h)(x) = sin( 1
x
) ist differenzierbar für x ∈ R\{0} (Kettenregel)

⇒ g(x) · i(h(x)) = f(x) ist differenzierbar für x ∈ R\{0} (Produktregel)



Für x = 0 gilt:

f(x) ist in 0 differenzierbar ⇔ lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
existiert,

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

x · sin( 1
x
)− 0

x
existiert nicht!

⇒ f ist in 0 nicht differenzierbar.
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(i) Zu bestimmen sind Zahlen ak ∈ R, k ∈ N ∪ {0}, mit

f(x) =

∞
∑

k=0

akx
k.

Führe für f eine Partialbruchzerlegung durch:

1

x2 − 5x+ 6
=

1

(x− 3) (x− 2)
=

A

(x− 3)
+

B

(x− 2)

=
A (x− 2) +B (x− 3)

(x− 3) (x− 2)
.

Durch einen Koeffizientenvergleich erhält man die Konstanten A,B ∈ R:

1 = Ax+Bx− 2A− 3B

⇔
{

A+B = 0
−2A− 3B = 1

⇒ B = −1, A = 1

⇒ 1

x2 − 5x+ 6
=

1

(x− 3)
− 1

(x− 2)

Mit Verwendung der geometrischen Reihe ergibt sich die gesuchte Form von f :

1

x− 3
= − 1/3

1− x/3
= −

∞
∑

n=0

xn

3n+1
,
∣

∣

∣

x

3

∣

∣

∣
< 1

1

x− 2
= − 1/2

1− x/2
= −

∞
∑

n=0

xn

2n+1
,
∣

∣

∣

x

2

∣

∣

∣
< 1

⇒ 1

x2 − 5x+ 6
=

∞
∑

n=0

(

1

2n+1
− 1

3n+1

)

xn.

Konvergenzradius: ρ = 2.

(ii) Zu bestimmen sind Zahlen bk ∈ R, k ∈ N ∪ {0}, mit

f ′(x) =

∞
∑

k=0

bkx
k.



(

1

x2 − 5x+ 6

)

′

=

(

∞
∑

n=0

(

1

2n+1
− 1

3n+1

)

xn

)

′

=

∞
∑

n=1

( n

2n+1
− n

3n+1

)

xn−1

=

∞
∑

n=0

(

n + 1

2n+2
− n + 1

3n+2

)

xn , ρ = 2.


