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Musterlösung zur 11. Übung

Aufgabe 40 Seien φ, ψ ∈ T[a,b] bzgl. der Zerlegungen

a = x0 < · · · < xn = b bzw. a = y0 < · · · < ym = b

und λ ∈ R.
Sei nun a = z0 < · · · < zk = b eine Zerlegung von [a, b], so dass φ und ψ Treppenfunktionen
auf [a, b] bzgl. dieser Zerlegung sind, und sei ξk ∈ (xk, xk+1), k = 0, . . . , n− 1.

(i) zu zeigen:
∫ b

a
[φ(x) + ψ(x)]dx =

b∫
a

φ(x)dx+
b∫
a

ψ(x)dx.

Beweis: Nach 4.4.3 gilt

b∫
a

[φ(x) + ψ(x)]dx =
n−1∑
k=0

[φ(ξk) + ψ(ξk)](xk+1 − xk)

=
n−1∑
k=0

(φ(ξk)(xk+1 − xk) + ψ(ξk)(xk+1 − xk))

=
n−1∑
k=0

φ(ξk)(xk+1 − xk) +
n−1∑
k=0

ψ(ξk)(xk+1 − xk)

=
b∫
a

φ(x)dx+
b∫
a

ψ(x)dx.

(ii) zu zeigen:
b∫
a

(λ · φ(x))dx = λ ·
b∫
a

φ(x)dx.

Beweis: Nach 4.4.3 gilt

b∫
a

(λ · φ(x))dx =
n−1∑
k=0

(λ · φ(ξk))(xk+1 − xk)

= λ ·
n−1∑
k=0

φ(ξk)(xk+1 − xk)

= λ ·
b∫
a

φ(x)dx.

(iii) zu zeigen: φ(x) ≤ ψ(x) für alle x ∈ [a, b] =⇒
b∫
a

φ(x)dx ≤
b∫
a

ψ(x)dx.

Beweis: Es gilt φ(x) ≤ ψ(x) für alle x ∈ [a, b]⇔ ψ(x)− φ(x) ≥ 0 für alle x ∈ [a, b]

⇒
b∫
a

ψ(x)dx−
b∫
a

φ(x)dx
(i),(ii)

=
b∫
a

(ψ(x)− φ(x))dx =
n−1∑
k=0

(ψ(ξk)− φ(ξk))︸ ︷︷ ︸
≥0

(xk+1 − xk)︸ ︷︷ ︸
>0

≥ 0

⇒
b∫
a

ψ(x)dx ≥
b∫
a

φ(x)dx.



Aufgabe 41 Das Oberintegral Int10 (
√
x) ist definiert durch

Intba (f) = inf


b∫

a

φ (x) dx|φ ∈ T[a,b], φ ≥ f

 .

Falls die Zerlegung a = x
(n)
0 < · · · < x

(n)
n = b von [a, b] die Eigenschaft

lim
n→∞

x
(n)
k+1 − x

(n)
k = 0

besitzt, dann gilt auch

Intba (f) = lim
n→∞

n−1∑
k=0

sup
{
f(x) | x ∈

(
x
(n)
k , x

(n)
k+1

)}
·
(
x
(n)
k+1 − x

(n)
k

)
.

In unserem Fall gilt

lim
n→∞

(
k + 1

n

)2

−
(
k

n

)2

= 0,

daher gilt auch, da die Funktion f(x) =
√
x monoton steigend ist,

Int10
(√

x
)

= lim
n→∞

n−1∑
k=0

√(
k + 1

n

)2

· k
2 + 2k + 1− k2

n2

= lim
n→∞

n−1∑
k=0

(k + 1) (2k + 1)

n3

= lim
n→∞

1

n3

(
2

n−1∑
k=0

k2 + 3
n−1∑
k=0

k +
n−1∑
k=0

1

)

= lim
n→∞

1

n3

(
2 · (n− 1) · n · (2 (n− 1) + 1)

6
+ 3 · (n− 1) · n

2
+ n

)
= lim

n→∞

4n3 + 3n2 − n
6n3

=
2

3
.

Das Unterintegral int10 (
√
x) ist definiert durch

intba (f) = sup


b∫

a

ψ (x) dx|ψ ∈ T[a,b], ψ ≤ f

 .

Falls die Zerlegung a = x
(n)
0 < · · · < x

(n)
n = b von [a, b] die Eigenschaft

lim
n→∞

x
(n)
k+1 − x

(n)
k = 0

besitzt, dann gilt auch

intba (f) = lim
n→∞

n−1∑
k=0

inf
{
f(x) | x ∈

(
x
(n)
k , x

(n)
k+1

)}
·
(
x
(n)
k+1 − x

(n)
k

)
.

In unserem Fall gilt

lim
n→∞

(
k + 1

n

)2

−
(
k

n

)2

= 0,



daher gilt auch, da die Funktion f(x) =
√
x monoton steigend ist,

int10
(√

x
)

= lim
n→∞

n−1∑
k=0

√(
k

n

)2

· k
2 + 2k + 1− k2

n2

= lim
n→∞

n−1∑
k=0

k (2k + 1)

n3

= lim
n→∞

1

n3

(
2

n−1∑
k=0

k2 +
n−1∑
k=0

k

)

= lim
n→∞

1

n3

(
2 · (n− 1) · n · (2 (n− 1) + 1)

6
+

(n− 1) · n
2

)
= lim

n→∞

4n3 − 3n2 − n
6n3

=
2

3
.

Da int10
√
x = Int10

√
x, ist die Funktion f(x) =

√
x Riemann-integrierbar über dem Intervall

[0, 1] und es gilt

int10
√
x =

1∫
0

√
xdx = Int10

√
x =

2

3
.

Aufgabe 42 Sei f(x) :=
√

1− x2 Halbkreis mit Radius 1 (vgl Skript).

Die untere Riemann-Summe ist definiert durch

n−1∑
k=0

inf{f(x) | x ∈ (xk, xk+1)} · (xk+1 − xk).

In unserem Fall:

−1∑
k=−8

√
1−

(
k

8

)2(
k + 1

8
− k

8

)
+

7∑
k=0

√
1−

(
k + 1

8

)2(
k + 1

8
− k

8

)

=
1

8

 −1∑
k=−8

√
1−

(
k

8

)2

+
7∑

k=0

√
1−

(
k + 1

8

)2
 ≈ 1, 42.

Die untere Riemann-Summe ist definiert durch

n−1∑
k=0

sup{f(x) | x ∈ (xk, xk+1)} · (xk+1 − xk).

In unserem Fall:

−1∑
k=−8

√
1−

(
k + 1

8

)2(
k + 1

8
− k

8

)
+

7∑
k=0

√
1−

(
k

8

)2(
k + 1

8
− k

8

)

=
1

8

 −1∑
k=−8

√
1−

(
k + 1

8

)2

+
7∑

k=0

√
1−

(
k

8

)2
 ≈ 1, 67.


