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Aufgabe 40  Seien ¢, 9 € T,y bzgl. der Zerlegungen
a=20<---<x,=b bzw. a=y<---<Yn=2>

und A € R.
Sei nun a = 2y < --+ < z = b eine Zerlegung von [a, b], so dass ¢ und ¢ Treppenfunktionen
auf [a, b] bzgl. dieser Zerlegung sind, und sei & € (zx, 2k41), k=0,...,n — 1.

b b
(i) zu zeigen: ["[(x) + ¥(2)]dz = [ d(z)da + [ (z)dx
Beweis: Nach 4.4.3 gilt ’ ’

n—1

fb[¢(x) +p(x)lde = Y [0(&) + V(&) (Trg1 — 1)

k=0
n—1

= > (0(&)(@rg1 — i) + V(&) (Thp1 — 7))

kO

= E D(&k) (Thy1 — o) + Z V(&) (Thp1 — T)

k=0
= fqb x)dx + fw r)dx
b b
(ii) zu zeigen: [(A- ¢(x))dx = X [ ¢(z)dx.
Beweis: Nach 4.4.3 gilt ’

1

3
|

[ oode = 50 ol6) w0
- A-::msm(wm—wk)
= )\-fb (x)dx.

(iii) zu zeigen: ¢(x) < (z) fir alle x € [a, b] = fb¢(x)d:c < lej(x)d:c.
Bewels Es gilt ( ) () fur alle x € [a b < zZJa( — ¢(x) § 0 fiir alle z € [a, b]
D209

)
= [t — fotwas " [o) - oot = 5 (0(6) — 9(6) (51 = 1) > 0
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Aufgabe 41  Das Oberintegral Int} (/) ist definiert durch

Iath (£) = int { [ 0(2)dalo € Tun, 0> f

Falls die Zerlegung a = :U(()n) <o <2 =bvon [a, b] die Eigenschaft

() (n) _
Jim 2y — 2 =0

besitzt, dann gilt auch

Int® (f) = lim nzisup{f(x) | z € <ml(€ ), ,(21>} . (x,(ﬁr)l

In unserem Fall gilt

daher gilt auch, da die Funktion f(x) = /= monoton steigend ist,

2 1.2
f”té(ﬁ)zr}ljgoz <k+1> K2 +2k+1—k

n2

L (k+1) (2k + 1)
—T}E&OZ

n3

:nh_g}oﬁ (22k2+3§k+21>

— nmi<2.(n—1>~ 2=+l (n=1)-n

o o AnP+3n2—-n 2
=lim —— = — .
n—o00 6n3 3

Das Unterintegral int}, (1/7) ist definiert durch

b
inth (1) =sup § [ 6 (@) dol € T, v < f

Falls die Zerlegung a = xén) <. < 2™ = bvon [a, b] die Eigenschaft

() _ () _
JL)HC}OJ%H Ly 0

besitzt, dann gilt auch

—_

3

int! (f) = lim S inf {f(z) | o € (2,2l ) b (2l — 2"

n—oo

In unserem Fall gilt

<n>> _

).



daher gilt auch, da die Funktion f(x) = y/z monoton steigend ist,

n—1 2 2 1.2
inth (va) = i 3 (B A

n—00 n2
k=0

n—1
, k(2k + 1)
- P

:nlggoﬁ (22k2+2k)

B 1 (n—1)-n-2n-1)+1) (n—1)-n
—hm—(2~ 5 + 5 )

n—oo n3

o 4And —3n?—n
= lim —mM =
n—00 6n3

2

3
Da intl\/x = Int}+/x, ist die Funktion f(z) = /z Riemann-integrierbar iiber dem Intervall
[0,1] und es gilt

1

2

into\/T = /\/de = Intj\/r = 3
0

Aufgabe 42  Sei f(z) := /1 — 22 Halbkreis mit Radius 1 (vgl Skript).

Die untere Riemann-Summe ist definiert durch

n—1

> inf{f(@) | 2 € (zr, wri1)} - (i1 — ).

k=0
In unserem Fall:

() () s () (5 8)

k=-8

—1 2 7 2
:% > 1—(%) +) 1—(%) ~ 1,42
k=0

k=-8

Die untere Riemann-Summe ist definiert durch
n—1
Zsup{f(x) | v € (h, Trg1)} - (Thgr — 7).
k=0

In unserem Fall:

Igzs 1_(14:;1) (k+1__ +kz7% /1_ E__>
kz;s ( + 0\/ g) ~ 1,67.




