Approximationstheorie
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1 EINFUHRUNG

1 Einfiihrung

Die Approximationstheorie hat das Ziel, zu gegebenen Funktionen (oder diskreten Daten

oder ganzen Funktionsklassen) Methoden zur Konstruktion einfacher Funktionen anzuge-

ben, die die gegebenen Funktionen gut approximieren und eventuell weitere Eigenschaften,

wie z.B. Monotonie, erhalten.

1.1 Beispiel. Als einfaches Beispiel zur Einfithrung wollen wir drei verschiedene Metho-

den zur Approximation der Funktion

1

a—x

f: P_17” __é]Ra f($)::
durch Polynome vom Grad n angeben.

a) Taylorentwicklung.

(mit festem a > 1)

[ besitzt im Intervall [-1,1] C (—a,a) die Taylorentwicklung (mit Entwicklungs-

punkt zo = 0)

f(x):aix:a(ll—f):%i<g)k:i

k=0 k=0

Das n-te Taylorpolynom ist also gegeben durch

(1.1)

 ED(f). (12)

nook
x
pg’LT)(f’ Zo, 17) = Z ak+1 :

k=0
Die Maximumsnorm der Fehlerfunktion f — p%T) auf dem Intervall [—1, 1] ergibt sich
als

If —pDe = max ix_k: iiza_
T vely | £ afTH] 2t

b) Orthogonalentwicklung nach Chebychev-Polynomen.

Die Chebychev-Polynome sind definiert durch

T, (z) = cos(n arccos(zx)), x e [-1,1].

Sie konnen auch rekursiv bestimmt werden durch

To(z) =1, Ti(z) =z, Toi1(x) = 22T, (z) — T—1(x),

Es gilt die Orthogonalitétsbeziehung

1
1
[ ="
1 —a?
Z1

() T (x) dx =0, n #m,

n>1 zelR.
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das heifit die Chebychev-Polynome sind paarweise orthogonal beziiglich des Skalar-
produkts

(9)e= [ == 1@ @ fgec-L)

Die Orthogonalprojektion von C[—1, 1] auf den Raum der Polynome vom Grad < n
wird in der Numerik als Gauf3-Chebyshev-Approximation bezeichnet. Sie liefert fiir
[ € C[—1,1] das Polynom

Fiir das gegebene f erhalten wir p7(10) mit dem folgenden Trick, ohne die inneren

Produkte auszurechnen. Man findet im “Handbook of Mathematical Functions”

von Abramowitz und Stegun (Seite 783) die erzeugende Funktion der Chebyshev-

Polynome

1—22

k=1

fir alle |z] <1, z € C mit |z] < 1. Setzen wir z = =a —va?>—1 € (0,1) (wegen
a > 1), so ist

1—ap
Bla— =)

1+ 22=2az, 1—22=2—az,

:1+2§:5ka(17). (1.4)

Dies ergibt fiir die Orthogonalprojektion von f: [-1,1] — R, f(x) = —:

a—x

p(z) = 1—ﬁaﬁ <1+225k Tk(x)>. (1.5)

Der Fehler lisst sich sowohl in der vom Skalarprodukt induzierten Norm als auch in
der Maximumsnorm angeben. Beachtet man noch

g 1
1—aB  Va2—1

So ist
1 o0
11 -0 = —— |2 > #T
k=n+1 C
1/2

1 o0

= 4> Tl

a2 —1 Pt ?W;—//4
1 ﬁn—f—l

Va2 —1 /1 - p2
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sowie

2 o
—p D = max |—— il
1f = »7| rel 11| Va? — 1 kzn;lﬁ "

2 = .
Vaz —1 k;—i-lﬁ
QBnJrl o
= S = E9(P). (1.6)

Hinweis: || f —pq(1 )HC = inf,ep, || f — pllc

c) Bestapproximation von f auf [—1, 1] bzgl. der Maximumsnorm

Die Bestapproximation an f ist definiert als Polynom p; € P,, mit
— P! lee = Inf || f — p|lso-
If = Pallo = inf IS = pll

Mit Hilfe des Alternantensatzes lisst sich fiir das gegebene f beweisen (siehe G.

Meinardus, “Approxmationstheorie”)

1 . __% ., B—v . 1=pv
a—x_p"(x)_ 2 lv 1_5?}—1—1) B—v}’

wobei = a—+v/a? — 1 wie oben und v € C durch [v| = 1 und z = Re(v) = 5 (v++)
= 1. Die Konstante M

(1.7)

gegeben ist. Damit ist also T,,(z) = 3 (v" + v™") und ’%

ist
M= f = pillee = - = By(f). (1.9
Insgesamt gilt also
B) < 5O = 2L ) < B0 (),
—_——

—1t /22

Wir halten die folgenden Beobachtungen fest:

1. Die Methoden in Beispiel 1.1 lassen sich auf beliebige Funktionen in C[—1,1] (bzw.
C"[—1,1]) anwenden. Dabei sind a) und b) lineare Methoden, d.h. fiir ¢;,co € R
und f1, fo € C[—1,1] ist p\7 (cr f1 + eofo) = arp'™ (f1) + copi” (f2). Hingegen ist die

Methode ¢) der Bestapproximation in der Maximumsnorm nicht-linear!

2. Bei allen drei Methoden liegt lineare Konvergenzordnung vor, d.h. fiir n — oo gilt

jeweils F,, = O(¢") mit einem 0 < ¢ < 1. Der Wert von ¢ ist bei b) und ¢) der gleiche,
namlich ¢ = 8 = a — Va? — 1, bei a) ist ¢ = 1/a. Abbildung 1.1 zeigt nochmals die
schnellere Konvergenz (kleineres ¢) bei b) und c) gegeniiber der Taylorentwicklung

a).
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Abbildung 1.1: Vergleich der Konvergenzfaktoren 1/a bzw.

Weitere Fragestellungen der Approximationstheorie sind: Existenz, Eindeutigkeit und

eventuell die Charakterisierung der Approximierenden.
Wozu sollte man die einfache rationale Funktion f(z) = —— iiberhaupt approximieren?

Eine praktische Anwendung ergibt sich fiir die Invertierung von Matrizen.

1.2 Anwendung zur Matrixinversion. Es sei A € R™*™ symmetrisch mit Eigenwerten
n [—1,1]. Gesucht ist die Inverse (aId —A)~! fiir a > 1.

A besitzt eine Spektralzerlegung

m

T

A= E )\kvkvk,
k=1

wobei (v1, ..., Uy) eine Orthonormalbasis des R™ aus Eigenvektoren von A ist. Fiir jedes

Polynom p gilt

m

fiir die gesuchte Inverse gilt

Deshalb sind die Matrizen
pO(A), pO(A), pi(A)
jeweils Approximationen von (aId —A)~!. Die Berechnung von
1 n
A = e (1023 m)
k=1

kann rekursiv erfolgen, dies fiithrt zu sogenannten “semi-iterativen” Methoden zur Losung

von linearen Gleichungssystemen in der Numerik.
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2 Der Bernstein-Operator und die Sitze von Weier-

strafl und Korovkin

!

Ein einfaches Beispiel eines Approximationsverfahrens auf dem Raum C(]0, 1]) liefert der

Bernstein-Operator

_ k n
B, : 1 B = — (1 — )"k 2.1
e =P B =35(5) () o e
2.1 Notation. e Fiir n € Ny ist der Vektorraum der Polynome vom Grad < n
P, := Span(eq, ..., e,)

mit den Monomen e, : R — R, e,(x) = 2*. Fiir die Einschrinkung auf Teilmengen

I C R verwenden wir die gleichen Bezeichnungen.

e Die Menge K C R? sei kompakt. Der Vektorraum C(K) = {f : K — R oder C :
f stetig} wird versehen mit der Maximumsnorm
7l #= [l == maax | £ ()]
und ist damit ein vollsténdiger normierter Raum (Banachraum). (Die Maximums-
norm induziert die Topologie der gleichméfigen Konvergenz.)

e Ein linearer Operator B : C(K) — C(K) besitzt die Operatornorm

1Bl = sup  [[Bfflo= " sup  [[Bf]ew
FECE), £l <1 FECR), 1 flloe=1

2.2 Definition. Sein > 1 und 0 < k < n. Die Funktionen

pste) = () o (-

heifsen Bernstein- Grundpolynome. Zusditzlich definieren wir pog = 1 sowie p, =0

fiir k> mn oder k < 0.

2.3 Eigenschaften. a) Die Menge {p, : 0 < k < n} bildet fiir n € Ny eine Basis von
P, denn es gilt
Dn.o €o

=T

pn,n €n

we () () () () 5o

!Sergei Natanowitsch Bernstein, russischer Mathematiker 1880-1968; Karl Theodor Wilhelm Weier-
straf3, deutscher Mathematiker 1815-1897; Pavel Korovkin, russischer Mathematiker, 1913-1985

aaaa
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b) Fiir alle z € [0, 1] ist p,x > 0, fiir = € (0, 1) sogar p, x(x) > 0.
c) Endpunkte: Es gilt p, x(0) = 0ok, Pri(l) = dp-
d) Symmetrie: Es gilt p, k() = ppn—i(l — ).
e) Rekursion: Es gilt

() = (1 — ) ppo1k(z) + 2 po_q p—1().
f) Rekursion der Ableitung: Es gilt

p;k(x) =N (Pn-1k-1 — Pn—1k)-

Das Polynom p,,, nimmt auf dem Intervall [0, 1] sein globales Maximum an der

Stelle £ an, ist monoton wachsend in [0, £] und monoton fallend in [%,1].

2.4 de Casteljau-Algorithmus. Die Rekursion 2.3|(e) wird zur Auswertung eines Po-

lynoms

p= Z bkpn,k
k=0

an der Stelle ¢ € R verwendet. Fiir n > 1 ist

p(t) = D bepar®) = ) b (1) pami(t) +pasipa(D))

n—1
= > (1= )b + thesr) pu1(D)
k=0 )
n—1
(1
= b, (1) Pnork(t) =
k=0

mit den rekursiv definierten “Koeflizienten”
m m—1 m—1 0
b (1) = (1= V) T V), 00 () = by (2.2)

Diesen Algorithmus versteht man am besten in der Version fiir parametrische Kurven,
wobei b, € R? Vektoren sind, die sog. Kontrollpunkte der Kurve p : [0,1] — R?. Fiir
t € [0,1] definiert die Rekursion (2.2) den Punkt bggm) (t) auf der Verbindungsstrecke der
Punkte 5" " (t) und b,(ggl)(t). Dies ist im Fall n = 3 dargestellt in Abbildung 211
SchlieBlich ist p(t) = bé") (t) der zu bestimmende Punkt der Kurve. (Weitere Eigenschaft:
die Tangente in diesem Punkt ist p'(t) = n(bgn_l)(t) - b(()n_l)(t)).)

Dieser Algorithmus ist numerisch extrem stabil, da nur Konvex-Kombinationen von Punk-

ten gebildet werden. Damit ist bereits bewiesen, dass die Punkte p(¢) der Kurve in der

konvexen Hiille der “Kontrollpunkte” b liegen.
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de Casteljau algorithm for cubic Bezier curve, t=0.5 de Casteljau algorithm for cubic Bezier curve, t=1/3
T T T T T T

Abbildung 2.1: de Casteljau-Algorithmus fiir eine kubische Kurve; Auswertung bei ¢t = 1/2
(links) und ¢ = 1/3 (rechts)
Als Vorbereitung zu den Approximationsaussagen beweisen wir noch folgende Eigenschaft.

2.5 Lemma. Firk e N, j € Z setzen wir (k) =0, falls j <0 oder j > k. Firn,m e N

J

"k n\ .
E Pni(T) = ™.
m m
k=0
Beweis. Es gilt

i (:1) Pog(2) = kn (:1) (Z) o5 (1= z)n

k=0

1st dann

_ n m - n—m k—m A\ (n—m)—(k—m)
= (m>:p %(k—m)x (1—2x)
- (7’;) " (” P Ea e
k=0
n
— m 1 — n—m
(1) @+ oy

O

2.6 Definition. Der Bernstein-Operator B, : C[0,1] — P, vom Grad n € N ist gegeben

durch
- k
an = Bn(f) = Z f(ﬁ) Pn k-
k=0

2.7 Eigenschaften. a) B, ist ein linearer Operator: B, (af+ (g) = aB, f + 5B,g fiir
alle o, 5 € R, f,g € C[0,1].

b) Endpunktinterpolation: Es gilt

B,f(0) = f(0) (wegen pn,k(o) :5k,0)’
Bof() = f()  (wegen pua(l) = 6o



2 DER BERNSTEIN-OPERATOR UND DIE SATZE VON WEIERSTRASS UND KOROVKIN 8

c) Reproduktion linearer Polynome: Es gilt

n

Sru@ =1 Y =
k=0

k=0

also B,p = p fiir alle p € P;. (Nachweis mit Lemma [2.5])
d) Positivitdt und Monotonie:

e Fiir f > 0 (das heifit f(z) > 0 fiir alle x € [0,1]) ist B,f > 0 auf [0, 1]. Dies

ist (wegen der Linearitat von B,,) gleichbedeutend mit

e Aus g > f folgt B,g > B, f auf [0, 1].
e) B, ist ein beschriankter Operator, seine Operatornorm ist

1Bl = sup [[Bnfllec = | Buéolloo = ll€o]lcc = 1.

[ flloc=1

Hier wurde Eigenschaft d) fiir |f(z)| < eg(x) = 1 genutzt.

f) Es gilt

und fiir hohere Ableitungen 1 < /¢ <n

arl nl N ¢ k
e B@) = o DAY (g) Put(?)

T k=0
mit den Differenzen /-ter Ordnung

14

ALF(y) = An(ALL)(y Z() 159 1y + jh).

J=

Das folgende Resultat erklart den “Fehler” B, f(x) — f(x), den der Bernstein-Operator
B,, an der Stelle z fiir ein Polynom f mit der s-fachen Nullstelle = liefert. Zu erwarten
ist eine rasche Konvergenz fiir n — oo gegen 0 = f(z), weil ja f fiir grofes s sehr kleine

Funktionswerte hat.

2.8 Lemma (Momente des Bernstein-Operators). Firn € N, s € Ny und « € [0,1] sei

s = Bl =10 =3 (£ =) st
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a) Es gilt

z(1—x) 1
— <
n2(%) n  ~ 4n’
z(1—2)(1—22) V3
Tn73($) = n2 ) |Tn,3(x)| S 1877/2’
1 —x))? 6 1— L n=1,
T, 4(z) = M (3_ _) n Lgx) <)
" " " o7 g N 2>2

und allgemein: fiir s € Ny existieren Ay, By > 0 so, dass fir alle x € [0,1] und alle

n €N gilt
As

/n/S

b) Fiir festes x € [0,1] und 6 > 0 sei

B,
0 <|Thas41(2z)| <

0 S T’l’L,QS(x> S = nerl-

Beweis. Die Darstellung von T,,; und 7T, 5 folgt aus Lemma 2.5 Fiir s € N zeigt man

die weiteren Eigenschaften mit der Rekursion

Towir() = "0 () 4T, (0)

Die Aussage b) folgt direkt aus a), denn

kY _ p)2s n 2s
BEMCER P MCES- D ) C R I

UJ

Der Weierstrafi’sche Approximationssatz gibt eine qualitative Aussage zur Approximation
stetiger Funktionen. Der Beweis von S. N. Bernstein aus dem Jahr 1911 benutzt die Folge

der Bernstein-Operatoren B,,.

2.9 Satz (Satz von Weierstrafl 1885). Die Polynome liegen dicht in C([a,b]), das heift
fir jedes f € C([a,b]) und e > 0 existiert ein Polynom p mit ||f — plle < €.

Beweis. Gegeben sei f € C([a,b]) und € > 0. O.B.d.A. sei [a,b] = [0,1] (sonst: affine
Transformation x = a +t (b — a)).
Schritt 1. Weil [0, 1] kompakt ist, ist f auf [0,1] gleichmé&Big stetig. Wahle § > 0 mit
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|f(z) = f(y)| < 5 fiir alle 2,y € [0, 1], |2 —y| < J.
Schritt 2. Sei n € N und z € [0, 1]. Mit der Indexmenge I,(0) aus Lemma 2Z8(b) ist

5 o)

_ kgn% (f(x) ~ f(%)) Pri(2)
flz) — f(%)' pui(r)+ Y

@) = Buf(@)] = |f(x)— f(

(Teilung der Eins)

<y

k
1) = 1(2)] st
k‘le((S) ~ > k‘elz((s) ~ _

Vv Vv
<5, da|o—E|<s <2 fll

S puc@) 42l Y pula)
)

k@I, (6 kel (o)

<

€

< S F Il

5 (Lemma 28 b)

2n 02
Fiir n € Nmit || f|le 5752 < § folgt dann |f(z) — B, f(z)| <e. O
Im néchsten Schritt wollen wir quantitative Aussagen herleiten, die die Konvergenzge-

schwindigkeit (in Abhéngigkeit des Polynomgrads) angeben. Dazu wird ein genaueres

Maf fiir die gleichméfBige Stetigkeit von f eingefiihrt.

2.10 Definition (Stetigkeitsmodul). Fiir f € C([a,b]) und h > 0 sei

w(f,h) = sup  sup [f(z+1) = f(z)l=  sup  |f(z)— f(y)l
0<t<h z€la,b—t] z,y€lab], |[z—y|<h

der Stetigkeitsmodul (1. Ordnung) von f.

2.11 Eigenschaften (Eigenschaften von w(f,h)). a) Es ist w(f,h) > 0, und es gilt

w(f,h) =0 genau dann, wenn f konstant ist.
b) 1111_>n% w(f,h) =0, da f gleichmiBig stetig auf [a, b] ist.
c) Fir fi, fa € C([a,b]) folgt
w(f1+ fa,h) S w(f1,h) +w(fz, h).

Fir a € R gilt
wla f,h) = lalw(f, h).

d) w(f,h) ist monoton wachsend bzgl. h > 0; fiir hy, hy > 0 ist
w(f, b+ he) Sw(f, ) +w(f, ho).
Daraus folgt sofort w(f, kh) < kw(f, h) fiir £ € N sowie

w(f, \h) < [Nw(f,h), AeER, A>0.
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e) Falls w(f,h) = o(h) fiir h — 0 gilt (das heifit }llir%% = 0), so ist f konstant.
—

Beweis: der Differentialquotient existiert an jeder Stelle und ist 0.
f) Ist f Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L, so gilt w(f, h) < L h.

2.12 Satz (Popovici 1935). Fir f € C([0,1]) und n € N gilt

17 = Bufle < S0 (f. ).

Beweis. Wie im Beweis zu Satz 29 erhalten wir fiir € [0, 1] und beliebiges 6 > 0

n

1) = Buf@] < 2| =1 (5 )| puste)

= 2 Pur(®) + D

k
flz) — f(ﬁ)
kI (5) L kel (6)

-~

<w(f.9)

1@ = 1(5)] puste

k

Fiir k € 1,(5) verwende Ay, := |z;5‘ > 1 sowie [A¢] <1+ A <1+ A2 Dann folgt

k
10 -1(5)] < vt < 0wl
Damit ist
@) = Buf@)] < w(£,0) (X purle)+ 3 Xpuaa))
k=0 kEL(5)
—_—— - -~
=1 <6-2T 5 (2)< ey
1

<

< <1+4n(52) w(f,0)
Mit der Wahl § = ﬁ folgt die Behauptung. O

2.13 Bemerkung. a) Die Abschitzung in kann hinsichtlich der Ordnung
Stetigkeitsmodul nicht verbessert werden.
Beispiel: f € C[0,1], f(z) = |z — 1/2| hat den Stetigkeitsmodul w(f,d) = o fiir
beliebiges 0 < 1/2, und speziell bei z = 1/2 ist

1 -
\/ﬁlm

1£(1/2) = Bof(1/2)| = B,f(1/2) = 27" (T”—;D > ﬁ_

b) Die bestmogliche Konstante C' > 0 in der universellen Fehlerabschétzung

If = Bufll < Cw(f, ) firalle feClo,1

2Tiberiu Popoviciu, ruménischer Mathematiker, 1906-1975
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wurde von P. C. Sikkema in Numerische Math. 3 (1961), S. 107-116, gefunden; es

ist
— B, fllee 4306 + 8376
Copt = sup  sup I/ fl = + V6 ~ 1.0898873.
recioanp nen wW(f,1/4/n) 5832
Interessanterweise wird diese Konstante fiir den Grad n = 6 erzielt, das heifit
Be fll o
o sy M Befl

FECIO\P: (f,l/\/_)

Der Beweis verwendet dhnliche Methoden wie in Satz 212} dabei wird eine sehr

genaue Abschiatzung der Summe in

[f(2) = Baf ()] Sw(f,8) [ 1467 > |o—k/n| p(z)

k€I (5)

vorgenommen.

c) Fiir f € C'([0,1]) kann man durch Anwendung des Mittelwertsatzes und der Re-

kursionsformel der Ableitung sogar

3
- Bn o] < ( . ) .
zeigen. Falls also f’ Lipschitzstetig ist, folgt daraus

3L

If = Buflle < 52,

das ist die Konvergenzrate O(n™1).

Beweis (s. Lorentz, Bernstein polynomials, 1953, S. 21): in der Summation von f(x) — B, f(z) wie
im Beweis von Satz [2.12] ist

r@-1(5) = (o 5) 16 = (o= 2) 1@+ (o £) (60 - Fa)

mit einem &, zwischen  und k/n. Durch Summation iiber k fillt der erste Term der rechten Seite

weg (Lemma [2.8), fiir den zweiten Term ergibt &‘T_x < ‘WT_l = A\
- ’ k=0 "
n k 1 n k 2
< w(f,6) <Z i pnk(x)—i—gz — pmk(ac)).
k=0 k=0
Die letzte Summe hat die obere Schranke -, die erste Summe wird mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung abgeschéitzt durch
"k " /2 , . 1/2 )
_71'pnk — — T PnklT Pn,k(T S—
Sl (Bl - o) (Srao) <

Mit 6 = 1/+/n folgt die gewiinschte Abschitzung.
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d) Spéater wird gezeigt, dass die bestmogliche Approximation durch P, den Fehler
E = inf ||f — < 1
n(f) plenPan Prlloe < Cw(f,n)
besitzt. Deshalb sind die Bernstein-Operatoren nicht optimal.

Die Aussage in 2.T3] ¢) legt es nahe, zu untersuchen, fiir welche Funktionen die Ordnung
|f = Bufllo = O(2) iibertroffen werden kann. Dass dies nur fiir lineare Polynome f € P

passiert, fiir die ja sogar f — B, f = 0 gilt, nennt man Saturation.

2.14 Satz (Voronovskaya 1932). Die Funktion f :[0,1] — R sei beschrdankt und besitze

an einer Stelle x € [0, 1] die erste und zweite Ableitung. Dann gilt

lim n(f(z) — By f(x)) = — 2=

n—oQ 2

f(@).
Beweis. Die Taylorentwicklung von f um x ergibt

1) = )+ =07 + -2 (T3 4 4)),

und das Restglied v ist eine beschrinkte Funktion mit lim y(y) = 0.
Yy—
k

n

Also ergibt sich durch Einsetzen von y =

Burt@) = (%) pat

- 3w st (£-2) £ mato
> (o) Tt e 3 (5 -w) (5] puats
= f(x)+0+ fHQ(x) 2029 @),

Hierbei ist

Za zeigen bleibt

nlg& nry(z) = 0.

Wir verwenden die Lokalisierungstechnik wie in 2.12] hier aber mit dem 4. Moment 7, 4:

Zu beliebigem ¢ > 0

e wihle § > 0 mit |y(y)| < e fir |y — x| <9

e wihle ng € N mit % < & mit Ay aus Lemma 2.8
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Dann folgt mit 7,(d) in Lemma 2.8 fiir alle n > ng

k | (& e
noy (ﬁ—x> v(ﬁ—w) Pui(z) < 6n2(——x) Puk(r) < 4
k&1:(5) —_——
<e
sowle
k | [k Ay
0 2 (E-r) (5 -0) et < nlle T puste) S el <
kel (0) kel (0)
< lleo
Also ist n|r,(z)| < 3¢ fiir alle n > ny. O

2.15 Bemerkung. Satz 2.4 besagt: falls an der Stelle x € [0, 1] die zweite Ableitung von
f ungleich 0 ist, so existiert eine Konstante ¢ > 0 und ng € N, so dass | f(z) =B, f(z)| > £
fir alle n > ng gilt. Die Konvergenzrate O(n™!) kann also nur an Nullstellen von f”

iiberschritten werden!

2.16 Bernstein-Operatoren auf C([a,b]). Mit der Koordinatentransformation
0,1]>z+—t=a+x(b—a) € [a,]

erhalten wir die Knoten ¢y = a + £ (b — a) und definieren

Bl C([a,0)) — Po,  BEUf(2) Zf (t) pnk(

. e

Damit wird der Bernstein-Operator auch fiir Funktionen in C|[a, b] definiert.

Zusammenfassung;:

B, : C([0,1]) — P, ist ein linearer Operator. Es gelten
1. die Fehlerabschétzungen
B <2 !
Hf_ TLf”OO = Zw<f7%>a

und fiir f € C([0,1]) mit Lipschitz-stetiger Ableitung f’ sogar
If = Bufllo = O(3) -
2. die Saturations-Aussage

lim n (f(x) — B(fia)) = )

n—oQ 2

z(1—ux).

Zum Abschluss des Kapitels wird die Positivitdt der Bernstein-Operatoren B, noch
einmal in den Vordergrund gestellt. Die Approximationsaussage in Satz wird erneut

bewiesen, indem nur die Approximation der ersten Monome eg, e; und e, benutzt wird.
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2.17 Definition (Positive lineare Operatoren). FEin linearer Operator K : Cla,b] —
Cla,b] heif$t positiv, falls

Kf>0 firalle féeC[ab] mitf>0
gilt. Dabei bedeutet f >0, dass f(x) > 0 fir alle x € [a,b] erfillt ist.

Man nennt K auch monoton, weil mit der Linearitét
Kf>Kg furalle f,geCla,bjmitf>g
gilt.

2.18 Satz (Satz von P. P. Korovkin, 1953). Es sei (K, )qen eine Folge positiver linearer
Operatoren K,, : Cla,b] — Cla,b]. Falls

lim [le; — Ky,e;|| =0 fiir die drei Monome e, eq, e
n—oQ

qilt, so folgt
lim || f — K,.f]| =0 firalle f€Cla,b)].
n—oo

Beweis. Schritt 1. Zu € > 0 wéhlen wir 6 > 0 mit |f(x) — f(y)| < ¢ fir |z —y| < I
(gleichméBige Stetigkeit von f). Dann gilt die globale Abschétzung (auch fiir groes |z —yl|)

() = )] < & + 20 fle (%) |

Fiir beliebige x,y € [a, b] ist also

=2l (152 < st < S +e 42l (54)

(. s J
g v~

=py(z)EP2 =qy(z)EP2

Schritt 2. Die Koeffizienten der Polynome p,(z) = a, + b,z + ¢,2* lauten

2 fllocy® All fllooy 2[|fll
ay:f(y)_g_ 52 ’ by: 52 ) Cy:_ 52 .
Sie sind gleichméBig (fiir alle y € Cla, b]) beschrankt, denn mit r» = max{|al, |b|} ist
2[ f |l oot
sup |ay| < [|flloo +€+ 7” (l|2 , et
y€[a,b]

Mit der Dreiecksungleichung folgt

1Dy — Kupyllse < sup lay| lleo — Kool + sup [by| lle = Kuerll + sup le,| llez — Koeall

yE[a,b] ye[a,b] ye[‘%b}

also existiert ng € N mit

oy — Kupyllo < e firalle n>mng, ye€la,b.
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Die gleiche Bezichung folgt fiir die quadratischen Polynome g,.

Schritt 3. Fiir beliebiges y € [a,b] ergibt p, < f < g, sowie die Monotonie von K,
K,p, < K, f < K,q, fiir alle n € N.
Verwendung der Abschétzungen im 2. Schritt ergibt hieraus
py—e < K,f <gq,+¢ fiir alle n > ny.
Damit erfiillt die Differenz f — K, f die Abschatzungen
Py—qy—< f—K,f<q, —p,+¢ fiir alle n > ny.

Werten wir dies an der Stelle z aus und setzen y = z, so erhalten wir wegen ¢, (z) —p.(z) =
2e
—3e < f(x) — K, f(z) < 3¢ fir alle n > ny,

also insgesamt ||f — K, f]|c < 3¢ fiir alle n > nyg. O



3 Approximation in normierten Riumen

Die folgenden Begriffe sind aus der Linearen Algebra und Analysis bekannt.

3.1 Definition (normierter Vektorraum iiber R bzw. C). Sei V' ein Vektorraum iiber R
bzw. C. Dann heifst eine Abbildung ||.|| : V. — R Norm, falls

1. ||v|| > 0 fir allev eV und (|Jv|| =0 <= v=0) (Definitheit)
2. llav|| = |a| ||v|| fir allev eV und o € R bzw. C (Homogenitit)
3. v+ w| < ||| + ||w| fir alle v,w e V. (Dreiecksungleichung)

Ist (V,]|.||) vollstdndig (im Sinne der Topologie), so heifit (V,||.]|) Banachraum.
3.2 Beispiel. a) (C([a,b]),]||s) ist ein Banachraum
b) Sei 1 < p < oo und
LP(a,b) :={f : (a,b) —> R messbar, |f|? integrierbar}.

Funktionen f und g werden identifiziert (sind also “das gleiche Element” von L?(a, b)),
wenn f(z) = g(z) fast iiberall, also f(z) = g(x) auBerhalb einer Menge vom
Lebesgue-Maf 0 gilt. Mit der LP-Norm

, 1
I£= | [ 5@ da
ist L”(a,b) ein Banachraum.

c¢) Der Vektorraum Cfa,b] mit der Lo-Norm ist ein normierter Raum, aber kein Ba-

nachraum. (Ubungen)

3.3 Bemerkung. Die Normabbildung [|.|| : V' — R ist stetig, und sogar Lipschitzstetig,
denn es gilt

4. ’H’U” — Hw”’ < |lv—w|| (2. Dreiecksungleichung)
Wir beschreiben nun das Problem der linearen Bestapproximation, das in dieser Vor-
lesung intensiv behandelt wird.

3.4 Definition. Sei V ein normierter Vektorraum und M C V ein linearer Teilraum. Zu

f eV heifst

o Ey(f):= in]\f4 |f —v| der Approxzimationsgrad von f (bzgl. M),
S
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e jedes Element v* € M mit || f —v*|| = En(f) Proximum (oder Bestapprozima-
tion) von [ in M,

o I1,/(f) C M die Menge aller Prozima von f in M und

oIl : V. — P(M), f — Ily(f) die metrische Projektion von V auf M.
Hierbei ist P(M) die Potenzmenge von M.

Die Menge M heifst

o Existenzmenge, wenn zu jedem f € V mindestes ein Prozimum v* € M existiert,

o FEindeutigkeitsmenge, wenn zu jedem f € V hdchstens ein Proximum v* € M

existiert,

e Chebychev-Menge, wenn zu jedem f € V' genau ein Proximum v* € M existiert.

3.5 Bemerkung. II/(f) kann fiir ein f leer sein, fiir ein anderes f unendlich viele

Elemente enthalten.

3.6 Bemerkung. a) ||f]| liefert auch eine Schranke fiir die Proxima: fiir jedes Proxi-
mum v* gilt
[o*ll =" = f+ A< " = fI+ L
= f1+ ind o /]
< A0 =l =2 {1711

b) Falls M eine Chebyshev-Menge ist, so ist die metrische Projektion auch als Abbil-
dung von V nach M zu verstehen: Il : V. — M, Iy (f) = v* mit ||f —v*| =

En(f)-
Achtung: Im Allgemeinen ist diese Abbildung nicht linear.
3.7 Lemma. Fir f € V ist die Menge Iy (f) konvex (oder leer).

Beweis. Falls TTy,(f) # 0, wihle vy, vy € I (f) und setze w :=a vy + (1 — @) ve € M
mit a € (0,1). Dann gilt

If —wl=lla(f=v)+A-a)(f—w)l <a|f-ul+0—-a) |[f vl = Eu(f)
—— ——
=Enm(f) =Eum(f)
Also ist w € (f). O

3.8 Definition (Minimalfolge). Gegeben sei ein normierter Vektorraum V', sowie ein
linearer Teilraum M C 'V und eine Funktion f € V\M. FEine Folge (v, )nen von Elementen
v, € M heifst Minimalfolge, falls

Jim [|f = ol = inf [If —oll = En(f).
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3.9 Lemma. a) Zu jedem f €V ezistiert eine Minimalfolge.

b) Der Approzimationsgrad Ey : V. — R ist Lipschitzstetig: Es gilt

[Ex(f) = Ex(g)l < [If — gl
fiir alle f,g e V.

Beweis. a) ist klar per Definition der Minimalfolge. Zu b):
Seien f,g € V und ¢ > 0 beliebig. Wir wéhlen Minimalfolgen (v,) zu f und (w,) zu g,

sowie ng € N mit

Ey(f)
En(g)

IN

1f —vnll < Enp(f) + ¢
lg — wall < Ex(g) +¢

IN

fiir n > ng. Mit der 2. Dreiecksungleichung ergibt sich

If =gl = If = wall = lwa = gll = Ex(f) — En(g) — €
1f=gll = llg—=vall = llve = FIl = Ene(g) — En(f) —e.

Also ist
[Exv(f) = Ex(9)| < |[f — gl + ¢

fiir alle € > 0 und damit folgt die Behauptung. O

3.10 Bemerkung (Vorbereitung zum Existenzsatz). In einem endlich-dimensionalen

Vektorraum V sind alle Normen dquivalent, das heifit es gibt o, 5 > 0, mit

allvllr < vl < B lvllz

fir alle v € V', wobei ||.||1, ||-||1r beliebige Normen auf V' sind.
Insbesondere ist V' mit dim(V') = n isomorph zu (K", ||.||2).
Normierte Vektorrdume sind genau dann endlich-dimensional, wenn ihre Einheitskugel

kompakt ist (Satz von Alaoglu).

3.11 Beispiel. Der Folgenraum ¢?(N) der quadrat-summierbaren Folgen mit dem Ska-
larprodukt
(a,b) = ar by, a=(ap)rer, b= (br)ren
k=1

ist unendlich-dimensional.

Fir j € N ist die Folge e; = (jx)ken ein Element der Einheitskugel, denn |le;|| =
((ej,€;))Y? = 1. Die Folge dieser Elemente (e;)jen besitzt aber keine konvergente Teil-
folge wegen |le; — e;|| = 2 fiir alle ¢ # j. Daran erkennt man, dass die Einheitskugel von

¢*(N) nicht kompakt ist.
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3.12 Satz (Existenzsatz). Sei (V,|.||) ein normierter Vektorraum und M C 'V ein endlich
dimensionaler Teilraum. Dann gilt Ty (f) # O fir jedes f € V.

Beweis. Sei (v,,) eine Minimalfolge zu f, also

Jim [[f — vl = Bas(). (3.1)

Wegen

[on]] < o = I + 1 £]
und der Konvergenz von (||v, — f]|) ist auch die Folge (||vn||)nen eine beschriankte Zah-
lenfolge. Das heifit aber, dass die Folge (v,),en ebenfalls beschrankt ist (in AM). Weil
M endlich-dimensional ist, existiert eine konvergente Teilfolge (v, )reny mit Grenzwert

vt = klim Up, - Die Stetigkeit der Norm erlaubt den Grenziibergang
—00
17 =l = 1 = Jimn v, || = Jim I = v, | = Bne ().

also ist v* Proximum. O

In speziellen Banachrdumen sind alle Teilrdume Eindeutigkeitsmengen. Dies wird durch

folgende Eigenschaft der Norm gesichert.

3.13 Definition (Strikt konvexer Raum). Ein normierter Raum (V,||.||) heifit strikt
konvex, wenn fir alle f,g € V- mit || f|| = |lgll = 1 und f # g sowie fiir alle 0 < a < 1
die Abschdtzung

la f+(1-a)gl <1
qgilt.
3.14 Beispiel. a) Die euklidische Norm im R™ ist strikt konvex. Veranschaulichung

am Einheitskreis, Rechnung fiir ||z||2 = ||y|l2 = 1:
loz + (1 = a)yll; = o + (1 — a)* + 2a(1 — a)(z,y) = 1 — 2a(1 — &)(1 — (z,y)).

Fiir o € (0,1) ist der letzte Ausdruck nur dann 1, wenn (z,y) = 1 gilt; dies ist auf

Grund der Cauchy-Schwarz Ungleichung nur dann der Fall, wenn x = y ist.

b) Die Maximums-Norm im R" ist nicht strikt konvex.

3.15 Satz (Eindeutigkeitssatz). Ist (V,||.||) strikt konver und M C 'V ein linearer Teil-

raum, so besitzt jedes f € V' héchstens ein Proximum v* € M.

Beweis. 1. Fall: Ey(f) = 0, vy,v2 € Iy (f). Dann ist || f —vy1]] = 0 = ||f — v2||, also
V1 = Uy = f

2. Fall: Ey(f) > 0, vy,v9 € Hp(f), v1 # ve. Wahle 0 < a < 1 beliebig. Dann ist fiir
w=av+(1—a)vye M

If —wll = [a(f—w)+0—a)f -l € Eu(f),
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weil [|[f —wvi|| = ||f — val| = Eum(f) gilt. Dies ist ein Widerspruch zur Definition von
En(f). N

Nach diesen Uberlegungen wollen wir noch die Chebyshev-Mengen analysieren.

3.16 Satz. Sei (V,||.||) ein normierter Vektorraum, M C V eine endlich-dimensionale
Chebyshev-Menge. Dann ist die metrische Projektion Iy, : V. — M, f —— Iy (f) stetig.

(beachte: Ty, ist im Allgemeinen nicht linear)

Beweis. Sei (f,)nen eine Folge in V mit f = lim f, € V. Weiter seien v} := Iy (f,)
und v* = I/ (f) die Proxima. Zu zeigen ist Z:oi lim v}. Dazu verwenden wir den
folgenden Konvergenzsatz: Es seien (a,),en eine Folge ir;;;loormierten Raum V und a € V.
Falls jede Teilfolge (a,, )ren €ine gegen a € V konvergierende Teilfolge (ankj )jen

besitzt, dann konvergiert die Folge (a,,)nen gegen a.

Schritt 1. Jede Teilfolge von (v}) besitzt eine konvergente Teilfolge:
Dies folgt aus der Beschrianktheit und dim(M) < oco: |[vf]| < 2| f.]| fir alle n € N, und

(fn) ist beschrénkt, weil konvergent.

Schritt 2. Jede konvergente Teilfolge (v, ) hat den Grenzwert v*:
Sei dazu w = lim v; € M. Dann gilt

k—o00

Ew(f) < IIf —wl = lim |f = v, | < Tmsup(If = foull+ | fo, = 03, ])

. / N
k—o0 ~- ~

= limsup (Ey(fn,) — Em(f)) +Enm(f)

k—oo - -

< fng,—fll—0

= Eu(f).

Es folgt Eyp(f) = ||f — w||, also w = T (f) = v* aufgrund der Eindeutigkeit des Proxi-
mums an f.
U
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4 Approximation im Hilbertraum

4.1 Best-Approximation und Orthogonal-Projektion

4.1 Notation. Sei H ein Vektorraum iiber dem Korper K (mit K =R oder C) und (.,.) :
H x H — K ein Skalarprodukt; das heiflt es gelten die folgenden drei Eigenschaften:

L(fif)=20umd (f,f)=0=f=0
2. (af+Bg,h)=a(fh)+5 (gh)

3. (f,9) =19, 1)

Auf H ist durch || f]| := /( [, f) eine Norm definiert.
Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[ Cfg) < IfI gl

(H,(.,.)) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge einen Grenzwert in H besitzt. Dann
heifit H ein Hilbertraum.

Der folgende Satz macht das Arbeiten in Hilbertraumen oft sehr handlich.

4.2 Satz. Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis {ey : k € I} mit einer Index-

menge I; im FEinzelnen gilt
1. (ejer) =0y firj kel

2. Fiir jedes f € H und € > 0 existiert eine endliche Teilmenge J C I sowie Koeffizi-
enten ¢; € K fiir j € J mit

<e.

5

jed
Falls I endlich oder abzdihlbar ist, so nennt man H separabel.

Der Beweis beruht auf dem Auswahlaxiom und soll hier nicht vertieft werden. Wir beschéftigen

uns nur mit separablen Hilbertrdumen, die auch in den Anwendungen auftreten.

4.3 Beispiel. e R" mit (x,y) = > x; yp oder C" mit (z,y) = > x4 7, mit ONB
k=1 k=1
{ex; k = 1,...,n} der kanonischen Einheitsvektoren; oder den Spalten {v,...,v,}

einer Orthogonalmatrix bzw. unitdren Matrix

. B(N) = {(ameN e €K, 3 Jagl? < oo} it { (a)ecrs (b)) = 5= ap By; mit
k=1 k=1

ONB {ex; k € N} der Folgen e = (0;x);jen (unendliche Einheitsvektoren)

J
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o (*(Z) := {(ak)kez cap €K, Y Jagl? < oo}; mit ONB {ej; k € Z} der Folgen ¢, =
k=1

(056)jez
o L2(0,1):= {f (0,1) — C: f messbar und f|f |2dx<oo} mit
1
(f,9) = [ f(x) g(x) dz < oo; eine ONB ist {e;, : k € Z} mit ex(z) = €7k,
0

3 L2(R) = {f : R — C : f messbar und f |f(x)|? dz < oo} mit
f f(x d:c < 00; mit der Indexmenge I = 7 X Z schreiben wir die ONB
{e],k 7, k‘ € Z} mit e; () = x(j,j+1)(x) 2™, Weitere Orthonormalbasen sind sog.
Wavelet-Basen.

In den letzten beiden Beispielen miissen eigentlich Aquivalenzklassen von Funktionen

betrachtet werden mit f = g fast iiberall.

4.4 Bemerkung. Alle endlich-dimensionalen Hilbertraume H mit dim(H) = m sind
isometrisch isomorph.

Separable Hilbertraume mit dim(H) = oo sind isometrisch isomorph. Die Isomorphie wird
durch die bijektive Abbildung der Orthonormalbasen {e; : k € I} «— {e : k € L1}
definiert.

4.5 Satz. Sei H ein separabler Hilbertraum mit dim(H) = oco. Durch {ey : k € N} sei

eine Orthonormalbasis von H gegeben. Dann gilt

1. Bessel’sche Ungleichung: Fiir alle n € N st
STl fe) P<IfI? firalle f € H.
k=1

2. Parseval-Identitdt:

S e P =111

k=1
3. Die Bestapprozimation von f € H durch M = span{ey,...,e,} ist gegeben durch

= > (f.ex) ex und es gilt
k=1

En(f) =mf|f -l = < > |<f7€k>|2> :

k=N+1

Also gilt

fF=> (fex) e
k=1

mit Konvergenz der Reihe in der Hilbertraum-Norm. Dies ist die Fourier-Rethe

von f.
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Zum Beweis dient der folgende Satz:
4.6 Satz. Sei H ein Hilbertraum und M C H ein abgeschlossener Teilraum.

a) Dann ezistiert zu jedem f € H genau ein Proximum v* € M (d.h. M ist Chebyscheff-
Menge)

b) Die metrische Projektion
HMIH—>M, HM(f):U*
hat die folgenden Eigenschaften:

(i) Iy ist linear und stetig mit Operatornorm ||| = 1
(ii) 113, = Ty, das heifst Ty ist idempotent

(i1i) Iy ist selbstadjungiert, das heifit es gilt

(Ia fo9) = (f, Mg ) = (I f, g )

fiir alle f,g € H.
(iv) Sei M+ :={g€ H:(f g)=0 fir alle f € M} das orthogonale Komple-

ment von M. Dann gilt

HM — Id, 1—-[M = 07

M M-+

das heifft M+ = kernlly,. Insbesondere kann f € H orthogonal zerlegt

werden:

=1y f+ (Id =) (f)
—_ —
eM ceML

Die Abbildung 11, heifit orthogonale Projektion auf M.

Beweis. a) Das Skalarprodukt definiert eine strikt konvexe Norm: Fiir || f|| = [|g]| = 1
und o € (0, 1) gilt

laf+(1-a)gl? = (af+(1-a)gaf+(1l-a)g)
= o IfIP+ (1= a)*[lgl* +2 Re({a f,(1 —a)g))
< P+ (1l-a)f+2a(l-a)|lflllgl]=(a+(1-a)®=1
Y
Gleichheit gilt genau dann, wenn f = (g fiir ein 5 € K mit |3] = 1 gilt. Also gilt
die strikte Ungleichung ,,<* fiir f # g. Dies ist die strikte Konvexitéit. Also ist M

Eindeutigkeitsmenge.

Um zu zeigen, dass M Existenzmenge ist, wihlen wir zu beliebigem f € H eine

Minimalfolge (v,)neny mit v, € M und lim || f — v,| = Exm(f).
n—o0
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Wir zeigen nun, dass (v,) eine Cauchy-Folge ist. Da M als abgeschlossene Teilmenge

eines vollstédndigen Raums selbst vollstandig ist, besitzt (v,,) dann einen Grenzwert

v* := lim v, € M, der das Proximum an f ist.

n—0o0

Fir n,m € N gilt

EnOF < 1= o)

2 2

A\

2 1

1
—+ H§ (Un — Um)
2 1 2 1 2
= |[fII" + 2 [[vall® + 2 [vm||* = Re(( f, vn + v )
1 1 1 1
+§ Re((”ﬂavm» + 1 anHQ + 1 vaHQ ) Re(<vn>vm>)

1 n,m—r00 2
1f = vml* =" (Ear(£))*.

1 2
= Sl P+

Also gilt ||v, — v,,]|> — 0 fiir n,m — oo. Damit ist (v,) eine Cauchy-Folge.

b) (iv)

Fiir f € H sei v* das Proximum. Um zu zeigen, dass (f — v*) € M= gilt,
definieren wir zu beliebig gewéhltem v € M \ {0} die reelle Funktion

®:R—=R, ®a):=|f-v"—av|® = ||f=v"[*—2aRe({ f — v, v))+a|lv|*

® ist ein quadratisches Polynom mit positivem Héchstkoeffizienten ||v]|* und

besitzt bei a = 0 sein Minimum, weil v* das eindeutige Proximum an f ist.

Also gilt
' (0) = —2Re((f—v*0v))=0.

Analog betrachtet man die Abbildung ®(a) = ||f — v* — iaw]|?, falls K = C

ist, und erhéilt (0) = —2Im(({ f — v*,v)) = 0. Insgesamt ist also
(f—v"v)=0.

Damit ist f = v* 4 (f — v*) die orthogonale Zerlegung von f.

Additivitat: Seien f,g € H, f = v* + (f —v*) und g = w* + (¢ — w*) die

orthogonalen Zerlegungen mit Proxima v* bzw. w*. Dann ist

frg=v 4w+ ((f—v)+(g—w)

J/

eM GRZL
die (eindeutige) orthogonale Zerlegung von f+ g, also ist I, (f+g) = v* +w*.
Multiplikativitét: folgt analog.

Stetigkeit: Die Operatornorm des linearen Operators 1, ist 1. (Denn fiir v € M
ist Ty = v, also [Ty || > 1; fiir f = o+ (f — %) ist || f]2 = o[>+ | f |
also || f]| = ||[v*]] < || f|| und damit ||II,,]] < 1.) Also ist ITy; beschrénkt und
linear, und deshalb stetig. (Einfacher Nachweis: f,, — f = Iy f, — U f)
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(ii) klar

(iii) Folgt mit (iv):

<HMfag> = <HMf,HMg+(g—HMg)> ——

4.2 Der Hilbertraum L?(0,1)

Wir betrachten nun den Raum
1
L*(0,1) =< f:(0,1) — C | f messbar, /\f(x)\Q dr < o0
0

mit dem Skalarprodukt
1
(1.9)= [ Fa)ga) do
0

und der Orthogonalbasis e : (0,1) — C, e(x) = €™ mit k € Z.
Im Folgenden setzen wir
Tn :=span{e;: —n < k <n}
fiir den Vektorraum dertrigonometrischen Polynome vom Grad < n. Es ist dim(7,) =

2n 4+ 1.

4.7 Bemerkungen. Die Vollstéindigkeit der Orthonormalbasis {ex(z) = >}, stellt

man fest, indem man eine der dquivalenten Bedingungen priift:
1. M := span{ey }rez liegt dicht in L*(0,1)
2. Es ist M+ = {0}, das heifit aus { f, e ) = 0 fiir alle k € Z folgt f = 0 fast iiberall.

3. Es gilt die Parseval-Identitét || f]|> = > | ( f,exr) |
kez

Die Aquivalenz der Aussagen ist leicht einzusehen, jedoch erfordert der Beweis einer der

Aussagen viel Aufwand. Wir werden dies im Laufe dieses Kapitels erledigen.

Als direkte Folgerung aus dem Approximationssatz im Hilbertraum ergibt sich der Satz

zur Fourier-Approximation.

4.8 Folgerung. Die metrische Projektion 11y, mit M = T, st gegeben durch die Fou-
rierpartialsumme

M f = Suf = > cr(f) e

k=—n
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mit den Fourierkoeffizienten

1

alf) = (few) = [ fla) e da

0

Wir stellen die folgende Uberlegung zur Fourier-Partialsumme an. Es gilt

Snf(flf) — Z /f —27rzk;y dy€27rzk;m

k=—n 0
_ /f (Z eQﬂzk(x y )
k=—n .,
mit der Funktion
n 2n
Dn(l') _ Z 627rzk;a: _ 6—27rma: Z(€2WW>k
k—=—n k=0
—2minx ( ,27mi(2n+1)x _ 1 1 2 1
e (e | ) _ sm(w.( n -+ )x)’ z € (0,1),
_ e2miz _ | Sln(ﬁflf)
o+ 1, xz=0.

Trotz der rationalen Darstellung beachte man D,, € 7, aufgrund der Definition von D,,.

4.9 Definition (Faltung). a) Fir f,g € L*(0,1) definiere die (periodische) Faltung
von f und g durch

1
(F+9)@) = [ 1) gl —v) dy.
0
Hierbei wird die Funktion g als periodische Funktion mit Periodenlinge 1 auf ganz

R fortgesetzt.

b) Es sei K :(0,1) = C mit | K|, = fol |K(x)| de < oco. Dann heifit

Ty : L?(0,1) — L*(0,1), Txf(x /f y)dy = (f * K)(x)

Faltungsoperator, und K der zugehirige Faltungskern.
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4.10 Bemerkung. a) Die Faltung f x g ist fiir f, g € L3(0,1) punktweise definiert:

(f9)@)| < /|f(y)Hg(:v—y)|dy

2

ING

1 % 1
| |f()[* dy lg(z — y)|* dy
fiora) (]

= (f lg(y)|? dy)
0

Also ist f x g beschriankt. Genauere Analyse zeigt sogar, dass f x g stetig ist mit
fxg(0) = fxg(1).

b) Die Faltung f % K ergibt fiir f € L5(0,1), K € L;(0,1) wieder eine Funktion in
LQ(O, ].)

Nl

= [[fll2 gl

2

/Ol'f*K@)iQdf < / jlf(y)llK(w—y)ldy da

2 / /llf(y)\2|K(x—y)\dy /1\K<x—y>|dy da

N
1
1
= ||IK 2\K(x — )| dxd
|| “1/0 O/If(y)|| (& — )| de dy

= KR I15

Also ist Tk ein linearer beschrinkter Operator auf L (0, 1), seine Operatornorm ist

kleiner oder gleich || K||;.

Spezielle Faltungsoperatoren liefern als Bildbereich trigonometrische Polynome vom Grad

n, wie das folgende Lemma zeigt.

4.11 Satz. Fir K € T, (mit n € Ny) gilt T f € T, fiir alle f € L*(0,1).
Sind a, = cx(K) die Fourierkoeffizienten von K, —n < k < n, so gilt fir die Fourierko-
effizienten von Tk f

axck(f), k| <n,

0, |k| > n.

Ck<TKf) =
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n .
Beweis. Fiir K(z) = Y. a; ™ mit a;, € C ist
k=—n

n

Ticf () = =Y @ / F(y) 2 gy

k=—n 0

1

_ Z a, e2mkx /f f2mky dy
J

=ex(f)

_ Z a, Ck;(f) e27rz‘kz'

k=—n

O

Faltungsoperatoren heissen wegen der obigen Eigenschaft auch “Fourier-Multiplier” oder
“Filter”. Ein Faltungskern K € 7, annulliert alle Fourierkoeffizienten ¢ (f) mit |k| > n,

annulliert also die hohen Frequenzen von f.

4.12 Beispiel (Wichtige Faltungskerne).  a) Dirichlet-Kern:

sin(m(2n + 1)z)

n ‘ . , z € (0,1),
Z eQﬂzkm _ Sln(’]‘(‘x) cT,.
k=—n 2n + ]., x = 0.
b) Fejér-Kern:

ne1 1 (sin(nmrz)\>

1 — | € (0,1

Fo(x):=— Di(z) =< n ( sin(mx) e €01 S
"= n ,x =0.

c) Jackson-Kerne: Fiir 7 > 2 heifit die Funktion

. 2r
JO(2) = wn, (M) € T,

sin(mz)

1
. sin(nra)\ "
itom [ (Y,
’ sin(mx)
0
Jackson-Kern der Ordnung r. In z = 0 erfolgt die stetige Fortsetzung mit J (0) =

n2’"wn7r.

mit

4.13 Eigenschaften. a) Symmetrie: Die Kerne D,,, F,, und J sind gerade: K,,(—x) =
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b) Normierung: Es gilt

an(x) dx = /1Fn(3:) dx = /1Jn’")(x) dr=1.

Deshalb folgt mit Satz .11

co(Snf) = co(f * D) = co(f x ) = co(f * J) = co(f).
Die konstanten Funktionen werden also reproduziert.

c) Beschrinkte Operatornorm auf L?(0,1): Die zugehorigen Faltungsoperatoren
Tk, : L2(0,1) — Lo(0,1), mit Faltungskern K,, = D,,, F,, oder J) erfiillen

ITo, = ISall =1, Tel =1, Tl =1

Dies sieht man wie folgt: 5, ist die Orthogonalprojektion auf 7,, hat also die Ope-

ratornorm 1.

Fiir £, und J{" ergibt die Normierung jeweils Tk, (eo) = o (Reproduktion der Kon-
stanten); also ist die Operatornorm mindestens 1. Auflerdem liefert die Positivitét
F,(z) > 0 und J{”(z) > 0 fiir alle z € (0,1) jeweils die L;-Norm

1
| Kl = / K,(z)dz =1,
0

mit Bemerkung [L.10(b) also auch die obere Abschitzung fiir die Operatornorm.

4.14 Bemerkung. Die L;-Norm des Dirichlet-Kerns D,, ist von der Groenordnung In n,
sie ist also nicht beschriankt fiir n gegen unendlich.

Beweis: Der Mittelwertsatz liefert die Standard-Abschétzung

2r < sinmr < 7, z €[0,1/2]. (4.1)
Damit ist
1 1/2
/|Dn(x)\ dr — 2/ Do (2)] da
0 0
1/2
>

2 :
- 2 1
- '/|sm7r( n+ 1)z .
T

Das letzte Integral wird mit der Substitution y = (2n + 1)z zu

1/2 (2n+1)/2

/ |sin7(2n + 1)z| dp — / | sin 7y dy.
Y

T
0 0
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Aufteilen in die Bereiche zwischen den Nullstellen k € Z des Zéahlers ergibt

(2n+1)/2 (2n+1)/2

. n—1 k+1 . .
S1n T S 7w S1n 7T
/ | yyl dy:Z/| yyldij / | yyl dy. (4.2)

0 k=0 7% n

e Abschitzung von ||D,||; nach unten: Fiir 0 < k <n — 1 gilt

k+1 k+1

| sin my| 1 / _ 2
—dy > —— sinmy| dy = ——,
/ g W25 ) Isemldy=geae
3

k

also insgesamt durch Weglassen des letzten Summanden

/ 4 =1
D, () de> =S —.
1= 5355
) -

Die Partialsumme der harmonischen Reihe schitzen wir mit dem Integral-Vergleichskriterium

nach unten ab:
n—1 1 n 1
- > ——dy=In(n+1
Sy )yt
Wir erhalten das Ergebnis
! 4
/ |Dn()] dz > — In(n +1).
0 T

Damit ist gezeigt, dass die L;-Norm der Kerne D,, nicht gleichméfig beschrankt ist,
d.h. sup,, || D, = oo.

e Abschétzung von || D, ||; nach oben: Fiir 1 <k <n —1in (£2) gilt

k+1 . . k+1 5
k k

Den ersten Summanden in (£2) schétzen wir mit (£1I]) nach oben ab durch

1

/|sm7ry\ dy <.
Y

0

den letzten Summanden durch

(2n41)/2 (2n+1)/2
i 1 1

/ [siny dy < — / |sinmy| dy = —,
Y n nmw

also insgesamt



4 APPROXIMATION IM HILBERTRAUM 32

Fiir die Partialsumme der harmonischen Reihe gilt analog wie oben

"1
Z <1—|—/ —dy=1+Inn.
k y
Wir erhalten das Ergebnis
! 2
/ |Dp(x)] de <7+ —(1+1nn).
0 ™
e Durch noch genauere Rechnung zeigt man, dass gilt

/0 |D,(z)| dz = % In(n) + O(1).

Mit dem Additionstheorem ist

1
|Dn(z)] = Tsin(ra)] |sin(2n7z) cos(wz) + cos(2nmx) sin(rz)| = |sin(2nmzx) cot(rz) + cos(2nwz)| .
sin(rz

Ersetzen von cot(nz) durch die Ndherung le ergibt

1
— sin(2n7z)
T

|Dn ()] = + gn(@)

mit der stetigen Funktion g, : [-1/2,1/2] — R, die beschréinkt ist durch

lgn ()] < |sin(2nmz)|

1 2
cot(mz) — — | + | cos(2nmz)| < — + 1.
T ™

(Der Term im ersten Betrag ist monoton fallend in 0 < z < 1/2 mit Wert 0 bei z = 0 und 2/7 bei z = 1/2.) Also

ist

1/2 1/2
2 in(2
/|Dn(x)|dz:f /MderO(l).
™ X
-1/2 0

Beim Integral liefert die Substitution y = 2nz

1/

/ 51n(2n7m: / |sin(my)|

0

und fiir dieses Integral haben wir bereits gezeigt

n
/\smﬂ
0

Die Faltungskerne mit wachsendem Grad n lassen sich zur Approximation von Funktionen

- % In(n) + O(1).

f € Ls(0, 1) einsetzen. Dahinter steckt ein allgemeines Prinzip, das jetzt angegeben werden

soll.

4.15 Definition (approximative Einheit). Eine Folge von Faltungskernen K, € L(0,1),
n € Ny, heifit approxrimative Einheit, wenn gilt
1
1. asymptotische Normierung: lim K,(x)dx =1.

n—00
0
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1
2. gleichmdjflige Beschrinktheit: / | K (x)| de < M fiir alle n € Ny.
0

3. Lokalisierung: Fiir jedes 0 < § < % gilt

lim | K (x)| doz = 0.

N0 J5<|x|<1/2
4.16 Satz (Approximationssatz). Ist die Folge von Faltungskernen K, € Li(0,1) eine
approximative Einheit, so gilt

lim [|f — f* Kyll2 =0

n— oo
fir alle f € Ly(0,1).

Der Beweis wird nicht hier gegeben, er wird im Anschluss an die Approximation mit
Faltungskernen auf C[0, 1] bzgl. der Maximumsnorm gezeigt, indem f zuerst durch eine

stetige Funktion g approximiert wird und dann g — g * K, betrachtet wird.

Die Lokalisierungseigenschaft in Definition [.15 (3.) ist etwas unhandlich. Sie kann ersetzt

werden durch verschiedene Bedingungen, z.B. ist die gleichméflige Konvergenz

lim K,(z) =0 firalle 0 <]|z|<

1
n—oo 2

hinreichend fiir @.T5] (3.). Eine andere hinreichende Bedingung wird in Form der absolu-

ten Momente eines Faltungskerns angegeben.

4.17 Definition (absolute Momente). Fir einen Faltungskern K € Ly(0,1) und ein
ke NO 15t

1

1/2
M) = [t ) da

das absolute Moment k-ter Ordnung.

4.18 Lemma. Es sei (K,)nen eine Folge von Faltungskernen in Ly(0,1). Falls fir ein
keN
lim M;(K,) =0

n— oo
gilt, so erfillt die Folge der Faltungskerne die Lokalisierungseigenschaft in Definition[{.15
(3.). Genauer: fiir jedes 0 < 6 < 1/2 und n € N gilt

M (K,
[ Rl ay < M)
6<]y|<1/2
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Das Lemma enthélt neben der qualitativen Aussage (=Konvergenz gegen Null fiir n — 00)
auch das quantitative Ergebnis fiir festes n € N. Wir haben die Anwendung der Momente

(im diskreten Fall) bereits bei den Sétzen von Popoviciu und Voronovskaja kennengelernt.

Zum Abschluss geben wir noch scharfe Abschiatzungen fiir die Momente der Fejér- und
Jackson-Kerne in Beispiel an. Hierbei bedeutet a, ~ b,, dass die Folgenglieder a,
und b, fiir n — oo das gleiche asymptotische Verhalten haben, also Konstanten ¢, co > 0
existieren mit ;

g < 2 <y fiir alle n € N.
an

4.19 Lemma. a) Fir die Momente des Fejér-Kerns gilt

1/2 ln_n’ k=1,
[t R~
~1/2 L gp>2

b) Fiir die Momente des Jackson-Kerns I mit v > 2 gult

) =X, k<2r—2,

1/2

[ 0@~ ] e =2
L k > 2r.

n2r—1-

Beweis. Wir setzen r = 1 in Teil a) und 7 > 2 in Teil b) und betrachten die Kehrwerte
der Normierungskonstanten
1/2
) sin(nmx) 2r
W, = / —_— dx.
’ sin(mx)
~1/2

Aufgrund der Definition des Fejér-Kerns wissen wir bereits w,; = %, und allgemein er-

halten wir mit der Standard-Abschéatzung (4.1]) sowie der Substitution y = nx

1/2 . o n/2 . 2r
w;}, - / (sm(mrx)) dr — 21 / <31n(7ry)) dy ~ n2r-1
, z y
0 0

Im letzten Schritt wurde die Konvergenz des uneigentlichen Integrals

r sin(my) \ >

/(7) dy < 00, r>1,
Y

0

verwendet. Ganz analog ergibt sich fiir 1 < k < 2r — 2 auch

1/2

/ k (sin(nm;) ) v 2r—k—1
2" === ) dr~n :
sin(mx)

—-1/2
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und durch Multiplikation mit w, , folgt die Behauptung fiir diese k. Weiterhin ist fiir
k=2r—1

1/2 ' o n/2 o
o (emtmay” st
sin(mx) Yy
2 0
im letzten Schritt wurde dabei die Rechnung wie zum Dirichlet-Kern durchgefiihrt, ver-

gleiche Bemerkung [A.14l Fiir £ > 2r wird schliellich

1/2 ' . 1/2
/ |z|* (Ln((mx))) dx ~ /xkz’" (sin(nmx))* dx ~ 1.
sin(mx
-1/2 0
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5 Approximation in C,[0, 1]
Im Kapitel 2 wurden quantitative Aussagen zum Bernstein-Operator
- k
B, :C]0,1 s B, = — ) on ,
00> Pu BN =3 (£) st

gemacht. Der Satz von Popoviciu besagt beispielsweise, dass

5) 1
15 = Buflle < 50 (1.2

gilt, wobei w(f,-) der Stetigkeitsmodul von f ist. Aussagen dieses Typs nennt man “di-
rekte Sétze” oder “Jackson-Sétze”, weil sie eine Schranke des Approximationsfehlers in
Abhéngigkeit des verwendeten Polynomgrads liefern. In diesem Kapitel werden Sétze
dieses Typs fiir die Bestapproximation periodischer Funktionen mit trigonometrischen
Polynomen behandelt, also fiir Ey(f) mit M = T,.

Andererseits lassen sich aus der Asymptotik des Approximationsgrads Ey,(f) fir M = T,
einer stetigen und periodischen Funktion auch Schlussfolgerungen auf Glattheitseigen-
schaften von f ziehen. Aussagen dieses Typs nennt man “Umkehrsétze” oder Sétze vom

“Bernstein-Typ”.

In diesem Kapitel verwenden wir die folgenden Notationen. Es sind

C.0,1] = {feCMR): f(zx+1) = f(z) fir alle z € R}, (5.1)
CF0,1] = {f€eC*R):R—=K: f(x+1) = f(z) fiir alle v € R},

die Vektorrdume der stetigen bzw. k-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit Periode
1. Als Wertebereich wihlen wir entweder R oder C, als Norm auf C,[0, 1] die Maximums-
norm.

Man beachte: die Einschrankung auf das Intervall [0, 1) bestimmt f bereits fiir alle x €
R. Der Definitionsbereich T =~ [0,1) wird identifiziert mit der Einheitskreislinie: die e-
Umgebung von 0 ist dann U, (0) = [0,€)U(1—¢, 1). Insbesondere ist der Definitionsbereich
T kompakt.

Zunichst wollen wir die Faltungsoperatoren aus Kapitel 4 als Operatoren auf C.|[0,1]

betrachten.

5.1 Satz. FEs sei K € C,[0,1] eine reell-wertige Funktion. Der Faltungsoperator

hat die Operatornorm
1

Tk |lc.se. = K|l = / |K(ZE)| dz.
0
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Beweis. 1. Ist || fllee = 1, so folgt fiir z € [0,1)
1

f* K ()] = /f<y>K<x—y>dy < 1 Fllo /|K<:c—y>\dy.

=1 0
-

J

g

:j|K(y)|dy
0
Also ist ||Tk|| < 1.

2. Zu ¢ > 0 konstruieren wir f € C,[0,1] mit | Tk f|lcc > 1 —2¢. (Vgl. hierzu etwa das

Vorgehen in der Numerik 1 zur Zeilensummennorm von Matrizen.)

Es sei
M, = {z€[0,1]: K(—x) > ¢},
My, = {ze€0,1]: K(—x) < —¢}.

Diese Mengen sind offensichtlich disjunkt und wegen der Stetigkeit von K abge-
schlossen und kompakt. Nach dem Satz von Urysohn oder Satz von Tietze aus

der Topologie existiert ein f € C,[0, 1] mit
f(x) =1 fir z € M, f(x) = —1 fiir z € My,

sowie

Hiermit ist
1
K (0)] = / £(y) K(~y) dy
0

— / |K(—y)|dy+/f(y)K(—y)dy

MiUM>

v

/ K(—y)|dy — / F @)K ()| dy

MiUMo

1
/ K (—y)|dy —2 / K (=) dy
0 1, <e

1
> / K (—y)| dy — 2.
0

v

O

Bildet die Folge von Faltungskernen K, € C.[0, 1] eine approximative Einheit im Sinne
der Definition [£.15] so besitzen die Faltungsoperatoren die folgende Approximationseigen-
schaft.
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5.2 Satz (Allgemeiner Approximationssatz fiir Faltungsoperatoren). Die Folge K, €

C,4[0,1], n € Ny, sei eine approximative Finheit. Dann gilt
lm [|f — f* Kpllw =0
n—oo
fir alle f € C,[0,1].
Genauer: Es sei
1
Cp 1= ’1 —/ K, (y) dy', also lim ¢, =0 wegen[{.1] (1.).
0 n—oo

Dann gilt fir jedes § > 0, n € Ny und f € C.[0, 1]

V= % Koo < 1l 0(£,6) + [l | en+2 / Kwldy|. (52)

0<|y|<1/2

Beweis. Schritt 1. Aus (5.2]) folgt die erste Aussage:
Zu g > 0 wihle § > 0 so, dass w(f,d) < 47 mit M aus Definition £T5] (2). Wegen E.T3] (1)
und (3) existiert ng € Ny so, dass ¢, < m und

3

2 flloe

/ Ka(y)] dy <

ly|>d

fiir alle n > ng. Dann folgt aus (5.2)) fiir alle n > ng

g g g
1f = F 5 Kol < Hfj;rh 7 + 2l = Wl = < 3.
Schritt 2. Zeige die Abschatzung in (5.2]).
Fir z € [0, 1] gilt
1/2
F@) = (f* K@) = |f) - / Koly) £z —y) dy
~1/2
1/2 1/2
< @ |1- / Kay)dy || + / Ko(y) (f(2) — f(z —y)) dy
—1/2 -1/2
)
< allflet [ @) = Jo =) Kaw)] dy
s <w(£5)
s [ e - sy K dy
s<lyl<1/2 <2 [ fllo
< et w0 1Kl 42l [ IKawldy

6<|y|<1/2

Dies ist (5.2). O
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Fiir Kerne K,, mit den Eigenschaften
1/2
IKali=1  c=1- [ Kifz)de=0,

—-1/2

)

also z.B. die Fejér-Kerne F;, und die Jackson-Kerne I , vereinfacht sich die Abschéatzung

B2) zu

1= fr Kl < w4200 [ 1K)l dy 5:3)

6<|y|<1/2

Unter Verwendung der absoluten Momente lassen sich auch quantitative Aussagen zeigen.

Dies fiithrt auf die direkten Sétze oder Jackson-Sitze zur Approximation.

5.1 Jackson-Siatze

Wir erzielen nun quantitative Aussagen zur Approximationsgiite von Faltungsoperatoren
und sogar von Proxima an f € C.[0, 1]. Die Beweistechnik verwendet die absoluten Mo-
mente z.B. der Jackson-Kerne J." in (??). Sie wurde ganz dhnlich im Satz von Popoviciu

fiir die Bernstein-Operatoren angewendet. Zuvor noch eine Begriffs-Erweiterung.

5.3 Definition. Es sei K = T oder K C R ein kompaktes Intervall sowie r € N. Fiir
t>0und f: K — R nennen wir

wr(f,t) = Sup. [ALfllse = sup  sup |A}f(z)] (5.4)

0<h<t z,x+rheK

den r-ten Glattheitsmodul von f zur Schrittweite t. Dabei ist

r

A F(r) = A(AT () = 3 (

j=0

;)(—1)T‘jf(:v+jh)

die r-te Vorwdrts-Differenz von f an der Stelle x.

Bemerkung: Eine Kleinigkeit ist zur Definition von w, zu sagen: die Definition verlangt,
dass

r,x+h,...,v+rhe K

im Definitionsbereich von f liegen. Dies ist fiir periodisches f (also K = T) keine
Einschrankung, weil f auf ganz R definiert ist; fiir K = [a,b] und (nichtperiodisches)
f i [a,b] — C ist allerdings das Supremum nur iiber = € [a,b — rh| =: K(r, h) zu bilden.

Eigenschaften der Glattheitsmodule sind in der folgenden Aussage zusammengefasst. Der

Fall » = 1 ist bereits in Kapitel 2 enthalten.
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5.4 Lemma. Es seir € Nund K =T oder K = [a,b] C R kompakt. Die Funktionen f,g

seien Elemente von C(K).

(i) Esist w,(f,t) >0 fir allet >0 und lim;_,ow,(f,t) = 0.
wy-(f,t) ist monoton wachsend bzgl. t.
(iii) w,(f,nt) <n" w,.(f,t) firn e N.
wr(fy M) < [A]" wi(f,t) fiir reelles A > 0.
(ZU) wr(fv t) < 2("}7’—1(]0’ t) < 2T?1w1(fa t) < 2T||f||00
(v) w(f,t) <tw,_1(f',t) fiir f € CHK).
(vi) Aus w,(f,t) =o(t") firt — 0 folgt f € P._;.

Beweis. Proof: Die Beweise von (i) und (ii) sind wie beim Stetigkeitsmodul in Kapitel 2.

(ili) Wir verwenden die Operatorenschreibweise
Ap =1, — 1, Tnf = f(-+h).
Tp, ist eine Translation von f und T ist die Identitdt auf C'(K). Damit ist A, die Teleskopsumme

Anh = Tnh — I
= Tah — Th—1)h + T(n—1)h — Tn—2)h T+ T — 1

= Ay O T(n—1)h +AhOT(n—2)h+"'+AhOI-

Wir benétigen die r-te Potenz des Operators A,,. Dazu beriicksichtigen wir, dass A, mit jedem Trans-

lationsoperator 7, kommutiert, denn es ist
Apory(f) =An(f(+y) =fC+y+h) = f(+y) =n(f(+h) = f) =70 Anlf)
Also kénnen wir (wie bei iiblichen Potenzgesetzen) ausklammern und erhalten
Anp =A% o (T—)h + Tn—2yp + -+ + 1) = (Tn—1)p + Tn—2yp + -+ 1)" 0 A}
Damit ist fiir jedes f € C(K)
1A% lloe = 1(Ttn-1)n + Tn-2pn + - + D) (AL )lloo < N(Tm-1)n + Tn-2)n + -+ + 1) lop [| A% f[loo-
Mit der Operatornorm ||7,||op = 1 und der Dreiecksungleichung folgt daraus
AL flloo < 1" |AR flloo-

Insgesamt erhalten wir fiir den Glattheitsmodul

wr(fint) = sup [[A}flloo = sup [[A7, fllec <n" sup [|A} flloc = n"w(f,1).
0<h<nt 0<h<t 0<h<t

(iv) Die Rekursion AL = Ay 0 A}' = (1, — I) o A} ! ergibt

127 flloe < 7w = Tllop 125" Flloo < 2/ A7 f oo
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Daraus folgt die Behauptung.

(v) Falls f differenzierbar ist, so ist auch die Funktion g := A} ™! f differenzierbar (klar mittels Ausschrei-
ben von Aj~! als Summe), und es gilt ¢’ = A}~ '(f’). Die Rekursion in (iv) ergibt also

h
AL F(2)] = lg(e + ) — / (x4 ) dy| < WA ()] oe.
0

Daraus folgt die Behauptung.

(vi) Die Behauptung hat einen iiberraschend komplizierten Beweis, verglichen mit der Aussage zum
einfachen Stetigkeitsmodul. Dies liegt daran, dass aus A" f = 0 nicht leicht auf die Differenzierbarkeit
von f geschlossen werden kann!

Es sei tgp > 0 beliebig. Die Voraussetzung w,(f,t) = o(t") fiir ¢ — 0 liefert die Existenz einer Nullfolge

(En)nEN mit

t T
wr(f, t—o) <én <£) fiir alle n € N.

Mit (iii) folgt daraus
wr(f,to) < n"wp(f, ) < ep th fiir alle n € N.

Die linke Seite héngt nicht von n ab, also gilt
wr(f,to) < lim e, t; =0.
n—oo
Deshalb ist die Voraussetzung dquivalent zur Bedingung
AL fllec =0 (5.5)

fiir alle A > 0, fiir die die Menge K, j nicht leer ist.

Die Behauptung (vi) ist also dquivalent zu:

Aus A} f =0 fiir alle 0 < h < ¢, mit einem festen ¢ > 0, folgt f € Pr_1. ‘ (5.6)

Diese Aquivalenz wird per Induktion nach r € N bewiesen.

1. Fiir r = 1 folgt aus Ay f =0 fur alle 0 < h < ¢ sofort f(y) — f(x) =0 fir alle |y — x| <. Weil K

als Intervall (oder T) zusammenhéngend ist, ist f konstant, also ein Element von Py.

2. Um den Induktionsschluss von r nach r 4+ 1 zu fiihren, treffen wir einige Vorbereitungen. Es sei
f € C(K) mit A;;H f =0 fir alle 0 < h < t. Der grofite Teil des Beweises wird darauf verwendet
zu zeigen, dass hieraus

A} f=ch” firalle 0 <h <t (5.7)

mit einer Konstanten ¢ folgt. Insbesondere muss gezeigt werden, dass Aj f(x) nicht mehr von z
abhéngt (Teil 2.b unten).

Wir definieren die Funktion

g(x,h) = Ay f(x), weK(rh), 0<h<t,

wobei K, j, der maximale Zuléssigkeitsbereich zur Definition von AJ f ist. g ist stetig (als Funktion
beider Variablen z und h). Wir betrachten zunéchst die Funktion g(-, h) fiir festes h > 0.

2.a Aus Apg(-,h) = Azﬂf = 0 folgt, dass die Funktion g(-, h) periodisch mit der Periodenlinge h ist,
denn fiir alle z € K(h,r + 1) ist

g(x+h,h) —g(z,h) = Az+lf(:c) =0.
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2.b

Wir wollen zeigen, dass g(-, h) sogar konstant ist. Dazu betrachten wir zusitzlich die Funktionen
g(-, %) fiir n € N. Jede einzelne dieser Funktionen ist periodisch mit der Periodenlénge % Wie in

(??) erhalten wir

g h) =Af = Tm-nn +Tman + -+ )" (A% )= Tvn +Temon ++1)" g 7).
n n n n

n

Die Periodenléinge % der Funktion g(-, %) wurde in 2.a begriindet. Sie sichert 745 g(-, %) =g(, %),
also folgt "
g('ah) =n" g('v%)' (58)

Deshalb ist auch g(-, h) periodisch mit Periodenlinge % fiir alle n € N.

Nun kommt die Stetigkeit von g(-, h) ins Spiel. Es sei g € K (h,r) fest und y € K (h,r) ein weiterer
Punkt. Fiir n € N sei y,, derjenige Punkt der Menge z¢ + %Z mit dem kleinsten Abstand zu y
(bei Nicht-Eindeutigkeit wihle ein solches y,, aus). Offensichtlich ist lim,,,o ¥ = y. Andererseits
ergibt die Periodizitit g(y.,h) = g(xo, h) fiir alle n € N. Stetigkeit liefert also g(y, h) = g(zo, h),
und deshalb ist g(-, h) konstant.

Fiir den Induktionsschluss betrachten wir nun die Variable h und zeigen

R\"
g(,h) = (?) g(-,t) firalle 0<h<t. (5.9)
Fiir h = L ist dies bereits in (5.8) enthalten (ersetze dort h durch ¢). Daraus folgt dann (5.9) auch
fir h = 2 mit 1 < m < n, wieder mit Hilfe von (E8) (ersetze dort n durch m sowie h durch

%) Dies zeigt (59) fiir alle rationalen Vielfachen gt mit 0 < ¢ < 1. Die Stetigkeit von g (bzgl. h)
liefert schlieBlich (9] fiir alle 0 < h < .

Weil g(-,t) konstant ist (bzgl. x), folgt aus (59)
nf=g(,h)=ch” firalle 0<h<t, (5.10)

mit der Konstanten ¢ = ¢~ "g(+,t) (beachte: ¢t > 0 war fest).

Nun kommt endlich der Induktionsschluss. Fiir die spezielle Funktion e,(z) = % gilt ebenfalls
A} e, = ch” (z.B. nachrechnen mit Hilfe der dividierten Differenz). Also folgt wegen der Linearitét
des Differenzenoperators

Ab(f—e)=0 firalle 0<h<t.

Die Induktions-Annahme (&.0)) ldsst hieraus auf
f —er € ,Prfl

schlieBen, und das bedeutet f € P,.

5.5 Bemerkung. Fiir f € C"(K) ist

wet(fo1) <tw, (f,8) <o < twy (F71).
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a) Falls zusétzlich fiir ein 0 < o <1 noch

) e Lip,, := {g : W beschrénkt} ={g:wi(g,t) = O(tY)}

gilt, so folgt
wr+1(f, t) S t’"wl (f(r),t) = O(tr+a).

b) Falls andererseits

fez .= {g : lg(z+h) = ng(f) *+9(z = h)l beschré'mkt} ={g:wag,t) =0(t)}

gilt, so folgt
wr+2(f7 t) < tTw2 (f(r)a t) = O(trJrl)‘

Die Menge Z heifit Zygmund-Klasse. Sie ist echte Obermenge von Lip; (siehe
Ubung).

Wir kénnen nun den quantitativen Approximationssatz von Jackson beweisen.

5.6 Satz (Jackson, 1912). Es existiert C' > 0 mit

Br ()= i 1 —plle < O (5.1 ) <200 (13).

Beweis. Der Beweis erfolgt iiber Anwendung des Approximationssatzes mit dem Jackson-

Kern
. 4 1/2 ) 4
Jm(l‘) = W2 M mit wr_n12 = / M dl’,
’ sin(mz) ’ sin(mz)
1/2
also [ Jp(x)dz =1, Jy(x) > 0 und J,,(—z) = Jp(x), siche Beispiel L2l

~1/2
Der Approximationsgrad E7, (f) wird ersetzt durch || f — f*Jy,||oo, wobei J,,, € T,, gewéhlt

wird, also
ntl  fiir n ungerade,
m =
ars | filir n gerade
(vergleiche Kapiteld, J,, = cpnF2 1 € Tam—2)-

Zur Fehlerabschatzung von f — f % J,, verwenden wir die absoluten Momente von J,,.
—

€Tn
Fir z € T ist
Normiertheit 1/2
f@) = (Fednla) 20 [ (@) = £ = ) uly) dy
—-1/2
1/2

Im gorade / (fety) +2f (@) = flz = y)) Tuly) dy.

0 =—A2 f(z—y)
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Mit Lemma [5.4] (iii) erhalten wir die (bzgl. « gleichméBige) Abschéitzung

[ALf(@ = y)l S wa(f,y) = walfiny ) < (14 ny)* walf, ).
Mit den absoluten Momenten von J,, in Lemma [£.19] folgt daraus
1/2
@)= (Fx )@ < wa(£3) [ ngP o)y
0
1 c¢n con?
< 1 42
< w(r) 3+ )

m2
S CwQ (f)%)

5.7 Folgerung. a) Ist f € Lip(«) fir ein 0 < o < 1, so gilt E7,(f) = O(n™%).
b) Ist f € Z, so gilt folgt E7.(f) = O(n™').

5.8 Bemerkung. Korneichuk zeigte 1962
1
E. < —
r(h <o (gt )

mit bestmoglicher Konstante 1 vor dem Stetigkeitsmodul.

Um einen Approximations-Satz fiir differenzierbare Funktionen herzuleiten, beschaffen
wir uns ein Analogon zum Jackson-Satz mit Verwendung von Glattheitsmodulen
hoherer Ordnung w,(f, %) Dies gelingt mit &hnlicher Beweistechnik und mit Hilfe des
)

Jackson-Kerns JY(LS), 5 = f%} Dabei verwenden wir wieder absolute Momente von J’

der Ordnung r; hierbei sind s und r so bestimmt, dass

1/2
/ y* IO (y) dy < epn*, neN,
~1/2

fir k=0,1,...,25s — 2 > r gilt, vgl. Lemma [4.19]
5.9 Satz. Fiir r € N emistiert C, > 0 mit
1
Er(f) < G (f,~)  fiir alle f € C.[0,1].
n

Beweis. 1. Wihle s = [“£2] wie oben beschrieben.
2. Wihle m maximal mit J$' € Ty, alsom — 1 = 2] (wegen J$) e Tom—1))-

)

3. Wir arbeiten hier nicht mit dem Faltungsoperator f +— f x Ji , sondern einer modi-
fizierten Version T, . Ziel ist es, aus dem Ausdruck f(z) — (T}, f)(z) ein Integral mit

r-ter Differenz von f zu erhalten. Deshalb definieren wir (zunéchst rein formal)

T, f(z) = f(z) - / AT F( — )T (y) dy.
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Es ist klar, dass T, ; : C4[0,1] — C.[0, 1] linear ist. Wegen der Normiertheit ( [ JE) = 1)

ergibt sich durch Auflésen des Differenzenoperators die Form

Tonf (e / Z( ) Y+ (- )T ) dy.

Wichtig daran ist, dass der letzte Summand verschwunden ist, also kein Term f(z) im

Integral steht. Fiir die {ibrigen Terme wird in Bemerkung .10 gezeigt:

:/f(x—i—ky)Jr(,f)(y) dy € Ty, ke Z\{0}.

Dies ergibt also T, s : C,[0,1] — 7, und
Er.(f) S = Thns(f)llo  fiiralle  f e C,[0,1].

4. Die Abschétzung von || f — T0n.s(f)]| ist nun analog zum Jackson-Satz

1

(@) = (Tnsf)(@)]| = / AT F (e — ry)J S (y) dy
. L
< /wr(f,y)Jr(,f)(y)dy
—1/2
1/2
< w(f, ) / (1 + nlyl) 9 () dy
~1/2
, 1/2
< wr<f,%>2(,7;)n’“ / [yI" 752 (v) dy.
k=0 ~1/2

Die Momente von J& kiirzen gerade die Potenzen n*, dadurch erhalten wir die Konstante
Cri1. O

5.10 Bemerkung. Es sei f € C.,[0,1] und z € R. Fiir beliebige k, ¢ € Z mit k # 0 gilt:

e Falls k kein Teiler von ¢ ist, so ist

1 1+1/k
/ @+ ky)e?™ dy D= / Fa+ by — 10D gy
0 1/k
141/k
— e 2mig / f(x + ky)e*™™ dy  (f mit Periode 1)
1/k

Per. —2mit T
w2 [ o k) ay,
#1
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Dabei wurde im letzten Schritt der Integrationsbereich verschoben, was ja bei voller

Periodenlédnge 1 erlaubt ist. Also ist
[ ke ay o

e Falls k Teiler von / ist, setze j = ¢/k € Z. Die Substitution v = ky und Periodizitét

liefert

1

/fx+ky 2mgydy =

0

| =

k
/f x + u)e*™" du
0

f(x + u)e*™ " dy

f (t) eZm’j (t—=x) du

— O —

Il
o o

e

Insgesamt haben wir gezeigt: fiir alle k € Z, k # 0 ist

1

o(z) = / f(@+ ky)ply) dy € T,

0

falls p € T,.

5.11 Folgerung. Fs sei f € C[0,1]. Dann gilt

1\ C, 1
ETn(f) < CT+1wT'+1 <f7 5) < Jrl("-)1 (f( )7 _) )

also E1.,(f) = o(n™") fir n — oo.

Ist f € C[0,1] mit r-ter Ableitung f™) € Lip(«a) fiir ein 0 < a < 1, so gilt

Er(f)=0(n""%) fiir n — oo.

Ist f € CT[0,1] mit r-ter Ableitung ") € Z (Zygmund-Klasse), so gilt
Er(f)=0(n"1) fiir n — oo.

Beweis. Z.B. der letzte Teil folgt aus

CrJrl

Er,(f) < Crpswria(f, ) < = Fwa(f0, 1) = O™ 7).
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5.2 Umkehrsiatze

Unser Ziel ist es nun, zu zeigen, dass die Approximationsordnung E7, (f) = O(n™®) fur
f € Lip(a) (bzw. E7,(f) = O(n™!) fiir f € Z) tatséchlich scharf ist. Mit anderen Worten,

die Approximationsordnung charakterisiert die lipschitzordnung von f. Dazu bendtigen

wir grundlegende Aussagen fiir trigonometrische Polynome, wie sie z.B. in der Numerik I

stehen.

5.12 Satz. Die Menge T, der reell-wertigen trigonometrischen Polynome vom Grad < n
ist ein Haarscher Raum der Dimension 2n + 1. D.h. jedes p € T,, p # 0, hat héchstens
2n Nullstellen im halboffenen Intervall [0,1) unter Beriicksichtigung der Vielfachheit.

Beweis. Wir setzen z = ¢*™* € C. Jedes trigonometrische Polynom p € T, \ {0} hat die

Form
n n 2n+1
p(z) = Z ek — Z et =2 Z Chon2®.
k=—n k=—n k=0
mit Koeffizientenvektor (¢_,, ..., ¢,) # 0. Die letzte Summe stellt ein Polynom ¢ # 0 vom

Grad 2n + 1 dar, hat also nach dem Fundamentalsatz der Algebra hochstens 2n komplexe
Nullstellen unter Beriicksichtigung der Vielfachheit. Davon liegen héchstens 2n auf dem

Einheitskreis, also hat p héchstens 2n Nullstellen in [0, 1). O

Diese Eigenschaft der trigonometrischen Polynome lasst sich ausnutzen, um das Verhéltnis

von Ableitungswerten zu Funktionswerten von p € 7, auszudriicken.

5.13 Satz (Bernstein-Ungleichung). Fiir jedes n € Ny und p € T,, gilt
1 [loe < 27n[|p]]oc- (5.11)

5.14 Bemerkung. Der Differentialoperator D : T, — 7T,, Dp = p’ ist linear. Weil T,
endlich-dimensional ist, ist D automatisch beschrinkt. Am Beispiel p(z) = sin(27nz)
sieht man, dass die Operatornorm von D mindestens 27n ist. Die Bernstein-Ungleichung

gibt || D||7, -7, = 27n an.

Anstelle der Bernstein-Ungleichung beweisen wir eine etwas schérfere Ungleichung, die

punktweise Abschitzungen liefert.

5.15 Satz (Ungleichung von Szegd). Fiirn € No, p € T, und x € T gilt

' (2)] < 2mny/llpl%, — [p(2) P (5.12)

Beweis. von Satz G151

Wir fithren den Beweis durch Kontraposition. Dazu fithren wir die Annahme, es existiere
p € T, mit

Iplle <1, '(0) = 27n+/1 = [p(0)[?
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zum Widerspruch. (Hier darf 0.B.d.A. angenommen werden, dass die Ungleichung (5.12])
bei x = 0 verletzt ist, indem auf beiden Seiten der Ungleichung das Argument = verschoben

wird. Auflerdem darf durch Vorzeichenwahl p'(0) > 0 angenommen werden.)

1. Wihle o € (—5, £) mit p(0) = sin(27ne). Dies ist moglich wegen [p(0)] < ||plo <
1.

2. Setze q(z) = sin2mn(z + ) — p(x), also ¢ € T, mit ¢ # 0 (weil ||p|lc < 1) und
doppelter Nullstelle

q(0) =4'(0)=0
3. Die Punkte h
2% + 1
xk:a+g, 0<k<2n—1,
4n

sind paarweise verschiedene Punkte in (0, 1). Es sind die Extremalstellen von sin 27n(z—

a), also ist (wiederum wegen ||plloc < 1)
sign ¢(xy) = sign sin(@) = (—1), 0<k<2n-1.

Dies ergibt mit dem Zwischenwertsatz 2n — 1 Nullstellen von ¢ in (0, 1). Zusammen
mit der doppelten Nullstelle in x = 0 sind dies 2n + 1 Nullstellen, im Widerspruch

zur Haarschen Bedingung.

O

Mit diesen Hilfsmitteln ist es moglich, einen Umkehrsatz in schwacher Form zu bewei-
sen. Der Beweis ist sehr trickreich, benutzt verschiedene Argumente der Analysis, unter
anderem eine Verdichtung von Summen wie bei der Konvergenz-/Divergenzanalyse der
harmonischen Reihen > 7, k7" sowie eine Darstellung von p/, mit Hilfe einer Teleskop-

sumime.

5.16 Satz. Firr € N existiert eine Konstante M, > 0 so, dass fir alle f € C.[0,1] und

6>0
[1/4]

w,(f,8) < M,"> (n+1)""Er (f)

n=0

gilt.

Beweis. Es sei f € C,[0,1]. Wir schreiben kurz E,, = E7,(f) und p, fiir ein Proximum
von f in 7,.

1. Fiir 6 > 1 ergeben die Eigenschaften von w, sofort

wr(f,0) = wr(f = po,8) < 27[|f — poll = 2" Ep.
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2. Sei nun 0 < 6 < 1. Die Dreiecksungleichung und weitere Eigenschaften von w, ergeben

wr(f:8) < W (f = Pas 6) + wi(pa, ) S 27| f = pull + 8" [IpD)| = 27E + 8" [pD]] - (5.13)

fiir beliebiges n € Ny. Wir zeigen nun:

2k
(i) By <r27"> (j+1)7'E;,
j=0
2k
(i) I <22+ G+ 1) E).
=0

Sodann folgt die Behauptung des Satzes: Wahl von k € Ny mit 2% < §=1 < 2+ ergibt
sofort 27" < 274", dies eingesetzt in (B.I3) mit n = 2F ergibt

(1/9]
wr(f7 5) < (7"2% + 22r+1>5r Z(j + 1)r71Ej.

=0

Zu Aussage (i): Die Folge (E))ren, ist monoton fallend. Also ist

Die letzte Summe wird abgeschétzt durch

ok

2k
. r—1 r—1 2k7“
Z(]+1) > [z dx:T.
0

=0
Durch Umstellen der Ungleichung folgt Aussage (i).

Zu Aussage (ii): Wegen p(()r) = 0 koénnen wir p;?

pg;) = pl (T) + Z <p(27;)+1 p(2:)>

als Teleskopsumme

schreiben. Anwendung der Dreiecksungleichung und der Bernstein-Ungleichung ergibt

o8] < |t pgyﬂ )|
k-1
< |lpr = poll + Z 207 Ipos1 — pas.
j=0

Wir schéitzen weiter ab mit ||pr — pe|| < Ejx + Ey und erhalten aus der Monotonie der Ej,

|

(r)

k—1
Py || < Bo+ Er+ 271 2By

Jj=0
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Die Monotonie ergibt weiterhin fiir alle 7 > 1

27

27
2jTE2j — 9r 9(=1(r=1) (2]’*1E2j) <or 9(=1)(r=1) Z E, <2 Z (€ + 1)r—1EZ’

0=2i-141 (=27-141
also insgesamt
2k71
|5 < B+ 2 4 DB+ 22 Y (04 1)
=2
Diese Ungleichung ergibt dann die Aussage (ii). O

Folgerungen fiir die Lipschitz- und Zygmund-Klassen:
5.17 Folgerung. a) Fir0<a <1 und f € C,[0,1] gilt

f €elip(a) <= E7,(f)=0(n"*?) firn— oo.

b) Fir f € C,[0,1] gilt
f€Z < Er(f)=0n" firn— oco.
Beweis. Fiir beide Aussagen ist die Implikation ,,=—" der bereits bewiesene Jackson-
Satz.

Um die Riickrichtungen zu zeigen, wihlen wir 0 < § < 1. Fiir a) wahlen wir C' > 0 so,
dass n®Er, (f) < C fur alle n € Ny gilt. Dann folgt mit der Konstanten M; aus Satz [5.10]

& 1/
w(f) 5) < Ml(SZET](f) < M15E70(f) + MIC(SZj_a.
Jj=0 g

Die letzte Summe wird wieder durch ein Integral abgeschétzt: Fiir 0 < a < 1 ist

[1/9] o §—(=a) _1q
St [arar=1e 2L
, 11—«
Jj=1 1

Insgesamt erhalten wir

M, C
w(f,0) < MOEr(f) + MiCo +

6%(1 —§) < M'6°,

-«
mit M’ := M, (Er(f) + C + 1£). Also ist f € Lip(a).

Fiir b) wéhlen wir C' > 0 wieder so, dass nE7, (f) < C fiir alle n € Ny gilt. Dann folgt
mit der Konstanten M, aus Satz [0.10]

(1/6] [1/6]
wa(f,0) < Myd?> " (j + ) E7(f) < Mad*Erg(f) + MaC32 > (1+571).
j=0 j=1

Die letzte Summe wird durch 26~! abgeschitzt und die Behauptung
wa(f,6) = O(9)

folgt sofort. O
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5.18 Bemerkung. Der Beweis der Aquivalenz in Teil a) bricht tatséchlich fir o = 1
[1/4]

zusammen: die Abschitzung der Summe > j~! fithrt auf
j=1

w(f,0) < M'5In(671).
Zusammen mit Teil b) folgt also insbesondere die Beziehung
feZ = w(f,0)=0Inst).

Dies ist offensichtlich schwicher als die Beziehung fiir Funktionen in Lip(1). Aber auch hier
gilt die Umkehrung nicht: die Klasse der stetigen Funktionen mit w(f,d) = O(§Ind~1)
ist grofler als die Zygmund-Klasse.

Fiir differenzierbare Funktionen gilt der Umkehrsatz entsprechend.
5.19 Satz. a) Firke N, 0<a <1 und f € C,[0,1] gilt

fec*0,1] und f¥ € Lip(a) < E7, (f) = On™*%) firn — oco.

b) Fir f e C,[0,1] gilt
feC*0,1) und f¥ € 2 «— Er(f) =00 ) firn— c.

Beweis. Wir brauchen wieder nur die Umkehrrichtung ,,<=" zu zeigen. Hierfiir fassen
wir beide Fille zusammen zu 0 < a < 1 und wéhlen C' > 0 mit n**E, < C fiir alle
k € Ny.

1. Differenzierbarkeit von f: Die Folge (py)ren, der Proxima py, € Ty konvergiert gleichméBig
gegen f. Fiir jedes n € N gilt also

[e.9]

f = po = I (Do) = po = Zo(p”“” — Pain);
p

insbesondere konvergiert diese Reihe gleichméfig gegen f —p,, € Cs;. Die Reihe der v-ten
Ableitungen, mit 1 < v < k, wird mit der Bernstein-Ungleichung abgeschétzt zu

Z(pg;zqn_pg;;) < Z’p27+1n_p2ﬂn
=0
< Z(2j+1n)y||p27+1n - p2jn||
7=0
< 2 (2% Es,(f)
=0
S 21/+1C Z(an)u (2jn>fk7a
=0
<

2O (27n)”
j=0

2k+1C B
1—oa"
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Also konvergieren all diese Reihen ebenfalls gleichméBig. Die Funktion f — p, ist also
k-mal stetig differenzierbar und die Ableitungen von f — p, werden durch gliedweise

Differentiation der Reihe erzielt. Damit ist aber auch f selbst k-mal stetig differenzierbar.

2. Wir haben gerade gezeigt, dass fiir jedes n € N die Ungleichung

ok+1
K _ 0| < —a
IF® =p?l < T n
gilt. Damit ist aber auch Er,(f®) < [|f® = pP| = O ), und die Behauptung
f®) ¢ Lip(a) bzw. f®) € Z folgt aus Satz 517 O

5.3 Weitere Aussagen

Im letzten Beweis wurde schon verwendet, dass die k-te Ableitung des Proximums p,, an
f eine gute Approximation an f*) ist. Als weitere Anwendung der Bernstein-Ungleichung
kann man sogar zeigen, dass pgk) “fast” so gut wie das Proximum ¢, € 7, von f*) ist. Man

spricht daher von Simultanapproximation von f durch sein Proximum p,,, da Ableitungen

von f automatisch gut approximiert werden.

5.20 Satz. Zu r € N gibt es eine Konstante ¢, > 0 so, dass fir alle Funktionen f €
C710,1] und ihr Proximum p, € T, gilt

Hf(r) - (pn)(r)H <ec E%(f(r)).

Die Jackson-Sétze lieferten Aussagen zur Approximationsgiite von Funktionen in Lipschitz-
oder Zygmund-Klassen. Gibt es auch Funktionen f € C.[0,1], die in keiner Lipschitz-
Klasse Lip, mit o > 0 gehéren? Zusammen mit dem Umbkehrsatz wird diese Frage mit
“Ja” beantwortet, nachdem folgendes Resultat iiber “beliebig langsame Approximation”

angegeben wurde.

5.21 Satz (Lethargie-Theorem von Bernstein). Zu jeder monoton fallenden Nullfolge
(€n)nen, ezistiert f € C,[0,1] mit Et. (f) = €, fir n € Ny.

Damit ist also klar, dass C,[0,1] \ Lip, viele Funktionen enthélt: Wahl von €, = m
oder ¢, = m liefert Funktionen f, fir die E7,(f) extrem langsam gegen Null

konvergiert, auf jeden Fall langsamer als jedes n~* mit a > 0.
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6 Approximation in Cla, b

Einige Aussagen zur periodischen Approximation lassen sich mit Hilfe der Koordinaten-

transformation

1
&= 5, arccosT € [O,%

- ] “ xr = cos2n§ € [—1,1] (6.1)

auf den Raum der stetigen Funktionen auf [—1, 1] iibertragen. Diese Koordinatentrans-
formation ist stetig, allerdings nicht-linear und auch nicht differenzierbar; insbesondere
am Rand des Intervalls [—1, 1] entstehen dadurch “Verzerrungen”, die durch geschickte
Modifikationen der Approximations-Aussagen behandelt werden.

Zunichst soll aber der Zusammenhang von C[—1,1] und C.[0, 1] erldutert werden. Dazu

betrachten wir den Teilraum der geraden Funktionen f € C,[0, 1] mit

f&)=fa—e.

6.1 Lemma. a) Jeder stetigen Funktion f € C[—1,1] wird mittels der Koordinaten-
transformation (6.]) eine gerade periodische Funktion fe C.[0,1] zugeordnet,

f(&) = fleos2mg), €€ [0,1].

Daber gilt ||f||oo,[o,1] = ||f||oo,[—1,1]-

b) Jedem reellwertigen Polynom p € P, wird mittels der Koordinatentransformation

(61) ein gerades reellwertiges trigonometrisches Polynom p € T, zugeordnet.

Beweis. Teil a) ist sofort klar. In Teil b) sieht man mit Hilfe der Eulerschen Formel,

dass

(COS 27T€)k — 271@( 2mif + 6727”5 kz ( ) 2mi(k—25)¢

reellwertig und gerade ist: die Summanden mit Index j und k — j ergeben zusammen
( ) e?milk=2))¢ 4 ( ) 22 —k)E — 2( ) cos 2w (k — 2j5)&).
J k=7 J

Sogar die Proxima von f € C[—1,1] und von f € C.[0, 1] entsprechen einander.

6.2 Lemma. Das Polynom p € P, ist genau dann Proximum der stetigen Funktion

f € C[-1,1], wenn das zugehdrige gerade trigonometrische Polynom p € T, Proximum

von f € C.[0,1] mit f(€) = f(cos2mE) ist.

Beweis. Ubung. 0
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Eine direkte Ubertragung der Ergebnisse wird aber dadurch schwierig, dass die Bildung
von Differenzen zur Schrittweite 0 < h < ¢ im Stetigkeitsmodul w(f, t) nicht mehr mit
entsprechenden Differenzen von f {ibereinstimmt: es gilt vielmehr mit x = cos(27§) und
¢ €[0,1], dass

cos(2m€ + 1) = cos2mE cos T — sin2w€sinT = xcosT — V1 — x?sin T,

also

€+ 52) = F(O)] = | (cos(2mE + 7)) = f(cos2mé)| = | f(xcosT — VI —a?sinT) — f(x)].
Man sieht hieran, dass die Schrittweite 7 an der Stelle £ € [0, 1] zu einer Schrittweite
h-(x) = x(cosT —1) — V1 —a2sinT an der Stelle = = cos2n{ € [—1,1] (6.2)

verzerrt wird, die vom Punkt x abhéngt. Dies wird durch die Timan-Sétze in Abschnitt
beriicksichtigt, indem punktweise Fehlerabschéitzungen angegeben werden. Demge-
geniiber wird von Ditzian und Totik in Abschnitt ?? eine Modifikation in der Definition

des Stetigkeitsmoduls von f € C[—1, 1] verwendet.

6.1 Timan-Sitze

Die Sitze vom Timan-Typ liefern punktweise Abschitzungen von Approximationen,
die im Allgemeinen nicht durch das Proximum an f, sondern z.B. durch die Anwendung
linearer Integraloperatoren erzielt werden. Das Besondere an diesen Abschétzungen ist,
dass der Parameter ¢ = o(x) der maximalen Schrittweite des Stetigkeitsmoduls w(f,t)
von der betrachteten Stelle z € [—1,1] abhéngt. Dadurch wird der Verzerrung, die die
Koordinatentransformation bewirkt, geeignet Rechnung getragen. Man beachte im Fol-
genden, dass t = o(x) kleiner wird, je ndher x am Rand des Intervalls liegt. Dadurch kann
ein schirferer Jackson-Satz (d.h. mit zum Rand abnehmender Schrittweite ¢) und ein
entsprechender Umkehrsatz erzielt werden.

Zur Motivation der folgenden Definition betrachten wir die ersten Glieder in der Taylor-
Entwicklung der Kosinus- und Sinusfunktion in (6.2]). Fiir kleine Schrittweiten +7 ist (bis
auf konstante Vielfache)

|h, ()] =~ %72 + V1 — 227 ~ max{7?, V1 — 227}.

Die Werte 7 = 1/n im Jackson-Satz fiir trigonometrische Polynome fiithren uns zu folgen-

der Begriffsbildung.

6.3 Definition. Fir x € [—1,1] und n € N setzen wir

5, (x) = max{m, %} o) = 228

n
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Die Funktion 8, hat Knickstellen bei +z,, = +(1—-)2 und wird fiir 1 > || > z,, konstant

n2

durch 1 fortgesetzt. Wegen (V1 — 22)/|,—_,, = nx, <n ergibt sich die Ungleichung

|on(z) = on(y)| < |z —yl. (6.3)

Wir nutzen auch héufig die Ungleichungen

7a0(y) < 5 0u0) < 2920(1), (64

die leicht einzusehen sind; sie besagen ja gerade
imax{\/l—iy{ i} < 1 . lmax{\/@, l} < Q-Lmax{ﬂ, i}
2n 2n 2 n n 2n 2n
Nach diesen Vorbetrachtungen formulieren wir den Satz zur punktweisen Approximation
nach Timan (1951).

6.4 Satz. Es existiert M > 0 so, dass es fir alle f € C[—1,1] Polynome p,, € P,_1 gibt

mit
On ()

n

), x e [-1,1].

Beweis. Zu f(§) = f(cos(27€)) = f(x) bildet man

(@) — pula)] < Mw (f,

fleos(2m - 47)) Jm(5x) dT

?2

I

)

*

3

I

|H
i —

mit dem Jackson-Kern J,, € T,,, m =[] wie in Kapitel ??. Bei der Abschétzung von

™

F(2) — pala) = F(€) — Pule) = / (&) = F(& + £))Im(Z) dr

—T

wird dann auf den Stetigkeitsmodul von f “umgeschaltet”:

(€)= F(&+ )| = [ (cos 2mE) — f(cos(2mE +7))| = [ f(2) = [+ he(2)] < w(f, [h-(2)]),
und mit (6.2) sowie |cosT — 1| = 2sin?(7/2) < 72/2 ist
|h(x)] < |z(cosT —1)] + V1 —2?|sin7| < %2 + V1 — 22|7|
< (”272 " mm) max {22, 3} ("272 ; mnm) oal).

2 no 7 on? 2

Der Rest folgt mit den Abschiatzungen der Momente von .J,,,. O

6.5 Folgerung. Fs sei 0 < a < 1. Dann ezistieren zu f € Lip(a) Polynome p, € Pn_1

mit
5n(x)

n

|f(@) = pal2)] < M( )a, ze[-1,1].

Die Polynome p,, haben also die Approzimationsordnung O(n~%) im Inneren des Intervalls

—20()

und sogar O(n am Rand des Intervalls.
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6.6 Bemerkung. Weitere Aussagen lassen sich fiir differenzierbare Funktionen f €
C"[—1, 1] erzielen.

(a) Mit dhnlichen Methoden wie im trigonometrischen Fall folgt die Existenz von Poly-

nomen p,, € P,_1 mit

() = pa()] < M, (?)w (f(”, (&)) C selLi)

n

Dabei ist M, wieder eine Konstante, die nicht von f, x und n abhéngt.

(b) Viel schwieriger war die Konstruktion von Polynomen p,, mit

on ()

) = mio) < Mo (12) 0 weery

die Brudnyi erst im Jahr 1968 gelan&. Der Fall » = 2 wurde bereits vorher von
Dzyadyk (1958) und Freud (1959) behandelt. Damit ergab sich in Ergénzung zu

Korollar [6.5] 5.(0)
(T

fiir alle f aus der Zygmund-Klasse.
Dass der Jackson-Satz ,scharf” ist, zeigt der folgende Umkehrsatz.

6.7 Satz. Seien f € C[—1,1] und w : Ry — R ein ,abstrakter Stetigkeitsmodul”, d.h. w
ist stetig, monoton wachsend, erfillt die Dreiecksungleichung w(t; + t2) < w(ty) + w(tz)
sowie lim w(t) = 0.

t—0+
Wenn es Polynome p,, € Pn,_1 gibt mit
()

n

7(2) - pule)| < w ( ) Csel-L1]

so folgt fiir den globalen Stetigkeitsmodul von f

n

; v
w(f,8) < M5/w(s)s_2 ds < M5S w (_) |
)

n=1
fiir alle 0 < < i. Dabei ist M > 0 eine Konstante, die nicht von f, 6 oder w abhdingt.

Beweis. Die Abschétzung des Integrals durch die Summe ist giiltig aufgrund der Mo-
notonie der Funktion w.

Der Beweis verlduft dhnlich zu Satz 516l Zuerst wird fiir 0 < h <6 < yund z € [-1,1—A]
die Differenz Ay, f(z) betrachtet. Mit J := [x,x + h] und a := r;1€151 lyl, b= max ly| ist

or(b) < op(y) < op(a) firalle y e J. (6.5)

3 Brudnyi, Ju. A., Approximation of functions by algebraic polynomials. (Russian) Izv. Akad. Nauk
SSSR Ser. Mat. 32, 1968, 780787 (MR0234175 (38 #2493))
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Da w monoton wachsend ist, folgt fiir ein beliebiges k € N
[Anf(x)] = |f(z+h)—f(=)
|(f = par)(z + R)| + [(f = p2r)(@)] + |p2r(z + h) — por ()] (6.6)

2w(0o(a)) + 0Pl (y)]

IN

IN

mit einem y € J.

Wir wahlen k € N so, dass

oort1(b) <6 < o (b) =: 2 (6.7)

gilt; dies ist wegen o9(b) > 1 > 6, der Monotonie von o,(z) sowie lim, o 0, (b) = 0

moglich. Man beachte, dass auch

6.4
0<z < 40 und =z <

DO | =

giltH

Fiir den ersten Term in (6.6]) verwenden wir die Beziehungen (6.3) und (6.5), also
(G.5)

0 < og(a)—ow(b) < b—a.
Zusammen mit (6.7) und b — a < h < 6 ergibt sich
oor(a) < oy (b) + (b —a) < 2z.
Mit der Monotonie und der Dreiecksungleichung fiir w wird der erste Term in (6.6)) durch
2w(ogr(a)) < 2w(2z) < dw(z)

und dies weiter durch das Integral

1 1 1
4z

4w (z) = — /w(z)s—2 ds < 8z/w(s)s_2 ds < 325/w(s)s—2 ds

z z d

abgeschétzt.

Der wesentliche Teil des Beweises wird wieder die Abschétzung von pl, (y) sein.

1. Fiir alle j € N und y € J ergeben die Ungleichungen (€4]) und die Dreiecksunglei-

chung fiir w

w(o2(y)) < wldop(y)) < dw(oy (). (6.8)

Durch das Einschieben von f folgt aus der Voraussetzung des Satzes

[p2i+1(y) — pas ()| < dw(ogin(y)), v e [-1,1].

4Hier ist der erste wesentliche Unterschied zum Beweis von Satz [5.16t 6 und 2¥ werden nicht direkt,

sondern iiber die Schrittweitenfunktion o9x auf dem Intervall J aneinander gekoppelt.
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2. Als Ersatz fiir die Bernstein-Ungleichung im Beweis von Satz E]ﬁ wird Satz 2.3
in Kapitel 8 von [DeVore,Lorentz| verwendet (der Satz geht auf Lebed (1957) und
Brudnyi (1959) zuriick). Aus der obigen Abschétzung folgt ndmlich

5C
02j+1 (?J)

|(pas+r — pai)'(y)] < wlopn(y)), yel-11],

mit einer Konstanten C', die nicht von j und y abhéngt.

3. Mit p; € Py, also py = 0, ldsst sich pi,(y) als Teleskopsumme schreiben und

abschéatzen durch

, 1
P (W) < |(p2+r — p2i)'(y)| < 5C : w(o9i+1(y))
— =0 o2i+1(y)
J J
B 50y (y) — oy ly) =R
S 5C % — T wl\ o ]+1 S / ds
2 oty Z w(s)
0'2]+1(y)
o1(y) 1
T B35 ET) B
= 80C s < w(s)dx < 800/5 w(s) ds

O

6.8 Folgerung. Es sei 0 < a < 1. Die Funktion f € C[—1,1] ist genau dann in Lip(«)
(fir 0 < a < 1) bzw. Z (fir « = 1), wenn Polynome p, € P,_1 existieren mit

|f(x) = pu(2)| <M (5”(x>)a, ze[-1,1].

n

Insgesamt kénnen wir also festhalten, dass die Timan-Satze die Giite der punktweisen
Approximation durch algebraische Polynome beschreiben. Durch geeignete lineare Inte-

graloperatoren L, : C[—1,1] — P,, wird eine bessere Approximation als
[f(z) = L f(2)| < Cw(f,1/n)
an Stellen z erzielt, die nahe am Rand des Intervalls liegen, ndmlich
|f(z) = Lo f(2)] < Cw(f, on(z)).

Damit lassen sich im letzten Korollar die iiblichen Lipschitz- bzw. Zygmund-Klassen cha-

rakterisieren.

5Hier ist also die zweite wesentliche Abweichung von Satz [5.10]
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6.2 Siatze von Ditzian und Totik

Eine ganz andere Sichtweise entwickelten Ditzian und Totik, zusammengefasst in ihrem
Buch ,Moduli of Smoothness” (Springer, 1987). Hier wird der Stetigkeitsmodul w(f,t) fiir
f € C[—1,1] durch ein neues Glattheitsmaf ersetzt. Dadurch entstehen scharfe Jackson-
Sétze fiir das Proximum an f.

Wir bezeichnen mit Eyf(x) = f(z+%) — f(r — %) die zentrierte Differenz zur Schritt-

weite .

6.9 Definition. FEs sei p(x) = /1 — 2?2 fir x € [—1,1]. Der gewichtete Stetigkeits-

modul von Ditzian und Totik ist definiert als

w%’(f) t) = Os<lflLEt Sl::p zhc,a(a:)f(l‘)’ .

Hierbei wird ﬁyf(x) = 0 gesetzt, falls x4 % oder x — % auferhalb des Intervalls [—1,1]
liegen.
Der gewichtete Stetigkeitsmodul r-ter Ordnung wird analog definiert durch

wr,@(fa t) = Os<lllzgt Slip ’A2<p(a:)f(x)’ :

Man beachte, dass bei diesem Glattheitsmafl die Funktion f am Rand ,weniger glatt”
sein darf als im Inneren des Intervalls. Z.B. gilt fiir f(z) = (1 —2?)Y mit 0 <~ < 3

w(f, ) =0(t"),  wy(f.t) =00).

Die Verwendung des gewichteten Stetigkeitsmoduls fithrt zur Definition neuer Lipschitz-

Klassen
Lip, (o) = {f € C[-1,1]; wy(f,t) = O@")},
die eine Erweiterung Lip(a) C Lip, () der gewdhnlichen Lipschitz-Klassen darstellen.

Ebenso beachte man, dass w, die ,abstrakten” Eigenschaften eines Stetigkeitsmoduls
erfiillt, also w,(f,-) : Ry — Ry ist stetig, monoton wachsend und erfiillt die Dreiecksun-

gleichung
wo(fi 1 + 1) Swu(fith) +wp(f 1)

Ditzian und Totik (s. DL, Kap. 6.6) zeigen

6.10 Lemma. Fiirr € N ezistiert eine Konstante C, > 0 so, dass fiir alle f € CT1[—1,1]
mit absolut-stetigem fU~Y (d.h. f) existiert fast tiberall und ist integrierbar) die Unglei-
chung

(1) S Ot 9 f ey 0t

qgilt.
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Zur Bestapproximation mit algebraischen Polynomen gelingen nun die folgenden Aussa-
gen, s. DL Kap. 8.7.

6.11 Satz (Ditzian, Totik, 1987). Fir r € N ezistiert eine Konstante M, > 0 so, dass
fir alle f € C]—1,1]

Eo(f) < M, wr, (f, %) . oz

qgilt.
6.12 Folgerung (Ditzian, Totik, 1987). Fir f € C[—1,1] und 0 < a < r gilt

E.(f)=0(n"%) <= w,(f.t)=0(t), n>r.

6.3 Aussagen zum Bernstein-Operator

Der Ditzian-Totik Stetigkeitsmodul zeigt seine ,, Klasse” bei der Untersuchung des Bernstein-

Operators

Bt =3 (5 ) mste)h 7 eCi
k=0

Hierbei sind p,(z) = (})2*(1 — 2)"~* die Bernstein-Grundpolynome. Passend zum In-
tervall [0, 1] wird die Gewichtsfunktion ¢ durch ¢(z) = /x(1 — x) ersetzt. Die Aussagen
sind DL, Kap. 10.7 entnommen.

6.13 Satz (Totik 1991). Es ezistieren Konstanten ¢y, co > 0 mit

Cl”f - an”oo < W2, (f7 %) < CQHf - anHOO

Die erste Ungleichung ist die typische , direkte” Aussage zum Approximationsfehler des
linearen Operators B,,. Bemerkenswert ist die zweite Ungleichung, die eine starke Um-
kehraussage zum Approximationsfehler darstellt; denn hier wird ein (gewichteter) Ste-
tigkeitsmodul zur Schrittweite ﬁ nur mit dem Approximationsfehler des Operators B,,
zum Polynomgrad n verglichen. Bei unseren bisherigen Umkehrsidtzen war eine solche

1 <— 1-Beziehung nicht méglich.

Hieran schliefit sich die folgende Aussage zur Approximationsordnung nahtlos an.

6.14 Satz. Fir f € C[0,1] und 0 < o < 2 gilt:

If = Buflloo = O(n™%) <= wap (f,1) = Ot") = Eu(f)=0(n"*).
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6.4 Markoff- und Bernstein-Ungleichungen

Fiir trigonometrische Polynome auf T ~ [0, 1) wurden in Kapitel 7 die Bernstein-Ungleichung
1Pl < 27n|[Plloc, P E Ta,

und die Ungleichung von Szego

/()] < 20/ [plI% — (p(2))?,  PeT z€T,

gezeigt. Fiir algebraische Polynome auf dem Intervall I = [—1,1] gilt ein Analogon zur
Bernstein-Ungleichung mit dem Faktor n?. Dass diese Konstante bestmoglich ist, zeigt

schon das Tschebyscheff-Polynom 7,, denn mit £ = % arccos r ist

T'(1) = lim nsin(27mng) _ 2
" £-0+  sin(27€)

, _ n|sin(2mng)|
T, ()| = W <n?,

6.15 Satz (Markoff-Ungleichung). Fir alle p € P, gilt

(@) 1P'lcoy-1,1) < PPIIPlloc, - 1,15

n
b) Ip(2)| € —— o= tir alle x € (—1,1).
) 19@)] € <= Iplleian £ (-1.1)
Beweis. Teil (b) folgt direkt aus der Bernstein-Ungleichung fiir p(§) = p(cos€) (also

p(z) = p(arccos z)), denn mit £ = arccos z ist

G

/ ~ n
x)| = o] = ——— o]
|p( )‘ m = \/m Hp” ,T m ”pH i

Teil (a) wird indirekt bewiesen.
Annahme: Es gibt p € P, mit ||p||; < 1 und ||p'||; = p/(z*) = n?. O.B.d.A. sei z* > 0.

1. Zeige z* > cos (%) = grofite Nullstelle des Tschebyscheft-Polynoms 7,.

Sonst ware

T 2w
\/1— )2 > gj <—>>——:
(:c)_81n2 — T 2

n
und Teil (b) wiirde liefern

n® = p'(z*) < n?|p| < n?, Widerspruch.

2. Zeige |p(a*)| < T, (2*) = cos(2mrng*) mit £* = 5= arccos(z*).

Fiir z* = 1 folgt dies aus ||p|| < 1 = T,(1). Also braucht nur der Fall cos(
1 (also 0 < £* < 4-) betrachtet werden.

)<zt <

T
2n
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Wire |p(z*)| > T, (z*), so wiirde mit p(§) = p(cos(27¢)) und

Il <1, [p(E)] = [p(z")| = Ta(z") = cos(2mng”)

aus der Ungleichung von Szego folgen

n?|sin(2m¢”)| ' (2*) sin(2mg*)| = 5 [P'(€))]

nV/IIPI% — (P(67))?
ny/1 — cos?(2mng*)

IN

A\

n|sin(2rné*)| < n?|sin(2r&)|, Widerspruch.

3. Wir leiten nun den Widerspruch zu den Annahmen iiber p her. Setze q :=1T,, —p €
P,, ¢ # 0 (wegen ||p|| < 1). An den Extremalstellen y; = cos(“%) von T, (beachte

n

Yo=1>y1>...>y,=—1) gilt

sign T (yx) = signq(ye) = (—1)".
Also hat ¢ genau n Nullstellen xy € (ygi1,9%), 0 <k <n —1.

Nach dem Satz von Rolle hat ¢’ jeweils eine Nullstelle & € (xpy1,21), 0 < k <
n—2. Weitere Nullstellen von ¢ oder ¢’ gibt es nicht (Fundamentalsatz der Algebra);
insbesondere folgt aus ¢(1) > 0 sofort ¢(z) > 0 fur alle x > 2, und ¢'(z) > 0 fiir alle
xr > go.

Wir haben in 1. und 2. gezeigt, dass
1L sign T, (x%) Z sign q(z") und x>y

gilt, also ist 1 > a* > z¢ > &. Damit gilt ¢'(z*) > 0. Andererseits folgt aus
|7V < n? ¢ (z*) =T, (z*) — n* <0, also ein Widerspruch. O

Fiir die Aussagen zum gewichteten Stetigkeitsmodul passt die folgende Bernstein-Ungleichung:
Bei Verwendung der Gewichtsfunktion ¢(x) = /1 — 22 in der Bestimmung der Maxi-
mumsnorm auf [—1, 1] erhdlt man, wie bei trigonometrischen Polynomen, die Konstante
n (an Stelle on n? in der Markoff-Ungleichung). Die Aussage wird sofort fiir hthere Ab-

leitungen formuliert.

6.16 Satz (Bernstein-Ungleichung). Es sei p(z) = 1 —a? fir v € I = [-1,1]. Fir
r € N existiert eine Konstante C,. > 0 so, dass fiir alle n > r und p € P, gilt

1" P oo -1, < Crn” [Pl -1,1)-



7 Charakterisierung der Bestapproximation in L?(D)

und C(D)

Im Hilbertraum L?(D) wird das Problem der Bestapproximation durch die Orthogonal-
projektion gelost: falls M C L?(D) ein abgeschlossener Teilraum von L?(D) ist, so ist die

metrische Projektion
My : L2(D) — M, fr+—— u(f),
eindeutig charakterisiert durch die Orthogonalitatsrelation

/(f(:c) — Ty (f)(z) v(z)dz =0 fiir alle v € M.

Wir entwickeln nun dhnliche Charakterisierungen fiir die Bestapproximation in weiteren

Banachrdumen.

Ein allgemeines Kriterium lasst sich mit Hilfe des Dualraums (siehe Funktionalanalysis I)
aufstellen. Sei hierzu (X, ||.||x) ein (reeller oder komplexer) normierter Raum. Der Ska-
larkorper wird mit K bezeichnet (also K = R oder K = C). Der algebraische Dualraum

von X ist die Menge aller linearen Funktionale
{A: X — K: Xlinear}.
Das lineare Funktional A ist genau dann stetig, wenn seine Operatornorm

[Allxr := sup{[ACH)] = f € X mit [[f]lx =1}

endlich ist. Die Menge aller stetigen linearen Funktionale bildet den (topologischen) Dual-
raum
X' ={\: X — K: Alinear, ||\||x < oo}

In der Funktionalanalysis wird gezeigt, dass (X', ||.||x/) ein vollstdndiger normierter Raum,

also ein Banachraum ist.

7.1 Beispiel. (a) H sei ein Hilbertraum. Der Riesz’sche Darstellungssatz besagt,
dass zu jedem stetigen Funktional A : H — K ein eindeutig bestimmtes Element

vy € H existiert, so dass
A(f) = (f,vn) fir alle fe H (7.1)

gilt. Weiterhin gilt || A]|zr = ||vallm. Also ist der Dualraum H’ isometrisch isomorph
zu H: alle linearen stetigen Funktionale auf H haben die Form (7).
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(b)

Dualraum von LP(D) fiir 1 < p < oo: Zu einer messbaren Menge D wird wie

iiblich der Banachraum

1

IP(D) =< f: D —K: fmesshar, |f],= /|f(:p)|pdx < 00
D

definiert (Achtung: Funktionen werden identifiziert, wenn sie fast iiberall iibereinstimmen).

Wir setzen ¢ = 25 € (1,00). Dann definiert jede Funktion h € LY(D) ein stetiges

lineares Funktional

D) =K () = [ ) i) (7.2)

Die Stetigkeit (=Beschrénktheit) folgt aus der Holderungleichung

A (O < Al Allg,

und man zeigt genauer, dass ||A,|| = ||h]|, die Operatornorm des Funktionals A, ist.
Es gilt weiterhin, dass hierdurch sémtliche linearen stetigen Funktionale auf L?(D)
erfasst sind, d.h.

1 1
(LP(D)) = LY(D), l<p<oo, —+-=1.
p q

Dualraum von L!(D): Der Banachraum
D)= f:D—5K: fmessbar, |f|; :/|f(x)|dx<oo
D

ist der Raum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen. Sein Dualraum ist
L>®(D) = {f :D — K: f messbar, ||f|loc =esssup|f(z)] < oo} .
zeD

Das hierbei verwendete ,,wesentliche Supremum* (geschrieben esssup) ist das Su-
premum aller Werte | f(x)| ohne Beriicksichtigung von (Lebesgue-)Nullmengen. Bei-

spiele von L*>-Funktionen sind beschriankte Treppenfunktionen.

Dualraum von C(K): Zur kompakten (nichtleeren) Menge K ist C'(K) der Ba-

nachraum der stetigen Funktionen mit der Maximumsnorm

|1l = max | ()]

Sein Dualraum ist der Banachraum M (K) der (reguldren) komplexen oder reellen

Borelmafle auf K.
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Zu diesem Begriff: Ein Borel-Maf3 ;1 ordnet jeder Menge M der Borel-o-Algebra von

K einen komplexen oder reellen Wert zu, man schreibt

p(M) = /du-

M

Das MaB heifit reguldr, wenn sein Absolutbetrag |u| die Beziehung
|| (M) = inf{|u|(O); O D M, O offen} = sup{|u|(L): L C M, L kompakt}
erfiillt, also ,,von auflen“ und ,,von innen“ regulér ist. Durch

el = 1l (£)

wird eine Norm definiert, mit der M(K) ein Banachraum ist.

Durch ein reguldres Borel-Maf i ist das lineare Funktional
K
definiert. Seine Operatornorm ist ||u|| = [ d|u|. Die obige Aussage besagt, dass
K

hiermit sémtliche Elemente des Dualraums (C(K))" vorliegen.

Spezialfall: Bei uns treten regulére Borel-Mafle der Form

p(f)=> oanf(z),  feC(K),

zu paarweise verschiedenen Punkten zq,...,x, € K auf. Hierbei sind aq,...,qa,

reelle oder komplexe Zahlen. Man berechnet leicht

n
Il =) lawd,
k=1

indem man eine Funktion f € C(K) mit f(xy) = % konstruiert (z.B. wie im Satz

von Tietze aus der Topologie).

Nach diesen Voriiberlegungen aus der Funktionalanalysis kommen wir zum eigentlichen
Anliegen, der Charakterisierung eines Proximums. Hierbei spielt weder die Eindeutigkeit

noch die globale Existenz von Proxima eine Rolle.

7.2 Satz. Ein normierter Raum X, ein abgeschlossener Teilraum M C X sowie f €
X\ M seien gegeben.
FEin Element v* € M st genau dann Prozimum an f, wenn es ein lineares stetiges Funk-

tional A : X — K gibt mit

(1) IMlx =1,
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(i) AN(v) =0 fir allev € M, d.h. X ist ,orthogonal® zu M,

(iii) A(f) = A(f =) = [If = o[ x.
Beweis. 1. Die Bedingungen (i)—(iii) sind hinreichend: Fiir alle v € M gilt

oy (i) (id) (@)
[f =v*| = A(f) = AMf —ov) < |If =l
also ist

|7 =l = inf IS = ol = Bas()

2. Die Bedingungen (i)—(iii) sind notwendig: Das Element v* € M sei Proximum zu
f € X \ M. Wir definieren den Teilraum

My=M&span{f}={v+af: ve M, a €K} CX.
Durch die Festlegung
MH =M=l Aw) =0 firve M,

wird ein lineares Funktional \ : My — K definiert. Um seine Norm zu bestimmen,

berechnen wir fiir beliebiges v + a.f € M,
Aw+af)l = Xaf) = lal [|f = v*| = la] Ex(f).

Die elementare Eigenschaft Ey/(af) = |a|Ey(f) des Approximationsgrades ergibt
A +af)| = Eu(af) < llaf = (<o) = o+ af].

Also ist ||| < 1. Zusammen mit A(f — v*) = A(f) = ||f — v*|| folgt || ]| = 1.

Nach dem Satz von Hahn-Banach (Funktionalanalysis I) existiert ein stetiges linea-
res Funktional A : X — K mit ||A|| = [|[A]| = 1 und A(g) = A(g) fiir alle g € M.
Dieses Funktional erfiillt (i)—(iii). O

Im ersten Beweisteil wird eine Form der “Orthogonalitdt” A\ 1 M ausgenutzt, die fiir
Elemente A € X’ des Dualraums in Analogie zur Orthogonalitiat in Hilbertrdumen defi-
niert wird. Diese Orthogonalitéit allein (also ohne die Eigenschaft (iii)) liefert eine untere
Abschéatzung des Approximationsgrades.

Folgerung: Es sei A € X' mit ||A\|| =1 und A(v) = 0 fiir alle v € M gegeben. Dann gilt
fiir alle f € X die Beziehung

Ex(f) = (M-

Beweis. Ey(f) = inf [/ — o]l = inf [A] [If — ol > inf [\ — o) = A 0
In Abschnitt [ 1] behandeln wir die Charakterisierung der Bestapproximation im Raum
LP(D), in Abschnitt folgen entsprechende Aussagen fiir C'(K). Wir betrachten jeweils

nur den Fall reeller Funktionen, setzen also K = R.
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7.1 Charakterisierung der Bestapproximation in L?(D)

Zunichst wird der Fall der strikt konvexen Rdume LP(D) mit 1 < p < oo behandelt.

7.3 Satz. Es seil <p < oo, M C LP(D) ein abgeschlossener Teilraum und f € LP(D)\

M. Das Element v* € M ist genau dann Proximum an f, wenn

/ |f(x) —v"(2)~" sign(f(z) —v*()) v(z)dz =0 (7.3)

fiir alle v e M gilt.

Beweis. 1. Zur Existenz des Integrals: Wir setzen ¢ = —£. Fiir beliebige f,v* €

p—1°
LP(D) ist die Funktion
hom |f — o sign(f — o)

ein Element von L(D), denn

p—1

P

1A, = /|f—v*|<p-1>wx _ /|f—v*|pdx — 1 =
D D

2. Die Bedingung (Z.3) ist hinreichend: Das lineare Funktional

A LP(D) — K, Ag) = W/h(z)g(w) dx

D

ist stetig. Seine Norm ist

1

Al = 77— [Ihllg =1
[

Af—v) = — / h(z)(f(2) — v*(2)) da

_ o ||p—1
7=

1 o
- m[[v(w—v P de = ||f — o],

Also erfiillt A die Eigenschaften (i) und (iii) aus Satz Falls zusétzlich die Bedin-
gung (L3) gilt, ist auch (ii) in Satz erfiillt, und damit ist v* ein Proximum an

f.

3. Die Bedingung ([Z.3)) ist notwendig: Wir verwenden ein Argument der Variations-

rechnung.
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Es sei v* ein Proximum an f und v € M sei beliebig vorgegeben. Die reelle Funktion

kE:R—R, k(e) =|f —v" +ev|} :/|f(x) —v*(z) + ev(x)|P dz
D

hat bei e = 0 ihr absolutes Minimum. Da k stetig und differenzierbar ist (s. Analysis

2: Parameterintegrale), muss £'(0) = 0 gelten. Einfache Rechnung ergibt
K(e) = p/ |f (@) = v*(2) +ev(z) [P~ sign(f(x) — v*(2) + ev(2)) v(z) da,
D

und durch Einsetzen von ¢ = 0 folgt die Identitét (7.3). O

7.4 Bemerkung. Die Bedingung (Z.3]) wird in Anlehnung an den Fall p = 2 ebenfalls als

Orthogonalititsrelation bezeichnet.

Wiirde man die Orthogonalitéitsrelation aus Satz auf den Fall p = 1 erweitern, so

wiirde sich
/sign(f(x) —v*(x)) v(x)dr =0 fiir alle v € M C L*(D) (7.4)

ergeben. Diese Bedingung ist allerdings zu stark, wie das folgende Beispiel zeigt.

7.5 Beispiel. Die Funktion

1 L fir0<z<3,
f:[oal]—>R7 f(.’L'):

0 , fiir % <z <1,
liegt in LP(0,1) fiir alle 1 < p < oco. Wir betrachten die Bestapproximation durch kon-

stante Funktionen, also M = P.

(a) Fiir jeden Wert 1 < p < 0o besitzt f ein eindeutiges Proximum, nédmlich die kon-
stante Funktion v*(x) = 3. Den Nachweis kann man direkt (s. Ubung) oder mit der

Orthogonalitétsrelation (Z.3) fithren: fiir jede konstante Funktion v = a ist

1

/1|f(x) —v*(z) [P sign(f(z) — v*(2)) v(z)dz = a (%)pl /dx - | dx | =0.

1
2

(b) Fiir p = 1 ist jede konstante Funktion v*(x) = ¢ mit ¢ € [0, 1] Proximum an f (s.
Ubung). Fiir v* = ¢ mit 0 < ¢ < 1 gilt tatsdchlich die Orthogonalitétsrelation

jsign(f(x)—v*(x)) v(z)de =a jdx—jdx ~0.
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Allerdings erhalten wir fiir das Proximum v* = 0

jsign(f(x) —v*(x)) v(x)de = a/ﬁ dx # 0,

sofern v € Py \ {0} gewihlt wird.

Wir zeigen nun, dass eine abgeschwiichte Relation die Proxima in L'(D) charakterisiert.

Eine besondere Rolle spielt dabei die Menge
Ag=Ay(f —v")={zeD: f(z)—v*(z) =0} (7.5)

der Nullstellen von f — v*. (Genau genommen ist diese Menge nur bis auf eine Lebesgue-
Nullmenge bestimmt, da ja die einzelne Punktauswertung einer L!-Funktion gar nicht
zuléssig ist.) Wir sehen im obigen Beispiel bereits, dass die strenge Orthogonalitétsrelation

([T4)) verletzt werden kann, wenn Ay ein positives Maf3 hat.

7.6 Satz. Es sei M C L'(D) ein abgeschlossener Teilraum und f € L'(D)\ M. Das

Element v* € M st genau dann Proximum an f, wenn mit der Menge Ay = Ao(f — v*)

in (T.5)
/ sign(f(z) —v*(x)) v(z)dz| < / |v(x)| dz (7.6)
Ao

D\ Ao
fiir alle v € M gilt.

Beweis. 1. Die Bedingung ([7.6]) ist hinreichend: Fiir alle v € M gilt

[f—v" +v| = / \f(x)—U*(x)+U(x)|dx+/\v(x)\dx.

D\ Ao

Im ersten Integral verwenden wir die reelle Ungleichung
la + b] > |a| + sign(a) b, a,b e R,

und erhalten insgesamt

If=v"+vlh = l/|ﬂ@—WW@hﬁ+Q/S%Mf@%—ﬁ@nv@ﬁ&

D\AO D\AO

+/ |v(z)| dx

= Wt [ s @) e+ [ o]
D\ Ay Ao

8)

> lf = v

Also ist v* Proximum an f.
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2. Die Bedingung (7.6) ist notwendig: Weil L>(D) der Dualraum von L'(D) ist, exis-
tiert nach Satz 5.1 eine Funktion h € L*(D) mit
(i) Al =1,
(ii) /h(:p)v(x) dr =0 fir alle v € M, und

D

(i) /h(x)(f(x) —v'(z)) dx = [|f = v,

D

Die letzte Identitat ist dquivalent zu

/h(l“)(f(ﬂf)—v*(x))dx: / |f(x) = v (2)] d.

D\AO D\AO

Wegen ||h|| =1 folgt hieraus sofort
h(z) = sign(f(x) — v*(z)) fiir fast alle x € Ay.

(Das ,fast alle” ldsst Nullmengen zu, in denen h andere Werte annimmt. Diese

spielen fiir die Integration keine Rolle.) Weiter folgt mit (i) und (ii)

0 = /h(x)v(x)d:c+ / sign(f(x) —v*(z)) v(x) dz

Ag D\Ap
<+ [lo@lde+ [ sig(f@) — v (@) o) do
Ao D\Ao
> —/|v(x)| dxr + / sign(f(x) —v*(x)) v(zx) dz.
Ao D\Ao

Umstellung der so erhaltenen Ungleichungen ergibt
- / lv(z)|dx < / sign(f(z) —v*(x)) v(z)dr < /|v(:p)| dz.
AO D\Ao AO

Dies ist genau die Beziehung (7.6]). O

7.2 Charakterisierung der Bestapproximation in C'(K)

Die Menge K sei kompakt. Wir behandeln nun die Bestapproximation im Banachraum
(C(K), ||-|loo) der stetigen und reellwertigen Funktionen. Wie bereits erwahnt ist der Dual-
raum gegeben durch den Raum der reguldren reellen Borel-Mafle auf K.

Fiir zwei Elemente f und v* definieren wir die Menge

Ao = Axc(f —0") ={z € K: [f(z) =v"(2)] = [|f — v"[|c} (7.7)
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aller Extremalpunkte von f —v*; dies sind alle Punkte, an denen |f — v*| sein absolutes
Maximum annimmt. (Skizze!)
Wir teilen die Charakterisierung auf in zwei Teile. Die erste Aussage gilt fiir beliebige

abgeschlossene Teilrdume von C'(K), die zweite gilt nur im endlich-dimensionalen Fall.

7.7 Satz. K sei kompakt, M C C(K) sei ein abgeschlossener Teilraum und f € C(K)\ M

sei gegeben. Fiir ein Element v* € M sind dquivalent:
(a) v* ist Proximum an f.

(b) Es existiert ein regulires reelles Borel-Maf u mit

0 lul=1. (i) / vdu=0 firalleve M, (i) / Fdu=If = 0"
K

K
(c) Kolmogorov-Kriterium (1948): Fiir alle v € M gilt

xeArf.}%)iv*)(f(x) —v*(x)) v(z) > 0.

7.8 Bemerkung. Das Kolmogorov-Kriterium kann auch in den Formen
max sign(f(z) —v*(z)) v(z) >0
_maxsign(f(2) — v'(2) vle) 2

oder

jeimax | sign((f(x) - v(2)) v(2)] 2 0

angegeben werden. Dabei ist sign(a) = 0 fiir @ = 0 zu setzen. Man beachte auch die

Beziehung
flz) —v*(x) =0(x) | f — v fir alle x € Ax(f —v"),
wobei o(x) € {—1,1} geeignet zu wihlen ist.

Beweis. Die Aquivalenz von (a) und (b) ist eine Wiederholung der Aussage von Satz

fiir den Fall X = C(K). Wir zeigen nun, dass (a) dquivalent ist zu (c).

1. Sei v* ein Proximum an f € C'(K)\ M. Weil M abgeschlossen ist, gilt £ := Ey(f) >
0. Die Extremalmenge A (f—v*) = (f—v*)"'({—FE, E}) C K ist abgeschlossen (als
Urbild der abgeschlossenen Menge {—F, E'}), also ebenfalls kompakt. Wir fithren
nun die folgende Annahme zum Widerspruch: Es existiert ein v € M mit

max x) —v*(x)) v(x) <O0. 7.8
e (@) =0 @) o) (78

Als Widerspruch weisen wir nach, dass dann || f —v*+A\v|| s < Ep(f) fiir hinreichend
kleines A > 0 gilt. Dazu wihlen wir € > 0 mit

e () = 0'(@) ofe) < 20
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sowie eine offene Menge U D A (f — v*) mit

max(f(2) - v*(2)) v(z) < —¢.

Setzen wir C':= ||v[|s, s0 ist C' > 0 wegen (Z8)). Fiir alle 0 < A < & und alle x € U

folgt
() — v (@) + M) = |f(z) —v*(@)* +2A (f(z) — v:(flf))v(l’)jrvIU(I)|2

< E? =2 e+ N2C? < E? —2)\e + Xe < EZ.

Weiterhin ist K \ U kompakt und disjunkt zur Extremalmenge A, (f — v*). Also
existiert ¢ > 0 mit

— " < E-6.
Jmax |f(w) —v(@)] < B -0

Fir alle 0 < A < % und alle z € K \ U folgt
* * 5
|f(z) —v*(z) + M(x)| < |f(z) —v* ()| + Mo(z)| < E—=d+ 3 < E.
Damit wére v* — A\v eine bessere Approximation an f, ein Widerspruch.

2. Nun sei v* € M so gegeben, dass die Kolmogorov-Bedingung (c) erfiillt ist. Zu

beliebigem v € M wihlen wir einen Punkt zyp € A (f — v*) so, dass
(f (o) — v*(@0))v(z0) 2 0
gilt. Dann erhalten wir (dhnlich wie in 1.)

:co))v(xo)1+\v(:c0)|2 > 2.
0

—~

£ o) =0 (o) (o) P = £ (o) — (o) P42 (f (w0) — v°
= E?

9

v

Also ist v* Proximum an f. O

Das Kolmogorov-Kriterium hat eine schone geometrische Interpretation fiir einen endlich-
dimensionalen Teilraum M C C(K). Im Fall dim(M) = n ordnet man der Extremalmenge
Ao (f — v*) eine gewisse Punktmenge Z C R™ zu und geht dann zur konvexen Hiille

dieser Punktmenge iiber.

7.9 Definition. Die konvexe Hiille einer nichtleeren Menge Z C R™ ist die Menge

conv(Z) = {y: Zpkzk; reN, z,...,z. €Z, p1,...,pr €10,1] und Zpk = 1}.
k=1 k=1
(7.9)

Mit anderen Worten: Y ist die Menge aller Konvexkombinationen von Elementen aus

Z. Dies ist gleichzeitig die kleinste konvexe Menge, die Z enthiilt.
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Eine Aussage zur Anzahl der Summanden in (Z.9]) gibt der wichtige Satz von Carathéodory.

7.10 Satz (Carathéodory). In Definition[7.9 darfr < n+1 verlangt werden; d.h. fir jeden
Punkty € conv(Z) existierenr < n+1 Punkte zq,. .., z. € Z und Zahlenpy, ..., p, € [0, 1]

mit > pr = 1 sowie
k=1

Y= Zpkzk-
k=1

Auf diesem Hintergrund liefert der folgende Satz eine geometrische Charakterisierung der

Bestapproximation in C'(K).

7.11 Satz (Rivlin-Shapiro). K sei kompakt, M C C(K) sei ein endlich-dimensionaler
Teilraum und f € C(K)\ M sei gegeben. Weiter sei {@1,...,¢,} eine Basis von M,
dim(M) = n. Fir v* € M sind dquivalent:

(a) v* ist Proximum an f.

(d) Es existieren r < n+ 1 paarweise verschiedene x1, ..., x, € Ax(f —v*) und Zahlen

P1y-- e €10,1] mit > pr =1, so dass
k=1

> pisign(f(zx) — v (x)) v(ay) = 0

k=1

fiir alle v e M gilt.

(e) Fir x € Ax(f —v*) definieren wir den Punkt

Die konvexe Hiille der Menge
Z ={Z(x); v € Axs(f —0v")} CR"
enthdlt den Nullpunkt.

7.12 Bemerkung. Mit Teil (d) ldsst sich fiir den Fall dim(M) = n das lineare Funktional
A in Satz [[.2 beschreiben. Setzen wir oy = sign(f(zx) — v*(zx)) € {—1,1} fir 1 <k <,

so definiert

Ag) = Z Prokg(Tr)
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ein regulires Borel-Mafl mit den Eigenschaften

(4) A= Iprowl = pe =1,
k=1 k=1

(1)  Aw)=0 fiiralle ve M,

(i6) M) = A=) =D preon(far) — v (@) =Y pi | f () = 0" (@) = [|f = 0" |-

k=1 e
= [|f = vl

Beweis. Wir fithren einen Ringschluss (e)== (d)== (a) = (e) durch, bei dem die
Aussage (a) durch Aussage (b) in Satz [[.7] ersetzt wird.

Falls 0 ein Element der konvexen Hiille von Z ist, so ist 0 bereits eine Konvexkombination
von 1 < n+ 1 Punkten aus Z (Carathéodory). Die zugehorigen Elemente aus A, (f —v*)
seien mit xq,...,xz, und die Faktoren der Konvexkombination mit py,...,p, bezeichnet.

Lesen wir die Vektorgleichung
0= Z prz (k)
k=1

zeilenweise, so erhalten wir

0= pisign(f(ze) — v*(zx) @ilan), 1<i<n,
k=1

Dies ist dquivalent zu

0= Zpk sign(f(xg) —v*(xx)) v(zk), veEM, (7.10)

also folgt die Aussage (d) aus (e).
Weiterhin impliziert (Z.I0), dass fiir beliebiges v € M und mindestens ein k die Relation

sign(f(zx) — v*(2x)) v(zy) > 0

gilt. Daher folgt die Aussage (b) in Satz [T aus (d).

SchlieBlich ist zu zeigen, dass (b) in Satz [[.7] auch (e) impliziert. Dies fithren wir anhand
eines Widerspruchsbeweises durch. Sei v* Proximum an f. Falls 0 kein Element der kon-
vexen Hiille der Menge Z ist, gibt es eine Hyperebene H C R” mit H N Z = ; d.h. es

existiert ¢ = (c1,...,¢,) # 0 mit
(c,z) <0 fir alle z € Z.

Fiir alle z € A (f —v*) ist also

n

(e.2(2)) = 3 i sign(f(z) — v*(x)) gila) < 0.

i=1



Schreiben wir dies mit Hilfe der Linearkombination v =Y ¢;p; € M, so lautet dies
i

sign(f(z) —v*(z)) v(z) <0 fir alle z € A (f —0v"),

ein Widerspruch zu (b) in Satz [[.7 O

Die Charakterisierung des Proximums in M C C(K) mit Hilfe der Punktauswertung
in Stellen der Extremalmenge A (f — v*) wird eine wichtige Rolle bei der numerischen
Berechnung des Proximums spielen, die wir in Kapitel 7?7 (Remez-Algorithmus) behandeln
werden.

Zusammenfassung: Wir haben in Satz [[.3 eine abstrakte Charakterisierung von Proxi-
ma in normierten Réumen kennengelernt. Diese lief} sich fiir die Funktionenrdume LP(D),

1 < p < o0, und C(K) nochmals prézisieren.

7.3 Bestapproximation mit Haarschen Riumen

Wir setzen die Untersuchungen von Abschnitt zur Bestapproximation in Teilrdumen
von C(K), K kompakt, fort. Dabei betrachten wir den Fall reellwertiger Funktionen

(K = R) und endlich-dimensionaler Teilraume
M = span{p1,...,¢n}, dim(M)=n e N.

Die Funktionen ¢; : K — R bilden eine Basis von M.

Die Existenz von Proxima zu beliebigem f € C(K) wurde bereits in Kapitel B (Exis-
tenzsatz) geklirt. Die Eindeutigkeit des Proximums ist jedoch nicht immer gegeben, die
Maximumsnorm ist ja nicht strikt konvex. Wir betrachten im ersten Teilabschnitt Bei-
spiele Haarscher Réume und beweisen den Satz von Haar (Satz [[.19), dass M C C(K)
genau dann eine Eindeutigkeitsmenge ist, wenn M ein Haarscher Raum ist. Der zweite
Teilabschnitt ist eher von technischer Natur. Er dient dem Beweis des Satzes von Krein
(Satz[.21]), dass jeder Haarsche Raum eine strikt positive (also nullstellen-freie) Funktion
enthélt. Dies geht dann im letzten Teilabschnitt in den Beweis des Alternantensatzes von

Chebyshev ein (Satz [7.30).

7.3.1 Haarsche Ridume und der Eindeutigkeitssatz von Haar
In der Numerik I lernt man bereits den folgenden wichtigen Begriff kennen.
7.13 Definition. K sei kompakt.

(a) Ein n-dimensionaler Teilraum M C C(K) heifst Haar-Raum (oder Haarscher
Raum), wenn jedes v € M \ {0} hdchstens n — 1 Nullstellen besitzt.
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(b) Linear unabhingige Funktionen ¢1,...,p, € C(K) heiffen Chebyshev-System

oder Haarsches System, wenn der Raum M = span{¢1,...,o,} ein Haar-Raum

15t.

Nach der obigen Sprechweise ist jede Basis eines Haarschen Raums also ein Chebyshev-

System.

7.14 Beispiel. (i) Es sei K = [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Der Raum

(i)

P, = span{e; : [a,b] — R; ex(z) = 2%, 0 <k <n}

ist ein Haar-Raum der Dimension n + 1, die Monome ¢, 0 < k < n, bilden also
ein Chebyshev-System. Dies ist im Fundamentalsatz der Algebra begriindet:
Jedes von 0 verschiedene Polynom vom Grad n hat genau n komplexe Nullstellen
(unter Beriicksichtigung der Vielfachheit). Als Konsequenz kann p # 0 hochstens n

paarweise verschiedene Nullstellen im Intervall [a, b] besitzen.

Es sei K = [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Zu n paarweise verschiedenen Zahlen

a; € R, 1 <i <n, definieren wir den Raum
M, =span{e® : 1<i<n}

von Exponentialsummen. Dieser Raum ist ein Haar-Raum der Dimension n: Der
Beweis erfolgt per Induktion nach n. Fiir n = 1 hat v(z) = ce® mit ¢ # 0, a € R,
keine Nullstelle, also ist

M, = span{e”'}

ein Haar-Raum der Dimension 1. Sind nun ag, ..., a, € R paarweise verschieden, so

betrachten wir eine Linearkombination
n
a;-
’U:E cie, ¢ €R, (c1,...,¢,) #0.
i=1

0O.B.d.A. sei ¢, # 0. Die hieraus gebildete Funktion

n

n ’
g = (e*al'v)’ _ (Cl + Z Cie(aim)-) _ Zci(a/i _ a1>€(aifal).
=2

1=2

liegt im Haar-Raum span{e(®~®) : 2 < < n} der Dimension n — 1. Thre Expo-
nenten a; — aq, 2 < i < n, sind paarweise verschieden und ihr Koeffizientenvektor
(ca(ag —ay), ..., cn(an —ar)) € R ist ungleich 0. Nach der Induktionsvorausset-
zung hat g hochstens n — 2 Nullstellen. Mit dem Satz von Rolle folgt, dass e *'"v
hochstens n — 1 Nullstellen hat, und dies gilt auch fiir v.
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(iii) Es sei K =T = [0, 27) versehen mit der Topologie des Randes des Einheitskreises:
Die e-Umgebung von 0 ist [0,¢) U (2 — €, 27). Der Raum

T, =span({cos(k:) : T — R; 0 <k <n}U{sin(k:): T—R; 1 <k<n}

ist ein Haar-Raum der Dimension 2n+1, die Funktionen 1, cos(z), sin(z), ..., cos(nx),
sin(nz) bilden also ein Chebyshev-System. Dies erkennt man z.B. so: Durch z =
e = cos(z) + isin(z) wird eine Bijektion von T auf den Rand des komplexen
Einheitskreises beschrieben. Aus

v(x) = % + ;(ak cos(kx) + by sin(kx))
mit reellen Koeffizienten ay, by wird in der komplexen Schreibweise nach Multipli-

kation mit 2"

q(z) = % (ao + Z(ak(zk + 27y — by (25 — zk))> = chzk

mit komplexen Koeffizienten c;. Das komplexe Polynom ¢ hat den Grad < 2n, also
hochstens 2n Nullstellen in C und damit auch hochstens 2n Nullstellen auf dem
Rand des Einheitskreises.

Auch wenn es momentan seltsam erscheint, so spielen Chebyshev-Systeme auf endlichen
Punktmengen K eine Rolle bei der Suche nach Proxima. Deshalb stellen wir die folgen-

den Uberlegungen an.

7.15 Bemerkung. Falls der Definitionsbereich K endlich ist, # K = n € N, so ist jede
Funktion f : K — R stetig; also ist C(K) isomorph zum R™ und insbesondere gilt
dim(C(K)) = n. Jede Funktion f € C'(K)\ {0} verschwindet an hiochstens n — 1 Stellen,
also ist C'(K) selbst ein Haarscher Raum der Dimension n.

Die Eigenschaft fir M C C(K), ein Haarscher Raum der Dimension n zu sein, ist also

nur fiir kompakte Mengen K mit #K > n+ 1 (oder #K = oo) interessant.

Zur Charakterisierung von Chebyshev-Systemen verwendet man bereits in der Numerik I

die sog. Vandermonde-Determinante. Fiir Funktionen ¢, ..., ¢, € C(K) und Punkte

xr1,...,T, € K setzen wir
pi(z1) @2(z1) - nlm)
D ( ()017...,()071 ) — det E : (7.11)
T1yeooyIp
p1(zn) @2(n) - pnlza)

7.16 Lemma. Die Funktionen ¢1,...,p, € C(K) seien linear unabhdingig. Sie bilden

genau dann ein Chebyshev-System, wenn fiir beliebige paarweise verschiedene Punkte

D<%ww%>¢0
L1y Iy

X1y, Ty € K gilt:



7 CHARAKTERISIERUNG DER BESTAPPROXIMATION 78

Beweis. Die Existenz einer Linearkombination
n
v = § CkPk, (Cla"'acn)#oa
k=1

die an n paarweise verschiedenen Stellen x4, ..., z, € K verschwindet, ist dquivalent dazu,

dass die zugehorige Vandermonde-Matrix einen nichttrivialen Kern besitzt, also
D P15+ Pn —0
L1y, Tp
erfiillt ist. O

7.17 Bemerkung. Chebyshev-Systeme der Dimension n sind also dadurch charakteri-
siert, dass sie die eindeutige und universelle Losbarkeit des Lagrange-Interpolationsproblems

zu beliebigen paarweise verschiedenen Knoten x4, ..., z, € K garantieren.

Alfréd HaarH gibt in seiner Arbeit von 1918 eine weitere Charakterisierung Haarscher
Réume M C C(K): Dies sind genau die Eindeutigkeitsmengen der besten Approximation
in C(K). Bevor wir seinen Satz beweisen, benotigen wir als Hilfsaussage eine untere

Schranke fiir die Grofle der Menge der Extremalpunkte
Ao (f —v").

7.18 Lemma. K sei kompakt und es gelte #K > n + 1. Weiter sei M C C(K) ein
Haarscher Raum der Dimension n. Falls v € M Prozimum an f € C(K) ist, so gilt

BA(f —v)>n+ 1. (7.12)

Beweis. Wir nehmen an, dass A, nur s < n Elemente x4, ...,z, € K enthilt. Dann ist
K\ Ay # () und hieraus folgt

Ex(f) = IIf = v*llec > 0.

Wir wéhlen zusétzliche Punkte zgyq,...,2, € K \ Ay. Dann hat das Lagrange-Inter-

polationsproblem
v(zy) = —sign(f(zx) —v*(2r)), 1<k<n,
eine eindeutige Losung v € M. Fiir diese Funktion v berechnen wir leicht

max (f(z) —v*(2)) v(z) = max (f(zx) — v"(z)) v(zr) = —Em(f) <0.

2€Ano(f—v*) 1<k<s

Dies ist ein Widerspruch zum Kolmogorov-Kriterium in Satz [.7)(c). O

Sgeboren am 11. Oktober 1885 in Budapest; gestorben am 16. Mirz 1933 in Szeged, ungarischer Mathe-
matiker. Haar leistete Beitriige zur Approximationstheorie, Mafitheorie (Haar-Maf3 auf lokalkompakten
Gruppen) und partiellen Differentialgleichungen. Nach ihm wurde auch das Haar-Wavelet (s. Kap. 4)

benannt.
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7.19 Satz (Haar 1918). K sei kompakt und es gelte #K > n. Ein endlich-dimensionaler
Teilraum M C C(K) ist genau dann ein Haarscher Raum, wenn zu jedem f € C(K)

genau ein Prorimum v* € M existiert.

Beweis. Wir setzen n := dim(M) und geben eine Basis {¢1, ..., p,} von M vor.

Der Fall #K = n ist wegen M = C(K) klar, siche Bemerkung [T I8 Also brauchen wir
nur den Fall #K > n + 1 (inklusive unendlicher kompakter Mengen K') zu betrachten.

1. Die Eindeutigkeit des Proximums ist notwendig: M sei ein Haarscher Raum und
v1,v9 € M seien Proxima zu f € C(K). Um v; = vy zu beweisen, geniigt es zu

zeigen, dass v; — v, mindestens n Nullstellen besitzt.

Weil die Menge ITj;(f) der Proxima konvex ist, ist auch v := (v + v2) Proximum
an f. Die zugehorige Extremalmenge A, (f — v) hat mindestens n + 1 Elemente
(Lemma [TI])), und fiir jedes x € Ao (f — v) gilt

-

Ex(f) =f(z) —v(@)| < % (@) —v(@)| + | f(z) = val2)] | < Eu(f)-

~~

<Em(f) <E(f)

In den beiden Abschitzungen muss also Gleichheit gelten, dies ist nur fiir

f(@) —vi(x) = f(x) = ve(z) = o(2) En(f)  mit o(x) € {-1,1}
moglich. Also gilt vy (z) = ve(z) fiir alle x € A (f — v) und hieraus folgt v; = vs.

2. Die Eindeutigkeit des Proximums ist hinreichend: Wir treffen die Annahme, dass die
Basis {¢1, ..., s} von M kein Chebyshev-System ist. Nun wollen wir ein f € C(K)

konstruieren, das mehrere Proxima in M besitzt.
Nach Lemma [[.T16 existieren paarweise verschiedene Punkte zq,...,x, € K mit

D(‘pl"“"p">:o. (7.13)

T1yeooyIp
Die lineare Abhéngigkeit der Spalten in (T.I1]) erlaubt die Wahl von (a4, ..., a,) # 0
mit

Z a;pi(zg) =0, 1<k<n. (7.14)
i=1

O.B.d.A. wird (ay,...,a,) so gewahlt, dass

vy = Zaigoi € M die Bedingung ||v1]jec =1

i=1

erfiillt. Also 16st v; das homogene Interpolationsproblem vy (zy) = 0 fiir 1 < k < n.
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Die lineare Abhéngigkeit der Zeilen in (Z.11]) erlaubt die Wahl von (cy,...,¢,) # 0

mit
n

chgpi(xk) =0, 1<i<n.
k=1

O.B.d.A. wird ) |cx| = 1 gewéhlt. Dann hat das lineare Funktional
k=1

AC(K) — R, AMg) =Y crglp) (7.15)

die Norm 1 und erfiillt A(p;) = 0 fir alle 1 < i < n, also auch A(v) = 0 fiir alle
v € M. Wir ziehen dieses Funktional spéater zum Nachweis heran, dass ein gegebenes

Element ein Proximum ist.

Die gesuchte Funktion f € C(K) ergibt sich nun mit Hilfe des Satzes von Tietze.
Zuerst wihlen wir f; € C(K) mit

[ fillo =1, filzy) =signe,, 1<k <n.

Dann setzen wir
f(z) = (1= [vi(z)]) fi(z).

Wegen ||v;]|l = 1 schlieBen wir zunéchst auf || f||e < 1, und mit

Jnax |fi(zp)| =1, v () Iy fir 1 <k<n, (7.16)

folgt || f||lc = 1. Fiir das Funktional A in (ZI5]) erhalten wir

n

M) = enflar) =) enfilar) =) lox| = 1. (7.17)

k=1

Nun zeigen wir: Jede Funktion v, = av; € M mit 0 < a < 1 ist Proximum an
f. Dazu verwenden wir die Charakterisierung der Proxima in Satz 5.2, speziell mit

dem bereits konstruierten Funktional in (Z.I5)). Die Eigenschaften
(i) [IAl=1,

(ii)) A(v) =0 fir allev e M

wurden bereits nachgewiesen. Die Eigenschaft

(i) ACS) = I = valloo

folgt aus den drei Relationen A(f) =1 in (7.I7),

——
<

[f(2) = va(z)] < (1 = [or(2)]) | fu(2)] +eloi(@)] <1 = [oi(@)] + el (z)] <1
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und wie in (.16

gggxn | f(xr) — valzy) | = 121/?%1 | fi(zy)| = 1.
=0
Damit ist gezeigt, dass f unendlich viele Proxima in M besitzt. 0

Die Haarsche Bedingung ist eine sehr starke Einschrankung an den Teilraum M. Man
beachte, dass ja die Elemente von M schon durch die Werte an endlich vielen Stellen ein-
deutig bestimmt sind (Interpolationseigenschaft). Dies liefert sogar eine noch viel stéirkere

Einschréankung, die 1956 von Mairhuber und (unabhéngig) 1958 von Curtis bewiesen wur-

de.

7.20 Satz (Mairhuber, Curtis). Die Menge K sei kompakt. Falls ein Haarscher Raum
M C C(K) der Dimension > 2 existiert, so ist K homdomorph zu einer Teilmenge von

R oder zur kompakten Kreislinie T ~ [0, 27).

Dieser Satz hat einen schonen geometrischen Beweis. Im wesentlichen Schritt zeigt man,
dass K keine Teilmenge der Form eines , Verschiebebahnhofs“ enthalten kann: es gibt
keine stetige Abbildung

V0] — K x K, y(t) = (21(t), 22(1)),

mit x1(t) # xo(t) fir alle t € [0, 1] und x1(1) = 22(0), x2(1) = 21(0). Denn sonst wére auf

dem Weg von
d(O):D P15 Pn
.1'1(0), $2(O),l‘3, R 7

d(1)=D O1y -+ Pn )Z_do
( ) <x1(1),l‘2(1),x3’“.,xn ( )

eine Vandermonde-Determinante unzuléssigerweise 0. (Hierbei sind feste Punkte x3, ..., x,

nach

geeignet zu wihlen.)

7.3.2 Existenz positiver Funktionen

Wir haben in den bisherigen Beispielen Haarsche Réume betrachtet, die jeweils Funktio-
nen ohne Nullstellen enthalten (z.B. die konstanten Funktionen in P, und 7, oder die
Funktionen e* bei den Exponentialsummen). Es kostet einige Miihe zu zeigen, dass jeder
Haarsche Raum M C Cla, b] oder C(T) eine strikt positive Funktion enthélt.

7.21 Satz (Krein). Es sei K = [a,b] oder K = T. Jeder Haarsche Raum M C C(K)

reeller Funktionen enthdlt eine strikt positive Funktion.

Um dies einzusehen, verwenden wir die Notation einfacher und doppelter Nullstellen.
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7.22 Definition. Es sei K C R kompakt oder K =T und f € C(K).

(a) Fin Punkt £ € K mit (&) = 0 heifit einfache Nullstelle von f, wenn entweder £
ein Randpunkt von K ist oder [ in & das Vorzeichen wechselt, d.h. es gilt

fE—=fE+t)<0  firaletel—06E+4].

(b) Ein innerer Punkt £ € K mit f(§) = 0 heifst doppelte Nullstelle von f, wenn
feE—-t)fE+t)>0 fir allet € [€ — 6, + 6] und § > 0.
qgilt.

Die Haarsche Bedingung lésst sich nun formulieren, indem man die Vielfachheit der Null-

stellen in die Zahlung einbezieht.

7.23 Lemma. Es sei K C R kompakt oder K = T. Der Raum M C C(K) mit dim(M) =
n ist genau dann ein Haarscher Raum (gemdfi Definition [7.13), wenn fir jedes v €
M\ {0} die Anzahl j € Ny der einfachen Nullstellen und die Anzahl k € Ny der doppelten
Nullstellen die Ungleichung

jH+2k<n-1

erfillt; mit anderen Worten: jedes Element v € M \ {0} hat hichstens n — 1 Nullstellen
unter Berticksichtigung der Vielfachheit.

Beweis. Die neue Bedingung impliziert die Haarsche Bedingung in Definition [Z.13l Also
ist nur zu zeigen, dass die Bedingung in Definition[7.13]auch die neue Bedingung impliziert.

Dazu nehmen wir an, ein v € M \ {0} habe
J > 0 einfache Nullstellen &;,...,¢; € K,
k > 0 doppelte Nullstellen 7y, ..., € K,

und es gelte

J+ 2k >n.

Die Menge Ag(v) = {&1,..., &} U {m,...,nx} ist die Menge aller Nullstellen von v. Die
Bedingung in Definition verlangt

#Ao(v) =j+k<n—1,

insbesondere folgt & > 1. Um jede doppelte Nullstelle 7; wihlen wir ein Intervall [, —
di,mi + 0;] € K mit 6; > 0, das keine weitere Nullstelle von v enthélt. Wir setzen

c; 1= sign v(n; — d;) = sign v(n; + ;)
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und

C:= min {|v(n — 6], |v(m + )]}

1<i<k

Durch Hinzunahme beliebiger Punkte
O,y Onji € K\ Ag(v)

lésst sich die Interpolationsfunktion ¢ € M mit

q(mi) = ¢, 1<i <k, q(&) =0, 1<i<y, q0;)) =0, 1<i<n—j—k,
bestimmen. Die Funktion v, = v — ag € M hat fiir 0 < a < ﬁ die Funktionswerte

vo(&) =0, 1<1i<7, Vo(n;) = —ac; 0, 1 <i<k,
und die Vorzeichenwechsel
¢; = signva(n; — 0;) = —signua(n;) = signva(n; + ;).

Dies ergibt je zwei Nullstellen von v,, im Intervall [n; —;, n;+;]. Damit hitte v, mindestens

j + 2k > n Nullstellen, ein Widerspruch zur Haarschen Bedingung in Definition O

Es gibt einen Trick, eine Funktion v € M mit fest vorgegebener Vorzeichenverteilung zu
konstruieren. Sei dazu M C C(K), mit K = [a,b] oder K = T, ein Haarscher Raum der
Dimension n. Zu gegebenen

T < To<...<Tp_q

definieren wir die Funktion

e1(21) pa(1) o0 ()
v(z) =D Pl ¥n )zdet ’ : 7.18
) ( Ll ooy Tp—1, T o1(Tn-1) @2(Tn-1) - Pu(@n-1) ( )
pr(z)  pa(x) e ()

Die Entwicklung der Determinante nach der letzten Zeile zeigt, dass v € M gilt. Per
Konstruktion ist v(z;) = 0 fiir alle 1 < ¢ < n — 1 und v(x) # 0 fiir alle anderen = €
K\ A{x1,...,2,-1}. Nach Lemma muss in jedem der Punkte x;, der im Inneren von

K liegt, ein Vorzeichenwechsel von v vorliegen. Also hat v in den Intervallen
(1'1, :L‘2)7 (1'2, ZL‘3), s (xn—Za xn—l)
abwechselndes Vorzeichen, d.h.

(=)o v(x) >0 firalle x € (25, Tit1), 1<i<n-—2,
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wobei ¢ das Vorzeichen von v im Intervall (z;,25) angibt. Hinzu kommen noch im Fall

K =[a,?]

—o v(x) >0 fir alle = € (a, ), falls 1 > a,
(—D)"ocv(x) >0  firalle z € (x,-1,b), fallsz,1 <b,

und im Fall K =T = [0,27) (wegen des Zusammenklebens der Intervallenden)
—ov(z) >0 fir alle x € (0,21) U (2p_1, 27).

Eine kurze Beobachtung lésst sich direkt hieran anschlieSen.

7.24 Lemma. Auf K =T existieren nur Haarsche Rdume ungerader Dimension.

Beweis. Damit in x,,_; ein Vorzeichenwechsel von v in der obigen Konstruktion vorliegt,
muss —o # (—1)""!o gelten, also muss n ungerade sein. O
Der vollsténdige Beweis des Satzes von Krein benutzt den erwidhnten Trick geschickt,
um die folgenden zwei Aussagen herzuleiten. Die sehr technischen Beweise werden kurz

zusammengefasst.

7.25 Lemma. Sei K = [a,b] oder K = T und M C C(K) ein Haarscher Raum der

Dimension n. Zu jedem Paar (j, k) € N2 mit j+2k = n—1 sowie paarweise verschiedenen

Punkten &, ...,& € K, i, ..., tm Inneren von K existiert ein v € M mit einfachen
Nullstellen &, ...,&; sowie doppelten Nullstellen ny, ..., 1. Insbesondere wechselt v sein
Vorzeichen nur in &, ..., §;.

Beweis. Man macht aus den geforderten doppelten Nullstellen n; je zwei einfache Null-

stellen n; + 9, ordnet die so entstandene Punktmenge zu
T < To < ...<Tp-q

und bildet die Funktion vs; wie in (ZI8) mit den n — 1 einfachen Nullstellen &i,...,¢;
sowie 1; £ 9, 1 < ¢ < k. Durch Normalisierung erhélt man

n

Ws = C5 Vs = Z ;(8) i

i=1
mit Y |a;(0)] = 1. Das iibliche Kompaktheitsargument liefert fiir 6 = §(m) — 0 fiir

m — oo eine konvergente Teilfolge

n
Ws(my) —> W = Z Qi Pi
i=1

mit ) |a;| = 1, also ist w # 0. Die Funktion w hat, wie alle Folgenglieder ws), ein-
fache Nullstellen &1, ..., ;. Weiterhin fiihrt das ,,Zusammenlaufen® der beiden einfachen

Nullstellen 7; & §(m) zu einer doppelten Nullstelle von w in 7;. O
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7.26 Lemma. Sei K = [a,b] oder K = T und M C C(K) ein Haarscher Raum der
Dimension n. Zu jedem 0 < j < n — 1 (nur gerades j im Fall K = T) sowie paarweise
verschiedenen Punkten &, ...,§; im Inneren von K ewistiert ein v € M mit einfachen

Nullstellen in &1, .. .,&; und keinen weiteren Nullstellen.

Aus diesem Lemma folgt der Satz von Krein, indem wir j = 0 setzen und das Vorzeichen

von v an einer Stelle x € K positiv wéahlen.

Beweis. Die Stellen &;,...,¢&; seien streng monoton geordnet.

Im Fall j =n — 1 wéhlen wir
’U(l‘):D 9017””8071 ]
517"'7571—171'
Der Fall j = n — 2 tritt nur fir K = [a,b] auf und dann ist a < & < ... < &, o < b. Wir
wi@) = D Froore )
a’)il)"')gn—%x
w(z) = £D Pl ¥n ,
fl,...,é‘nfz,b,l'

wobei das Vorzeichen von v, so zu wihlen ist, dass signv, (& — ) = signvy(§ — 9) fiir
kleine § > 0 ist. Mit den Uberlegungen zu (ZI8) folgt dann

wahlen zwei Funktionen

sign v, (x) = sign vy(x) fir alle x € (a,b) \ {&, ..., &2}

Deshalb hat v = v, + v, auler den einfachen Nullstellen in &i,...,&, o keine weiteren
Nullstellen.

Im Fall j = n—1—2k mit k£ > 1 wihlen wir zwei beliebige Sétze von k Punkten n; und 7;,
1 <7 <k, im Inneren von K, so dass alle Punkte &, ..., &, m,...,n, 71, ..., T, paarweise
verschieden sind. Die nach Lemma [T.25] gebildeten Funktionen vy (zu & und 7;) sowie v,
(zu & und 7;) haben ihre Vorzeichenwechsel nur in &, ..., §;, ihre Summe v = v; + v, hat
nur &;,...,¢&; als einfache Nullstellen und keine weiteren Nullstellen in K.

Der Fall j = n — 2 — 2k mit £ > 1 tritt nur fir K = [a,b] auf und dann ist a < & <
oo < &p_oor < b. Wie im vorherigen Fall geben wir zwei Sétze von jeweils k doppelten
Nullstellen vor, bilden aber v; mit der zusétzlichen einfachen Nullstelle a und vy mit b.

Der Rest folgt wie zuvor. O

7.3.3 Charakterisierung des Proximums

Die Charakterisierung von Proxima im Polynomraum P, durch Extremalalternanten

wurde bereits 1857 von Tschebyschew H dargelegt. Zunéchst beschreiben wir zwei wesent-

"Pafnuti Lwowitsch Tschebyschew (auch Tschebyscheff, Tschebyschow, Tschebyschev und insbeson-
dere im Englischen als Chebyshev transkribiert); geb. 16. Mai 1821, gest. 8. Dezember 1894 war einer
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liche Begriffe.

7.27 Definition. Es sei K C R kompakt oder K = T sowie M C C(K) ein Teilraum.
Fir f € C(K)\ M und v € M heiffen die Punkte

Top<T1 < ...<XTyp
(a) eine Alternante der Liange r + 1, wenn fiir die Fehlerfunktion f —v gilt

(=% (f(xp) — v(zp)) >0 fir 0 <k<r,

(b) eine Extremal-Alternante der Linge r, wenn fir die Fehlerfunktion f — v gilt
(Do (f(ar) —v(@n) = If —vlle  fiir 0<E <7,

Hierbei ist o = sign (f(xo) — v(xp)).
Mit Alternanten ldsst sich eine untere Schranke fiir Fy,(f) bestimmen.

7.28 Satz (de la Vallée-Poussin). Es sei K = [a,b] oder K = T sowie M C C(K) ein
Haarscher Raum der Dimension n. Weiter seien K C K kompakt mit #K > n+1 sowie
feC(K) und v e M gegeben. Dann gelten fiir jede Alternante

To<T1 <...<Ty m K
der Linge n+ 1 von f —v die Ungleichungen

onin [f(ze) —vze)] < En(f) = inf [f —wloon < If = vl

7.29 Bemerkung. Die Einschrinkung des Approximationsproblems auf Teilmengen K C
[a,b] bzw. K C T wird fiir viele praktische Zwecke benétigt. Die Haarsche Bedingung ist

aber auf dem gesamten Intervall [a, b] bzw. T zu erfiillen.

Beweis. Angenommen es existiert v* € M mit

B i | = 0l < in [£(ax) = ofan)]

Mit o = sign (f(zo) — v(xg)) folgt fiir 0 < k < n die Beziehung

(=Dfo (v (zx) = v(ax)) = (=1)%0 [(f(2r) = v(ar) = (f (@) = v*(@r))] > 0.

Die Funktion v*—v € M\{0} hat nach dem Zwischenwertsatz mindestens je eine Nullstelle
in (g, rr41), 0 < k <n—1. (Achtung: Hier geht ein, dass v* — v auf [a, b] bzw. T definiert
ist, nicht nur auf K.) Dies ist ein Widerspruch zur Haarschen Bedingung.

Damit ist die untere Schranke fiir Ey/(f) gezeigt. Die obere Schranke ist klar. U

der bedeutendsten russischen Mathematiker des 19. Jahrhunderts. Er hat die Wahrscheinlichkeitstheorie
fundamental neu aufgebaut, Interpolation und Approximation sowie Algebra und Zahlentheorie erforscht.
Mit seinem Namen verbindet man die Chebyshev-Polynome, Chebyshev-Ungleichung, und mancherorts

wird die Maximumsnorm als Chebyshev-Norm bezeichnet.
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Fir eine Extremalalternante liefert der Satz von de la Vallée-Poussin bereits die Ein-
schlieSung

uin [f (@) —v(ze)] = 1 = vl < Enr(f) < 1f = vlloox,

also folgt Gleichheit und v ist Proximum an f. Die Umkehrung ist im Alternantensatz

enthalten.

7.30 Satz (Alternantensatz). Es sei K = [a,b] oder K = T sowie M C C(K) ein
Haarscher Raum der Dimension n. Weiter sei K C K kompakt mit #K > n + 1 sowie
feC(K).
Die Funktion v* € M ist genau dann Prozimum an f auf K, wenn eine Extremalalternante
(der Linge n+1)

o< a1 <...<Ty in K (7.19)

von f —v* existiert.

Beweis. Wir brauchen nur noch die Existenz einer Extremalalternante (Z.19) der Lénge

n 4 1 nachzuweisen, wenn v* Proximum an f ist. Sei dazu f € C'(K)\ M. Dann ist

Ey(f) = max |f(z) —v*(z)| >0

zeK

und die Extremalmenge A..(f—v*) enthélt nach Lemma [[. I8 mindestens n+ 1 Elemente.
Wir betrachten nun das lineare Funktional A : C(K) — R aus Satz [T.11] (d),

Mo) = 3 e sign (F(zx) — v*(2)) gls)

r—1
mit Punkten o < x1 < ... < 2,1 aus A (f — v*), Zahlen pp > 0 und > pr = 1 sowie
k=0
r<n-+4 1.

1. Zunichst zeigen wir, dass bei diesem Funktional
r=n+1 und py>0 fir 0<Ek<r

vorliegen miissen. Wére eine dieser Eigenschaften verletzt, wiirde v € M existieren
mit A(v) # 0: wihle eine Interpolationsfunktion, die an den Stellen zy mit px > 0
den Wert oy, := sign (f(zx) — v*(zx)) hat (dies sind hochstens n Stellen).

2. Dann zeigen wir, dass die Vorzeichen oy, = sign (f(xy) — v*(z)) alternieren. Wiare
dies nicht so, dann lieBen sich s < n Mengen aufeinander folgender Indizes mit

gleichem Vorzeichen

00 = " = Ok, Ok141 = " = Okyy -++y Ok 141 = " = Op,
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bilden. Die zugehorigen x; trennen wir mit Punkten &; € K geméf

Zo, .-, Tpy <§1 < Lhyd1y vy Thy <£2 < v <£5_1 < Tl 1415+ Tn.

Die Punkte &; liegen im Inneren von K. Lemma erlaubt nun die Wahl von
v e M\ {0}, dessen einzige Nullstellen (in der zusammenhingenden Menge K) die
Punkte &;,...,&_1 sind und die in diesen Punkten das Vorzeichen wechselt. Fiir
dieses v ergibt sich wieder der Widerspruch A(v) # 0.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass die Punkte x; des Funktionals A eine Extremalalter-

nante der Linge n + 1 sind. O

Zusammenfassung: Die Bedeutung Haarscher Raume als Eindeutigkeitsmengen fiir die
Approximation in C'(K) wurde in Satz [[.T9 dargelegt. Das Kolmogorov-Kriterium konnte

fiir Haarsche Raume in Form des Alternantensatzes verstarkt werden.
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8 Remez-Algorithmus

Wir behandeln in diesem Kapitel einen Algorithmus, benannt nach dem russischen Ma-
thematiker Evgeny Yakovlevich Remez (1896-1975), der zur numerischen Berechnung der
Bestapproximation in einem Haarschen Raum eingesetzt wird. Sei dazu M C C(K) ein
Haarscher Raum der Dimension n sowie f € C(K)\ M. Der Algorithmus konstruiert

iterativ Alternanten

(k)

aP < <™ k=0,1,2,. .. (8.1)

einer Fehlerfunktion f—wvy, mit vy € M, die an den Stellen xg.k) den gleichen Absolutbetrag

annimmt, also
di = (=1Y(f = o) (") (8.2)
erfiillt. Wir sagen, dass die Fehlerfunktion f — v in der Punktmenge (81l) dqui-oszilliert.

Dann folgt mit dem Satz von de la Vallée-Poussin
dr < Ex(f) < D= ||f — Vklloo,x- (8.3)
Die Zahlenfolge (dj)x>o wird in dieser Konstruktion sogar monoton wachsen und

k—o00

erfiillen. Dann wird gezeigt, dass die Folge der Elemente v, € M gleichméflig gegen das

eindeutige Proximum v* von f konvergiert.

Die Bestétigung, dass es zu genau n + 1 gegebenen paarweise verschiedenen Punkten
B:{$0<l’1<"'<l’n}CK

eine Funktion v € M gibt, deren Fehlerfunktion f — v wie in (82) dqui-oszilliert, liefert

bereits der Alternantensatz. Wir halten dieses wichtige Teilergebnis separat fest.

8.1 Satz. Es sei K = [a,b] oder K = T sowie M C C(K) ein Haarscher Raum der
Dimension n. Weiter sei K C K kompakt mit #K > n + 1 sowie f € C(K). Dann

existieren zu jeder Teilmenge
B:{$0<l’1<"'<l’n}CK
eindeutig bestimmte Elemente v € M und d € R mit

flaj) —v(z;) = (-1)d. (8.5)
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Beweis. Die Einschrankung f |g: B — R von f ist ein Element von C'(B). Das eindeu-

tige Proximum v € M (eigentlich v |p mit v € M) ist durch die Extremalalternante
flag) —v(z;) = (=10l f —vllwn,  0<j<n,

mit o € {—1,1} charakterisiert. Die Aussage folgt mit d = o||f — V||, = LEm(,(f |B

)- 0

Eine einfache Folgerung aus dem obigen Satz ist ein wichtiger Bestandteil des Algorithmus.

8.2 Folgerung. Die Voraussetzungen in Satz 81 seien erfillt. Weiter sei {¢1,...,¢n}

eine Basis von M. Dann ist die zur Teilmenge
B={xy<a1 < ---<z,} CK

gebildete Matrix

¢1(wo) -+ Pnlzo) 1

W= gbl(xl) e gbn(l'l) —1 c R +Dx(n+1)

¢1(zn) - Onlw,) (=1)7

requldr. Weiterhin gilt:
(a) Die Lisung [ci,...,c,,d)T € R™™ des linearen Gleichungssystems
W [Clv"'acnvd]T = [f({[o),,f(l’n)]T (86)

liefert sowohl das (diskrete) Prozimum v =) . cv; 2u f | als auch den Approxi-

mationsgrad Ey(f |g) = |d|.
(b) Die Lisung a = [, ..., a,] € R™ des linearen Gleichungssystems
aW =1[0,...,0,1] (8.7)

erfillt die Beziehungen (—1)a; > 0 und ) .(=1)/a; = 1. Sie liefert das lineare

Funktional

Ag:C(B) =R, Ap(g) = i%‘g(%), (8.8)
=0
in Satz 5.11(d), es gilt namlich ]
(@) [Asll =1, (@) Ap(v |[p) = 0 fiir allev € M, (i) |A\p(f |B)| = Ens(f |B).
Beweis. Die Gleichung (8H) wird geschrieben als

v(a;) + (=1)d = f(z;), 0<j<n
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Mit der Basis {¢1,...,¢,} von M und v = > | ¢;¢; ldsst sich dies als lineares Glei-

chungssystem
w [Cla s 7Cn7d]T = [f(l'o), T f(.%'n)]T

schreiben. Die eindeutige Losbarkeit fiir beliebige rechte Seiten ist gleichbedeutend mit
der Invertierbarkeit von W. Auflerdem folgt sofort die Aussage (a).

Zum Beweis von (b) vergleichen wir das lineare Funktional Ag in (8.8) mit dem Funktional
aus Satz 5.11(d), das auch im Beweis des Alternantensatzes auftrat. Wegen #B = n + 1
und Lemma 6.6 muss gelten A (f|p — v|g) = B. Also lautet das Funktional zur Extre-

malalternante von f|z — v|p
A:C(B) =R, Mg) = pjsign (f(z;) —v(x))) glay).
j=0

Hierbei sind alle p; > 0, >, p; = 1 und die Sequenz o := sign (f(z;) —v(;)), 0 < j <n,
hat alternierendes Vorzeichen. Die Zahlen §; := (—1)’p; = o¢p;0; sind dann eine Losung

des linearen Gleichungssystems

[Bo, -, Ba]W =10,...,0,1],

denn die ersten n Gleichungen gelten wegen A(¢;) = 0 und die letzte Gleichung wegen
Zj(—l)jﬁj = Zj p; = 1. Die Invertierbarkeit von W liefert a; = ;, und hieraus folgen
die geforderten Eigenschaften der Zahlen o; sowie Agp = o¢, also auch die Eigenschaften

von Ag. O

8.3 Bemerkung. Das lineare Gleichungssystem

Wler, ... end” = [f(zo),..., fla,)]"

ldsst sich im Fall M = P,,_; vereinfachen. Hierbei wird zuerst die Komponente d € R

berechnet und anschlieSend die Interpolationsaufgabe
v(z;) = flz;) +(=1)’d,  0<j<n-—1,

gelost. (Die Interpolationsbedingung an der Stelle x,, ergibt sich daraus automatisch!) Zur

Berechnung von d benétigt man die dividierten Differenzen

sp = [wo,...,xn|s]#0 mit se€C(B), s(z;)=(-1),
B = [z, .., zn | f]

und erhélt d = f—i Denn: Das diskrete Proximum v |g erfiillt
f(xg) = vlw;) +ds(z;),  0<j<n

Die dividierte Differenz n-ter Ordnung annulliert v, also gilt fgz = dsp. Die Beziehung

sp # 0 ist wieder eine Konsequenz der Haarschen Bedingung. (sp ist der Hochstkoeffizient
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des Interpolationspolynoms vom Grad n zu den Daten s(z;) = (—1)’. Dieses Polynom
muss den exakten Grad n haben, da es n Nullstellen besitzt, aber nicht identisch ver-
schwindet.)

Bemerkenswert ist ebenfalls, dass das lineare Funktional in Folgerung gegeben ist

durch das Vielfache der dividierten Differenz
1
Ag(g9) = — [20,..., 70 | g].
SB

Dies liefert eine explizite Darstellung der Koeffizienten «; in (8.8), ndmlich

1

Ty — Xy

Oéj:—

SB £=0

04

Als weitere Konsequenz aus der Folgerung halten wir eine Form von “Definitheit” des
Funktionals

ulv) = max (=1) v(z;)

fest.

8.4 Lemma. M C C(K), mit K = [a,b] oder T, sei ein Haarscher Raum der Dimension

n. Dann existiert zu Punkten
To<T1 < - - < Ty m K
ein 0 <y <1 so, dass fir allev e M

Vvl z < max (=1)7 v(z;) < [[vll o & (8.9)

X
0<j<n

qgilt.
Bemerkung: Die Eigenschaft (89) sicht aus wie die Aquivalenz von Normen. Wiirde
man an Stelle des Funktionals p das Funktional

Bv) = max Jv(z;)|

verwenden, so wire hierdurch tatséchlich eine dquivalente Norm auf M definiert: die
Haarsche Bedingung ergibt die Definitheit, und die weiteren Axiome der Norm sind erfiillt.
Die Aquivalenz zur Maximum-Norm folgt aus der Aquivalenz aller Normen auf M ) In

unserem Fall ist durch p aber keine Norm definiert, da im Allgemeinen v € M existiert
mit pu(—v) # p(v).

Beweis. Die obere Abschéitzung ist trivial.
Fiir die untere Abschéitzung verwenden wir Folgerung82l Sei dazu {¢y, ..., ¢,} eine Basis
von M und W die (n+1) x (n+ 1) Matrix zur gegebenen Punktmenge B = {zo, ..., 2, }.
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Weiter sei a = [ay, . .., a,]| der Losungsvektor des Gleichungssystems aWW = [0, ..., 0, 1].
Insbesondere kennen wir das Vorzeichenverhalten (—1)7a; > 0 fiir 0 < j < n.
Fiir beliebiges v =), ¢;¢; € M \ {0} gilt dann

Zajv(xj) =aWle,...,c0, 01" =10,...,0,1] [c1,...,cn, 0]F = 0. (8.10)

J=0

Die Annahme maxo<;<,(—1)?v(z;) < 0 filhrt mit der Haarschen Bedingung auf
(=1)7v(z;) <0 fiir mindestens zwei 0 < j < n.

Dann ist aber
n

Z%”U(%’) = (=1 (=1)v(z;) <0,

par; e — e
>0 <0
im Widerspruch zu (810). Also gilt
max (—1)7v(z;) > 0 fiir alle v e M\ {0}. (8.11)

0<j<n

Die linearen Funktionale u; : M — R, p;(v) = (—1)7v(x;) sind offensichtlich stetig,
deshalb ist auch p : M — R, p(v) = max;pu;(v) stetig. Auf der kompakten Menge
M, = {v € M; |lv|]| =1} nimmt p sein Minimum an, und wegen (811 gilt

‘= mi > 0.
v = min u(v)
Die positive Homogenitét p(cv) = cu(v) (mit ¢ > 0) liefert nun

Yol < p(v) firalle ve M. O

Mit diesen Ergebnissen werden zwei wichtige Eigenschaften Haarscher Raume gezeigt, die

nochmals die Bedeutung der Haarschen Bedingung unterstreichen.

8.5 Satz. [Newman, Shapiro, 1963: Starke Eindeutigkeit des Proximums|
Es sei K = la,b] oder T und M C C’(f() sei ein Haarscher Raum. Weiter sei K C K mit
#K >n+ 1. Dann ezistiert zu f € C(K) eine Konstante v = v(f) > 0 mit

1f = vllooc = 1 = ar ()]s, + Yllo = s () oo,
Beweis. Wir setzen n = dim M, v* = II(f) und wéhlen eine Extremalalternante
To <1 <0< Ty in  A(f—v").
Die Vorzeichen

o; = o(—1) =sign(f(z;) — v*(z;)), 0<j<n,
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alternieren. Fiir beliebiges v € M und 0 < j < n erhalten wir die Abschétzung

1f = vlloo i = 0(f —v)(x5) = 05(f —v")(2)) +o;(v" —v)(z).
~————

= If =" llcxc
Also gilt
1f = vlloo,re 2 I = 0% loo i + max o;(v” —v)(a;).
<jsn
Mit Lemma [8.4] folgt die Existenz der Konstante v in der Behauptung. 0

Als weiteres Ergebnis halten wir eine Eigenschaft der metrischen Projektion II,; auf einen

Haarschen Raum fest.

8.6 Satz (Freud 1958: Lokale Lipschitz-Stetigkeit der metrischen Projektion). Die Vor-
aussetzungen aus Satz [0 seien erfillt und f € C(K)\ M sei gegeben. Dann gilt mit
v =~(f) aus Satz[83 die Abschitzung

|mMuv—HM@mwKs§Hf—mmx fir alle g € O(K).

Beweis. Mit v aus Satz und Umstellen der Ungleichung der starken Eindeutigkeit
folgt

M () = Mar(ll < (1 = Tar(@)| = 1/ = Tar ()]
< f =gl +llg = Mac)ll = 1f = Tae ()
< Nf =gl +llg = Mar(HI = 1 = Tar (]
< =gl +1f =gl =2F-gll. O

Wir kénnen nun den Remez-Algorithmus in seiner einfachsten Form formulieren und die

lineare Konvergenz beweisen.
8.7 Algorithmus. (Remez-Algorithmus mit einfachem Austauschschritt (1934))

Gegeben: M C C(f() Haarscher Raum mit Basis {¢1,...,én},
K C K mit #K >n+1und f € C(K).

Start: Wiéhle eine Punktmenge By = {xéo) < xgo) << x%o)}.
Iteration: Fir £ =0,1,2,...
e berechne v, € M und d; € R mit

w(z®) 4 (~1)d, = f),  0<j<n,

durch Losung des linearen Gleichungssystems (8.6]);
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e berechne (eine gute Ndherung von)

Dy, = || f — vklloo,i

und einen Punkt £, an dem das Maximum oder Minimum angenommen wird;

o falls Dy — |di| < €, so ist By (fast) Extremalalternante und vy eine geeignete

Néherung an das Proximum,;

e sonst bestimme By, nach folgender Regel:
(

J

k)

— falls 21M < £ < x§-+1 gilt, so setze

i, falls (f — o) (@®) - (f — ve)(€) > 0,

(
/- J
j+1, falls (f —u) (@) - (F —w)(€) > 0

im Fall K = T wird hier auch die Situation z\¥) < €< xék) + 27 sowie

2P —or < £ < x(()k) einbezogen. Sodann setze

By :{$ék) < v <xék_)1 <§<xgj_)1 < e <ng)},

— nur im Fall K = la, b] wird fir § < x(()k) (und £ > ) entsprechend) gesetzt

{e<al? <. <2}y, falls (f —u)@d) (F —w)(€) >0,
{e<al? < <2}, falls (f —u)(@d”) - (f —w)(€) < 0;

(%)

J

By =

in diesem “Extremfall” konnen die z)”’ evtl. um einen Index nach rechts

(bzw. links) riicken;

INSGESAMT trifft also die Wahl auf ein 0 < ¢ < n mit xékﬂ) = £ und ein
pe{~1,0,1} mit 2D =2 fiir j # 0.

e und fahre mit der neuen Punktmenge By, fort.
Die Glieder der Folgen (dj)i>0 und (Dy)x>o erfiillen
|| < En(f) = min [f = vllo.x < Dy, k20

Bei der praktischen Durchfiihrung beachte man, dass genau der Fall p = +1 zu einem
Vorzeichenwechsel in der Folge (dj) fithrt. Wir zeigen nun, dass monotone und lineare
Konvergenz |di| — Ep(f) vorliegt und dass auch die Folge vy linear (bzgl. der Maximum-

Norm auf K') gegen das Proximum v* konvergiert.

8.8 Satz. (Lineare Konvergenz des Remez-Algorithmus) Der Remez-Algorithmus
mit einfachem Austauschschritt konvergiert linear. Genauer: zu f € C(K)\ M ezistieren
Konstanten 0 < ¢ < 1 und v > 0, die nur von f, der gewdhlten Basis von M und der
Start-Punktmenge By abhdngen, mit
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(i) Ext(f) = ldil < (1= )" Dy,
e Do

<1
(i) lloe = vl < (1= 0)*

Auferdem ist die Folge der |dy| streng monoton wachsend.

Beweis. Der Kern des Beweises besteht darin, die Existenz von 0 < ¢ < 1 zu zeigen mit
der Eigenschaft
|di1] = |di| + c(Dy, — |di]). (8.12)

Dann folgen nédmlich die Behauptungen der Monotonie von (|d|)x>0 sowie beide Aussagen

(i) und (ii):
(i) Es gilt

Ey(f) = ldial < En(f) = ldi] — c(Dy — [di])
< Eum(f) = ldil = c(Enm(f) = ldi])  (wegen Dy > En(f))
= (1=o)(Em(f) — |di).

Durch Iteration folgt
En(f) = ldil < (1= )" (En(f) = Ido]) < (1 = )" En(f) < (1~ )" D,

(ii) Mit der Konstanten v = v(f) aus dem Satz von Newman, Shapiro (Satz BH) gilt

o=l < IF =l = 1F =)
< Dy — Enu(f) < Dy, — |dy]
< = (dial ~ i) (wegen (€T2)
Nk
< L Euin) - 1ah < L= p,

Um die Beziehung (8I2) zu zeigen, verwenden wir das Funktional A\g mit B = By in

([B.y). Die Koeffizienten des Funktionals seien mit ozS»kH) bezeichnet. Wir erinnern noch-

mals an die Beziehungen

(17l > 0

in Folgerung und die Bezeichnungen im k-ten Austauschschritt mit

=g, |(f )] = Dy, sign(f — v)(€) = (=1)"*Psign dy,
A =2, (- w)all),) = (-1,

mit einem 0 < ¢ <nund p € {—1,0,1}. Wir setzen noch o = sign d.
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Wegen Ap,,,(v) = 0 fiir alle v € M erhalten wir
At = Ap () = Ape (F = o) = 3oV (f =) ()
=0

= o =)@ + Dol — w) ()

=0
J#L
_ Ozék—H) (_1)E+p o Dk+2@§-k+l) (_1)j+pdk
e
= e e ey
e

= <—1>pa{|aé’“+”| (Dr, = ldel) + ldel > |a§’“+”|}

J=0

= (_1)pg{|aék+1)|(pk_|dk|)+|dk|} (wegen Z|a§k+1)|:1)’

J

Dies ergibt die Gleichung
[dia| = lds] + || (D — [de]) (8.13)

aus der die strikte Monotonie der Folge (|di|)x>o folgt. Sobald wir gezeigt haben, dass
eine untere Schranke 0 < ¢ < 1 von |aék+1)| existiert, die unabhéngig von k£ und ¢ ist,
ist die Ungleichung (8I2)) bewiesen. Damit ist dann der Konvergenzsatz [R.8 komplett

bewiesen. 0O

8.9 Lemma. Die Funktion f € C(K)\ M und die Startmenge By des Remez-Algorithmus
seien gegeben. Dann gibt es 0 < ¢ < 1 und C' > 0 mait:

(i) xyi)l —x§k) > C fir allek >0 und 0 < j <n-—1 (sowie :Eék) +om — P > C' im
Fall K =T).

(i1) |oz§-k)| >c firalle0<j<n, k>0.
Beweis. Die Mengen Bj, werden im Fall K = [a, b] als Punkte in
S:{[yoaayn] 6Rn+1; a’SyOSyl S Syngb} CRTH—l

angesehen. Diese Menge ist abgeschlossen und beschréinkt, also kompakt. Im Fall K=T
ist
S=A{lyo, - un] €T 0<yg<py <o <y < 2mp C T

ebenfalls kompakt.
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(i) Angenommen, es existiert eine Teilfolge [xékm), o ,x%km)], m > 0, die gegen einen

Randpunkt von S konvergiert, fiir die also

lim 2" =¢,  0<j<n,

m— 00

und
S <& < <G,

mit mindestens einem Gleichheitszeichen (bzw. {, = &, im Fall K = T) gilt. Dann

existiert eine Funktion v € M, die die héchstens n Interpolationsbedingungen
v(&) = f(&),  0<j<mn,
erfiillt. Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von f — v gilt
[(f=o)(@) = (f=0))| <|d|  firalle |z—y[<d

mit hinreichend kleinem ¢ > 0. (Wir verwenden hier |d;| > 0 als das “epsilon” in

der gleichméBigen Stetigkeit.) Wahlen wir nun m so grof}, dass
(km) ¢ y :
|z; &l <9 fir 0<j<n
gilt, so erhalten wir zusammen mit der bereits bewiesenen Monotonie der |dy|
km km .. .
((f =)@ = 1(f = o) @) = (f =)&) < |di] < |dy,,|  fir  0<j<n,

im Widerspruch zur Definition von di,,. Deshalb ist die Annahme falsch. Damit ist

die Existenz von C' > 0 in der Behauptung (i) gezeigt.
(i) Die im Fall K = [a,b] zu C > 0 gebildete Teilmenge
Se={lvo, -y ER"™ S a<yo<yr < <y, <b, yj—y; >Clir0<j<n-1}CS
ist kompakt. Im Fall K =T wird entsprechend
Sc={[Wo,yn] ET"TH 0<yo <y <+ <y, <2m, yj1—y; > Cfiir0 < j <n—1, yo+27—

gebildet. Die zu einem Punkt B € S¢ gebildete Matrix W in Folgerung ist

reguldr. Auf dem Kompaktum S nimmt | det W] sein Minimum und Maximum an,
0 < k1 < |detW| < ko.

Ebenso sind die Unter-Determinanten von W der Form

D ¢17"'7¢n :
Yo, - Yj—1,Yj+15- - -y Un
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die in der Cramer’schen Regel zur Berechnung der Losung von aWW = [0,...,0,1]
auftreten, ungleich Null. Thr Absolutbetrag nimmt auf dem Kompaktum S¢ sein

Minimum 7 > 0 an. Damit erhalten wir die globale Abschéatzung
laj| > 7/ky=1¢>0

fir die Koeffizienten «;, die sich in Folgerung fiir eine Punktmenge mit dem

Mindestabstand C' wie in S¢ ergeben. U

Zusammenfassung: Die Bestapproximation im diskreten Fall #K = n 4+ 1 wird durch
Losen eines linearen Gleichungssystems bestimmt. Die Matrix dieses Gleichungssystems
liefert auch das lineare Funktional aus Satz 5.11(d). Aus dieser Beobachtung lassen sich
die Aussagen von Newman, Shapiro und von Freud iiber die starke Eindeutigkeit und
die lokale Lipschitzstetigkeit der metrischen Projektion herleiten. Weiterhin bildet sie die

Basis fiir den Konvergenzbeweis des Remez-Algorithmus.
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