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Numerische Mathematik II

10. Übungsblatt

Aufgabe 33 Gronwall-Lemma

a) Beweisen Sie das Lemma von Gronwall in allgemeiner Form (Lemma 10.20).

b) Es sei y : [0,∞)→ R mit

y(x) = 1 +

∫ x

0

(1 + cos t) y(t) dt .

Schätzen Sie |y| punktweise auf [0,∞) mit der einfachen Form des Gronwall-Lemmas
(10.19) und mit der allgemeinen Form (10.20) nach oben ab.

Aufgabe 34 Stabilität von Anfangswertaufgaben
Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

(AWA) y′ = f(x, y) , y(x0) = y0

mit f(x, y) = λ(y − r(x)) + r′(x), wobei λ ∈ R und r stetig differenzierbar auf I ⊂ R.

a) Bestimmen Sie Lösungen der homogenen DGL y′ = λy und der inhomogenen DGL
y′ = f(x, y) und zeigen Sie so, dass y(x) = (y0 − r(x0))eλ(x−x0) + r(x) die obige AWA
löst.

b) Zeigen Sie, dass f Lipschitz-stetig bzgl. y ist und bestimmen Sie die Konstante L > 0.

c) Fortan sei y0 = r(x0). Geben Sie die Lösung der gestörten AWA

(AWA′) z′ = f(x, z) , z(x0) = z0 = y0 + ε

mit ε > 0 an und zeigen Sie so, dass die Schranke in der Abschätzung

‖y(x)− z(x)‖ ≤ eL|x−x0| ‖y0 − z0‖

scharf ist.

d) Es seien x0 = 0, λ = 3 sowie

r(x) =
x4

1 + x4
, x ∈ I = [0, 3] .

Zeichnen Sie auf I für ε = 10−3 die Funktionen y, z sowie w als Lösung der AWA

(AWA′′) w′(x) = f(x,w) , w(x0) = w0 = y0 − ε .



Aufgabe 35 Beispiel 2. Ordnung zum Euler-Verfahren
Gegeben sei die Anfangswertaufgabe 2. Ordnung

(AWA) y′′ = −y , y(0) = 0 , y′(0) = 1 .

a) Formen Sie die AWA mit Hilfe von Bemerkung 10.5 in ein System 1. Ordnung um.

b) Berechnen Sie eine Darstellung der Werte Yk des Euler-Verfahrens zur Schrittweite h.

c) Setzen Sie hk,x = x−x0
k

für x > 0 in die Darstellung aus b) ein und untersuchen Sie die
Konvergenz.

Aufgabe 36 Räuber-Beute-Modell nach Lotka und Volterra
Zeichnen Sie mit Octave oder Matlab die Lösung des Runge-Kutta-Verfahrens zur AWA

(AWA) y′ =

(
10y1(1− y2)
y2(y1 − 1)

)
, y(0) =

(
3
1

)
zur Schrittweite h = 1/40 auf I = [0, 5].
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