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Numerische Mathematik II

13. Übungsblatt

Aufgabe 45 Stabilität von Einschrittverfahren II
Alle in der Vorlesung behandelten expliziten Einschrittverfahren nehmen bei Anwendung auf
die lineare autonome AWA

Y ′ = AY , Y (x0) = Y0 ,

mit A ∈ Rn×n die Form

Yk+1 = q(hA) · Yk, k ∈ N0,

mit einem Polynom q an (vgl. Aufgabe 44).

a) Weisen Sie nach, dass für symmetrisches A mit den Eigenwerten λ1, . . . , λn ∈ R folgende
Abschätzung gilt:

‖Yk‖2 ≤ ‖Y0‖2 · max
1≤j≤n

|q(hλj)|k , k ∈ N.

b) Geben Sie Y0 ∈ Rn so an, dass Gleichheit in der Abschätzung in a) gilt.

c) Für das klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung ist q ∈ P4 mit

q(x) =
4∑

j=0

xj

j!
, x ∈ R.

Bestimmen Sie mit Hilfe von a) die maximale Schrittweite h > 0, für die das System

Y ′ =

(
−10 9

9 −10

)
Y

stabil integriert wird, d.h. beschränkte Lösungen liefert (vgl. Aufgabe 40).

Aufgabe 46 Steife Differentialgleichungssysteme
Untersuchen Sie das nichtlineare Differentialgleichungssystem

y′1 = −0.01y1 + 0.01y2

y′2 = y1 − y2 − y1y3
y′3 = y1y2 − 100y3

mit der Anfangsbedingung Y (0) = (0, 1, 1)T auf Steifheit.



Aufgabe 47 Implizites 2-stufiges Runge-Kutta-Verfahren

a) Geben Sie die Zuwachsfunktion des impliziten 2-stufigen Runge-Kutta-Verfahren mit

K1 = f
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,
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)
und

Φ =
1

2
(K1 +K2)

zur Funktion f der AWA y′ = f(x), y(x0) = y0 , an und stellen Sie einen Zusammen-
hang zur Gauß-Quadratur her.

b) Bestimmen Sie das Stabilitätsgebiet SG des Verfahrens aus a) und weisen Sie so die
A-Stabilität nach.

Aufgabe 48 Methode der Schrittweitenhalbierung
Erweitern Sie Ihr Programm aus Aufgabe 36, indem Sie die in der Vorlesung behandelte
Methode der Schrittweitenhalbierung einfügen. Verwenden Sie als Toleranzwert TOL = 10−6

und geben Sie die tatsächlich verwendeten Schrittweiten in einer Grafik aus (ablesbar aus dem
Vektor der Auswertungsstellen x). Lösen Sie das Problem aus Aufgabe 36 erneut mit dem
erweiterten Programm zur Anfangsschrittweite h = 1/40.

Ende der Abgabefrist: Dienstag, 09.07., 12:15 Uhr (Briefkasten 73)


