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Numerische Mathematik II

6. Übungsblatt

Aufgabe 18 Kondition des EW-Problems bei mehrfachen Eigenwerten
Es seien ε > 0 und A,Aε ∈ R2×2 mit

A =

(
1 1
0 1

)
sowie Aε =

(
1 1
ε 1

)
.

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und Aε.

b) Berechnen Sie Eigenvektoren v1, v2 ∈ R2 \ {0} mit ‖v1‖2 = ‖v2‖2 = 1 zu verschiedenen
Eigenwerten von Aε und bestimmen Sie cond2(S) für S = [v1, v2].

c) Interpretieren Sie Ihr Ergebnis mit Hilfe des Störungssatzes 9.5.

Aufgabe 19 Eigenschaften des Rayleigh-Quotienten
Zu einer symmetrischen Matrix A ∈ Rn×n definieren wir die Funktion RA : Rn \ {0} → R mit

RA(x) =
xTAx

xTx
,

welche den Rayleigh-Quotienten beschreibt.

a) Berechnen Sie den Gradienten ∇RA(x) von RA in x ∈ Rn \ {0}.

b) Zeigen Sie, dass x ∈ Rn \ {0} genau dann Eigenvektor von A ist, wenn ∇RA(x) = 0.

c) Begründen Sie die Existenz der Extrema

min
‖x‖2=1

RA(x) und max
‖x‖2=1

RA(x)

und bestimmen Sie diese.

Aufgabe 20 Inverse Iteration nach Wielandt
Gesucht wird eine Näherung an den betragskleinsten Eigenwert λ3 ∈ R der symmetrischen
Matrix

A =

 7 1 1
1 0 1
1 1 10

 .

a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Gerschgorin-Kreise ein Intervall [a, b] ⊂ R mit λ3 ∈ [a, b].

b) Berechnen Sie ohne Pivotierung eine LR-Zerlegung von A.



c) Führen Sie ausgehend von z(0) = (1, 0, 0)T drei Schritte der inversen Iteration nach
Wielandt unter Verwendung der LR-Zerlegung aus b) durch.

d) Ermitteln Sie mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten eine Näherung λ̃3 an λ3.

Aufgabe 21 Programmieraufgabe zum von Mises-Verfahren
Schreiben Sie ein Octave-/Matlab-Programm

[lambda,z,iter] = myVonMises(A,z0,tol,ray),

das die Potenzmethode nach von Mises realisiert. Dabei ist lambda der Schätzwert des betrags-
größten Eigenwerts von A, z ein zugehöriger Eigenvektor und iter die Anzahl der durchgeführ-
ten Iterationen. Der Algorithmus soll zur Berechnung von lambda den Rayleigh-Quotienten
verwenden, falls ray auf 1 gesetzt wurde. Anderenfalls soll lambda über die betragsgrößte
Komponente von z(t) bestimmt werden (s. Vorlesung). Der Algorithmus soll beendet werden,
sobald |λ(t−1) − λ(t)| kleiner als tol wird.
Testen Sie Ihr Programm an der Matrix

A =
1

400


701 1301 −99 101

1301 701 101 −99
−99 101 701 1301
101 −99 1301 701


mit den Startvektoren z(0) = (1, 0, 0, 0)T bzw. z(0) = 2−1/2(1,−1, 0, 0)T jeweils für die Toleranz
10−6. Betrachten Sie auch den Einfluss der Verwendung des Rayleigh-Quotienten auf die
Anzahl der Iterationen. Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse in der schriftlichen Abgabe.

Aufgabe 22 Bonusaufgabe (2 Punkte)
Die Matrix A ∈ Cn×n besitze die Eigenwerte λ1, . . . , λn ∈ C. Zeigen Sie

n∑
j=1

|λj|2 = inf
S∈GL(n,C)

∥∥S−1AS∥∥2
F
.
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