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10.1 Grundlagen

10.1 Motivation: Viele Prozesse der Natur werden durch
Differentialgleichungen oder Systeme von Differentialgleichungen
beschrieben. Hierbei werden Beziehungen zwischen der Funktion
y : [a, b] → R und ihrer Ableitungen y ′(x), y ′′(x), . . . dargestellt, die
man nach y auflösen muss.

◮ y ′ = αy mit α ∈ R,

exponentieller Wachstums- bzw. Zerfallprozess, allgemeine Lösung
ist y : R → R mit y(t) = Ceαt mit beliebiger Konstante C ∈ R.
Meist wird die Konstante durch die Angabe eines Anfangswerts
y(t0) = y0 bestimmt.

◮ y ′ = αy(R − y) mit α > 0,

logistischer Wachstumsprozess, Lösungen sind y : R → R mit

y(t) =
R

1 + Ce−αRt
mit beliebiger Konstante C > 0. Zu dem

Anfangswert 0 < y(0) = y0 < R ermittelt man C = R
y0
− 1 > 0.

Beachte: Es gibt andere Lösungen mit C ≤ 0.



◮ Ein System von Differentialgleichungen kann die Dynamik und die
Wechselwirkung mehrerer Prozesse modellieren, wie z.B. das
Räuber-Beute-Modell von Lotka und Volterra: die Population der
Beutetiere y1 hat die exponentielle Wachstumsrate a, die jedoch
durch die Anwesenheit der Raubtierpopulation y2 (gewichtet mit der
Beuterate b) vermindert wird. Die Differenz aus Reproduktions- und
Sterberate der Raubtierpopulation y2 schwankt in Abhängigkeit der
Größe der Population der Beutetiere:

y ′
1 = y1(a− by2)
y ′
2 = y2(cy1 − d)

Die interessante Feststellung, dass die Lösungen y1 und y2
periodisch sind, bezeichnet man als 1. Volterra-Regel. Man beachte
noch, dass die konstanten Lösungen y1(t) = d/c und y2(t) = a/b
für alle t ∈ R einen Gleichgewichtszustand (sog. Fixpunkt,
stationäre Lösung) beschreiben.



10.2 Richtungsfeld
Die Differentialgleichung

y ′ = f (x , y) (∗)

lässt sich veranschaulichen im Richtungsfeld: wenn der Punkt (x , y) ∈ R2

zum Graphen einer Lösung y = y(x) gehört, so wird durch (*) die
Steigung y ′(x) = f (x , y) in diesem Punkt angegeben. Wir zeichnen also
ein kurzes Geradenstück mit dieser Steigung und bekommen einen
Eindruck über den weiteren Verlauf des Graphen der Lösung:

◮ Zur Differentialgleichung y ′ = −y erhalten wir z.B. die folgenden
Lösungen:
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◮ Zur Differentialgleichung y ′ =
√
|y | erhalten wir Lösungen, die sich

verzweigen können:
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10.3 Definition: Lösung einer Differentialgleichung

Gleichungen der Gestalt

y ′ = f (x , y) oder F (x , y , y ′) = 0 (∗)

heißen (explizite bzw. implizite) Differentialgleichungen 1. Ordnung. Im
ersten Fall ist die Funktion f : I × G → Rn mit einem offenen Intervall
I ⊂ R und einem Gebiet G ⊂ Rn gegeben, und im zweiten Fall ist
F : I × G × H mit Gebieten G , H ⊂ Rn gegeben.

Eine Lösung der Differentialgleichung ist eine auf einem Intervall J ⊂ I

definierte differenzierbare Funktion y : J → Rn mit y(x) ∈ G (und
y ′(x) ∈ H im impliziten Fall) für alle x ∈ J, die die Gleichung (*) für alle
x ∈ J erfüllt.

Beispiele:

◮ y ′ = 2xy − x2y3 ist eine explizite Dgl. 1. Ordnung, die rechte Seite ist durch
f : R× R → R, f (x , y) = 2xy − x2y3 gegeben.

◮ y(y ′ + 1)2 − y2

x2
= 0 ist eine implizite Dgl. 1. Ordnung, definiert durch die

Funktion F : (0,∞)× R× R → R, F (x , y , y ′) = y(y ′ + 1)2 − y2

x2
.



Eine Dgl. hat im allgemeinen unendlich viele Lösungen (siehe
Integration).

10.4 Definition: Anfangswertproblem (AWP)

Ein Anfangswertproblem besteht aus einer Differentialgleichung 1.
Ordnung (explizit oder implizit)

y ′ = f (x , y) (oder F (x , y , y ′) = 0) (∗)

sowie einer Anfangsbedingung y(x0) = y0 an einer festen Stelle x0 ∈ I .

Eine Funktion y : J → R
n mit J ⊂ I ist Lösung des AWP, wenn x0 ∈ J

sowie y(x0) = y0 gilt und wenn y die Differentialgleichung (∗) löst.

Bemerkung: Lösungen einer Dgl. und eines AWP existieren im
Allgemeinen nur auf Teilmengen von I . Z.B. hat das AWP

y ′ = (1 + y2), y(0) = 0,

die eindeutige Lösung y(x) = tan x auf J = (−π/2, π/2) und kann nicht
über das Intervall J hinaus fortgesetzt werden, obwohl die Funktion
f (x , y) = 1 + y2 auf R× R definiert ist.



10.5 Bemerkung: Eine skalare AWA höherer Ordnung

y (n) = f (x , y , y ′, . . . , y (n−1)), y(x0) = y0,

y ′(x0) = y ′
0,

...

y (n−1)(x0) = y
(n−1)
0 ,

wird durch die Festlegungen

Y =




y

y ′

...
y (n−1)


 , F (x ,Y ) =




y ′

y ′′

...
f (x , y , y ′, . . . , y (n−1))


 , Y0 =




y0
y ′
0
...

y
(n−1)
0




zu einem System von Differentialgleichungen erster Ordnung

Y ′ = F (x ,Y ), Y (x0) = Y0,

dessen Lösungsvektor Y : J → Rn in der ersten Komponente die Lösung
der gestellten AWA enthält.



Der wichtigste Typ von Differentialgleichungen 1. Ordnung

10.6 Definition und Satz: Skalare lineare Dgl. 1. Ordnung

Die explizite Dgl. 1. Ordnung

y ′ = p(x)y + q(x)

mit stetigen Funktionen p, q : I → R auf dem offenen Intervall I =]a, b[
heißt lineare Differentialgleichung 1. Ordnung.

Mit einer Stammfunktion P von p lautet die allgemeine Lösung

y : I → R, y(x) = eP(x)

∫
q(x)e−P(x) dx .

Für x0 ∈ I ist die eindeutige Lösung zum Anfangswert y(x0) = y0
gegeben durch

y : I → R, y(x) = eP(x)

(
y0 +

∫ x

x0

q(t)e−P(t) dt

)
,

wobei P(x) =

∫ x

x0

p(t) dt die Stammfunktion von p mit P(x0) = 0 ist.



Beweis: Ableiten der allgemeinen Lösung mit der Produktregel:

d

dx

(

eP(x)

∫

q(t)e−P(t) dt

)

= P′(x)eP(x)
∫
q(t)e−P(t) dt + eP(x) q(x)e−P(x)

= p(x)y(x) + q(x).

Weitere Lösungen gibt es nicht! (siehe Satz 10.9)

Die Bestimmung der Integrationskonstante C aus der Anfangsbedingung y(x0) = y0

ist leicht.

Bemerkung: Man beachte, dass die Lösung der linearen Dgl. 1. Ordnung
im gesamten Intervall I , auf dem die Funktionen p, q stetig sind, existiert.
Man spricht deshalb auch von der Existenz der globalen Lösung der Dgl.
Dies ist für nicht-lineare Dgl. im Allgemeinen nicht der Fall (s. Beispiel
oben), wird aber für eine Klasse von Dgl. im Abschnitt 10.3 (Stabilität)
behandelt.



10.7 Beispiele:

(a) y ′ = αy (mit α ∈ R) hat die allgemeine Lösung y(x) = Ceαx auf I = R.

Zum Anfangswert y(x0) = y0 lautet die eindeutige Lösung y(x) = y0eα(x−x0).

(b) y ′ =
αy

x
(mit α ∈ R \ {0}) hat die allgemeine Lösung y(x) = Cxα auf

I = (0,∞) bzw. y(x) = C |x |α auf I = (−∞, 0).

Zum Anfangswert y(x0) = y0 mit x0 6= 0 lautet die eindeutige Lösung

y(x) = y0

(
x
x0

)α
auf demjenigen der beiden Intervalle (0,∞) oder (−∞, 0), das

x0 enthält.

(c) y ′ = 2αxy (mit α ∈ R) hat die allgemeine Lösung y(x) = Ceαx2 auf I = R.

Zum Anfangswert y(x0) = y0 lautet die eindeutige Lösung y(x) = y0eα(x2−x20 ).

(d) y ′ = 2αxy + βx wird gelöst mit

P(x) = αx2,

∫

βxe−αx2 dx = − β

2α
e−αx2 + C .

Die allgemeine Lösung lautet also

y : R → R, y(x) = − β

2α
+ Ceαx2 .

Zum Anfangswert y(x0) = y0 lautet die eindeutige Lösung

y(x) = − β
2α

+
(

y0 +
β
2α

)

eα(x2−x20 ).



(e) y ′ + y + y2 = 0 ergibt mit der Substitution u = y−1 die lineare Dgl.
u′ − u − 1 = 0. Deren allgemeine Lösung ist

u(x) = Cex − 1 =⇒ y(x) =
1

Cex − 1
.

Die Lösung ist für u 6= 0, y 6= 0, also für alle
{

x ∈ R, falls C ≤ 0,

x ∈ (−∞, ln(1/C)), falls C > 0,

definiert.



10.8 Existenzsatz von Peano

Die Funktion f : I × G → Rn sei stetig.

Dann existiert zu jedem Punkt (x0, y0) ∈ I × G ein Intervall
J = (x0 − δ, x0 + δ) sowie eine differenzierbare Funktion y : J → Rn, die
das AWP

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0

auf J löst.



10.9 Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Lindelöf

Die Funktion f : I × G → Rn sei stetig. Weiterhin sei f
Lipschitz-beschränkt bzgl. y , d.h. es existiert eine Lipschitzkonstante
L ≥ 0 mit

‖f (x , y1)− f (x , y2)‖ ≤ L‖y1 − y2‖

für alle y1, y2 ∈ G und alle x ∈ I (vgl. 6.2.3).

Dann existiert zu jedem Punkt (x0, y0) ∈ I × G ein Intervall
J = (x0 − δ, x0 + δ) sowie eine differenzierbare Funktion y : J → Rn, die
das AWP

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0

auf J löst.

Weiterhin gilt: Jede weitere Lösung z = z(x) desselben AWP stimmt auf
J mit y überein.

Bemerkung:

(a) Die Berechnung von Lipschitz-Konstanten wurde in 6.2.4 erläutert.



(b) Zum Beweis: Man erhält die eindeutige Lösung y als Grenzwert der
rekursiv definierten Funktionenfolge

y0(x) = y0, x ∈ J,

y (k)(x) = y0 +

∫ x

x0

f (t, y (k−1)(t)) dt, x ∈ J, k ∈ N.

Dahinter steckt eine Iterations-Abbildung Φ : C (J) → C (J),

Φ(g)(x) = y0 +

∫ x

x0

f (t, g(t)) dt.

Mit Hilfe der Lipschitz-Konstanten L von f (bzgl. y) lässt sich die
Kontraktionseigenschaft von Φ nachweisen:

‖Φ(g1)− Φ(g2)‖∞ ≤ max
x∈J

∣∣∣∣
∫ x

x0

L‖g1 − g2‖∞ dt

∣∣∣∣ ≤ Lδ‖g1 − g2‖∞.

Die Wahl des Intervalls J = (x0 − δ, x0+ δ) ist so vorzunehmen, dass
◮ J ⊂ I gilt,
◮ q := Lδ < 1 eine Kontraktionskonstante von Φ ist, und
◮ die ǫ-Umgebung von y0, mit ǫ = δ‖f ‖∞, in G liegt. Diese

Eigenschaft ist für G = R
n immer erfüllt.



(c) Die Aussage des Satzes von Picard-Lindelöf wird auch lokale

Eindeutigkeit genannt. Betrachten wir das Richtungsfeld der Dgl.,
so können sich die Graphen von Lösungen y und z der gleichen Dgl.
zu verschiedenen Anfangswerten y(x0) = y0 und z(x0) = z0 mit
y0 6= z0 im Intervall J nicht schneiden. Insbesondere sind hier
Verzweigungen ausgeschlossen.

(d) Maximale Lösung: Eine direkte Folgerung des Satzes von
Picard-Lindelöf ist die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung der
AWA in großen Intervallen. Zur Lösung y : J → Rn der AWA
existiert eine (maximale) Lösung z , die auf J = (x0 − δ, x0 + δ) mit
y übereinstimmt und deren Graph für fallendes und wachsendes x
gegen den Rand von G strebt. D.h. die Lösungen der AWA gehen
“von Rand zu Rand”.

Beispiel: Bei der AWA y ′ = y2, y(0) = 3, ist die Funktion f (x , y) = y2 auf
R× R stetig und auf jedem Kompaktum sogar Lipschitz-stetig bzgl. y . Die
eindeutige Lösung der AWA in der Umgebung von x0 = 0 ist

y(x) =
3

1− 3x
, x ∈ [−δ, δ].

Die Fortsetzung der Lösung erreicht den Rand von G für x → ∞ und für
x → 1/3 (wegen y → ∞). Die maximale Lösung ist also auf dem Intervall
(−∞, 1/3) definiert.



10.2 Einschrittverfahren: Definition und Beispiele

Wir betrachten zunächst den skalaren Fall (n = 1), in dem die AWA die
Form

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0,

annimmt. Ziel ist die Berechnung der Lösung y in einem festen Intervall
[x0, x0 + T ].

Die Einschritt-Verfahren orientieren sich am Richtungsfeld der
Differentialgleichung. Man legt eine Schrittweite h > 0 in x-Richtung
fest, berechnet einen “Durchschnittswert” K für die Steigung der Lösung
im Intervall [x0, x0 + h] und setzt

x1 = x0 + h, y1 = y0 + hK .

Im nächsten Schritt verwendet man den Anfangswert ỹ(x1) = y1 und
schreitet fort (mit derselben oder evtl. angepasster Schrittweite h̃).



10.10 Beispiel und Algorithmus
Mit der einfachsten Wahl K = f (x0, y0) ergibt sich das
Eulersche-Polygonzug-Verfahren

xk+1 = xk + h, yk+1 = yk + hf (xk , yk ), k = 0, 1, . . . ,N .

Hierbei ist N = [ b−a
h ] die Anzahl der Schritte zur Schrittweite h > 0, die

zum Durchlaufen des Intervalls [a, b] (mit x0 = a) benötigt wird.

Verbindet man die Punkte (xk , yk), 0 ≤ k ≤ N , erhält man einen
Polygonzug, der der Namensgebung des Verfahrens zu Grunde liegt.

Bemerkung: Man beachte, dass der Schätzwert f (xk , yk ) für k > 0 nicht
mehr der Steigung der gesuchten Lösung y : [a, b] → R der AWA an der
Stelle xk entspricht, weil ja im Allgemeinen nur y(xk ) ≈ yk gilt. Der Wert
f (xk , yk ) ist tatsächlich die Steigung einer weiteren Lösung z : [a, b] → R

zum Anfangswert z(xk ) = yk . Dies wird bei der Betrachtung der
Konvergenz von Einschrittverfahren eine wichtige Rolle spielen.



10.11 Beispiel: Gegeben sei die AWA y ′ = x
√
y , y(0) = 1. Die Lösung lautet

y(x) = (1 + x2/4)2. Führen wir 6 Schritte zur Schrittweite h = 0.5 durch, ergibt sich

xk yexakt yk(h = 0.5) yk(h = 0.25) yk(h = 0.1)
0 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

0.5000 1.1289 1.0000 1.0625 1.1017
1.0000 1.5625 1.2500 1.3960 1.4930
1.5000 2.4414 1.8090 2.0978 2.2964
2.0000 4.0000 2.8178 3.3519 3.7253
2.5000 6.5664 4.4964 5.4293 6.0842
3.0000 10.5625 7.1470 8.6897 9.7697

Der Polygonzug stellt eine Näherung an den Grafen der Lösung dar, der für
wachsendes x jedoch an Genauigkeit verliert: Man vergleiche etwa

y6 = y
(h=0.5)
6 = 7.1470 mit dem Funktionswert der exakten Lösung y(3) = 10.5625.

Wählt man die kleinere Schrittweite h = 0.1, so werden 30 Schritte für das Intervall

[0, 3] erforderlich sein; der erzielte Wert y30 = y
(h=0.1)
30 = 9.7697 ist schon deutlich

genauer.
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Weitere Verfahren gehen ganz ähnlich vor, bestimmen jedoch einen
anderen Schätzwert für die Steigung der Lösung.

10.12 Definition: Explizite Einschrittverfahren

Zu gegebener Anfangswertaufgabe y ′ = f (x , y), y(x0) = y0 und
gegebener Schrittweite h ∈ R heißt der Algorithmus

xk+1 := xk + h, yk+1 := yk + hΦ(f , xk , yk , h),

für k = 0, 1, . . . ,N ein explizites Einschrittverfahren mit der
Zuwachsfunktion Φ = Φ(f , x , y , h).



Wir spezifizieren weitere explizite Einschritt-Verfahren durch Angabe der
Zuwachsfunktion. Diese wird meist in mehreren “Stufen” berechnet.

10.13 Algorithmus: Explizite Einschrittverfahren

(a) Das verbesserte Euler-Verfahren ist 2-stufig

K1 := f (x , y), K2 := f
(
x + h

2 , y + h
2K1

)
,

Φ(f , x , y , h) = K2.

(b) Das Verfahren von Heun 2. Ordnung ist ebenfalls 2-stufig

K1 := f (x , y), K2 := f (x + h, y + hK1) ,

Φ(f , x , y , h) = 1
2(K1 + K2).

(c) Das klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung ist 4-stufig

K1 = f (x , y), K2 = f
(
x + h

2 , y + h
2K1

)
,

K3 = f
(
x + h

2 , y + h
2K2

)
, K4 = f (x + h, y + hK3),

Φ(f , x , y , h) = 1
6 (K1 + 2K2 + 2K3 + K4).



Die Algorithmen lassen sich im Richtungsfeld der Differentialgleichung
y ′ = f (x , y) veranschaulichen:
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Beachte: Falls die Funktion f (x , y) nicht von y abhängt, entspricht der
Zuwachs hΦ(f , x , y , h) der numerischen Quadratur des Integrals

∫ xk+h

xk

f (x) dx

durch die Rechteckregel (Eulersches Polygonzugverfahren),
Mittelpunktsregel (verbessertes Euler-Verfahren), Trapezregel (Verfahren
von Heun) und Simpson-Regel (Klassisches RK-Verf. 4. Ordnung).



Bemerkung: Die Verfahren dieses Abschnitts lassen sich in einfacher
Weise auf Systeme von Differentialgleichungen (n > 1) verallgemeinern.
Dann ist die Zuwachsfunktion Φ vektorwertig, genau so wie die Funktion
f der rechten Seite der Differentialgleichung.



Weitere Verfahren werden motiviert, indem man die AWA

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0

mit stetigem f in eine äquivalente Integralgleichung

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f (x , y(x)) dx

umschreibt (siehe Satz von Picard-Lindelöf).
10.14 Beispiel: Anwendung der Trapezregel auf das Integral

y(xk + h) = y(xk ) +

∫ xk+h

xk

f (x , y(x)) dx

ergibt die Näherungsformel

yk+1 = yk +
h

2
[f (xk , yk) + f (xk + h, yk+1)] .

Dies stellt eine implizite Gleichung für yk+1 dar. Sie liegt bereits in
Fixpunktform vor, kann also z.B. mit der Fixpunkt-Iteration behandelt
werden.



10.15 Definition: Implizite Einschrittverfahren

Zu gegebener Anfangswertaufgabe y ′ = f (x , y), y(x0) = y0 und
gegebener Schrittweite h ∈ R heißt der Algorithmus

xk+1 := xk + h, yk+1 := yk + hΦ(f , xk , yk , yk+1, h)

für k = 0, 1, . . . ,N ein implizites Einschrittverfahren mit der
Zuwachsfunktion Φ = Φ(f , x , y , ỹ , h).

Bemerkung: Vielfach werden noch weitere “Zwischenwerte” ỹr ≈ y(xk + har ) mit
0 < ar ≤ 1 durch Aufstellen impliziter Gleichungen verwendet, um die
Zuwachsfunktion zu definieren. Ein R-stufiges implizites Einschrittverfahren hat die
Zuwachsfunktion

Φ = Φ(f , x , y , ỹ1, . . . , ỹR , h).

Es erfordert die Lösung eines (nichtlinearen) Gleichungssystems für die Unbekannten
ỹ1, . . . , ỹR .



Erläuterung: Beim impliziten Einschrittverfahren in Definition 10.15 ist yk+1 als die
Lösung einer Fixpunktgleichung definiert. Diese ist i.A. nichtlinear (in Abhängigkeit
von f ) und wird mit einem Iterationsverfahren näherungsweise gelöst (siehe Kapitel 6).

(a) Der Startwert y
(0)
k+1 (= Prädiktor) für das Iterationsverfahren wird dabei mit

einem expliziten Einschrittverfahren bestimmt.

(b)1 Dann verwendet man z.B. die einfache Fixpunktiteration

y
(t+1)
k+1 = yk + hΦ(f , xk , yk , y

(t)
k+1, h), t = 0, 1, 2, . . .

bis die Zielgenauigkeit erreicht ist.Die Kontraktionseigenschaft der
Fixpunkt-Iteration wird durch

h

∣
∣
∣
∣

∂Φ

∂ỹ
(f , x , y , ỹ , h)

∣
∣
∣
∣ ≤ q < 1

gewährleistet. Dies ist durch hinreichend kleine Schrittweiten h > 0 zu erreichen.

(b)2 Alternativ verwendet man das Newton-Verfahren oder das gedämpfte
Newton-Verfahren für die Nullstellengleichung

yk+1 − yk − hΦ(f , xk , yk , yk+1, h) = 0.

Für die Konvergenz ist die Wahl des Startwerts (Prädiktors) y
(0)
k+1 von

entscheidender Bedeutung.



Wir spezifizieren wieder Verfahren durch Angabe der Zuwachsfunktion.

10.16 Algorithmus: Implizite Einschrittverfahren

(a) Implizites Euler-Verfahren (im Englischen “backward Euler”
genannt):

Φ(f , x , y , ỹ , h) = f (x + h, ỹ).

Als Prädiktor wird y
(0)
k+1 = yk verwendet.

(b) Implizite Trapez-Methode:

Φ(f , x , y , ỹ , h) =
1

2
(f (x , y) + f (x + h, ỹ )) .

Als Prädiktor wird das Eulersche Polygonzugverfahren verwendet.

(c) Implizite Mittelpunktsregel:

Φ(f , x , y , ỹ , h) = f

(
x +

h

2
,
y + ỹ

2

)
.

Als Prädiktor wird das Eulersche Polygonzugverfahren verwendet.



Bemerkung Legt man sowohl die Berechnung des Startwerts y
(0)
k+1 als

auch die Anzahl von Schritten für die Fixpunkt-Iteration von vornherein
fest, so entsteht wieder ein explizites Verfahren. Z.B. liefert die implizite
Trapez-Methode mit nur 1 Schritt der Fixpunktiteration

y
(1)
k+1 = yk +

h

2

(
f (xk , yk) + f (xk + h, y

(0)
k+1)

)

= yk +
h

2
(f (xk , yk) + f (xk + h, yk + hf (xk , yk )))

das explizite Einschrittverfahren von Heun der Ordnung 2.



10.17 Beispiel: Wir vergleichen das explizite und das implizite Eulersche
Polygonzugverfahren zur linearen Dgl. y ′ = −10y mit dem AW y(0) = 1. Die exakte
Lösung lautet y(x) = e−10x . Sie soll auf großen Intervallen [0,T ] angenähert werden.

(a) Das explizite Eulersche Polygonzugverfahren zur Schrittweite h liefert

yk+1 = yk + hf (xk , yk) = (1 − 10h)yk . (10.1)

Also ist yk = (1− 10h)ky0. Für h > 1/10 ist yk sogar unbeschränkt, im
Gegensatz zur exakten Lösung y . Wir stellen fest: Das explizite Euler-Verfahren
liefert für h > 1/10 eine instabile Differenzengleichung (10.1). Die Werte yk sind
unbrauchbar.

(b) Das implizite Eulersche Polygonzugverfahren zur Schrittweite h liefert

yk+1 = yk + hf (xk+1, yk+1) = yk − 10hyk+1.

Anstelle einer Fixpunktiteration lösen wir diese lineare Gleichung nach yk+1 auf
und erhalten

yk+1 =
1

1 + 10h
yk . (10.2)

Also ist

yk = (1 + 10h)−ky0 = y0

(

(1 + 10h)1/h
)−xk

.

Für beliebige h > 0 (insbesondere für große Schrittweiten) zeigt yk dasselbe
asymptotische Verhalten limk→∞ yk = 0 wie die exakte Lösung y . Wir stellen
fest: Das implizite Euler-Verfahren liefert für beliebige h > 0 eine stabile
Differenzengleichung (10.2).



10.3 Stabilität von Anfangswertaufgaben

Bevor wir die numerischen Verfahren weiter betrachten, soll zuerst die
Stabilität der Anfangswertaufgaben betrachtet werden: Hierunter
versteht man die Analyse der Auswirkung von Fehlern im Anfangswert
oder Störungen der rechten Seite der Differentialgleichung

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0.
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10.18 Satz: Stabilität von Anfangswertaufgaben

Gegeben seien die Anfangswertaufgaben

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0
z ′ = g(x , z), z(x0) = z0

(x , y) ∈ I × G .

mit stetigen Funktionen f und g . Die Funktion f sei auf I × G

Lipschitz-beschränkt bzgl. y und besitze die Lipschitz-Konstante L > 0.
Dann gilt für die Lösungen y und z auf dem gemeinsamen
Lösungsintervall J ⊂ I

‖y(x)− z(x)‖ ≤ eL|x−x0|

{
‖y0 − z0‖+

∣∣∣∣
∫ x

x0

ǫ(t) dt

∣∣∣∣
}
,

wobei ǫ(t) = supv∈G ‖f (t, v)− g(t, v)‖ gesetzt wird.



Bemerkung:

◮ Für f = g ergibt sich die Stabilität der Lösung einer AWA bzgl. des Anfangswerts

‖y(x)− z(x)‖ ≤ eL|x−x0|‖y0 − z0‖.

◮ Die Aussage bedeutet im Fall n = 1, dass sich der Graph von z innerhalb eines
“Korridors” um den Graphen von y befindet, der sich mit wachsendem Abstand
|x − x0| öffnet:
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Beweis: Wir betrachten nur x > x0. Für die Lösungen y , z erhalten wir direkt aus den
Anfangswertaufgaben

y(x) = y0 +

∫ x

x0

y ′(t) dt = y0 +

∫ x

x0

f (t, y(t)) dt,

z(x) = z0 +

∫ x

x0

z ′(t) dt = z0 +

∫ x

x0

g(t, z(t)) dt.

Für die reelle Funktion E(x) := ‖y(x)− z(x)‖ gilt

E(x) ≤ ‖y0 − z0‖+

∫ x

x0

‖f (t, y(t)) − g(t, z(t))‖ dt

≤ ‖y0 − z0‖+

∫ x

x0

‖f (t, y(t)) − f (t, z(t))‖ dt +
∫ x

x0

‖f (t, z(t)) − g(t, z(t))‖ dt

≤ ‖y0 − z0‖+ L

∫ x

x0

E(t) dt +

∫ x

x0

ǫ(t) dt.

Durch C(x) := ‖y0 − z0‖+
∫ x
x0
ǫ(t) dt ist eine nichtnegative monoton wachsende

Funktion definiert und es gilt

E(x) ≤ L

∫ x

x0

E(t) dt + C(x).

Mit dem Lemma von Gronwall (Lemma 10.20) folgt die Behauptung.



In vielen Fehlerbetrachtungen zu AWA’n treten lineare
“Integral-Ungleichungen” auf. Zu ihrer Behandlung werden folgende
Lemmata verwendet.

10.19 Lemma von Gronwall (einfache Form)

Die stückweise stetige Funktion w : [a, b] → R erfülle die Ungleichung

w(x) ≤ L

∫ x

a

w(t) dt + C , x ∈ [a, b],

mit L ≥ 0, C ∈ R. Dann gilt

w(x) ≤ CeL(x−a), x ∈ [a, b].



Beweis: Wir setzen

φ(x) := L

∫ x

a
w(t) dt

und erhalten aus der Voraussetzung

ψ(x) := w(x) − φ(x) ≤ C .

Dann ist φ stetig und stückweise differenzierbar, ψ stückweise stetig. Man rechnet
leicht nach

φ′(x) = Lw(x) = Lφ(x) + Lψ(x), φ(a) = 0. (∗)
(An Sprungstellen von w sind die einseitigen Ableitungen von φ und die einseitigen
Grenzwerte w(x−) und w(x+) in der Identität gemeint, so wie etwa |x | als
Stammfunktion von sign(x) zu verstehen ist.)

Durch (∗) ist eine lineare AWA gegeben, ihre Lösung lautet nach 10.6

φ(x) = eL(x−a)

∫ x

a
e−L(t−a)Lψ(t) dt.

Die Ungleichungen ψ(t) ≤ C und L ≥ 0 ergeben (beachte hierbei auch x ≥ a)

φ(x) ≤ eL(x−a)

∫ x

a
e−L(t−a)LC dt = eL(x−a)

(

C − Ce−L(x−a)
)

= CeL(x−a) − C ,

und hieraus folgt weiter

w(x) = φ(x) + ψ(x) ≤ φ(x) + C ≤ CeL(x−a).



10.20 Lemma von Gronwall (allgemeine Form)

Die stückweise stetige Funktion w : [a, b] → R erfülle die Ungleichung

w(x) ≤

∫ x

a

L(t)w(t) dt + C (x), x ∈ [a, b],

mit einer stetigen nichtnegativen Funktion L und einer (schwach)
monoton steigenden Funktion C . Dann gilt

w(x) ≤ exp

(∫ x

a

L(t) dt

)
C (x), x ∈ [a, b].



Als weitere Folgerung aus dem Gronwall-Lemma lässt sich eine ganze
Klasse von AWA’n beschreiben, für die die globale Existenz der Lösung
gezeigt werden kann. Dies geschieht durch einen “Vergleich” der AWA

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0,

mit einer linearen AWA

z ′ = α(x)z + β(x), z(x0) = z0.

10.21 Globaler Existenzsatz

Die Funktion f : I × Rn → Rn sei stetig und erfülle die Bedingung

‖f (x , y)‖ ≤ α(x)‖y‖ + β(x), (x , y) ∈ I × R
n,

mit stetigen nichtnegativen Funktionen α, β : I → R. Dann besitzt die
AWA eine globale Lösung y : I → Rn. Genügt f zusätzlich einer
Lipschitz-Bedingung bzgl. y , so ist die Lösung eindeutig.



Beweisidee: Für jedes x > x0 gilt die Ungleichung

‖y(x)‖ ≤ ‖y0‖+

∫ x

x0

‖f (t, y(t))‖ dt ≤ ‖y0‖+

∫ x

x0

(α(t)‖y(t)‖ + β(t)) dt.

Zur Anwendung des Gronwall Lemmas 10.20 beachte man, dass

C(x) = ‖y0‖+

∫ x

x0

β(t) dt

nichtnegativ und monoton wachsend ist. Mit Lemma 10.20 folgt

‖y(x)‖ ≤ exp

(∫ x

x0

α(t) dt

)(

‖y0‖+

∫ x

x0

β(t) dt

)

, x > x0.

Also ist y auf jedem beschränkten Teilintervall J ⊂ I beschränkt und kann über die
Intervallgrenzen von J (mit dem Satz von Peano) fortgesetzt werden. Deshalb muss
das Existenzintervall der Lösung ganz I sein.



Wir wollen nun eine weitere Klasse von AWA’n betrachten, bei der
entgegengesetzt zu dem sich öffnenden “Korridor” aus Satz 10.18 eine
Dämpfung der Fehlerabweichung für wachsende x > x1 stattfindet.
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Wir betrachten AWA’n auf dem Intervall I = [a,∞) oder I = R.

10.22 Definition: Monotone AWA

Die Anfangswertaufgabe

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0,

mit f : I ×Rn → Rn heißt monoton, wenn es eine strikt positive Funktion
λ : I → R mit Λ := infx∈I λ(x) > 0 gibt mit

〈f (x , y1)− f (x , y2) , y1 − y2〉 ≤ −λ(x)‖y1 − y2‖
2, y1, y2 ∈ R

n.



Bemerkung:

◮ Im skalaren Fall (n = 1) ist die Bedingung gleichbedeutend mit

f (x , y1)− f (x , y2)

y1 − y2
≤ −λ(x) < 0 für y1 > y2,

also muss f bzgl. y strikt monoton fallend sein.

Hierdurch tritt für zwei Lösungen y1, y2 der Differentialgleichung der folgende
Effekt ein: falls E(x) := y1(x) − y2(x) > 0 für ein x ∈ I gilt, so ist

E ′(x) = y ′
1(x) − y ′

2(x) = f (x , y1)− f (x , y2) ≤ −λ(x)E(x);

die Differenz y1 − y2 nimmt also exponentiell ab. Im Fall E(x) < 0 ergibt sich
entsprechend

E ′(x) = f (x , y1)− f (x , y2) ≥ λ(x)|E(x)|
und |y1 − y2| nimmt wieder exponentiell ab.

◮ Im Fall n ≥ 2 bedeutet die Ungleichung geometrisch, dass die “Differenzkurve”
E(x) = y1(x)− y2(x) zu zwei Lösungen y1, y2 der Differentialgleichung in jedem
Punkt einen Tangentenvektor

E ′(x) = y ′
1(x)− y ′

2(x) = f (x , y1)− f (x , y2)

besitzt, dessen Projektion in Richtung v := −E(x)/‖E(x)‖ proportional zur
Länge ‖E(x)‖ ist. Für t > x nimmt damit ‖E(t)‖ exponentiell ab (Satz 10.24).



10.23 Beispiel: Die lineare AWA im R2

y ′ = −
(
0.9 0.2
0.2 0.6

)

y , y(0) =

(
6
0

)

, x ∈ [0, 3],

hat die Lösung

y(x) = 2.4e−x

(
2
1

)

− 1.2e−x/2

(
−1
2

)

,

die wir als Kurve im R2 auffassen können.
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Lineare AWA im R2

zwei Tangentenvektoren der Lösung zu y(0)=[6;0]

Der Tangentenvektor im Punkt y(x) zeigt
ins Innere des Kreises um den Nullpunkt
vom Radius r = ‖y(x)‖; zwei solche Vek-
toren sind eingezeichnet.

Die Lösungen zu weiteren Anfangswerten
sind ebenfalls eingezeichnet.



Weitere Beispiele:

(a) Die lineare Modellgleichung y ′ = µy , y(x0) = y0 (in R) ist genau dann monoton,
wenn µ < 0 ist. Dann ist Λ = |µ| in Definition 10.22.

(b) Für das lineare Differentialgleichungssystem y ′ = Ay + b(x) mit konstanter und
symmetrischer Matrix A lautet die Bedingung in Definition 10.22

〈A(y1 − y2) , y1 − y2〉 ≤ −λ(x)‖y1 − y2‖2, y1, y2 ∈ R
n.

Dies ist (mit Λ = λ(x) > 0) genau dann erfüllt, wenn A negativ definit ist, also
alle Eigenwerte von A strikt negativ sind. In diesem Fall wird
Λ := −max{λk : λk Eigenwert von A}.

(c) Für nichtlineare Differentialgleichungssysteme wird durch “Einfrieren von x” und
Linearisierung von

f (x , y1) − f (x , y2) ≈ fy (x , y)(y1 − y2)

mit der Funktionalmatrix fy =
[

∂fi
∂yk

]

i,k=1,...,n
die Monotonie der AWA mit der

lokalen negativen Definitheit in der Funktionalmatrix in Zusammenhang
gebracht.



Die Klasse der monotonen Anfangswertaufgaben erlaubt besonders starke
Aussagen über das Lösungsverhalten.

10.24 Satz

Die Lösung einer Lipschitz-stetigen monotonen AWA ist global, d.h. auf
J = [x0,∞) definiert.
Weiterhin gelten die folgenden Aussagen mit Λ > 0 in Definition 10.22:

(a) Stabilitätsaussage für Punkte x1 > x0:

Ist y die Lösung von y ′ = f (x , y), y(x0) = y0, und
z die Lösung von z ′ = f (x , z), z(x1) = y(x1) + w , so gilt

‖z(x)− y(x)‖ ≤ e−Λ(x−x1)‖w‖, x ≥ x1.

(b) Beschränktheit: Falls supx>x0
‖f (x , 0)‖ < ∞ gilt, so sind alle Lösungen in J

beschränkt:

‖y(x)‖ ≤ e−Λ(x−x0)‖y(x0)‖ +
1

Λ
max

t∈[x0,x ]
‖f (t, 0)‖, x ≥ x0.

(c) Asymptotisches Verhalten für x → ∞: Falls f (x , 0) = 0 für alle x > x0 gilt, so
konvergieren alle Lösungen exponentiell gegen Null:

‖y(x)‖ ≤ e−Λ(x−x0)‖y(x0)‖, x ≥ x0.



Bemerkung: Die Modellgleichung y ′ = µy , y(x0) = y0, hat die Lösung
y(x) = y0eµ(x−x0). Die Lösung z des gestörten Problems im obigen Satz lautet

z(x) = (y(x1) + w) eµ(x−x1) = (y0e
µ(x1−x0) + w) eµ(x−x1)

= y0eµ(x−x0) + weµ(x−x1) = y(x) + weµ(x−x1).

Falls µ < 0 ist, folgt

|z(x)− y(x)| = |w |eµ(x−x1) → 0 für x → ∞.

Die Störung wird also exponentiell gedämpft. Die Lösung z des gestörten Problems
konvergiert für wachsendes x gegen die Lösung y (und beide Funktionen gegen Null).

Grob gesprochen zeigen also beide Funktionen y und z das gleiche
“Langzeitverhalten”. Diese Eigenschaft ist für allgemeine AWA’n natürlich nicht
gegeben (vgl. Bemerkung 10.6(b)). Der Satz zeigt auch, dass die einfache
Modellgleichung y ′ = µy schon die wesentlichen Merkmale monotoner AWA’n
aufweist und als Testproblem eingesetzt werden kann.



Beweis: Aufgrund der Lipschitz-Beschränktheit sind die Lösungen eindeutig. Wir
zeigen zuerst die globale Existenz der Lösung y zum Anfangswert y(x0) = y0.

Es sei [x0, x0 + T ) ⊂ J Teilmenge des Existenzintervalls J. Für jedes x ∈ [x0, x0 + T )
mit y(x) 6= 0 folgt aus der Differentialgleichung

1

‖y(x)‖
〈y ′(x), y(x)〉 =

1

‖y(x)‖
〈f (x , y(x)), y(x)〉

=
1

‖y(x)‖

(

〈f (x , y(x))− f (x , 0), y(x)− 0〉+ 〈f (x , 0), y(x)〉
)

.

Mit der Ableitungsregel d
dx
‖y(x)‖ = 1

‖y(x)‖ 〈y
′(x), y(x)〉, der Monotonie-Abschätzung

für f und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt sich

d

dx
‖y(x)‖ ≤ −Λ‖y(x)‖ + ‖f (x , 0)‖ ≤ ‖f (x , 0)‖. (∗)

(Für die letzte Ungleichung reicht sogar die schwache Monotonie “≤ 0” in der
Bedingung an f in Definition 10.22.) Desweiteren gilt die Beziehung (∗) auch für die
einseitigen Ableitungen, falls y(x) = 0 ist. Hieraus folgt per Integration von x0 bis x

‖y(x)‖ − ‖y0‖ ≤
∫ x

x0

‖f (t, 0)‖ dt =: g(x).

Da f stetig ist, ist g : [x0,∞) → R ebenfalls stetig; insbesondere ist y auf [x0, x0 + T )
beschränkt und kann weiter fortgesetzt werden. Damit ist die globale Existenz auf
J = [x0,∞) gezeigt.



Beweis der weiteren Aussagen in 10.24:

(a) Die globale Existenz der Lösungen y (mit y(x0) = y0) und z (mit
z(x1) = y(x1) + w , x1 > x0) ist bereits bewiesen.

Für x ≥ x1 betrachten wir die Differenz E(x) = y(x)− z(x). Im Fall E(x) 6= 0
ergibt die Differentialgleichung nach dem gleichen Muster wie oben

d

dx
‖E(x)‖ =

1

‖E(x)‖
〈E ′(x),E(x)〉

=
1

‖E(x)‖
〈f (x , y(x))− f (x , z(x)),E(x)〉 ≤ −Λ‖E(x)‖.

Diese Differential-Ungleichung wird “majorisiert” von der Lösung

E(x1)e
−Λ(x−x1), x ≥ x1,

der entsprechenden AWA (in Analogie zum Gronwall-Lemma 10.18). Im Detail:

0 ≥ d

dx
‖E(x)‖ + Λ‖E(x)‖ = e−Λ(x−x1)

d

dx

(

eΛ(x−x1)‖E(x)‖
)

,

also ist a(x) = eΛ(x−x1)‖E(x)‖ monoton fallend auf [x1,∞) und

‖E(x)‖ = e−Λ(x−x1)a(x) ≤ e−Λ(x−x1)‖E(x1)‖.



(b) Die Ungleichung (∗) aus dem ersten Beweisteil ergibt

‖f (x , 0)‖ ≥ d

dx
‖y(x)‖ + Λ‖y(x)‖ = e−Λ(x−x0)

d

dx

(

eΛ(x−x0)‖y(x)‖
)

.

Durch Integration erhalten wir
∫ x

x0

eΛ(t−x0)‖f (t, 0)‖ dt ≥
∫ x

x0

d

dt

(

eΛ(t−x0)‖y(t)‖
)

dt ≥ eΛ(x−x0)‖y(x)‖ − ‖y0‖.

Umstellen der Ungleichung ergibt

‖y(x)‖ ≤ e−Λ(x−x0)‖y0‖+

∫ x

x0

eΛ((t−x0)−(x−x0))‖f (t, 0)‖ dt

≤ e−Λ(x−x0)‖y0‖+ max
t∈[x0,x ]

‖f (t, 0)‖
∫ x

x0

eΛ(t−x) dt.

Das letzte Integral hat den Wert 1
Λ
(1− e−Λ(x−x0)) ≤ 1/Λ, woraus die

Beschränktheit folgt:

‖y(x)‖ ≤ e−Λ(x−x0)‖y0‖+
1

Λ
max

t∈[x0,x ]
‖f (t, 0)‖.

(c) folgt sofort, falls f (x , 0) = 0 für alle x ≥ x0 gilt.



Als Spezialfall betrachten wir noch autonome AWA’n

y ′ = f (y), y(x0) = v ,

wobei f : Rn → Rn stetig ist.

10.25 Lemma

Alle Lösungen y : [a,∞) → R der Differentialgleichung y ′ = f (y) lassen
sich in x-Richtung beliebig verschieben: z(x) = y(x − c) ist Lösung der
AWA

z ′ = f (z), z(x0 + c) = v .

Beispiel: Die autonome AWA y ′ = 0.2y − 1,
y(0) = v hat die Lösung y(x) = 5 + (v −
5)e0.2x . Verschiebung des Anfangswerts zu
z(1) = v liefert z(x) = 5 + (v − 5)e0.2(x−1) .
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Zwei Lösungen zu y’=0.2*y−1



Alle Lösungen einer Lipschitz-stetigen monotonen autonomen AWA,
y ′ = f (y), für beliebige x0 und y(x0) = v , haben für x → ∞ den gleichen
Grenzwert. Denn:

10.26 Satz: stationärer Grenzwert

Die Lösung y einer Lipschitz-stetigen monotonen autonomen AWA

y ′ = f (y), y(x0) = v ,

ist global; sie besitzt für x → ∞ den Grenzwert ω ∈ Rn, der die
eindeutige Nullstelle von f : Rn → Rn ist, und es liegt exponentielle
Konvergenz

‖y(x)− ω‖ ≤ Ce−Λ(x−x0)

mit einem C > 0 und mit Λ > 0 aus Definition 10.22 vor.

Beispiel: Die autonome AWA y ′ = −2y + 1,
y(0) = v ist monoton; sie hat die Lösung
y(x) = 0.5 + (v − 0.5)e−2x . Verschiebung
des Anfangswerts zu z(1) = v liefert z(x) =
0.5 + (v − 0.5)e−2(x−1).
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Beweis:

◮ Die Lösung ist global nach Satz 10.24.

◮ Wir zeigen, dass die Folge (y(x0 + n))n≥0 einen Grenzwert ω ∈ Rn besitzt.

Dazu verwenden wir die Funktion z : [x0 + 1,∞) → Rn mit z(x) = y(x − 1), die
die AWA

z ′ = f (z), z(x0 + 1) = v ,

löst. Nach Satz 10.24 gilt für x ≥ x0 + 1

‖z(x)− y(x)‖ ≤ e−Λ(x−x0−1)‖w‖ mit w = y(x0 + 1) − y(x0).

Mittels einer Teleskopsumme erhalten wir für beliebige n ≥ m ∈ N

‖y(x0 + n)− y(x0 +m)‖ ≤
n−1∑

k=m

‖y(x0 + k + 1) − y(x0 + k)‖ =

n−1∑

k=m

‖y(x0 + k + 1)

≤
n−1∑

k=m

e−Λk‖w‖

= e−Λm‖w‖ 1− e−Λ(n−m)

1− e−Λ
≤ e−Λm‖w‖

1− e−Λ
.

Also ist die Folge (y(x0 + n))n≥0 eine Cauchy-Folge im Rn. Ihr Grenzwert wird
mit ω bezeichnet. Der Grenzübergang n → ∞ in der obigen Abschätzung ergibt
weiterhin

‖ω − y(x0 +m)‖ ≤ e−Λm

1− e−Λ
‖w‖. (∗)



◮ Sei nun 0 ≤ r ≤ 1 sowie zr : [x0 + r ,∞) → Rn mit zr (x) = y(x − r). Analog
erhalten wir für x ≥ x0 + r

‖zr (x)−y(x)‖ = ‖y(x−r)−y(x)‖ ≤ e−Λ(x−x0−r)‖wr‖ mit wr = y(x0+r)−y(x0).

Weil die Lösung y der gestellten AWA differenzierbar ist, ist

C1 := max
0<r≤1

‖wr‖ < ∞.

Wir erhalten für alle n ∈ N zusammen mit (∗)
‖y(x0 + n − r) − ω‖ = ‖zr (x0 + n) − ω‖ ≤ ‖zr (x0 + n)− y(x0 + n)‖ + ‖y(x0 + n) −

≤ e−Λ(n−r)‖wr‖+
e−Λ(n−1)

1− e−Λ
‖w1‖

≤ 2C1
e−Λ(n−1)

1− e−Λ
.

Dies ergibt die behauptete exponentielle Konvergenz der Lösung y gegen ω (mit
C := 2C1e2λ/(1 − e−Λ)).

◮ Dass ω eine Nullstelle von f ist, folgt durch Grenzwertbetrachtung

f (ω) = lim
x→∞

f (y(x)) = lim
x→∞

y ′(x) = 0.

◮ Für jede weitere Nullstelle η von f hat die AWA

y ′ = f (y), y(x0) = η,

die konstante Lösung y ≡ η. Die Aussage in Satz 10.24 zur exponentiellen
Konvergenz liefert η = ω. Also ist ω die einzige Nullstelle von f .



Die Monotonie-Eigenschaften lassen sich ausnutzen, um das implizite
Euler-Verfahren mit beliebiger Schrittweite h > 0 einzusetzen.

10.27 Fallstudie: Zur monotonen AWA y ′ = f (x , y), y(x0) = y0, mit
Lipschitz-stetigem f (Lipschitzkonstante L > 0) werde das implizite
Euler-Verfahren

yk+1 = yk + hf (xk + h, yk+1), k ≥ 0, h > 0,

verwendet. Dann ist in jedem Schritt die nichtlineare Fixpunkt-Gleichung

ỹ = y + hf (x + h, ỹ ) mit festen x , y , h (∗)

zu lösen.

(A) Für die Fixpunktiteration erhalten wir aus

‖hf (x + h, ỹ1)− hf (x + h, ỹ2)‖ ≤ hL‖ỹ1 − ỹ2‖

die Kontraktionsbedingung hL < 1, also h < 1/L.

◮ Dies zeigt einerseits, dass die Gleichung (∗) für kleine Schrittweiten eine
eindeutige Lösung ỹ ∈ Rn besitzt.

◮ Andererseits ist die Schrittweiten-Einschränkung jedoch für große L (z.B.
bei y ′ = −100y mit L = 100) inakzeptabel.



(B) Falls f stetig differenzierbar ist, kann die Newton-Iteration für

G(ỹ) := ỹ − y − hf (x + h, ỹ) = 0 mit festen x , y , h (∗∗)

durchgeführt werden.

◮ Wir zeigen zuerst, dass die Gleichung (∗∗) (und damit natürlich die
Fixpunktgleichung (∗)) für beliebiges h > 0 eine eindeutige Lösung ω ∈ Rn

besitzt. Es gilt sogar: zu jedem c ∈ Rn besitzt G(ỹ) = c genau eine
Lösung ω = ω(c).

Wir betrachten hierzu die autonome AWA

z ′ = c − G(z), z(0) = 0.

(Hier werden x , y , h fest gehalten. Die Variable in der AWA nennen wir t.)
Nach Konstruktion ist diese AWA Lipschitz-stetig (mit LG = 1 + hL) und
monoton:

−〈(c − G(z1))−(c − G(z2)), z1 − z2〉
= 〈z1 − z2 − hf (x + h, z1) + hf (x + h, z2), z1 − z2〉
≥ (1 + hΛ)‖z1 − z2‖2.

Nach Satz 10.26 besitzt die rechte Seite c − G(z) genau eine Nullstelle
ω = ω(c).



(B) Forts. der Diskussion des Newton-Verfahrens für

G(ỹ) := ỹ − y − hf (x + h, ỹ) = 0 mit festen x , y , h (∗∗)

◮ Die Funktionalmatrix von G ist

G ′(ỹ) = I − hfy (x + h, ỹ)

und in jedem Newton-Schritt ist das lineare Gleichungssystem

G ′(ỹ (t))
(

ỹ (t+1) − ỹ (t)
)

= −G
(

ỹ (t)
)

zu lösen. Die Monotonie von f impliziert für z ∈ Rn \ {0} mit ‖z‖ → 0

Λ ≤ −〈f (x , y + z)− f (x , y), z〉
‖z‖2 = −〈fy (x , y)z , z〉

‖z‖2 + o(1).

Also muss Λ‖z‖2 ≤ −〈fy (x , y)z , z〉 für alle z ∈ Rn gelten. Für die
Funktionalmatrix von G folgt

〈G ′(ỹ)z , z〉 = 〈z − hfy (x + h, ỹ)z , z〉 ≥ (1 + hΛ)‖z‖2,

und mit Hilfe der Singulärwertzerlegung folgt für die Inverse

‖[G ′(ỹ)]−1‖2 ≤ 1

1 + hΛ
.

Also ist das Newton-Verfahren durchführbar und bei geeigneter Wahl des
Startwerts konvergiert es lokal quadratisch gegen die Lösung.



Zwei konkrete Resultate sollen die Durchführung des Newton-Verfahrens
in jedem Schritt des impliziten Euler-Verfahrens beleuchten (Vgl. dazu
6.3.5). Sei dazu ỹ die exakte Lösung von

G(ỹ ) := ỹ − y − hf (x + h, ỹ) = 0 mit festen x , y , h.

10.28 Satz: Implizites Euler-Verfahren mit Newton-Iteration

fy sei Lipschitz-beschränkt, h > 0 sei beliebig. Wir setzen

M := sup
x,y,z

‖fy (x , y)− fy (x , z)‖

‖y − z‖
, m := 1 + Λh.

Dann konvergiert das Newton-Verfahren zur Berechnung von ỹ für jeden
Startwert ỹ (0) mit

‖ỹ (0) − ỹ‖ =: r <
2m

hM
,

und mit L̂ = hMr
2m < 1 gilt die a-priori Fehlerabschätzung

‖ỹ (t) − ỹ‖ ≤
2m

hM
L̂(2

t).



Bemerkung: Für große Schrittweiten h > 0 ist

2m

hM
≈ 2Λ

M
;

die Wahl des Startwerts (Parameter r im Satz) ist also im Wesentlichen nur durch f
und nicht durch den Schrittweitenparameter eingeschränkt. In der Praxis kann M ∼ L
groß sein, also ist diese Wahl des Startwerts für große h > 0 nur schwer zu erzielen.

Beispiel: Bei der AWA y ′ = −Ay , y(x0) = y0 mit positiv definiter Matrix A ist M = 0,
wir haben sogar globale Konvergenz des Newton-Verfahrens zu beliebiger Schrittweite
h > 0.



Eine spezielle Dämpfung des Newton-Verfahrens erlaubt sogar die globale
Wahl des Startwerts.

10.29 Satz: Implizites Euler-Verfahren mit gedämpfter Newton-Iteration

Mit den Bezeichnungen aus 10.28 setze

λt = min

{
1,

m

Mαt

}
, αt = ‖[G ′(ỹ (t))]−1G(ỹ (t))‖,

ỹ (t+1) = ỹ (t) − λt [G
′(ỹ (t))]−1G(ỹ (t)).

Dann gibt es t∗ ∈ N so, dass λt = 1 für alle t ≥ t∗ und die Folgenglieder
ỹ (t) mit t ≥ t∗ quadratisch gegen ỹ konvergieren.

Bemerkung: Die hier angegebene Wahl des Parameters λt im Newton-Schritt ist
vergleichbar mit 6.4.3; insbesondere wird immer die Abstiegsbedingung

G(ỹ (t+1)) < G(ỹ (t))

gewährleistet.



10.30 Beispiel: Wir machen nochmals den Nutzen der impliziten Euler-Methode
anhand einer linearen AWA im R2 deutlich:

[
y ′
1
y ′
2

]

=

[
−0.3 −1
1 −0.3

] [
y1
y2

]

,

[
y1(0)
y2(0)

]

=

[
6
0

]

.

Die Eigenwerte der Matrix sind λ1,2 = −0.3± i , Eigenvektoren lauten
v1,2 = (2, 1)T ± i(1,−2)T . Die reellen Lösungen sind

[
y1(x)
y2(x)

]

= c1 ∗ e−0.3x (cos(x)v1 − sin(x)v2) + c2 ∗ e−0.3x (cos(x)v2 + sin(x)v1)

mit geeigneten Konstanten c1, c2 ∈ R für den Anfangswert. Die Konstante in der
Monotonie-Abschätzung ist Λ = 0.3 und die Lipschitz-Konstante (bzgl. der
euklidischen Norm im R2) ist ‖A‖2 = 1.044.
Zur Berechnung von Y = (y1, y2)T auf dem Intervall [0, 30] vergleichen wir zu
verschiedenen Schrittweiten h = 0.1, 0.2, 1, 3, 30

◮ das explizite Euler-Verfahren,

◮ das implizite Euler-Verfahren. Hierbei ist zu beachten, dass 1 Newton-Schritt
bereits die lineare Gleichung G(ỹ) = 0 löst.
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10.4 Konsistenz und Konvergenz von Einschrittverfahren

Wir betrachten die AWA

y ′ = f (x , y), y(x0) = v ,

im Fall n = 1. Die Funktion f sei stetig und hinreichend oft
differenzierbar.

10.31 Lemma: Differenzierbarkeit der Lösung

Falls f r -mal differenzierbar ist, so ist die Lösung y der AWA mindestens
r + 1-mal differenzierbar. Für die Ableitungen gilt

y (ℓ+1)(x) =
dℓ

dxℓ
f (x , y(x)), 0 ≤ ℓ ≤ r .

Bemerkung: Für kleine Werte von ℓ erhalten wir die folgenden Ausdrücke, wenn wir
die partiellen Ableitungen von f mit fx , fy , fxx etc. bezeichnen und auf die Angabe des
Arguments (x , y(x)) jeweils verzichten:

y ′ = f

y ′′ = fx + y ′fy = fx + ffy

y ′′′ = fxx + 2y ′fxy + y ′′fy + (y ′)2fyy = fxx + 2ffxy + (fx + ffy )fy + f 2fyy



und schließlich

y (4) = fxxx + 3y ′fxxy + 3y ′′fxy + 3(y ′)2fxyy + y ′′′fy + 3y ′y ′′fyy + (y ′)3fyyy

= fxxx + 3ffxxy + 3fx fxy + 5ffy fxy + 3f 2fxyy + fy fxx + fx f
2
y + ff 3

y + 4f 2fy fyy

+3ffx fyy + f 3fyyy



Wir gehen nun von einer festen Stelle (x , y) ∈ I × G (im Richtungsfeld)
aus und vergleichen den Zuwachs der exakten Lösung der AWA

z ′ = f (t, z), z(x) = y ,

an der Stelle x + h, also

z(x + h)− z(x) = z(x + h)− y =

∫ x+h

x

f (t, z(t)) dt,

mit dem Zuwachs des expliziten (bzw. impliziten) Einschrittverfahrens

z
(h)
1 − z0 = z

(h)
1 − y = hΦ(f , x , y , h) (bzw . hΦ(f , x , y , ỹ , h)).

Das Einschrittverfahren ist nur dann sinnvoll, wenn für kleine |h| gilt:

z(x + h)− y

h
≈

z
(h)
1 − y

h
= Φ(f , x , y , h).

Beachte: links steht die Steigung der Sekante durch (x , z(x)) und (x + h, z(x + h)),
rechts steht die Zuwachsfunktion des Einschrittverfahrens.



10.32 Definition: Lokaler Diskretisierungsfehler

Sei (x , y) ∈ I × G beliebig und h ∈ R die Schrittweite.

a) Mit der Lösung z = z(t) der AWA

z ′ = f (t, z), z(x) = y ,

wird der exakte relative Zuwachs definiert als

∆(x , y , h) :=





z(x + h) − y

h
, für h 6= 0,

f (x , y), für h = 0.

b) Der lokale Diskretisierungsfehler des expliziten Einschrittverfahrens
mit Zuwachsfunktion Φ lautet

r(f ,Φ, x , y , h) := ∆(f , x , y , h)− Φ(f , x , y , h).

c) Der lokale Diskretisierungsfehler des impliziten Einschrittverfahrens
mit Zuwachsfunktion Φ lautet

r(f ,Φ, x , y , ỹ , h) := ∆(f , x , y , h)− Φ(f , x , y , ỹ , h).



10.33 Beispiel:

10.34 Definition: Konsistenz, Konsistenzordnung

Ein Einschrittverfahren heißt konsistent in I × G für Schrittweiten
|h| ≤ h0, wenn für alle stetigen und bzgl. y Lipschitz-beschränkten
Funktionen f : I × G → R und alle (x , y) ∈ I × G gilt

lim
h→0

r(f ,Φ, x , y , h) = 0 (bzw. lim
h→0

r(f ,Φ, x , y , ỹ , h) = 0),

oder anders ausgedrückt limh→0 Φ(f , x , y , h) = f (x , y).

Das Verfahren hat die Konsistenzordnung p ∈ N, wenn für alle p-mal
stetig partiell differenzierbaren Funktionen f : I × G → R und alle
(x , y) ∈ I × G gilt

r(f ,Φ, x , y , h) = O(|h|p) (bzw. r(f ,Φ, x , y , ỹ , h) = O(|h|p))

für h → 0.



10.35 Beispiel: Das Eulersche Polygonzugverfahren hat die
Konsistenzordnung p = 1.

Nachweis: Die Differentialgleichung y ′ = f (x , y) mit f ∈ C1(I × G) sei gegeben. Zu
festem (x , y) ∈ I × G sei z die Lösung der AWA z ′ = f (t, z), z(x) = y .

Taylorentwicklung von z mit Entwicklungspunkt x ergibt für h 6= 0 (siehe auch 10.31)

z(x + h) − z(x)

h
= z ′(x) +

h

2
z ′′(x) +O(|h|2)

= f (x , y) +
h

2
(fx (x , y) + f (x , y)fy (x , y)) +O(|h|2).

Wir vergleichen mit der Taylorentwicklung von Φ,

Φ(f , x , y , h) = f (x , y).

Übereinstimmung liegt nur im konstanten Term vor, also ist r(f ,Φ, x , y , h) = O(|h|).

10.36 Beispiele: Das verbesserte Eulerverfahren und das Verfahren von
Heun 2. Ordnung haben die Konsistenzordnung p = 2.

Nachweis in der Vorlesung.

Das klassische Runge-Kutta-Verfahren hat die Konsistenzordnung p = 4.



Die Methode zum Nachweis der Konsistenzordnung besteht aus den
Schritten:

◮ Die Taylorentwicklung von z(x + h) um den Entwicklungspunkt x
wird mit Hilfe von 10.31 vorgenommen. Bis p = 4 ergibt sich unter
Weglassen des Arguments (x , y)

∆(f , x , y , h) = f +
h

2

(

fx + ffy

)

+
h2

6

(

fxx + 2ffxy + fx fy + f (fy )
2 + f 2fyy

)

+

h3

24

(

fxxx + 3ffxxy + 3fx fxy + 5ffy fxy + 3f 2fxyy + fy fxx + fx f
2
y +

ff 3
y + 4f 2fy fyy + 3ffx fyy + f 3fyyy

)

+O(|h|4).

◮ Taylorentwicklung von Φ; dies wird meist mit der Taylorentwicklung
von f im R

2 mit Entwicklungspunkt (x , y) durchgeführt.



10.37 Beispiel: Ein explizites zwei-stufiges Runge-Kutta Verfahren hat die
Verfahrensfunktion

Φ(f , x , y , h) = αf (x , y) + βf (x + γh, y + δhf (x , y))

mit Parametern α, β, γ, δ ∈ R. Beispiele sind

◮ das verbesserte Euler-Verfahren: α = 0, β = 1, γ = δ = 1/2;

◮ das Verfahren von Heun 2. Ordnung: α = β = 1/2, γ = δ = 1.

Taylorentwicklung von Φ ergibt (unter Weglassen des Arguments (x , y))

Φ(f , x , y , h) = (α+β)f +β

{

γhfx +δhffy +
(γh)2

2
fxx +γδh

2ffxy +
(δhf )2

2
fyy

}

+O(|h|3)

für h → 0. Vergleich mit ∆(f , x , y , h) ergibt

Konsistenzordnung p ≥ 1, falls α+ β = 1 (“äußere Konsistenzbedingung”),

Konsistenzordnung p ≥ 2, falls

α+ β = 1 und βγ = βδ =
1

2
.

Mit β 6= 0, α = 1− β und γ = δ = 1/(2β) ergeben sich unendlich viele
Lösungen.

Konsistenzordnung p = 3 kann nicht erzielt werden, weil die h2-Terme aus ∆ mit
fx fy und f (fy )2 in Φ gar nicht auftreten.



10.38 Bemerkung: Bei den impliziten Verfahren bietet die
Fixpunktgleichung

ỹ = y + hΦ(f , x , y , ỹ , h) (1)

die Möglichkeit, die Differenz ỹ − y in der Taylorentwicklung durch hΦ
zu ersetzen, um die Entwicklung nach Potenzen von h zu erhalten.
Weiterhin benutzt man zum Abbruch der Taylorentwicklung die
Beziehung

|ỹ − y | = O(|h|);

dies ist für eine (bzgl. ỹ) Lipschitz-beschränkte Verfahrensfunktion Φ
(mit Konstante LΦ) und für Schrittweiten 0 < |h| ≤ h0 := 1/(2LΦ)
gerechtfertigt: aus (1) folgt

|ỹ − y | ≤

∣∣∣∣hΦ(f , x , y , y , h)
∣∣∣∣ + |h|

∣∣∣∣Φ(f , x , y , ỹ , h)− Φ(f , x , y , y , h)

∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣hΦ(f , x , y , y , h)
∣∣∣∣ +

∣∣∣∣hLΦ(ỹ − y)

∣∣∣∣,

also |ỹ − y | ≤
|h|

1− |h|LΦ
|Φ(f , x , y , y , h)| ≤ 2|h| |Φ(f , x , y , y , h)|.



10.39 Beispiele: Konsistenzordnung impliziter Verfahren

a) Das implizite Euler-Verfahren hat die Konsistenzordnung p = 1:

Taylorentwicklung von Φ(f , x , y , ỹ , h) = f (x + h, ỹ) ergibt

Φ(f , x , y , ỹ , h) = f (x , y) + hfx (x , y) + (ỹ − y)fy (x , y) +O(|h|2) (2)

(1)
= f (x , y) + hfx (x , y) + hΦ(f , x , y , ỹ , h)fy (x , y) +O(|h|2)

(2)
= f (x , y) + hfx (x , y) + hf (x , y)fy (x , y) +O(|h|2).

Nur das konstante Glied stimmt mit der Entwicklung von ∆(f , x , y , h) überein,
also ist p = 1.



b) Die implizite Trapezregel hat die Konsistenzordnung p = 2:

Taylorentwicklung von Φ(f , x , y , ỹ , h) = 1
2
(f (x , y) + f (x + h, ỹ)) ergibt

Φ(f , x , y , ỹ , h) = f (x , y) +
h

2
fx (x , y) +

ỹ − y

2
fy (x , y) +O(|h|2) (3)

(1)
= f (x , y) +

h

2
fx (x , y) +

h

2
Φ(f , x , y , ỹ , h)fy (x , y) +O(|h|2)

(3)
= f (x , y) +

h

2
fx (x , y) +

h

2
f (x , y)fy (x , y) +O(|h|2). (4)

Durch Vergleich mit ∆(f , x , y , h) stellt man p ≥ 2 fest. Die Konsistenzordnung
3 wird nicht erreicht, weil die Potenz h2 den Faktor

1

4

[
fx fy + ff 2

y + fxx + 2ffxy + f 2fyy
]

trägt, der nicht mit dem h2-Faktor von ∆(f , x , y , h) übereinstimmt. (Übung!)



lokal → global: Konsistenz → Konvergenz

In Definition 10.32 wurde der lokale Diskretisierungsfehler r(f ,Φ, x , y , h) für einen
Schritt des Einschrittverfahrens eingeführt. Wir untersuchen nun zur AWA

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0,

und zum Einschrittverfahren mit Zuwachsfunktion Φ den globalen Fehler

Ek (x) = Ek (f ,Φ, x , x0, y0, y
(h)
0 ) = y(x)− y

(h)
k an der Stelle x 6= x0,

der sich bei Verwendung der Schrittweite

h = hk,x :=
x − x0

k
, k ∈ N,

also nach k Schritten des Einschrittverfahrens ergibt. Man beachte im Folgenden
immer diese “Kopplung” von x , dem Iterationszähler k und der Schrittweite h = hk,x .

In die Betrachtung des globalen Fehlers Ek (x) lassen wir außerdem (von h

abhängende) Störungen y
(h)
0 des Anfangswerts y0 eingehen.

10.40 Globaler Diskretisierungsfehler

Zur AWA y ′ = f (x , y), y(x0) = y0, bezeichnet

Ek(x) := Ek(f ,Φ, x , x0, y0, y
(hk,x )
0 ) = y(x)− y

(hk,x )
k , x 6= x0, k ∈ N,

den globalen Diskretisierungsfehler des Einschrittverfahrens mit
Zuwachsfunktion Φ, der sich nach k Schritten zur Schrittweite
hk,x = (x − x0)/k und mit gestörtem Anfangswert y

(hk,x )
0 ergibt.



10.41 Beispiel: Die exakte Lösung der AWA zur Modellgleichung y ′ = αy , y(x0) = y0,
ist

y(x) = y0e
α(x−x0).

Die Eulersche Polygonzugmethode zur Schrittweite h 6= 0 und zum gestörten

Anfangswert y
(h)
0 liefert

y
(h)
k+1 = y

(h)
k + hαy

(h)
k = (1 + hα)y

(h)
k = (1 + hα)k+1y

(h)
0 , k ∈ N.

Zu festem x 6= x0 ergeben k Schritte der Schrittweite hk,x zum Anfangswert y
(hk,x )

0

Ek(x) = y(x)− y
(hk,x )

k = y0eα(x−x0) − y
(hk,x )

0

(

1 + α(x−x0)
k

)k

= eα(x−x0)(y0 − y
(hk,x )

0 ) + y
(hk,x )

0

[

eα(x−x0) −
(

1 +
α(x−x0)

k

)k
]

= eα(x−x0)(y0 − y
(hk,x )

0 ) + O(|hk,x |), k → ∞.

Im Fall α > 0 entspricht der erste Term dem Fehler aus dem Stabilitätssatz zur
Störung des Anfangswerts, der zweite Term beschreibt den zusätzlichen
Verfahrensfehler der Polygonzugmethode. Verlangt man zusätzlich, dass der
Anfangswert die Genauigkeit

y0 − y
(hk,x )

0 = O(|hk,x |), k → ∞,

hat, ergibt sich insgesamt

Ek(x) = O(|hk,x |), k → ∞.



10.42 Konvergenz, Konvergenzordnung

Ein Einschrittverfahren heißt konvergent in einem Rechteck I × G , wenn für alle
Anfangswertaufgaben

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0 mit x0 ∈ I ,

deren Funktion f : I × G → R stetig partiell differenzierbar ist und deren Lösung
y : I → R global existiert, aus der Bedingung

lim
k→∞

y
(hk,x )

0 = y0

die Konvergenz des globalen Diskretisierungsfehlers

lim
k→∞

Ek(x) = 0

für alle x ∈ I folgt.

Das Verfahren hat die Konvergenzordnung p ∈ N, wenn für p-mal stetig partiell
differenzierbares f aus der Bedingung

y0 − y
(hk,x )

0 = O(|hk,x |p)

auch

Ek(x) = y(x)− y
(hk,x )

k = O(|hk,x |p)
für alle x ∈ I folgt.



Für die Konvergenzaussagen benötigen wir eine diskrete Version des
Gronwall-Lemmas, vgl. 10.20

10.43 Gronwall Lemma: diskrete Version

Es seien A,B ≥ 0. Falls die reellen Zahlen ξ0, ξ1, . . . die Ungleichungen

|ξk | ≤ A|ξk−1|+ B, k = 1, 2, . . .

erfüllen, so gilt

|ξk | ≤ Ak |ξ0|+







Ak−1
A−1

B, falls A 6= 1,

kB, falls A = 1.

Im Fall A = 1 + δ > 1 folgt weiter

|ξk | ≤ ekδ|ξ0|+
ekδ − 1

δ
B.



10.44 Hauptsatz zu Einschrittverfahren

Gegeben sei das Rechteck I × G sowie h0 > 0. Die Zuwachsfunktion
Φ(f , x , y , h) (bzw. Φ(f , x , y , ỹ , h)) sei für alle (p-mal) stetig partiell
differenzierbaren Funktionen f : I × G → R ebenfalls (p-mal) stetig
partiell differenzierbar. Dann sind äquivalent:

a) Das Einschrittverfahren mit Zuwachsfunktion Φ ist konsistent (hat
die Konsistenzordnung p) in I × G .

b) Das Einschrittverfahren mit Zuwachsfunktion Φ ist konvergent (hat
die Konvergenzordnung p) in I × G .

Bemerkung: Für die beiden Folgerungen konsistent ⇒ konvergent und
Konsistenzordnung p ⇒ Konvergenzordnung p genügt schon die
Lipschitz-Beschränktheit der Zuwachsfunktion Φ.



Beweis:
1. Für explizite Einschrittverfahren folgt aus Konsistenz die Konvergenz, incl. der
Aussage zur Ordnung p:

Als Voraussetzung benötigen wir nur die Lipschitz-Beschränktheit von Φ. Bei

gegebener Schrittweite h 6= 0 gilt für E
(h)
k := y(x0 + kh) − y

(h)
k beim expliziten

Einschrittverfahren

Ek+1 = y(xk+1) − y(xk) + y(xk)− yk+1

= y(xk+1)− y(xk) + y(xk)− yk
︸ ︷︷ ︸

=Ek

−hΦ(f , xk , yk , h)

= Ek + y(xk+1)− y(xk)− hΦ(f , xk , y(xk), h)
︸ ︷︷ ︸

=h·r(f ,Φ,xk ,y(xk ),h)

+hΦ(f , xk , y(xk), h) − hΦ(f , xk , yk , h).

Der letzte Term wird durch

|hΦ(f , xk , y(xk), h)− hΦ(f , xk , yk , h)| ≤ LΦ|hEk |
abgeschätzt. Dies ergibt

|Ek+1| ≤ (1 + |h|LΦ)|Ek |+ |hr(f , xk , y(xk), h)| ≤ (1 + |h|LΦ)|Ek |+ |h|Rh,

wobei Rh := sup(x,y)∈R |r(f ,Φ, x , y , h)| eine obere Schranke für den lokalen

Diskretisierungsfehler ist. Das Gronwall Lemma (mit Konstante A = 1 + |h|LΦ) liefert

|Ek | ≤ ek|h|LΦ |E0|+
ek|h|LΦ − 1

|h|LΦ
|h|Rh,

also speziell für h = hk,x

|Ek(x)| = |y(x)− y
(hk,x )

k | ≤ eLΦ|x−x0||y0 − y
(hk,x )

0 |+ eLΦ|x−x0| − 1

LΦ
Rhk,x .



◮ Aus |y0 − y
(hk,x )

0 | = o(1) und der Konsistenzbedingung Rhk,x = o(1) für k → ∞
folgt also Ek(x) = o(1).

◮ Aus |y0 − y
(hk,x )

0 | = O(|hk,x |p) und der Konsistenzbedingung Rhk,x = O(|hk,x |p)
für k → ∞ folgt ebenso Ek (x) = O(|hk,x |p).



2. Für implizite Einschrittverfahren folgt aus Konsistenz die Konvergenz, incl. der
Aussage zur Ordnung p:

Für ein implizites Einschrittverfahren gilt analog

Ek+1 = Ek + y(xk+1)− y(xk)− hΦ(f , xk , y(xk), z ,h)
︸ ︷︷ ︸

=h·r(f ,Φ,xk ,y(xk ),z,h)

+hΦ(f , xk , y(xk), z , h) − hΦ(f , xk , yk , yk+1, h).

Die Abschätzung der letzten Differenz erfolgt mit der Beobachtung, dass yk+1 und z
jeweils die Fixpunktgleichung

yk+1 = yk + hΦ(f , xk , yk , yk+1, h), z = y(xk) + hΦ(f , xk , y(xk), z ,h)

erfüllen. Einerseits ist

|z − yk+1| ≤ |Ek |+ |hΦ(f , xk , y(xk), z , h)− hΦ(f , xk , yk , yk+1, h)| ,
andererseits ist mit der Lipschitz-Komstanten LΦ von Φ bzgl. y und ỹ

|hΦ(f , xk , y(xk), z , h) − hΦ(f , xk , yk , yk+1, h)| ≤ |h|LΦ(|Ek |+ |z − yk+1|).
Kombinieren wir beide Ungleichungen für |h| < h0 = 1/(2LΦ), so ergibt sich

|z − yk+1| ≤
1 + |h|LΦ
1− |h|LΦ

|Ek | ≤ 3|Ek |

und
|hΦ(f , xk , y(xk), z , h) − hΦ(f , xk , yk , yk+1, h)| ≤ 4|h|LΦ|Ek |.

Insgesamt ist dann

|Ek+1| ≤ (1 + 4|h|LΦ)|Ek |+ |hr(f , xk , y(xk), z ,h)| ≤ (1 + 4|h|LΦ)|Ek |+ |h|Rh,

wobei Rh := sup(x,y)∈R |r(f ,Φ, x , y , ỹ , h)| eine obere Schranke für den lokalen
Diskretisierungsfehler ist. Die weitere Argumentation mit dem Gronwall Lemma
schließt sich hieran an wie für explizite Einschrittverfahren.



3. Beweis der Umkehrrichtung: Aus Konvergenz folgt Konsistenz.

Widerspruchs-Annahme: f : I × G → R sei eine Funktion, die die Voraussetzungen des
Satzes erfüllt und so gewählt ist, dass das Einschrittverfahren zwar konvergent, aber
nicht konsistent ist. Dann existiert ein Punkt (ξ, η) ∈ I × G mit

f (ξ, η) 6= Φ(f , ξ, η, 0).

Wir betrachten die beiden AWA’n

y ′ = f (x , y), y(ξ) = η,

und
z ′ = Φ(f , x , z ,0), z(ξ) = η

mit stetig differenzierbarem f und Φ auf der rechten Seite der Differentialgleichung.
Die Annahme

y ′(ξ) = f (ξ, η) 6= Φ(f , ξ, η, 0) = z ′(ξ)

wollen wir zum Widerspruch führen.

◮ Mit y
(h)
k bezeichnen wir die Iterierten des Einschrittverfahrens zum exakten

Startwert y(ξ) = η und zur Schrittweite h,

y
(h)
k+1 = y

(h)
k + hΦ(f , x

(h)
k , y

(h)
k , h), x

(h)
k = ξ + kh.

Die Voraussetzung der Konvergenz des Einschrittverfahrens besagt:

lim
k→∞

y
(hk,x )

k = y(x) für alle x ∈ I .



◮ Wir zeigen nun

lim
k→∞

y
(hk,x )

k = z(x), also y ≡ z

im Widerspruch zu y ′(ξ) 6= z ′(ξ). Sei dazu ǫ
(h)
k := y

(h)
k − z(x

(h)
k ). Aufgrund der

stetigen Differenzierbarkeit der Lösung z gibt es ein θ ∈ (0, 1) mit

z(x
(h)
k+1) = z(x

(h)
k ) + hz ′(x (h)k + θh) = z(x

(h)
k ) + hΦ(f , x

(h)
k + θh, z(x

(h)
k + θh), 0).

Dies ergibt (unter Weglassen von (h) als Index)

ǫk+1 = ǫk +h(Φ(f , xk , yk , h) − Φ(f , xk , z(xk), h))
+h(Φ(f , xk , z(xk), h)− Φ(f , xk , z(xk), 0))
+h(Φ(f , xk , z(xk), 0)− Φ(f , xk + θh, z(xk), 0))
+h(Φ(f , xk + θh, z(xk), 0)−Φ(f , xk + θh, z(xk + θh), 0)).

Die stetige Differenzierbarkeit von Φ erlaubt die Wahl von L > 0 mit

|ǫk+1| ≤ |ǫk |+ |h|L(|ǫk |+ |h|+ |θh|+ |θh|) ≤ (1 + |h|L)|ǫk |+ 3Lh2.

Das Gronwall Lemma (mit ǫ0 = y(ξ)− z(ξ) = 0) ergibt

|ǫk | ≤
ek|h|L − 1

|h|L
3h2L = 3|h|(ek|h|L − 1).

Für festes x folgt mit h = hk,x = (x − ξ)/k

lim
k→∞

y
(hk,x )

k = z(x).

Hiermit ist der Widerspruchsbeweis für explizite Einschrittverfahren geführt. Er lässt
sich auf implizite Verfahren erweitern (siehe 2.)



4. Die Umkehrung “Konvergenzordnung p ⇒ Konsistenzordnung p” wird z.B. in
Stoer-Bulirsch, Einführung in die Numerische Mathematik II, bewiesen.

Bemerkung: Die Lipschitzkonstante LΦ der Zuwachsfunktion hängt in der Regel von
der Lipschitzkonstanten Lf der Funktion f ab. Dies soll anhand des klassischen
Runge-Kutta-Verfahrens

Φ(f , x , y , h) = 1
6
(K1 + 2K2 + 2K3 + K4) mit

K1 = f (x , y), K2 = f
(

x + h
2
, y + h

2
K1

)

,

K3 = f
(

x + h
2
, y + h

2
K2

)

, K4 = f (x + h, y + hK3)

verdeutlicht werden. Für y , ỹ setzen wir Ki := Ki (f , x , y , h), K̃i = Ki (f , x , ỹ , h) und
erhalten

|K1 − K̃1| ≤ Lf |y − ỹ |,
|K2 − K̃2| ≤ Lf |y − ỹ + h

2
(K1 − K̃1)| ≤ Lf (1 + h

2
Lf )|y − ỹ |,

|K3 − K̃3| ≤ Lf |y − ỹ + h
2
(K2 − K̃2)| ≤ Lf (1 + h

2
Lf (1 + h

2
Lf ))|y − ỹ |,

|K4 − K̃4| ≤ Lf |y − ỹ + h(K3 − K̃3)| ≤ Lf (1 + hLf (1 + h
2
Lf (1 + h

2
Lf )))|y − ỹ |,

also
|Φ(f , x , y , h) −Φ(f , x , ỹ , h)| ≤ L∗|y − ỹ |

mit einer entsprechenden Konstanten L∗. In der Regel wird eine Schrittweite h mit
hLf << 1 verwendet, also ergibt sich LΦ ≈ Lf . Diese Annahme an die Schrittweite ist
nach den obigen Betrachtungen sinnvoll, da der Faktor ekhL in den
Fehlerabschätzungen sonst zu groß wird.



Liste von Einschrittverfahren:

Verfahren Konsistenzordnung Konvergenzordnung
Polygonzugverfahren 1 1
verb. Polygonzugverf. 2 2
Verf. von Heun 2. Ordnung 2 2
klassisches RK-Verf. 4 4
implizites Euler-Verf. 1 1
Trapezregel 2 2
implizite Mittelpunktsregel 2 2



10.5 Weitere Beispiele: Runge-Kutta Verfahren

Die Verfahren von Runge und Kutta sind mehrstufige Verfahren, die als
Zuwachsfunktion Φ(f , x , y , h) (bzw. Φ(f , x , y , ỹ , h)) eine Linearkombination von
Steigungswerten an mehreren Stellen des Richtungsfeldes in der Nähe von (x , y)
verwenden.

10.45 Definition: explizites R-stufiges RK-Verfahren

Ein explizites R-stufiges Runge Kutta-Verfahren ist durch R Steigungen

K1(f , x , y , h) := f (x , y),

Kk (f , x , y , h) := f (x + hak , y + h

k−1∑

ν=1

bkνKν(x , y , h)), 2 ≤ k ≤ R,

und die Zuwachsfunktion

Φ(f , x , y , h) :=
R∑

k=1

ckKk(f , x , y , h)

definiert, die sowohl die äußere Konsistenzbedingung
R∑

k=1

ck = 1

als auch die inneren Konsistenzbedingungen

k−1∑

j=1

bkj = ak , 2 ≤ k ≤ R, erfüllen.



Die Parameter des R-stufigen Runge-Kutta Verfahrens werden in folgendem Schema
zusammengefasst:

0
a2 b21
a3 b31 b32
...

...
...

. . .

aR bR1 bR2 · · · bR,R−1

1 c1 c2 · · · cR−1 cR

Dabei stehen in der ersten Spalte aufgrund der inneren und äußeren
Konsistenzbedingung jeweils die Zeilensummen.



Die Konsistenz folgt direkt aus der äußeren Konsistenzbedingung:

10.46 Lemma

Das R-stufige Runge-Kutta Verfahren ist konsistent; im Einzelnen gilt

lim
h→0

Kk(f , x , y , h) = f (x , y), 1 ≤ k ≤ R .



Die innere Konsistenz-Bedingung hat darüberhinaus die folgende
Bedeutung.

10.47 Lemma

f sei 2-mal stetig differenzierbar in I × G . Die innere
Konsistenz-Bedingung des R-stufigen RK-Verfahrens ist äquivalent zu

z ′(x + akh) = Kk(f , x , y , h) +O(h2), h → 0,

wobei z die Lösung der AWA mit Anfangswert z(x) = y ist.

Beweis: Taylorentwicklung von z ′ um den Punkt x ergibt

z ′(x + hak) = z ′(x) + hakz
′′(x) +O(h2)

= f (x , y) + hak (fx(x , y) + f (x , y)fy (x , y)) +O(h2), h → 0.

Taylorentwicklung von f um den Punkt (x , y) ergibt

Kk(f , x , y , h) = f
(

x + hak , y + h
∑R−1

ν=1 bkνKν(f , x , y , h)
)

= f (x , y) + hak fx(x , y) + h

R−1∑

ν=1

bkνKν(f , x , y , h)fy (x , y) +O(h2).

Nutzt man weiter Kν(f , x , y , h) = f (x , y) +O(h) aus, so folgt

z ′(x + hak)− Kk(f , x , y , h) = h

(

ak −
R−1∑

ν=1

bkν

)

f (x , y)fy (x , y) +O(h2), h → 0.

Hieraus folgt die Behauptung.



10.48 Beispiele expliziter Runge-Kutta-Verfahren

R = 1 Eulersches Polygonzugverfahren mit Konsistenzordnung 1:

0
1 1

R = 2 Allgemeines zweistufiges Verfahren mit Konsistenzordnung 2:

0
1
2β

1
2β

1 1− β β

Spezialfälle:
0
1 1

1 1
2

1
2

0
1
2

1
2

1 0 1

(Heun) (verb. Eulerverfahren)



R = 3: Allgemeines dreistufiges Verfahren:

0
a2 a2
a3 a3 − b32 b32
1 c1 c2 c3

Dieses Verfahren hat die Konsistenzordnung 3 genau dann, wenn folgende 4
(teilweise nichtlineare) Gleichungen für die 6 Parameter erfüllt sind:

c1 + c2 + c3 = 1 (für Konsistenzordnung 1)

c2a2 + c3a3 = 1
2

(für Konsistenzordnung 2)

c2a22 + c3a23 = 1
3

c3b32a2 = 1
6

}

(für Konsistenzordnung 3)

Übungsaufgabe!



Spezialfälle:

0
1
3

1
3

2
3 0 2

3

1 1
4 0 3

4

0
1
2

1
2

1 −1 2

1 1
6

2
3

1
6

(Heun 3. Ordnung) (Kutta 3. Ordnung)



R = 4: Spezialfall des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung:

0
1
2

1
2

1
2 0 1

2

1 0 0 1

1 1
6

1
3

1
3

1
6

Um ein allgemeines vierstufiges Runge-Kutta-Verfahren der
Konsistenzordnung 4 zu bestimmen, sind 7 nichtlineare Gleichungen
für die 9 Parameter aus dem allgemeinen Schema zu erfüllen (unter
Einsetzen der inneren und äußeren Konsistenzbedingungen).



10.49 Bemerkung:

(i) Die Gleichungssysteme für die Parameter des R-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens

erhält man durch den Taylorabgleich der Funktion ∆(x , y , h) =
z(x+h)−y

h
(siehe

10.36) und Φ(f , x , y , h), mit dem man die Konsistenzordnung des Verfahrens
bestimmt. J. C. Butcher (The Numerical Analysis of Ordinary Differential
Equations, s. Bibl. b352/Butc) hat gezeigt, dass nur für kleine R die
Konsistenzordnung R erzielt werden kann. Für alle R ≥ 10 ist als obere
Schranke für die maximal erreichbare Konsistenzordnung ρ(R) ≤ R − 2
nachgewiesen. Folgende Tabelle gibt die maximal erzielbare Konsistenzordnung
ρ(R) für kleine R an:

R 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ρ(R) 1 2 3 4 4 5 6 6 7

(ii) P. Albrecht (The Runge-Kutta theory in a nutshell, s. Bibl. b352/Albr) hat eine
Rekursion zur Berechnung der Parameter des R-stufigen Runge-Kutta
Verfahrens zur Erzielung der optimalen Konvergenzordnung angegeben. Dort
wird ein Zusammenhang zu einem linearen Mehrschrittverfahren aufgestellt, der
auf einfachere Bedingungen an die Parameter führt.



10.50 Definition: implizites R-stufiges RK-Verfahren

Ein implizites R-stufiges Runge Kutta-Verfahren ist durch R Steigungen

Kk(f , x , y , h) := f (x + hak , y + h
∑R

ν=1 bkνKν(f , x , y , h))

für 1 ≤ k ≤ R und die Zuwachsfunktion

Φ(f , x , y , h) :=

R∑

k=1

ckKk(f , x , y , h)

definiert, die sowohl die äußere Konsistenzbedingung

R∑

k=1

ck = 1

als auch die inneren Konsistenzbedingungen

R∑

j=1

bkj = ak , 1 ≤ k ≤ R ,

erfüllen.



Die Anordnung der Parameter erfolgt wieder nach dem Schema

a1 b11 b12 · · · b1,R
...

...
aR bR1 bR2 · · · bRR
1 c1 c2 · · · cR .

In der ersten Spalte stehen aufgrund der inneren und äußeren Konsistenzbedingungen
jeweils die Zeilensummen. Die Aussagen von Lemma 10.46 und 10.47 gelten ebenfalls.
Ebenso bestimmt die Konsistenzordnung auch die Konvergenzordnung des Verfahrens.



10.51 Bemerkung

(i) Die R(R + 1) freien Parameter brν , cr lassen sich so festlegen, dass die
Konsistenzordnung und Konvergenzordnung 2R erzielt wird (Butcher, 1963).

(ii) Bei der linearen skalaren AWA

y ′ = α(x)y + β(x)

ergeben sich lineare Gleichungen für die Steigungen

Kr = α(xk + har )



yk + h
R∑

j=1

brjKj



+ β(xk + har ), 1 ≤ r ≤ R.

Man berechnet die Steigungen ~K = [K1, . . . ,KR ]
T am besten durch Lösen des

linearen Gleichungssystems

(IR − diag [hα(xk + har )] B) ~K = [α(xk + har )yk + β(xk + har ); 1 ≤ r ≤ R].



(iii) Für nichtlineare AWA’n kann das Gleichungssystem für die Steigungen
K1, . . . ,KR für hinreichend kleine Schrittweiten |h| mit der Fixpunktiteration
gelöst werden. Alternativ verwendet man das (gedämpfte) Newtonverfahren,
siehe 10.15, um auch grøße Schrittweiten zuzulassen. Der Startwert (Prädiktor)
wird z.B. mit einem expliziten Verfahren kleinerer Konsistenzordnung berechnet.
Die höhere Konvergenzordnung des impliziten R-stufigen Verfahrens erlaubt zwar
größere Schrittweiten als beim expliziten Verfahren, diese Ersparnis wird aber
durch den höheren Rechenaufwand pro Schritt (mehrere Auswertungen von f für
die Fixpunkt- oder Newton-Iteration) oft wieder ausgeglichen. Daher werden
explizite Verfahren oft bevorzugt.

Viele implizite Verfahren haben jedoch Vorteile hinsichtlich der Stabilität
(Abschnitt 10.6) und werden zur Lösung “steifer Anfangswertaufgaben”
benötigt.

(iv) Bei einer skalaren AWA ist in jedem Schritt eines impliziten R-stufigen
RK-Verfahrens ein R-dimensionales nichtlineares Gleichungssystem für
~K = [K1, . . . ,KR ]

T zu lösen. Dies kann durch die Einschränkung auf sog.
“diagonale RK-Verfahren” mit den Steigungen

Kk(f , x , y , h) := f (x + hak , y + h
∑k

ν=1 bkνKν(f , x , y , h))

insofern reduziert werden, als die Gleichungen einzeln und nacheinander für
k = 1, 2, . . . ,R zu lösen sind. Hierbei ist die Matrix B im RK-Schema eine
untere Dreiecksmatrix; jedes Diagonalelement brr 6= 0 bezeichnet eine implizite
Gleichung für Kr .



10.52 Beispiele:

a) Ein einstufiges implizites Runge-Kutta Verfahren hat die Zuwachsfunktion

Φ = K1 = f (x + ah, y + ahK1).

Hierbei sind äußere und innere Konsistenzbedingungen bereits berücksichtigt.
Taylor-Entwicklung an der Stelle (x , y) ergibt

Φ = K1 = f + ah(fx + K1fy ) +
a2h2

2
(fxx + 2K1fxy + K 2

1 fyy ) +O(h3).

Rekursives Einsetzen der (bei O(h2) bzw. O(h) abgeschnittenen)
Taylor-Entwicklung von K1 ergibt

Φ = f + ahfx + ahfy (f + ahfx + ahfy f ) +
a2h2

2
(fxx + 2fxy f + fyy f

2) +O(h3).

Vergleich der Koeffizienten mit dem exakten relativen Zuwachs ∆ in 10.36 ergibt
für die Konsistenzordnung 2 die notwendige und hinreichende Bedingung

a =
1

2
,

also ist die implizite Mittelpunktsregel das einzige implizite 1-stufige Verfahren
mit Konsistenzordnung 2. Es hat keine höhere Konsistenzordnung, weil z.B. der
Koeffizient h2/8 von fxx nicht passt.



b) Ein 2-stufiges implizites Verfahren der Konsistenzordnung 4 ist gegeben durch

K1 = f
(

x + 3−
√

3
6

h, y + 1
4
hK1 +

3−2
√

3
12

hK2

)

,

K2 = f
(

x + 3+
√

3
6

h, y + 3+2
√

3
12

hK1 +
1
4
hK2

)

,

Φ = 1
2
(K1 + K2).

Hängt f nicht von y ab, so entspricht dieses Verfahren der 2-punktigen
Gauss-Formel.



Bemerkung: Die Konsistenzordnung 2R ist für ein R-stufiges RK-Verfahren optimal:
falls die rechte Seite der Differentialgleichung nicht von y abhängt, sind die
Steigungen des (expliziten und impliziten) RK-Verfahrens gegeben durch
Kr = f (x + har ). Bei Konsistenzordnung p gilt also

y(x + h) − y(x) =

∫ x+h

x
f (t) dt = h

R∑

r=1

cr f (x + har ) +O(|h|p+1).

Hierdurch ist eine Quadraturformel mit R Knoten definiert. Wählt man f (t) = t j für
0 ≤ j ≤ p − 1, so sieht man, dass die Formel exakt sein muss für alle Polynome vom
Grad kleiner oder gleich p − 1. Andererseits ist bekannt, dass die Gauss-Formeln vom
Exaktheitsgrad 2R − 1 den maximalen Exaktheitsgrad besitzen, also ist p ≤ 2R.



10.6 Stabilität von Einschrittverfahren

In den Übungen wurde bereits das Beispiel der monotonen und autonomen AWA

y ′ = αy , y(x0) = y0 6= 0,

mit α < 0 behandelt. Ihre Lösung y : R → R, y(x) = y0eα(x−x0), fällt exponentiell
gegen 0 für x → ∞.

◮ Wählt man jedoch beim Eulerschen Polygonzugverfahren eine zu große
Schrittweite h > 2/|α|, so erhält man eine unbeschränkte Folge

yk = (1 + hα)ky0, k ∈ N.

Dieser Effekt wird durch den “Dämpfungs- bzw. Verstärkungsfaktor”
ω = 1 + hα ausgelöst.

◮ Der gleiche Effekt stellt sich auch bei Verfahren höherer Ordnung ein, wie das
folgende Beispiel zeigt.



10.53 Beispiel: Das klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung liefert für die obige
AWA die Werte

K1 = f (xk , yk) = αyk

K2 = f (xk + h
2
, yk + h

2
K1) =

(

1 + hα
2

)

αyk ,

K3 = f (xk + h
2
, yk + h

2
K2) =

(

1 + hα
2

+
(hα)2

4

)

αyk ,

K4 = f (xk + h, yk + hK3) =
(

1 + hα +
(hα)2

2
+

(hα)3

4

)

αyk ,

yk+1 = yk + h
6
(K1 + 2K2 + 2K3 + K4)

=
{

1 + hα
6

+ hα
3

(

1 + hα
2

)

+ hα
3

(

1 + hα
2

+ (hα)2

4

)

+ hα
6

(

1 + hα+ (hα)2

2
+ (hα)3

4

)}

yk

=
{

1 + hα+ (hα)2

2
+ (hα)3

6
+ (hα)4

24

}

yk

also

yk =

(

1 + hα +
(hα)2

2
+

(hα)3

6
+

(hα)4

24

)k

y0.

Für den “Dämpfungsfaktor”

ω =
4∑

k=0

(hα)k

k!

findet man mit Hilfe einer Kurvendiskussion

|ω| < 1 ⇔ hα ∈ (c4, 0) mit c4 = −2.7853...



Lineare skalare Stabilitätsanalyse

10.54 Definition: Absolute Stabilität und A-Stabilität

a) Ein Einschrittverfahren heißt absolut-stabil für ein z ∈ C \ {0}, wenn
zu jeder AWA y ′ = αy , y(x0) = y0 mit α ∈ C \ {0} und zur
Schrittweite h 6= 0 mit hα = z die Folge (yk)k≥0 beschränkt ist. Die
Menge

SG := {z ∈ C \ {0}; Verfahren ist stabil für z}

heißt das Stabilitätsgebiet des Einschrittverfahrens.

b) Ein Einschrittverfahren heißt A-stabil, wenn es für alle z ∈ C \ {0}
mit Re z ≤ 0 absolut-stabil ist, d.h. wenn

{z ∈ C \ {0}; Re z ≤ 0} ⊂ SG

gilt.



10.55 Stabilitätsgebiete: Alle betrachteten expliziten und impliziten Einschrittverfahren
liefern für die Modellgleichung y ′ = αy , y(x0) = y0, zur Schrittweite h 6= 0 die Werte

yk = [G(hα)]ky0, k ∈ N.

Man bezeichnet G(hα) als den “Dämpungs- bzw. Verstärkungsfaktor”, und es gilt

SG = {z ∈ C \ {0}; |G(z)| ≤ 1}.

Die Bestimmung des Stabilitätsgebietes ist also eine Aufgabe der (komplexen)
Analysis.

10.56 Stabilitätsgebiete expliziter Verfahren:
Bei den expliziten Einschrittverfahren ist G(z) = G(hα) ein Polynom in z . Speziell bei
den expliziten R-stufigen Runge-Kutta-Verfahren hat G den exakten Grad R. Falls das
Verfahren sogar die Konsistenzordnung p = R hat, gilt (wie in Beispiel 10.53)

G(z) =

p
∑

k=0

zk

k!
.

Das Stabilitätsgebiet der bekannten Verfahren der Ordnung p ≤ 4 wird also durch p
bestimmt.



−1

i

2i

3i

−i

−2i

−3i

Re hα

Im hα

Euler

Heun, Trapez

p=3

p=4

Für reelle α ergibt sich das Stabilitätsintervall SI = SG ∩R = [cp, 0) mit

p 1 2 3 4
cp −2 −2 −2.5127 −2.7853



10.57 Stabilitätsgebiete impliziter Verfahren:
Bei den impliziten Einschrittverfahren ist G(z) = G(hα) eine rationale Funktion von
z . Speziell bei den impliziten R-stufigen Runge-Kutta-Verfahren lauten die Steigungen
Kk , 1 ≤ k ≤ R, zur Dgl. y ′ = αy

Kk = αy + hα
R∑

j=1

bkjKj , 1 ≤ k ≤ R.

Diese impliziten Gleichungen sind äquivalent zum linearen Gleichungssystem (s.
Bemerkung 10.51(ii))

(I − hαB)~K = αy~1,

wobei B = (bkj )1≤k,j≤R die Matrix im RK-Schema und ~K bzw. ~1 Spaltenvektoren der
Steigungen bzw. der Konstanten 1 sind.

Mit der Cramerschen Regel schließen wir, dass

hKk

y
=

gk(hα)

det(I − hαB)
, 1 ≤ k ≤ R,

eine rationale Funktion von z = hα mit dem Nennerpolynom det(I − zB) vom Grad R
und einem Zählerpolynom gk vom Grad R ist. Also ist auch

G(z) = 1 +
R∑

k=1

ck
hKk

y

eine rationale Funktion mit Zählerpolynom vom Grad R und Nennerpolynom
det(I − zB).



10.58 Beispiele:

(i) Implizites Polygonzugverfahren: G(z) = 1
1−z

liefert sofort

SG = {z ∈ C \ {0}; |z − 1| ≥ 1}.

Das Verfahren ist A-stabil. VORSICHT: Exakte Lösungen für Reα > 0 wachsen
exponentiell, während |yk | für Schrittweiten h > 0 mit hα ∈ SG beschränkt ist
oder sogar exponentiell gegen Null konvergiert. Das Verfahren “täuscht” für
Reα > 0 ein falsches asymptotisches Verhalten vor.

(ii) Implizite Trapezmethode: G(z) = 2+z
2−z

liefert

SG = {z ∈ C \ {0}; Re z ≤ 0}.

Das Verfahren ist ebenfalls A-stabil.

(iii) Implizite Mittelpunktsregel in Beispiel 10.51(a): G(z) = − 2+z
2−z

liefert das gleiche

Ergebnis wie in (ii).

(iv) Implizite 2-stufige RK-Methode in Beispiel 10.51(b):

G(z) =
12 + 6z + z2

12− 6z + z2
=

(z + η)(z + η)

(z − η)(z − η)

mit η = 3 + i
√
3 hat das gleiche Stabilitätsgebiet wie die Mittelpunktsregel, also

ist das Verfahren ebenfalls A-stabil.



10.59 Beispiel: Lösung einer linearen steifen AWA
Wir betrachten nun den mehrdimensionalen Fall. Sei hierzu die AWA

y ′ = Ay , y(0) = [1, 0,−1]T mit A =





−21 19 −20
19 −21 20
40 −40 −40





gegeben. Die Eigenwerte von A sind λ1 = −2, λ2,3 = −40± 40i , zugehörige
Eigenvektoren sind

v1 =





1
1
0



 , v2 =





1
−1
−2i



 , v3 = v2.

Mit der Matrix S = [v1, v2, v3] und dem Anfangswert berechnen wir den
Koeffizientenvektor c = S−1[1, 0,−1]T = 1

4
[2, 1− i , 1 + i ]T und die Lösung

y(x) = S





c1e
λ1x

c2eλ2x

c3eλ3x



 =
1

2





e−2x + e−40x (cos 40x + sin 40x)
e−2x − e−40x (cos 40x + sin 40x)

−2e−40x (cos 40x − sin 40x)



 ,

siehe Abb. (a). Die Funktion e−40x klingt sehr schnell ab, für x ≥ 0.3 ist
e−40x ≤ 6.2 · 10−6. Im Bereich 0 ≤ x ≤ 0.1 haben die Lösungskomponenten yk ,
k = 1, 2, 3, noch große Steigungen, also wählen wir eine kleine Schrittweite h = 0.001
für explizites (Abb. (b)) und implizites Euler-Verfahren (Abb. (c)). Für 0.1 ≤ x ≤ 0.3
liegt weniger Variation der yk vor, wir arbeiten mit h = 0.005, und für x ≥ 0.3 sogar
mit h = 0.05. Das implizite Euler-Verfahren liefert eine gute Näherung, während das
explizite Verfahren bereits ab x = 0.6 zu unbrauchbaren Schwingungen der Lösung
führt: Der Fehler entsteht durch “Aufschaukeln” der Grundlösungen eλ2x und eλ3x ,
die in allen Lösungskomponenten yk auftreten.
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10.60 Bemerkung: Ein ähnliches Lösungsverhalten erwartet man bei AWA’n

y ′ = f (x , y), y(x0) = y0,

für die die Funktionalmatrix fy (x , y) an jeder Stelle diagonalisierbar ist und Eigenwerte
mit stark unterschiedlichem negativen Realteil besitzt. Man definiert die
Steifigkeitsrate der AWA an der Stelle x als Quotient

κ(x) =
max{|Reλ(x)|; λ(x) Eigenwert von fy (x , y) mit Reλ(x) < 0}
min{|Reλ(x)|; λ(x) Eigenwert von fy (x , y) mit Reλ(x) < 0}

.

Im Fall κ(x) >> 1 kann mit großer Schrittweite nur dann operiert werden, wenn ein
absolut-stabiles Verfahren eingesetzt wird.



10.7 Automatische Schrittweitenkontrolle

Große Schrittweiten |h| haben den Vorteil, dass man mit wenigen Schritten
Näherungen der Lösung y(x) an Stellen bekommt, die weit vom Anfangspunkt x0
entfernt sind. Dadurch hat man die Möglichkeit, das Langzeitverhalten der Lösung
sinnvoll zu erfassen. Andererseits führt zu großes |h| auf zu große (lokale und globale)
Diskretisierungsfehler.



10.61 Beispiel: Die AWA
y ′ = −200xy2, y(0) = 1,

hat die exakte Lösung y(x) = 1
1+100x2

. Um Näherungen von y(2) = 1/401 zu

erhalten, verwenden wir das klassische Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 4 und das
Verfahren von Heun (Ordnung 2) zu verschiedenen Schrittweiten und berechnen den
Fehler an der Stelle x = 2.

Runge-Kutta 4. Ordnung Heun 2. Ordnung
h Auswertungen von f Fehler Auswertungen von f Fehler

10−1 80 0.21 · 10−5 40 0.25 · 10−2

10−2 800 −0.20 · 10−9 400 −0.65 · 10−6

10−3 8000 −0.19 · 10−13 4000 −0.62 · 10−8

10−4 80000 −0.12 · 10−16 40000 −0.62 · 10−10

10−5 800000 −0.12 · 10−16 400000 −0.62 · 10−12

Bei den expliziten Einschrittverfahren steigt die Rechenzeit linear mit der Anzahl der
Auswertungen von f , also reziprok zur Schrittweite. Man erkennt die
Konvergenzordnungen anhand der globalen Fehler bei x = 2, da die Verkleinerung der
Schrittweite um den Faktor 1/10 jeweils eine Verkleinerung des Fehlers um 10−4

(Runge-Kutta) bzw. 10−2 (Heun) bewirkt. Typisch tritt dieser Effekt nur bei
“mittleren” Schrittweiten auf und wird bei zu großem oder zu kleinem h von anderen
Fehlern überdeckt (z.B. Rundungsfehler, Terme höherer Ordnung in h).



10.62 Diskussion: In der Praxis wird man durch Anpassen der Schrittweite h in jedem
Iterationsschritt versuchen, die Anzahl der Schritte zu kontrollieren. Dann hat das
Einschrittverfahren zur Zuwachsfunktion Φ die Form

Für k = 0, 1, . . .
bestimme die Schrittweite hk und setze
xk+1 := xk + hk , yk+1 := yk + hkΦ(f , xk , yk , hk ).

Für die Wahl von hk gibt es unterschiedliche Überlegungen, die z.T. heuristische
Argumente benutzen. Die Abschätzung im Beweis der Konvergenzordnung expliziter
Verfahren zeigt, dass Ek := y(xk)− yk die Gleichung

Ek+1 = Ek + hk {r(f ,Φ, xk , y(xk), hk ) + Φ(f , xk , y(xk), hk )− Φ(f , xk , yk , hk)}
erfüllt. Wesentlich für die Anwendung des (diskreten) Gronwall-Lemmas sind daher

◮ die lokale Lipschitzkonstante von Φ in der Umgebung des Punktes (xk , y(xk)),

◮ die Größe des lokalen Diskretisierungsfehlers in der Umgebung desselben Punktes.

◮ Eigentlich sind auch die Vorzeichen der einzelnen Terme wichtig, da evtl.
wesentlich bessere Abschätzungen als durch die Dreiecksungleichung erzielt
werden können.

Gelingt es, den lokalen Diskretisierungsfehler durch die Wahl der Schrittweite hk
unterhalb einer Toleranz TOL zu halten, also

|r(f ,Φ, xk , yk , hk )| ≤ TOL,

so tritt die Konstante TOL an die Stelle des Parameters Rh im Konvergenzsatz 10.44.
Man wird TOL deutlich größer als die Maschinengenauigkeit eps setzen, etwa
TOL = 10−6 bei doppelt genauer Gleitpunktarithmetik.



Im Folgenden werden zwei Verfahren zur Schätzung des lokalen Diskretisierungsfehlers
angegeben. Man möchte mit wenig zusätzlichem Rechenaufwand durch Vergleich von
zwei Näherungen für y(xk+1) einen solchen Schätzwert erhalten.

10.63 Methode der Schrittweitenhalbierung: Wir setzen ein Einschrittverfahren der
Konsistenzordnung p voraus, dessen lokaler Diskretisierungsfehler die Form

r(f ,Φ, x , y , h) = τ(x , y)hp +O(|h|p+1)

besitzt, also im dominanten Term den Faktor τ(x , y) enthält.

◮ Für den k-ten Schritt sei eine “Schätzschrittweite” H (z.B. H = 2hk−1) gegeben.

◮ Wir bestimmen vorläufige Werte

yH
k+1=yk + HΦ(f , xk , yk ,H), (1 Schritt mit Schrittweite H)

y
H/2
k+1/2

= yk + H
2
Φ(f , xk , yk ,

H
2
)

y
H/2
k+1 = y

H/2
k+1/2

+ H
2
Φ(f , xk + H

2
, y

H/2
k+1/2

, H
2
)







(2 Schritte mit Schrittweite H
2
)

zum vorläufigen x-Wert xk+1 := xk + H. Als Schätzwert für den Faktor τ
verwenden wir

τ̃ =
y
H/2
k+1 − yH

k+1

Hp+1(1 − 2−p)
.

Dies entspricht dem Schätzwert für den lokalen Diskretisierungsfehler

r̃H =
y
H/2
k+1 − yH

k+1

H(1 − 2−p)
≈ r(f ,Φ, xk , yk ,H).



◮ Wir haben bisher die Darstellung

r(f ,Φ, xk , yk , h) = τ̃hp +O(hp+1)

für alle Schrittweiten 0 < h ≤ H erhalten. Um die Beziehung

r(f ,Φ, xk , yk , h) ≈ TOL

zu erzielen, setzt man daher zunächst

h̃k :=

(
TOL

|τ̃ |

)1/p

= H

(
TOL

|r̃H |

)1/p

.

Dann verfährt man wie folgt:

1. Falls h̃k << H/2 = hk−1 gilt (z.B. h̃k ≤ H/4), ist die Schätzung für
r(f ,Φ, xk , yk ,H) zu grob. Wiederhole die Berechnung von τ̃ mit der neuen
Schätzschrittweite H = 2h̃k . (Beende die Rechnung, falls H < hmin!. In
diesem Fall vermutet man, dass die Lösung eine Singularität aufweist.)

2. Andernfalls setze hk := H, xk+1 := xk + hk und yk+1 := y
H/2
k+1 und fahre

mit dem nächsten Schritt genau so fort.



10.64 Methode der eingebetteten Einschrittverfahren: Wir verwenden zwei
Einschrittverfahren mit Zuwachsfunktionen ΦA und ΦB und Konsistenzordnungen
1 ≤ pA < pB . Die Verfahren werden so ausgewählt, dass die Berechnungen von ΦB

nur noch wenige zusätzliche Auswertungen von f erfordern. Beispiele von passenden
Verfahren sind RK-Verfahren 2. und 3. Ordnung; das Verfahren höherer Ordnung
benötigt nur eine weitere Auswertung von f .

a)

0
1
2

1
2

1 0 1

0
1
2

1
2

1 −1 2

1 1
6

2
3

1
6

(verb. Euler) (Kutta 3. Ordnung)

b)

0
1 1

1 1
2

1
2

0
1 1

1
2

1
4

1
4

1 1
6

1
6

2
3

(Heun 2. Ordnung) (weiteres Kutta 3. Ordnung)

c) Weitere eingebettete Verfahren 4. Ordnung in Verfahren 5. Ordnung wurden
von England (1969) und Fehlberg (1964–1970) vorgeschlagen. Siehe H. R.
Schwarz, Numerische Mathematik (Bibl. Sign. b350/Schw).



Bezeichne wieder H die vorgesehene Schätzschrittweite (etwa H = hk−1). Dann
ersetzt ΦB (f , xk , yk ,H) den exakten relativen Zuwachs ∆(f , xk , yk) und der lokale
Diskretisierungsfehler der Methode ΦA wird geschätzt durch

rA(f ,ΦA, xk , yk ,H) ≈ ρ := ΦB (f , xk , yk ,H)− ΦA(f , xk , yk ,H).

Unter Beachtung der Konsistenzordnung pA des eingebetteten Verfahrens ΦA verfährt
man wie folgt:

1. Falls ρ > TOL gilt, halbiere H und berechne damit den neuen Schätzwert für
den Diskretisierungsfehler. (Beende die Rechnung, falls H < hmin!, siehe oben.)

2. Falls in ν (etwa ν = 3) aufeinanderfolgenden Schritten des Einschrittverfahrens
ρ < TOL/2pA gilt, verdopple H und berechne damit den neuen Schätzwert für
den Diskretisierungsfehler. (Zufällige Übereinstimmung von ΦA und ΦB soll
durch ν > 1 unberücksichtigt bleiben.)

3. Im Bereich TOL/2pA ≤ ρ ≤ TOL wird xk+1 := xk + H,
yk+1 := yk + HΦA(f , xk , yk ,H) akzeptiert.



10.65 Algorithmus: Verbessertes Euler-Verfahren ΦA der Ordnung 2, Einbettung in
Runge-Kutta-Verfahren 3. Ordnung ΦB :

f u n c t i o n [ x , y ]= s c h r i t t w e i t e e u l e r ( x0 , y0 , xend , h0 , hmin ,TOL, f )
% Loesung de r AWA y ’= f ( x , y ) , y ( x0)=y0 im I n t e r v a l l x0<=x<=xend
% mit a u t oma t i s c h e r S c h r i t t w e i t e n k o n t r o l l e
xk=x0 ; yk=y0 ; h=h0 ; x=[x0 ] ; y=[y0 ] ;
nu=0; % Pos i t i v −Za eh l e r zu r Ve r k l e i n e r u n g de r S c h r i t t w e i t e
wh i l e ( xk<xend )

h=min (h , xend−xk ) ;
k1=f e v a l ( f , xk ) ; % verb . Eu l e r und
k2=f e v a l ( f , xk+h/2 , yk+h/2∗k1 ) ; % Kutta−Ver f . 3 . Ordnung
k3=f e v a l ( f , xk+h , yk+h∗(−k1+2∗k2 ) ) ;
phiA=k2 ;
phiB=(k1+4∗k2+k3 ) / 6 ;
rho=phiB−phiA ;
i f ( abs ( rho)>TOL) % Sc h r i t t w e i t e zu g r o s s

h=h /2 ; nu=0;
i f ( h<hmin )

e r r o r ( ’ S c h r i t t w e i t e w i rd zu k l e i n ’ )
end

e l s e i f ( nu<3) |( abs ( rho )>(TOL/4) ) % verwende S c h r i t t w e i t e h
xk=xk+h ; yk=yk+h∗phiA ; x=[x , xk ] ; y=[y , yk ] ;
i f abs ( rho )>(TOL/4) % No rma l f a l l , gute S c h r i t t w e i t e

nu=0;
e l s e

nu=nu+1; % e v t l . S c h r i t t w e i t e demnaechst ve rdoppe l n
end

e l s e % rho<TOL/4 i s t zum 3 . Mal e r f u e l l t
h=2∗h ; % ve r d opp l e S c h r i t t w e i t e
nu=0;

end

end



10.66 Beispiel zu Algorithmus 10.65:
Wir betrachten die lineare AWA

y ′ = (3− x)y , y(0) = 1,

deren Lösung y(x) = e3x−x2/2 wir als Beispiel zum Stabilitätssatz 10.21 gesehen
haben.

◮ Die AWA ist auf dem Intervall (3 + δ,∞) monoton im Sinn von Definition 10.22,
ihre Lösung konvergiert exponentiell gegen Null für x → ∞.

◮ Bei “eingefrorenem” x-Wert entspricht sie der Modellgleichung mit
α = 3− x < 0. Dieser Wert ergibt Stabilität der verbesserten Euler-Methode nur
für Schrittweiten hk < 2/(xk − 3).

Was ergibt nun die Schrittweitenkontrolle?

◮ Zum Wert TOL = 10−4 benötigt das Verfahren auf dem Intervall [0, 100] genau
4899 Schritte. Zu Beginn stellen sich Schrittweiten h = 2−8 ≈ 0.004 und
2−9 ≈ 0.002 ein, um den “Buckel” der Lösung mit der gewünschten Genauigkeit
zu berechnen.

◮ Der globale Fehler wächst auf ca. 0.0019 bei x = 3 und nimmt dann wieder ab.

◮ Ab ca. x = 6.4 wird h mehrmals verdoppelt bis zur Maximalschrittweite h = 0.5
bei x = 9.5. Diese große Schrittweite tritt nur sporadisch auf und wird umgehend
wieder verkleinert: die Instabilität des verbesserten Euler-Verfahrens bei zu
großer Schrittweite führt dazu, dass die automatische Schrittweitenkontrolle zwar
den globalen Fehler weiterhin kontrolliert, jedoch die Schrittweite dafür nach und
nach verkleinert. Bei x = 100 ist man wieder bei h = 1/64.



10.67 Beispiel mit A-stabilen Verfahren:
Die lineare AWA

y ′ = (3− x)y , y(0) = 1,

aus Beispiel 10.66 wird nun mit der 1-stufigen impliziten RK-Methode ΦA (Ordnung
2, siehe 10.52(a)) und mit der 2-stufigen impliziten RK-Methode (Ordnung 4, siehe
10.52(b)) behandelt. Beide Verfahren sind A-stabil.

Was ergibt die Schrittweitenkontrolle bei diesem Verfahren?

◮ Zum Wert TOL = 10−4 benötigt das Verfahren auf dem Intervall [0, 100] genau
2039 Schritte. Zu Beginn stellen sich genau wie in Beispiel 10.66 Schrittweiten
h = 2−8 ≈ 0.004 und 2−9 ≈ 0.002 ein, um den “Buckel” der Lösung mit der
gewünschten Genauigkeit zu berechnen. Dies liegt daran, dass hier wie in
Beispiel 10.66 Verfahren ΦA der Konsistenzordnung p = 2 gewählt wurden.

◮ Der globale Fehler wächst auf ca. 0.0018 bei x = 3 und nimmt dann wieder ab.

◮ Ab ca. x = 6.2 wird h mehrmals verdoppelt. Die Schrittweite h = 0.5 wird
erstmals bei x = 9.3 angenommen.

◮ Die Schätzungen des lokalen Diskretisierungsfehlers bleiben nun deutlich unter
der Toleranz und könnten in jedem Schritt weiter verdoppelt werden. Nur der
Zähler ν verhindert dies. Es kommt zur Verdopplung von h in jedem 3. Schritt
bis h = 16, der globale Fehler fällt unter 10−9.

◮ Hier erlaubt die A-Stabilität ein unbegrenztes Wachsen der Schrittweite.
Rechnet man bis x = 1000 weiter, braucht man nur 10 Schritte: es entstehen
Schrittweiten von h = 256 bei weiterhin hoher Genauigkeit.
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