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10.1 Grundlagen

10.1 Motivation: Viele Prozesse der Natur werden durch
Differentialgleichungen oder Systeme von Differentialgleichungen
beschrieben. Hierbei werden Beziehungen zwischen der Funktion

y : [a,b] = R und ihrer Ableitungen y’(x), y”(x),... dargestellt, die
man nach y aufldsen muss.

exponentieller Wachstums- bzw. Zerfallprozess, allgemeine Losung
ist y : R — R mit y(t) = Ce®* mit beliebiger Konstante C € R.
Meist wird die Konstante durch die Angabe eines Anfangswerts
y(to) = yo bestimmt.

> ‘y':ay(R—y)‘mita>0,
logistischer Wachstumsprozess, Losungen sind y : R — R mit

y(t) = 15 Co ot mit beliebiger Konstante C > 0. Zu dem

Anfangswert 0 < y(0) = yp < R ermittelt man C = y% —-1>0.
Beachte: Es gibt andere Losungen mit C < 0.



» Ein System von Differentialgleichungen kann die Dynamik und die
Wechselwirkung mehrerer Prozesse modellieren, wie z.B. das
Rauber-Beute-Modell von Lotka und Volterra: die Population der
Beutetiere y; hat die exponentielle Wachstumsrate a, die jedoch
durch die Anwesenheit der Raubtierpopulation y» (gewichtet mit der
Beuterate b) vermindert wird. Die Differenz aus Reproduktions- und
Sterberate der Raubtierpopulation y» schwankt in Abhangigkeit der
GroBe der Population der Beutetiere:

yi = yi(a—by)
s = ya(cyn —d)

Die interessante Feststellung, dass die Losungen y; und y»
periodisch sind, bezeichnet man als 1. Volterra-Regel. Man beachte
noch, dass die konstanten Ldsungen y1(t) = d/c und y»(t) = a/b
fir alle t € R einen Gleichgewichtszustand (sog. Fixpunkt,
stationére Losung) beschreiben.



10.2 Richtungsfeld

Die Differentialgleichung

(+)

(x,¥)

f
y(x) gehort, so wird durch (*) die

y =
f(x,y) in diesem Punkt angegeben. Wir zeichnen also

lasst sich veranschaulichen im Richtungsfeld: wenn der Punkt (x,y) € R?

ein kurzes Geradenstiick mit dieser Steigung und bekommen einen

Eindruck tber den weiteren Verlauf des Graphen der Losung:

zum Graphen einer Losung y

Steigung y’(x)

—y erhalten wir z.B. die folgenden

» Zur Differentialgleichung y’

Losungen:

Zwei Losungen zu y'=-y
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V/ly| erhalten wir Lésungen, die sich

Verzweigung (Bifurkation) fiir y

» Zur Differentialgleichung y’
verzweigen konnen:
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10.3 Definition: Losung einer Differentialgleichung

Gleichungen der Gestalt
y'=f(x,y) oder  F(x,y,y')=0 (*)

heiBen (explizite bzw. implizite) Differentialgleichungen 1. Ordnung. Im
ersten Fall ist die Funktion f : / X G — R" mit einem offenen Intervall
I C R und einem Gebiet G C R” gegeben, und im zweiten Fall ist

F : 1 x G x H mit Gebieten G, H C R"” gegeben.

Eine Losung der Differentialgleichung ist eine auf einem Intervall J C /
definierte differenzierbare Funktion y : J — R" mit y(x) € G (und

y'(x) € H im impliziten Fall) fiir alle x € J, die die Gleichung (*) fiir alle
x € J erfiillt.

Beispiele:

> y' =2xy — x?y3 ist eine explizite Dgl. 1. Ordnung, die rechte Seite ist durch
f:RxR =R, f(x,y) = 2xy — x%y3 gegeben.

2
> y(y +1)%— 1—2 = 0 ist eine implizite Dgl. 1. Ordnung, definiert durch die
2
Funktion F: (0,00) x Rx R = R, F(x,y,y’) = y(y' +1)?> — 1—2



Eine Dgl. hat im allgemeinen unendlich viele Lésungen (siehe
Integration).

10.4 Definition: Anfangswertproblem (AWP)

Ein Anfangswertproblem besteht aus einer Differentialgleichung 1.
Ordnung (explizit oder implizit)

y'=f(x,y)  (oder  F(x,y,y")=0) (*)

sowie einer Anfangsbedingung y(xp) = o an einer festen Stelle xo € /.

Eine Funktion y : J — R"” mit J C / ist Losung des AWP, wenn xg € J
sowie y(xp) = yo gilt und wenn y die Differentialgleichung (*) I9st.

Bemerkung: Losungen einer Dgl. und eines AWP existieren im
Allgemeinen nur auf Teilmengen von /. Z.B. hat das AWP

Y =@1+y%), y(0)=0,

die eindeutige Losung y(x) = tanx auf J = (—7/2,7/2) und kann nicht
uber das Intervall J hinaus fortgesetzt werden, obwohl die Funktion
f(x,y) =1+ y? auf R x R definiert ist.



10.5 Bemerkung: Eine skalare AWA hoherer Ordnung

Y =f0y,y sy ), y(x) = o
Y'(o) = ¥,
y(n—l)(XO) _ yén—l)’

wird durch die Festlegungen

Y = : , F(x,Y)= : ., Yo=

YD) Fy.y's .y D) % .

zu einem System von Differentialgleichungen erster Ordnung
Y' = F(x,Y), Y (x0) = Yo,

dessen Losungsvektor Y : J — R” in der ersten Komponente die Losung
der gestellten AWA enthalt.



Der wichtigste Typ von Differentialgleichungen 1. Ordnung
10.6 Definition und Satz: Skalare lineare Dgl. 1. Ordnung
Die explizite Dgl. 1. Ordnung

y'=p(x)y + q(x)

mit stetigen Funktionen p, g : | — R auf dem offenen Intervall | =]a, b[
heiBt lineare Differentialgleichung 1. Ordnung.

Mit einer Stammfunktion P von p lautet die allgemeine Losung

y: =R yx) = eP(X)/q(x)e*P(X) dx.

Fiir xo € I ist die eindeutige Ldsung zum Anfangswert y(x0) = o
gegeben durch

yil =R, y(x)=e™ ()/0 +/ q(t)e= ") dt> :
X0

wobei P(x) = / p(t) dt die Stammfunktion von p mit P(xp) = 0 ist.

X0



Beweis: Ableiten der allgemeinen Losung mit der Produktregel:
d (epm / o(t)e—PO dt)
dx
P(x)y(x) + q(x).

Weitere Lésungen gibt es nicht! (siehe Satz 10.9)

P’ (x)eP) [ q(t)e=P1) dt + P9 g(x)e—P()

Die Bestimmung der Integrationskonstante C aus der Anfangsbedingung y(x0) = yo
ist leicht.

Bemerkung: Man beachte, dass die Losung der linearen Dgl. 1. Ordnung
im gesamten Intervall /, auf dem die Funktionen p, g stetig sind, existiert.
Man spricht deshalb auch von der Existenz der globalen Losung der Dgl.
Dies ist fiir nicht-lineare Dgl. im Allgemeinen nicht der Fall (s. Beispiel
oben), wird aber fiir eine Klasse von Dgl. im Abschnitt 10.3 (Stabilitat)
behandelt.



10.7 Beispiele:
(a) y’ = ay (mit a € R) hat die allgemeine Lsung y(x) = Ce®* auf | = R.
Zum Anfangswert y(xp) = yo lautet die eindeutige Lésung y(x) = ype®(*—0),

(b) y' = o (mit @ € R\ {0}) hat die allgemeine Losung y(x) = Cx® auf
I = (O,Xoo) bzw. y(x) = C|x|* auf | = (—o0,0).
Zum Anfangswert y(xo) = yo mit xp 7# O lautet die eindeutige Losung
y(x)=w (%)a auf demjenigen der beiden Intervalle (0, c0) oder (—oo, 0), das
xp enthalt.

(c) ¥’ =2axy (mit a € R) hat die allgemeine Lésung y(x) = Ce® auf | = R.

Zum Anfangswert y(xo) = yo lautet die eindeutige Lsung y(x) = yoea(XZ_Xg).

(d) y" = 2axy + Bx wird geldst mit
P(x) = ax?, /ﬁxe*o‘)<2 dx = —£67QX2 + C.
2
Die allgemeine Losung lautet also

y:R=>R, y(x)= _B 1 Ce.
2«

Zum Anfangswert y(xo) = yo lautet die eindeutige Lésung
2_ 2
y) ==& + (o + £ ) et =),



(e) y' +y + y? =0 ergibt mit der Substitution u = y—! die lineare Dgl.
v’ — u—1=0. Deren allgemeine Lésung ist

1
=C"-1 — =—=—.
u(x) = Ce Y=
Die Losung ist fiir u # 0, y # 0, also fiir alle
x € R, falls C <0,
x € (—o0,In(1/C)), falls C > 0,

definiert.



10.8 Existenzsatz von Peano
Die Funktion f : [ x G — R" sei stetig.
Dann existiert zu jedem Punkt (xo, y0) € | X G ein Intervall
J = (x0 — 8, x0 + &) sowie eine differenzierbare Funktion y : J — R", die
das AWP
Y =1f(xy), y(x)=y
auf J lost.



10.9 Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Lindelof

Die Funktion f : | x G — R" sei stetig. Weiterhin sei f
Lipschitz-beschrankt bzgl. y, d.h. es existiert eine Lipschitzkonstante
L>0 mit

(%, y1) = £, y2)ll < Lliya — yel|
fur alle y1,y» € G und alle x € | (vgl. 6.2.3).
Dann existiert zu jedem Punkt (xo, yo) € / X G ein Intervall
J = (x0 — d, %0 + 0) sowie eine differenzierbare Funktion y : J — R”, die
das AWP

y'=1f(xy),  y(x)=y

auf J lost.

Weiterhin gilt: Jede weitere Losung z = z(x) desselben AWP stimmt auf
J mit y lberein.

Bemerkung:

(a) Die Berechnung von Lipschitz-Konstanten wurde in 6.2.4 erldutert.



(b) Zum Beweis: Man erhélt die eindeutige Losung y als Grenzwert der
rekursiv definierten Funktionenfolge

.yO(X) = Yo, X € Ja
Yy (x) Yo +/ f(t,y* = I(t))dt, xeJ, keN.

X0

Dahinter steckt eine lterations-Abbildung ® : C(J) — C(J),
o)) =0+ [ flt.g(0) k.
X0

Mit Hilfe der Lipschitz-Konstanten L von f (bzgl. y) lasst sich die
Kontraktionseigenschaft von ® nachweisen:

[®(g1) — P(g2)]l0 < max < Lé||g1 — &2l oo-

/um—@mm

X0

Die Wahl des Intervalls J = (xo — 0, xp + d) ist so vorzunehmen, dass
» JC I gilt,
» g := L§ < 1 eine Kontraktionskonstante von @ ist, und
> die e-Umgebung von yo, mit € = §||f||, in G liegt. Diese
Eigenschaft ist fiir G = R" immer erfiillt.



()

Die Aussage des Satzes von Picard-Lindelof wird auch lokale
Eindeutigkeit genannt. Betrachten wir das Richtungsfeld der Dgl.,
so konnen sich die Graphen von Losungen y und z der gleichen Dgl.
zu verschiedenen Anfangswerten y(xo) = yo und z(x) = zp mit

Yo # zp im Intervall J nicht schneiden. Insbesondere sind hier
Verzweigungen ausgeschlossen.

Maximale Losung: Eine direkte Folgerung des Satzes von
Picard-Lindelof ist die Existenz und Eindeutigkeit der Losung der
AWA in groBen Intervallen. Zur Losung y : J — R" der AWA
existiert eine (maximale) Losung z, die auf J = (xop — 0, xp + &) mit
y ubereinstimmt und deren Graph fir fallendes und wachsendes x
gegen den Rand von G strebt. D.h. die Losungen der AWA gehen
“von Rand zu Rand".

Beispiel: Bei der AWA y’ = y?, y(0) = 3, ist die Funktion f(x,y) = y? auf

R X R stetig und auf jedem Kompaktum sogar Lipschitz-stetig bzgl. y. Die
eindeutige Losung der AWA in der Umgebung von xg = 0 ist
(x) = 3 x € [—4,9]
y - 1 _ 3X7 I .
Die Fortsetzung der Losung erreicht den Rand von G fiir x — oo und fiir
x — 1/3 (wegen y — c0). Die maximale Losung ist also auf dem Intervall
(—00,1/3) definiert.



10.2 Einschrittverfahren: Definition und Beispiele

Wir betrachten zunichst den skalaren Fall (n = 1), in dem die AWA die
Form

yI:f(Xay)a y(XO):yOa
annimmt. Ziel ist die Berechnung der Losung y in einem festen Intervall
[Xo, X0 + T]
Die Einschritt-Verfahren orientieren sich am Richtungsfeld der
Differentialgleichung. Man legt eine Schrittweite h > 0 in x-Richtung

fest, berechnet einen “Durchschnittswert” K fiir die Steigung der Losung
im Intervall [xo, xo + A] und setzt

X1 = Xp + h, y1 = yo+ hK.

Im nachsten Schritt verwendet man den Anfangswert y(x;) = y1 und
schreitet fort (mit derselben oder evtl. angepasster Schrittweite h).



10.10 Beispiel und Algorithmus
Mit der einfachsten Wahl K = f(xo, yo) ergibt sich das
Eulersche-Polygonzug-Verfahren

xk+1:xk+h, yk+1:yk+hf(xk,yk), k=0,1,...,N.

Hierbei ist N = [232] die Anzahl der Schritte zur Schrittweite h > 0, die
zum Durchlaufen des Intervalls [a, b] (mit xo = a) bendtigt wird.

Verbindet man die Punkte (xk, k), 0 < k < N, erhalt man einen
Polygonzug, der der Namensgebung des Verfahrens zu Grunde liegt.

Bemerkung: Man beachte, dass der Schatzwert f(xk, yx) fiir k > 0 nicht
mehr der Steigung der gesuchten Lésung y : [a, b] — R der AWA an der
Stelle xx entspricht, weil ja im Allgemeinen nur y(xx) =~ y gilt. Der Wert
f(x«, yx) ist tatsachlich die Steigung einer weiteren Lésung z : [a, b] — R
zum Anfangswert z(xx) = yk. Dies wird bei der Betrachtung der
Konvergenz von Einschrittverfahren eine wichtige Rolle spielen.



10.11 Beispiel: Gegeben sei die AWA y’ = x,/¥, y(0) = 1. Die Ldsung lautet
y(x) = (1 + x2/4)2. Fiihren wir 6 Schritte zur Schrittweite h = 0.5 durch, ergibt sich

Xk yexakt | yx(h=0.5) | yx(h=0.25) | yx(h=0.1)

0 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.5000 | 1.1289 1.0000 1.0625 1.1017
1.0000 | 1.5625 1.2500 1.3960 1.4930
1.5000 | 2.4414 1.8090 2.0978 2.2964
2.0000 | 4.0000 2.8178 3.3519 3.7253
2.5000 | 6.5664 4.4964 5.4293 6.0842
3.0000 | 10.5625 7.1470 8.6897 9.7697

Der Polygonzug stellt eine Naherung an den Grafen der Losung dar, der fiir
wachsendes x jedoch an Genauigkeit verliert: Man vergleiche etwa

(h=0.5)

Y6 =Yg = 7.1470 mit dem Funktionswert der exakten Losung y(3) = 10.5625.
Wahlt man die kleinere Schrittweite h = 0.1, so werden 30 Schritte fiir das Intervall

[0, 3] erforderlich sein; der erzielte Wert y3g =

genauer.

Y30

(h=0.1)

= 9.7697 ist schon deutlich
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Eulersches Polygonzugverfahren zu y'=x\sqrt y, y(0)=1
T
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Weitere Verfahren gehen ganz ahnlich vor, bestimmen jedoch einen
anderen Schatzwert fiir die Steigung der Losung.

10.12 Definition: Explizite Einschrittverfahren

Zu gegebener Anfangswertaufgabe y' = f(x, y), y(x0) = yo und
gegebener Schrittweite h € R heiBt der Algorithmus

Xk+1 = Xk + h, Y1 = yk + hO(f, xk, yk, h),

fur k =0,1,..., N ein explizites Einschrittverfahren mit der
Zuwachsfunktion ® = ®(f, x,y, h).



Wir spezifizieren weitere explizite Einschritt-Verfahren durch Angabe der
Zuwachsfunktion. Diese wird meist in mehreren “Stufen” berechnet.

10.13 Algorithmus: Explizite Einschrittverfahren
(a) Das verbesserte Euler-Verfahren ist 2-stufig
Ky = f(x,y), K> ::f(x+g,y+gK1),
d(f, x,y, h) = Ka.
(b) Das Verfahren von Heun 2. Ordnung ist ebenfalls 2-stufig

Kl = f(Xay)a K2 ::f(X+h7y+hKl)7
q)(f,X,y, h) = %(Kl + K2)

(c) Das klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung ist 4-stufig
Klzf(xay)a K2:f(x+gay+gKl)7
Ks=f(x+2,y+2K,), Ko = f(x+ h,y + hK3),

O(f,x,y,h) = %(Kl + 2K + 2K3 + Ky).



Die Algorithmen lassen sich im Richtungsfeld der Differentialgleichung

y' = f(x,y) veranschaulichen:

Verbessertes Euler-Verfahren

Verfahren von Heun

A yf
| Ve Y1
WV -
’ e . - o
2 "
X 2 2 Xt h Kot




Klassisches Runge-Kutta-Verfahren

"

yk

X hi2 hi2 X

Beachte: Falls die Funktion f(x, y) nicht von y abhangt, entspricht der
Zuwachs h®(f, x,y, h) der numerischen Quadratur des Integrals

xc+h
/ f(x)dx
Xk

durch die Rechteckregel (Eulersches Polygonzugverfahren),
Mittelpunktsregel (verbessertes Euler-Verfahren), Trapezregel (Verfahren
von Heun) und Simpson-Regel (Klassisches RK-Verf. 4. Ordnung).



Bemerkung: Die Verfahren dieses Abschnitts lassen sich in einfacher
Weise auf Systeme von Differentialgleichungen (n > 1) verallgemeinern.
Dann ist die Zuwachsfunktion ¢ vektorwertig, genau so wie die Funktion
f der rechten Seite der Differentialgleichung.



Weitere Verfahren werden motiviert, indem man die AWA

V= flxy) ybo)=x|

mit stetigem f in eine daquivalente Integralgleichung

v =+ [ " Flxy(x)) dx

X0

umschreibt (siehe Satz von Picard-Lindeldf).
10.14 Beispiel: Anwendung der Trapezregel auf das Integral

Xi+h
Y(xi + ) = y(x) + / Fxy(x)) dix

Xk

ergibt die Naherungsformel

h
Yir1 =Y+ 5 [F (ks yi) + F(xk + h, yiy1)] -

Dies stellt eine implizite Gleichung fiir y,1 dar. Sie liegt bereits in
Fixpunktform vor, kann also z.B. mit der Fixpunkt-Iteration behandelt
werden.



10.15 Definition: Implizite Einschrittverfahren

Zu gegebener Anfangswertaufgabe y’ = f(x, y), y(x) = yo und
gegebener Schrittweite h € R heiBt der Algorithmus

Xkt1 = Xk + h, Yir1 = Yk + hO(F, xi, vk, Ve, h)

fur k =0,1,..., N ein implizites Einschrittverfahren mit der
Zuwachsfunktion ® = &(f, x,y,y, h).

Bemerkung: Vielfach werden noch weitere “Zwischenwerte” §, &~ y(xx + har) mit
0 < ar <1 durch Aufstellen impliziter Gleichungen verwendet, um die
Zuwachsfunktion zu definieren. Ein R-stufiges implizites Einschrittverfahren hat die
Zuwachsfunktion

o= ¢(f7X7y7)717 cee 7}7R7h)'
Es erfordert die Losung eines (nichtlinearen) Gleichungssystems fiir die Unbekannten
Yi,---5YR-



Erlauterung: Beim impliziten Einschrittverfahren in Definition 10.15 ist y,; als die
Lésung einer Fixpunktgleichung definiert. Diese ist i.A. nichtlinear (in Abhingigkeit
von f) und wird mit einem lIterationsverfahren ndherungsweise geldst (siehe Kapitel 6).

(a) Der Startwert y,Ei)l (= Prédiktor) fiir das Iterationsverfahren wird dabei mit
einem expliziten Einschrittverfahren bestimmt.

(b); Dann verwendet man z.B. die einfache Fixpunktiteration

VD = v BO(F X v, vy b)Y, t=0,1,2,.

bis die Zielgenauigkeit erreicht ist.Die Kontraktionseigenschaft der
Fixpunkt-Iteration wird durch

n|2®
9y

gewahrleistet. Dies ist durch hinreichend kleine Schrittweiten h > 0 zu erreichen.

(f,x,y, 7, M| <qg<1

(b), Alternativ verwendet man das Newton-Verfahren oder das geddampfte
Newton-Verfahren fiir die Nullstellengleichung

Y1 = Yk — h®(f, Xk, Y; Vi1, h) = 0.
Fiir die Konvergenz ist die Wahl des Startwerts (Pradiktors) y,Ei)l von
entscheidender Bedeutung.



Wir spezifizieren wieder Verfahren durch Angabe der Zuwachsfunktion.
10.16 Algorithmus: Implizite Einschrittverfahren

(a) Implizites Euler-Verfahren (im Englischen “backward Euler”
genannt):

¢(f7X’y’y7h): f(X+h’5})'

Als Pradiktor wird y,E?r)l = yx verwendet.

(b) Implizite Trapez-Methode:

OF, 7,9, ) = 5 (F(x,y) + Fx + h, 7).

Als Pradiktor wird das Eulersche Polygonzugverfahren verwendet.
(c) Implizite Mittelpunktsregel:

—
O(f,x,y,7,h) = <x+ 5%) .

Als Pradiktor wird das Eulersche Polygonzugverfahren verwendet.



Bemerkung Legt man sowohl die Berechnung des Startwerts y,ﬁ)l als

auch die Anzahl von Schritten fiir die Fixpunkt-Iteration von vornherein
fest, so entsteht wieder ein explizites Verfahren. Z.B. liefert die implizite
Trapez-Methode mit nur 1 Schritt der Fixpunktiteration

h
yﬁ)l = Wt (f(le)/k) + fxk + h7y£°+)1))

h
= s (F (%, yi) + F(xi + h, yi + hf (xi, yi)))

das explizite Einschrittverfahren von Heun der Ordnung 2.



10.17 Beispiel: Wir vergleichen das explizite und das implizite Eulersche
Polygonzugverfahren zur linearen Dgl. y’ = —10y mit dem AW y(0) = 1. Die exakte

L3sung lautet y(x) = e

(a)

(b)

—10x_ Sie soll auf groBen Intervallen [0, T] angenihert werden.

Das explizite Eulersche Polygonzugverfahren zur Schrittweite h liefert

Vi1 = Y + hf (X, yi) = (1 — 10h)y. (10.1)

Also ist y, = (1 — 10h)kyq. Fiir h > 1/10 ist y, sogar unbeschrinkt, im
Gegensatz zur exakten Lsung y. Wir stellen fest: Das explizite Euler-Verfahren
liefert fiir h > 1/10 eine instabile Differenzengleichung (10.1). Die Werte yy sind
unbrauchbar.

Das implizite Eulersche Polygonzugverfahren zur Schrittweite h liefert

Yi+1 = Yk + hf(Xi1, Y1) = yo — 10hyjq1.

Anstelle einer Fixpunktiteration |6sen wir diese lineare Gleichung nach y,; auf
und erhalten 1

P——— . 10.2
1+10n 7% (10.2)

Yk+1 =

Also ist
_ —Xk
Vi = (14 10h)yo = yo ((1 + 10h)1/”> .
Fiir beliebige h > 0 (insbesondere fiir groBe Schrittweiten) zeigt y, dasselbe
asymptotische Verhalten limy_, o, yx = 0 wie die exakte Losung y. Wir stellen
fest: Das implizite Euler-Verfahren liefert fiir beliebige h > 0 eine stabile
Differenzengleichung (10.2).



10.3 Stabilitat von Anfangswertaufgaben

Bevor wir die numerischen Verfahren weiter betrachten, soll zuerst die
Stabilitat der Anfangswertaufgaben betrachtet werden: Hierunter
versteht man die Analyse der Auswirkung von Fehlern im Anfangswert
oder Storungen der rechten Seite der Differentialgleichung

y' ="f(x,y), y(x0) = yo-

AWA y'=x sqrt(y), y(0)=c; Losung y(>():(c+><2/4)2 y'=(3-x)y, y(0)=c; Losung y(x)=c exp(3xf><z/2)

10 y(0)=1.1
% ¥(0)=1
50| _—y(0)=0.9




10.18 Satz: Stabilitat von Anfangswertaufgaben

Gegeben seien die Anfangswertaufgaben

/! __ —
i/;f(x’y)’ }/(XO)_}/O (X,y) E I X G.

g(x,2), z(x0) =2

mit stetigen Funktionen f und g. Die Funktion f sei auf / x G
Lipschitz-beschrankt bzgl. y und besitze die Lipschitz-Konstante L > 0.
Dann gilt fur die Losungen y und z auf dem gemeinsamen

Losungsintervall J C |
/ e(t) dt
X0

wobei €(t) = sup, ¢ ||f(t, v) — g(t, v)|| gesetzt wird.

Iy () — ()] < etbel {nyo o+




Bemerkung:
» Fiir f = g ergibt sich die Stabilitdt der Lésung einer AWA bzgl. des Anfangswerts

lly(x) = 20| < el |lyo — zo].

» Die Aussage bedeutet im Fall n = 1, dass sich der Graph von z innerhalb eines
“Korridors” um den Graphen von y befindet, der sich mit wachsendem Abstand
|x — xp| offnet:

Stabilitat: €=0.01, L=1

0.7 T




Beweis: Wir betrachten nur x > xg. Fiir die Lésungen y, z erhalten wir direkt aus den
Anfangswertaufgaben

y(x) = yo+/ t) dt = yo+/fty(t)
z(x) = z0+/ dt_zo+/ g(t, z(t))

Fiir die reelle Funktion E(x) := ||y(x) — z(x)|| gilt

E) < lyo—zll + / 1£(t, y() — &(t, 2(0)]] ot
< w-al+ | (e, (6)) = (e, 2(0) e+ [ IF(2,2()) — g(t, 2(1))]| ot
< o-al+t [ E@d+ [(oa

Durch C(x) == |lyo — zo|| + [, €(t) dt ist eine nichtnegative monoton wachsende

Funktion definiert und es gilt

E(x) < L/X E(t) dt + C(x).

X0

Mit dem Lemma von Gronwall (Lemma 10.20) folgt die Behauptung.



In vielen Fehlerbetrachtungen zu AWA'n treten lineare
“Integral-Ungleichungen” auf. Zu ihrer Behandlung werden folgende
Lemmata verwendet.

10.19 Lemma von Gronwall (einfache Form)

Die stiickweise stetige Funktion w : [a, b] — R erfiille die Ungleichung
w(x) < L/ w(t)dt+C,  x€[ab]
a

mit L > 0, C € R. Dann gilt

w(x) < Cett=2 x ea, b].



Beweis: Wir setzen N
$(x) = L/ wi(t) dt
a
und erhalten aus der Voraussetzung
¥(x) == w(x) — ¢(x) < C.

Dann ist ¢ stetig und stiickweise differenzierbar, 1 stiickweise stetig. Man rechnet
leicht nach

¢'(x) = Lw(x) = Lo(x) + L¥(x),  é(a) =0. (+)
(An Sprungstellen von w sind die einseitigen Ableitungen von ¢ und die einseitigen
Grenzwerte w(x—) und w(x+) in der Identitdt gemeint, so wie etwa |x| als
Stammfunktion von sign(x) zu verstehen ist.)

Durch (x) ist eine lineare AWA gegeben, ihre Lésung lautet nach 10.6
B(x) = etx=2) / T e Lie—a) Ly(t) dt.
a
Die Ungleichungen ¢(t) < C und L > 0 ergeben (beachte hierbei auch x > a)
$(x) < ellx=2) /x e =L dt = et (€ - cemtlm) = cella) —
a

und hieraus folgt weiter

w(x) = ¢(x) + P(x) < $(x) + C < Cet=2),



10.20 Lemma von Gronwall (allgemeine Form)

Die stiickweise stetige Funktion w : [a, b] — R erfiille die Ungleichung
w(x) < / Lew(t)dt+ C(x),  x € [a b,
a

mit einer stetigen nichtnegativen Funktion L und einer (schwach)
monoton steigenden Funktion C. Dann gilt

) < ( / " 1(t) dt) C(x),  x€labl.



Als weitere Folgerung aus dem Gronwall-Lemma |asst sich eine ganze
Klasse von AWA'n beschreiben, fiir die die globale Existenz der Losung
gezeigt werden kann. Dies geschieht durch einen “Vergleich” der AWA

y' =f(x,y),  y(x)=y,

mit einer linearen AWA

7' = a(x)z + B(x), z(x0) = 2o.

10.21 Globaler Existenzsatz
Die Funktion f : | x R" — R" sei stetig und erfiille die Bedingung

Gl < al)llyll +B(x),  (x,y) € I xR,

mit stetigen nichtnegativen Funktionen «, 8 : I — R. Dann besitzt die
AWA eine globale Losung y : | — R". Genligt f zusatzlich einer
Lipschitz-Bedingung bzgl. y, so ist die Losung eindeutig.



Beweisidee: Fiir jedes x > xp gilt die Ungleichung

Iy Gl < ol + [ G veDl e < Dol + [ (@(e)ly(0)] + 8(0) e

0

Zur Anwendung des Gronwall Lemmas 10.20 beachte man, dass
X
ct) = lball + | B(e)de
X0

nichtnegativ und monoton wachsend ist. Mit Lemma 10.20 folgt

Iyl < o0 / ateyat) (1ol + [ :B(f) ). x>

Also ist y auf jedem beschrinkten Teilintervall J C | beschrankt und kann iiber die
Intervallgrenzen von J (mit dem Satz von Peano) fortgesetzt werden. Deshalb muss
das Existenzintervall der Losung ganz [ sein.



Wir wollen nun eine weitere Klasse von AWA'n betrachten, bei der
entgegengesetzt zu dem sich 6ffnenden “Korridor” aus Satz 10.18 eine
Dampfung der Fehlerabweichung fiir wachsende x > x; stattfindet.

y'=(3-x)y, y(0)=c; L6sung y(x)=c exp(3x-x/2)

100




Wir betrachten AWA'n auf dem Intervall | = [a, 00) oder [ =R.

10.22 Definition: Monotone AWA
Die Anfangswertaufgabe

y' =f(x,y), y(x0) = yo,

mit f : [ x R" — R" heiBt monoton, wenn es eine strikt positive Funktion
Al = R mit A :=infye; A(x) > 0 gibt mit

(F(x,31) — F(x,32), y1 — y2) < =A(X)|Iy1 — yal?s y1,y2 €R".



Bemerkung:
» Im skalaren Fall (n = 1) ist die Bedingung gleichbedeutend mit

f(val) - f(X7y2) < —)\(X)
yi—y2 -

<0 fiir Y1 > yo,

also muss f bzgl. y strikt monoton fallend sein.

Hierdurch tritt fiir zwei Losungen y1, y» der Differentialgleichung der folgende
Effekt ein: falls E(x) := y1(x) — y2(x) > O fiir ein x € | gilt, so ist

E'(x) = y1(x) = y3(x) = f(x, y1) = (%, y2) < —A(x)E(x);

die Differenz y; — y» nimmt also exponentiell ab. Im Fall E(x) < 0 ergibt sich
entsprechend
E'(x) = f(x,y1) = f(x, y2) > M(x)|E(x)]
und |y1 — y2| nimmt wieder exponentiell ab.
» Im Fall n > 2 bedeutet die Ungleichung geometrisch, dass die “Differenzkurve”

E(x) = y1(x) — y2(x) zu zwei Lésungen yi, y» der Differentialgleichung in jedem
Punkt einen Tangentenvektor

E'(x) = yi(x) = y3(x) = f(x, 1) = f(x, ¥2)

besitzt, dessen Projektion in Richtung v := —E(x)/||E(x)]|| proportional zur
Lange ||E(x)|| ist. Fir t > x nimmt damit ||E(t)|| exponentiell ab (Satz 10.24).



10.23 Beispiel: Die lineare AWA im R2

v=-(03 08)r vo=(5). xcb3,

hat die Lésung
_ —x 2 _ —x/2 -1
y(x) = 2.4e (1 1.2e 5 )

die wir als Kurve im R? auffassen kdnnen.
Lineare AWA im R?

6 T T T T T T

Der Tangentenvektor im Punkt y(x) zeigt
ins Innere des Kreises um den Nullpunkt
vom Radius r = ||y(x)||; zwei solche Vek-
1 toren sind eingezeichnet.

Die Losungen zu weiteren Anfangswerten
sind ebenfalls eingezeichnet.

-6 L L h L
-6 -4 -2 [

2 4
zwei Tangentenvektoren der Losung zu y(0)=[6;0]



Weitere Beispiele:

(a)
(b)

Die lineare Modellgleichung y’ = uy, y(x0) = yo (in R) ist genau dann monoton,
wenn g < 0 ist. Dann ist A = |u]| in Definition 10.22.

Fiir das lineare Differentialgleichungssystem y’ = Ay + b(x) mit konstanter und
symmetrischer Matrix A lautet die Bedingung in Definition 10.22

(Ai = y2), y1 —y2) < =AX)lvs = y2l”, vy R

Dies ist (mit A = A(x) > 0) genau dann erfiillt, wenn A negativ definit ist, also
alle Eigenwerte von A strikt negativ sind. In diesem Fall wird
A := —max{Ax : \x Eigenwert von A}.

Fiir nichtlineare Differentialgleichungssysteme wird durch “Einfrieren von x" und
Linearisierung von

f(p1) — F(x,y2) = (%, )1 = y2)
ﬁ]

Ok ljk=1,...,n
lokalen negativen Definitheit in der Funktionalmatrix in Zusammenhang
gebracht.

mit der Funktionalmatrix f, = [ die Monotonie der AWA mit der



Die Klasse der monotonen Anfangswertaufgaben erlaubt besonders starke
Aussagen liber das Losungsverhalten.

10.24 Satz

Die Losung einer Lipschitz-stetigen monotonen AWA ist global, d.h. auf

J = [xo, 00) definiert.
Weiterhin gelten die folgenden Aussagen mit A > 0 in Definition 10.22:

(a) Stabilitdtsaussage fiir Punkte x; > xg:
Ist y die Lésung von y’ = f(x,y), y(x0) = yo. und

z die Lésung von  z/ = f(x,z), z(x1) = y(x1) + w, so gilt

I20) =yl < e Dwll, x>
(b) bBesc:r.';iin:ttheit: Falls sup,~.,, [If(x,0)|| < oo gilt, so sind alle Lsungen in J
eschrankt:
~A(x— 1
lyCll < e "Iy (o)ll + =~ max [IF(£,0)], x> xo.
A t€lxo,x]

(c) Asymptotisches Verhalten fiir x — oco: Falls f(x,0) = 0 fiir alle x > xp gilt, so
konvergieren alle Losungen exponentiell gegen Null:

lyCll < e "y (o)ll, x> xo.



Bemerkung: Die Modellgleichung y’ = uy, y(x0) = yo. hat die Lésung
y(x) = yoet(x—x0) | Die Lésung z des gestdrten Problems im obigen Satz lautet

z(x) = (y(x1) + w) erx=x1) = (yperla—x) 4 ) erlx—x1)
= yerl—x) 4 perlx—x) = y(x) + wek(x—x1)

Falls i < 0 ist, folgt
|2(x) — y(x)| = |w|e"* 1) 0 fiir x — oo.

Die Stérung wird also exponentiell gedampft. Die Losung z des gestorten Problems
konvergiert fiir wachsendes x gegen die Lésung y (und beide Funktionen gegen Null).

Grob gesprochen zeigen also beide Funktionen y und z das gleiche
“Langzeitverhalten”. Diese Eigenschaft ist fiir allgemeine AWA'n natiirlich nicht
gegeben (vgl. Bemerkung 10.6(b)). Der Satz zeigt auch, dass die einfache
Modellgleichung y’ = py schon die wesentlichen Merkmale monotoner AWA'n
aufweist und als Testproblem eingesetzt werden kann.



Beweis: Aufgrund der Lipschitz-Beschranktheit sind die Lésungen eindeutig. Wir
zeigen zuerst die globale Existenz der Lsung y zum Anfangswert y(xp) = yo.

Es sei [x0,x0 + T) C J Teilmenge des Existenzintervalls J. Fiir jedes x € [xp,x0 + T)
mit y(x) # 0 folgt aus der Differentialgleichung

1 1

ST VR = e (), ()
= - <<f(X7Y(X)) — f(x,0),y(x) = 0) + <f(X70)7Y(X)>>-
lly GOl
Mit der Ableitungsregel d¥"x||y(x)|| = HY(IX)H (y'(x), y(x)), der Monotonie-Abschatzung

fiir f und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt sich

d%lly(X)Il < =Ally I+ 11 (<, 0) < [I1F(x, 0)]I- (%)

(Fiir die letzte Ungleichung reicht sogar die schwache Monotonie “< 0" in der
Bedingung an f in Definition 10.22.) Desweiteren gilt die Beziehung (*) auch fiir die
einseitigen Ableitungen, falls y(x) = 0 ist. Hieraus folgt per Integration von xp bis x

X
IyGol = ool < [ (e, o)l de = ()
X0
Da f stetig ist, ist g : [x0, 00) — R ebenfalls stetig; insbesondere ist y auf [xg,x0 + T)

beschrankt und kann weiter fortgesetzt werden. Damit ist die globale Existenz auf
J = [x0, 0) gezeigt.



Beweis der weiteren Aussagen in 10.24:
(a) Die globale Existenz der Lésungen y (mit y(x0) = yo) und z (mit
z(x1) = y(x1) + w, x1 > xg) ist bereits bewiesen.

Fiir x > x; betrachten wir die Differenz E(x) = y(x) — z(x). Im Fall E(x) # 0
ergibt die Differentialgleichung nach dem gleichen Muster wie oben

d y
ZIECI = TEGT (E'(x), E(x))
- ||E(1X)|| (F(x, y(x)) = f(x, 2(x)), E(x)) < —A|EX)]-

Diese Differential-Ungleichung wird “majorisiert” von der Lésung
E(xa)e M) x> xq,

der entsprechenden AWA (in Analogie zum Gronwall-Lemma 10.18). Im Detail:

I (e e)),

d —A(x—x
02 NECI+AIEX)I = e Ax=x)
Ix dx

also ist a(x) = eMx—x1)||E(x)|| monoton fallend auf [x;, c0) und

IEG)] = e MV a(x) < e "D ECa)).



(b) Die Ungleichung (*) aus dem ersten Beweisteil ergibt

d _ o—N(x—xp) i A(x—xp)
160 2 Iy GOl + Ally ()| = e 70) = (e=9]ly ).

Durch Integration erhalten wir

x — X( x d —X( X — X(
[l de> T4 (Do) de > 0yl - ol

X0 X0

Umstellen der Ungleichung ergibt

IyColl < e”\(x’x‘”llyollJr/ M=) £ (2, 0)) it

IN

e M- X0)||y0||+ max ||f (t 0)||/ Me=x) g
tex

Das letzte Integral hat den Wert %(1 — e N X_XO)) < 1/A, woraus die
Beschranktheit folgt:

—N\(x—xq 1
ly (Il < e M0y + A cnax [|[f(t, 0.
t€[xp,x]

(c) folgt sofort, falls f(x,0) = 0O fiir alle x > xp gilt.



Als Spezialfall betrachten wir noch autonome AWA'n

y'=1f(y),  ylbo)=v,
wobei f : R" — R" stetig ist.

10.25 Lemma
Alle Losungen y : [a,00) — R der Differentialgleichung y’ = f(y) lassen
sich in x-Richtung beliebig verschieben: z(x) = y(x — c) ist Losung der
AWA

7z =f(z2), z(xo +¢c)=v.

Zwei Losungen zu y'=0.2+y~1

Beispiel: Die autonome AWA y’ = 0.2y — 1,
y(0) = v hat die Losung y(x) = 5+ (v — |33
5)e%2X.  Verschiebung des Anfangswerts zu
2(1) = v liefert z(x) =5 + (v — 5)e%2x—1).




Alle Losungen einer Lipschitz-stetigen monotonen autonomen AWA,

y' = f(y), furr beliebige xo und y(xp) = v, haben fiir x — co den gleichen
Grenzwert. Denn:

10.26 Satz: stationdrer Grenzwert

Die Losung y einer Lipschitz-stetigen monotonen autonomen AWA

y'=1(y), ylxo)=v,

ist global; sie besitzt fiir x — oo den Grenzwert w € R”, der die
eindeutige Nullstelle von f : R” — R” ist, und es liegt exponentielle
Konvergenz

ly(x) — wl|| < Ce=Ao=)

mit einem C > 0 und mit A > 0 aus Definition 10.22 vor.

Beispiel: Die autonome AWA y’ = —2y + 1,

y(0) = v ist monoton; sie hat die Ldsung =
y(x) = 0.5 + (v — 0.5)e™2*. Verschiebung -
des Anfangswerts zu z(1) = v liefert z(x) = 4
0.5+ (v —0.5)e~2x—1), .

05|

B T T )



Beweis:
» Die Losung ist global nach Satz 10.24.

> Wir zeigen, dass die Folge (y(xo + n)),~( einen Grenzwert w € R" besitzt.

Dazu verwenden wir die Funktion z : [xp + 1, 00) — R" mit z(x) = y(x — 1), die
die AWA
Z' = f(z), z(xo+1)=v,
I16st. Nach Satz 10.24 gilt fiir x > xp + 1
I20x) = y (Il < e "0 D lw]| - mit w = y(x0 + 1) = y(x0)-

Mittels einer Teleskopsumme erhalten wir fiir beliebige n > m € N

n—1 n—1
ly(o+m) —yo+mll < S lyGo+k+1)—y(xo+ k= llylo+k+1

k=m k=m
n—1

< D e Mwll
k=m

Amy L e N e M|
= oWl T s TR

Also ist die Folge (y(xo 4 n)),~, eine Cauchy-Folge im R". lhr Grenzwert wird
mit w bezeichnet. Der Grenziibergang n — oo in der obigen Abschitzung ergibt
weiterhin

e
o = yxo + mll < = Iwll *)



» Sei nun 0 < r <1 sowie z : [xp + r,00) = R" mit z,(x) = y(x — r). Analog
erhalten wir fiir x > xo + r

1) =y ()l = lly(x=r)=y (Il < e 0w || mit - wr = y(x0+r) =y (0)-
Weil die Losung y der gestellten AWA differenzierbar ist, ist

C1 = max ||wr]| < oo.
0<r<1

Wir erhalten fiir alle n € N zusammen mit (x)

IyGo+n—r)—wl = lzrlxo+ ) —wll < llzrlxo +m) = y(o + n)l + ly(xo + )
—A(n—1)
—A(n—r) €
< e lIwell + T —=x [l
—A(n—1)
e
< 26—
- i e

Dies ergibt die behauptete exponentielle Konvergenz der Lésung y gegen w (mit
C:=2Ge*/(1—eM).
» Dass w eine Nullstelle von f ist, folgt durch Grenzwertbetrachtung
_ _ () —
fw) = lim F(y(x)) = lim y'(x) =0,
» Fiir jede weitere Nullstelle n von f hat die AWA
y'=1fy),  ylxo)=mn,

die konstante Ldsung y = n. Die Aussage in Satz 10.24 zur exponentiellen
Konvergenz liefert n = w. Also ist w die einzige Nullstelle von f.



Die Monotonie-Eigenschaften lassen sich ausnutzen, um das implizite
Euler-Verfahren mit beliebiger Schrittweite h > 0 einzusetzen.

10.27 Fallstudie: Zur monotonen AWA y' = f(x,y), y(x0) = yo, mit
Lipschitz-stetigem f (Lipschitzkonstante L > 0) werde das implizite
Euler-Verfahren

yk+1:yk+hf(xk+hayk+1)a kzoa h>07
verwendet. Dann ist in jedem Schritt die nichtlineare Fixpunkt-Gleichung
y=y+hf(x+hy) mit festen x,y,h (*)

zu losen.
(A) Fir die Fixpunktiteration erhalten wir aus
[hf (x + h, 51) = hf (x + h, $2)I| < hL|[1 — 3|
die Kontraktionsbedingung hL < 1, also h < 1/L.

> Dies zeigt einerseits, dass die Gleichung (x) fiir kleine Schrittweiten eine
eindeutige Losung ¥ € R" besitzt.

> Andererseits ist die Schrittweiten-Einschrankung jedoch fiir groBe L (z.B.
bei y/ = —100y mit L = 100) inakzeptabel.



(B) Falls f stetig differenzierbar ist, kann die Newton-Iteration fiir
G(y)=y—y—hf(x+hy)=0 mit festen x,y,h ()
durchgefiihrt werden.

> Wir zeigen zuerst, dass die Gleichung (*x) (und damit natiirlich die
Fixpunktgleichung (x)) fiir beliebiges h > 0 eine eindeutige Lésung w € R”
besitzt. Es gilt sogar: zu jedem ¢ € R" besitzt G(¥) = ¢ genau eine
Lésung w = w(c).

Wir betrachten hierzu die autonome AWA
7z =c— G(z), z(0) =0.

(Hier werden x, y, h fest gehalten. Die Variable in der AWA nennen wir t.)
Nach Konstruktion ist diese AWA Lipschitz-stetig (mit Lg =1 + hL) und
monoton:

—{(c = G(a1))—(c - G(22)), 21 — z2)
=(z1 —zp — hf(x+ h,z1) + hf(x + h, z2), z1 — z2)
> (1 + hN)||z1 — 2|2

Nach Satz 10.26 besitzt die rechte Seite ¢ — G(z) genau eine Nullstelle
w = w(c).



(B) Forts. der Diskussion des Newton-Verfahrens fiir

G({y)=y—y—hf(x+hy)=0 mit festen x,y,h ()

» Die Funktionalmatrix von G ist
G'(7) = I — hfy(x + h,y)

und in jedem Newton-Schritt ist das lineare Gleichungssystem
G'(5) (y,(Hl) _ }",(f)> e (}7(1”))
zu l6sen. Die Monotonie von f impliziert fiir z € R” \ {0} mit ||z|| = 0

A S _<f(Xv)/+Z”)Zi2f(X7)/)vz> — _<f3’()|<|7z)h)zzvz> _,’_0(1).

Also muss Al|z||? < —(f,(x,y)z,z) fiir alle z € R" gelten. Fiir die
Funktionalmatrix von G folgt

(G'(9)z,2) = (z — hfy(x + h,7)z,z) > (1 + hA)|| 2|,

und mit Hilfe der Singularwertzerlegung folgt fiir die Inverse

e 1
6Nz < -

Also ist das Newton-Verfahren durchfiihrbar und bei geeigneter Wahl des
Startwerts konvergiert es lokal quadratisch gegen die Losung.



Zwei konkrete Resultate sollen die Durchfiihrung des Newton-Verfahrens
in jedem Schritt des impliziten Euler-Verfahrens beleuchten (Vgl. dazu
6.3.5). Sei dazu y die exakte Losung von

Gy)=y—y—hf(x+hy)=0 mit festen x,y, h.
10.28 Satz: Implizites Euler-Verfahren mit Newton-Iteration
f, sei Lipschitz-beschrankt, h > 0 sei beliebig. Wir setzen

M o sup I500Y) = £ 2)|
Byl

. m:=1+Ah

Dann konvergiert das Newton-Verfahren zur Berechnung von y fir jeden
Startwert (©) mit

2m
’“(0) — vl = < —
17 =yl = r <,
und mit L = M < 1 gilt die a-priori Fehlerabschatzung
199~ 7]l < 2 7,

h



Bemerkung: Fiir groBe Schrittweiten h > 0 ist
2m 2\

MM
die Wahl des Startwerts (Parameter r im Satz) ist also im Wesentlichen nur durch f
und nicht durch den Schrittweitenparameter eingeschrankt. In der Praxis kann M ~ L
groB sein, also ist diese Wahl des Startwerts fiir groBe h > 0 nur schwer zu erzielen.

Beispiel: Bei der AWA y’ = —Ay, y(xp) = yo mit positiv definiter Matrix A ist M = 0,
wir haben sogar globale Konvergenz des Newton-Verfahrens zu beliebiger Schrittweite
h> 0.



Eine spezielle Dampfung des Newton-Verfahrens erlaubt sogar die globale
Wahl des Startwerts.

10.29 Satz: Implizites Euler-Verfahren mit gedampfter Newton-Iteration

Mit den Bezeichnungen aus 10.28 setze

. m ~ —_ ~
A U S D R
plet) = 0 _ Ar[g/(;,(t))]—lg(y(t))_
Dann gibt es t* € N so, dass A\; = 1 fiir alle t > t* und die Folgenglieder

) mit t > t* quadratisch gegen y konvergieren.

Bemerkung: Die hier angegebene Wahl des Parameters A+ im Newton-Schritt ist
vergleichbar mit 6.4.3; insbesondere wird immer die Abstiegsbedingung

Gy < 6(y)

gewahrleistet.



10.30 Beispiel: Wir machen nochmals den Nutzen der impliziten Euler-Methode
anhand einer linearen AWA im R? deutlich:

Vi _ -03 -1][n y1(0) _ 6

¥ 1 =03] |y’ ¥2(0) 0]"
Die Eigenwerte der Matrix sind A\; » = —0.3 £/, Eigenvektoren lauten
vip=(2,1)T £i(1,—-2)7. Die reellen Lésungen sind

{iigﬂ = ¢ * e (cos(x)v1 — sin(x)va) + ¢ * e O3 (cos(x)va + sin(x)v1)
mit geeigneten Konstanten c;, ¢ € R fiir den Anfangswert. Die Konstante in der
Monotonie-Abschitzung ist A = 0.3 und die Lipschitz-Konstante (bzgl. der
euklidischen Norm im R?) ist ||Al2 = 1.044.
Zur Berechnung von Y = (y1,y2)7 auf dem Intervall [0,30] vergleichen wir zu
verschiedenen Schrittweiten h = 0.1,0.2,1, 3, 30

» das explizite Euler-Verfahren,

» das implizite Euler-Verfahren. Hierbei ist zu beachten, dass 1 Newton-Schritt
bereits die lineare Gleichung G(¥) = 0 I&st.



Monotone AWA im R?: explizites Eulerverfahren

-4 -2 o

implizites Eulerverfahren mit geddmpfter Newton-Iteration

-2

-4

-6
-6

0o

4

6

implizites Eulerverfahren mit geddmpfter Newton-Iteration
6 — —




10.4 Konsistenz und Konvergenz von Einschrittverfahren

Wir betrachten die AWA

Y =f(xy), ylo)=v,
im Fall n = 1. Die Funktion f sei stetig und hinreichend oft
differenzierbar.
10.31 Lemma: Differenzierbarkeit der Losung

Falls f r-mal differenzierbar ist, so ist die Losung y der AWA mindestens
r + 1-mal differenzierbar. Fiir die Ableitungen gilt

/+1 _
y(+)(X)_Wf(Xay(X))a 0<e<r.

Bemerkung: Fiir kleine Werte von ¢ erhalten wir die folgenden Ausdriicke, wenn wir
die partiellen Ableitungen von f mit fy, f,, fix etc. bezeichnen und auf die Angabe des
Arguments (x, y(x)) jeweils verzichten:

y'=f
V' = by h = o4 1,

V" = o2y Fiy ¥y (Vi = o+ 266+ (et )y + £y



und schlieBlich

Y = few 4 3y oy 3y By + 3V oy Y6 + 3V iy + (V) iy
= foox + 3ffay + 3fchy + 5, Fy + 3F2Fyy + f fi + Af + £ + AF2F f),

+3ffcfyy + £y



Wir gehen nun von einer festen Stelle (x,y) € I x G (im Richtungsfeld)
aus und vergleichen den Zuwachs der exakten Losung der AWA

Z' = f(t,z), z(x) =y,

an der Stelle x + h, also

x+h
z(x 4+ h) — z(x) :z(x+h)fy:/ f(t, z(t)) dt,
mit dem Zuwachs des expliziten (bzw. impliziten) Einschrittverfahrens
2"~z =2" —y = ho(f,x,y, h y
1 0= Yy = ( y X5 Y ) (bZW' hq)(faxa)/ay’h))'
Das Einschrittverfahren ist nur dann sinnvoll, wenn fiir kleine || gilt:

z(x+h)nyz{h)fy
h T h

= ¢(f7X’y’ h)'

Beachte: links steht die Steigung der Sekante durch (x,z(x)) und (x + h, z(x + h)),
rechts steht die Zuwachsfunktion des Einschrittverfahrens.



10.32 Definition: Lokaler Diskretisierungsfehler
Sei (x,y) € | x G beliebig und h € R die Schrittweite.
a) Mit der Losung z = z(t) der AWA

7' = f(t,Z), Z(X) =Y

wird der exakte relative Zuwachs definiert als

z(x+h)—y
A(x,y, h) = h ,
f(x,y), fir h = 0.

fir h # 0,

b) Der lokale Diskretisierungsfehler des expliziten Einschrittverfahrens
mit Zuwachsfunktion ® lautet

r(f,®,x,y, h) = A(f,x,y, h) — (f, x,y, h).

c) Der lokale Diskretisierungsfehler des impliziten Einschrittverfahrens
mit Zuwachsfunktion ® lautet

r(f7¢’X7y7.)77h) = A(f7X’y’h) 7¢(f’X7.y7.)7’h)'



10.33 Beispiel:

10.34 Definition: Konsistenz, Konsistenzordnung

Ein Einschrittverfahren heiBt konsistent in | x G fur Schrittweiten
|h| < ho, wenn fiir alle stetigen und bzgl. y Lipschitz-beschrankten
Funktionen f : | x G — R und alle (x,y) € I x G gilt

lim r(f,d),x,y,h):O (bZW (f,q),X,y,y/,h):O),

lim r
h—0 h=0
oder anders ausgedriickt limp_0 ®(f, x,y, h) = f(x, y).

Das Verfahren hat die Konsistenzordnung p € N, wenn fur alle p-mal
stetig partiell differenzierbaren Funktionen f : / x G — R und alle
(x,y) €l x G gilt

r(f, @, x,y,h) = O([hlP)  (bzw. r(f,®,x,y, 7, h) = O(|h"))

fur h — 0.



10.35 Beispiel: Das Eulersche Polygonzugverfahren hat die
Konsistenzordnung p = 1.

Nachweis: Die Differentialgleichung y’ = f(x,y) mit f € C}(I x G) sei gegeben. Zu
festem (x,y) € I X G sei z die Lésung der AWA z' = f(t, z), z(x) = y.

Taylorentwicklung von z mit Entwicklungspunkt x ergibt fiir h # 0 (siehe auch 10.31)

h) — h
AN ZZ L g 4 2200 + O(AP)
h
= floy)+ S (EGy) + 06 y)f(xy)) + O(|hP).
Wir vergleichen mit der Taylorentwicklung von &,
O(f, x,y, h) = f(x,y).

Ubereinstimmung liegt nur im konstanten Term vor, also ist r(f, ®, x,y, h) = O(|h]).

10.36 Beispiele: Das verbesserte Eulerverfahren und das Verfahren von
Heun 2. Ordnung haben die Konsistenzordnung p = 2.

Nachweis in der Vorlesung.

Das klassische Runge-Kutta-Verfahren hat die Konsistenzordnung p = 4.



Die Methode zum Nachweis der Konsistenzordnung besteht aus den
Schritten:

» Die Taylorentwicklung von z(x + h) um den Entwicklungspunkt x
wird mit Hilfe von 10.31 vorgenommen. Bis p = 4 ergibt sich unter
Weglassen des Arguments (x, y)

h2
A(f,x,y,h) = f+= <f + ff, > (fxx + 2ffy + fify + F(£,)? + f2fyy>+
h3
o <f + 3fFoy + 3fifiy + 5y fiy + 3F2Fiyy + i + b+
ff} + 4F>f, £y + 3ffcfy + £2F, yyy> +O(|h[*).

» Taylorentwicklung von ®; dies wird meist mit der Taylorentwicklung
von f im R? mit Entwicklungspunkt (x, y) durchgefiihrt.



10.37 Beispiel: Ein explizites zwei-stufiges Runge-Kutta Verfahren hat die
Verfahrensfunktion

&(f,x,y, h) = af (x,y) + Bf(x + vh,y + 5hf(x, y))
mit Parametern «, 8,7,d € R. Beispiele sind
» das verbesserte Euler-Verfahren: a =0, 8 =1, y=§=1/2;

» das Verfahren von Heun 2. Ordnung: a=8=1/2, vy =6 =1.
Taylorentwicklung von & ergibt (unter Weglassen des Arguments (x, y))

(vh)? (onf)?
2

o fox +Sh? fhy +

¢(f7x7y,h)—(a+6)f+6{7hfx+6hffy+ fyy}+0(h|3)

fir h — 0. Vergleich mit A(f, x,y, h) ergibt
Konsistenzordnung p > 1, falls a + 8 = 1 (“duBere Konsistenzbedingung”),
Konsistenzordnung p > 2, falls
1
a+pB=1 und By=p5= >

Mit 8#0, a =1— 8 und v = § = 1/(28) ergeben sich unendlich viele
Losungen.

Konsistenzordnung p = 3 kann nicht erzielt werden, weil die h?>-Terme aus A mit
fif, und f(f,)? in ® gar nicht auftreten.



10.38 Bemerkung: Bei den impliziten Verfahren bietet die
Fixpunktgleichung
y=y+ho(f,x,y,7.h) (1)

die Moglichkeit, die Differenz ¥ — y in der Taylorentwicklung durch h®
zu ersetzen, um die Entwicklung nach Potenzen von h zu erhalten.
Weiterhin benutzt man zum Abbruch der Taylorentwicklung die
Beziehung

¥ =yl =O(lhl);

dies ist fiir eine (bzgl. ¥) Lipschitz-beschrankte Verfahrensfunktion ¢
(mit Konstante Le) und fiir Schrittweiten 0 < |h| < hg :=1/(2Le)
gerechtfertigt: aus (1) folgt

ly—yl < ‘ (f.x,y,y,h ‘Jrlhl‘ (fix,y,9,h) — ®(f,x,y,y, h)

IN

‘h¢fxyy, ' 'hL¢y y)'

. ||
also |.y_y| S |¢(f7xayaya h)| S 2|h| |¢(fax7.y7.y7h)|'
1—|h[Le



10.39 Beispiele: Konsistenzordnung impliziter Verfahren

a) Das implizite Euler-Verfahren hat die Konsistenzordnung p = 1:
Taylorentwicklung von ®(f, x,y, ¥, h) = f(x + h, ¥) ergibt
O(f,x,y,7,h) = f(x,y)+hhi(x,y) + (7 = y)fy(x.¥) + O(|h]?) (2

1 ~
D Fx,y) + hh(x,y) + hO(F, %, v, 7, by (x, ¥) + O(|h[2)

=

N
-

f(x,y) + hfc(x,y) + hf (x, y)fy (x, y) + O(|h]?).

Nur das konstante Glied stimmt mit der Entwicklung von A(f, x, y, h) liberein,
also ist p = 1.



b) Die implizite Trapezregel hat die Konsistenzordnung p = 2:

Taylorentwicklung von ®(f,x,y,y, h) = %(f(x,y) + f(x + h,¥)) ergibt

- h y—
Of.xy. .0 = FGoy)+ o hlay) + 7T hxy) +O(1h) 3)
h h -
O Fley) + JEx0) + 2 0(F x 5,5, Wy (x,9) + O(hP)
3 h h
D Flxy) + JEx00) + S F(xf (x,9) + O(hP). 4)

Durch Vergleich mit A(f, x, y, h) stellt man p > 2 fest. Die Konsistenzordnung
3 wird nicht erreicht, weil die Potenz h? den Faktor

1
n [ffy + 7 + fioc + 2fFyy + F2 1y ]

tragt, der nicht mit dem h?-Faktor von A(f, x, y, h) iibereinstimmt. (Ubung!)



lokal — global: Konsistenz — Konvergenz

In Definition 10.32 wurde der lokale Diskretisierungsfehler r(f,®, x,y, h) fiir einen
Schritt des Einschrittverfahrens eingefiihrt. Wir untersuchen nun zur AWA
Y =f(xy),  ylo)=y,
und zum Einschrittverfahren mit Zuwachsfunktion ® den globalen Fehler
Er(x) = Ek(f,¢,x,xo,yo,yéh)) =y(x) — y,Eh) an der Stelle x # xo,
der sich bei Verwendung der Schrittweite
X — Xp
h= hk,x = K )
also nach k Schritten des Einschrittverfahrens ergibt. Man beachte im Folgenden
immer diese “Kopplung” von x, dem Iterationszahler k und der Schrittweite h = hy .

k€N,

In die Betrachtung des globalen Fehlers E,(x) lassen wir auBerdem (von h

abhdngende) Stérungen yéh) des Anfangswerts yp eingehen.

10.40 Globaler Diskretisierungsfehler
Zur AWA y' = f(x,y), y(x0) = yo, bezeichnet

Ek(x) = Ek(faq)aXaXOa}’Oa)/éhk’X)) = y(X) - y[ghk’X)a X 7& X0, k € Na

den globalen Diskretisierungsfehler des Einschrittverfahrens mit
Zuwachsfunktion ®, der sich nach k Schritten zur Schrittweite
hi x = (x — x0)/k und mit gestdrtem Anfangswert yéh“) ergibt.



10.41 Beispiel: Die exakte Losung der AWA zur Modellgleichung y’ = ay, y(x0) = yo,
ist

y(x) = yoe ),
Die Eulersche Polygonzugmethode zur Schrittweite h # 0 und zum gestorten

Anfangswert yéh) liefert

ylgi)l ( ) + hay =1+ ha)yk =1+ hoz)k“y(gh)7 k € N.

. . . By x
Zu festem x # xq ergeben k Schritte der Schrittweite hy , zum Anfangswert yé kox)

hi x a(x—x a(x—x
Ex(x) = y(x) _yl(< ex) yoe(x—x0) _yé x) (1 + ( o))
_ ea<x7x0)(y0 7yéhk,x)) +yéhk,x) |:ea(xf)<0) _ (1 + a(x— Xg)) :|

= ey — y "N L O(lhek]), koo

Im Fall @ > 0 entspricht der erste Term dem Fehler aus dem Stabilitatssatz zur
Storung des Anfangswerts, der zweite Term beschreibt den zusatzlichen
Verfahrensfehler der Polygonzugmethode. Verlangt man zusatzlich, dass der
Anfangswert die Genauigkeit

h X
0= y5"* = 0hl), k= o0,
hat, ergibt sich insgesamt

Ec(x) = O(lhix]), k= oo



10.42 Konvergenz, Konvergenzordnung

Ein Einschrittverfahren heiBt konvergent in einem Rechteck | x G, wenn fiir alle
Anfangswertaufgaben

y' =f(x,y), y(x0)=y mitxo€l,

deren Funktion f : | X G — R stetig partiell differenzierbar ist und deren Losung
y : | — R global existiert, aus der Bedingung

. (hk,x)
lim =
k—»ooyo

Yo
die Konvergenz des globalen Diskretisierungsfehlers
lim Ex(x) =0
k— o0
fiir alle x € [ folgt.

Das Verfahren hat die Konvergenzordnung p € N, wenn fiir p-mal stetig partiell
differenzierbares f aus der Bedingung

h X
yo = v = O(lhi lP)

auch )
Ei(x) = y(x) =y, " = O(|hx xIP)
fiir alle x € [ folgt.



Fir die Konvergenzaussagen benotigen wir eine diskrete Version des
Gronwall-Lemmas, vgl. 10.20

10.43 Gronwall Lemma: diskrete Version
Es seien A, B > 0. Falls die reellen Zahlen &p, &1, . .. die Ungleichungen
€kl < Alék—1] + B, k=1,2,...

erfiillen, so gilt
Ak 1
B, falls A # 1,

6l < Aklgo] + 4 A7
KB, falls A = 1.
Im Fall A=1+4§ > 1 folgt weiter
ekd —1
€] < e &0l + B.

)



10.44 Hauptsatz zu Einschrittverfahren

Gegeben sei das Rechteck | x G sowie hy > 0. Die Zuwachsfunktion
®(f, x,y, h) (bzw. O(f,x,y, ¥, h)) sei fir alle (p-mal) stetig partiell
differenzierbaren Funktionen f : | x G — R ebenfalls (p-mal) stetig
partiell differenzierbar. Dann sind aquivalent:

a) Das Einschrittverfahren mit Zuwachsfunktion @ ist konsistent (hat
die Konsistenzordnung p) in [ x G.

b) Das Einschrittverfahren mit Zuwachsfunktion @ ist konvergent (hat
die Konvergenzordnung p) in | X G.

Bemerkung: Fur die beiden Folgerungen konsistent = konvergent und
Konsistenzordnung p = Konvergenzordnung p genugt schon die
Lipschitz-Beschranktheit der Zuwachsfunktion .



Beweis:

1. Fiir explizite Einschrittverfahren folgt aus Konsistenz die Konvergenz, incl. der
Aussage zur Ordnung p:

Als Voraussetzung bendtigen wir nur die Lipschitz-Beschranktheit von ®. Bei

gegebener Schrittweite h # 0 gilt fiir E,((h) = y(xo + kh) — y,((h) beim expliziten

Einschrittverfahren
Err1 = y(xu41) — y (i) + y (i) — yis1

= y(xks1) — y () + y (k) — vk —h®(f, x, vk, h)
—_—

:Ek
= Ex + y(xx41) — y(xx) — hO(f, xic, y(xic), b) +h®(f, xic, y (xic), h) — hd(f, xi, yi, h).

=h-r(f,® %1,y (xk):h)

Der letzte Term wird durch
[P (F, X, y (xic), B) — h®(F, X, yie, M| < Lo |hEx]
abgeschatzt. Dies ergibt
|Eis1| < (1+ [hlLo) E| + |hr(f, xic, y (xi), h)| < (1 + |hlLo)|Ei| + | Ry,
wobei Ry := sup( g [F(f, ®,x,y, h)| eine obere Schranke fiir den lokalen
Diskretisierungsfehler ist. Das Gronwall Lemma (mit Konstante A =1+ |h|Le) liefert
eklhlle _

1
|Ex| < eHPIte|Eo| + —————= |h[Ry,
|h|Le
also speziell fiir h = hy ,
elolx—xl _ 1

i x _ i x
EG1 = 1y x) =y ) < ety g™ 4 S5 m T Ry



> Aus |yo — yéhk'X)| = 0(1) und der Konsistenzbedingung Ry, = o(1) fiir k — oo
folgt also Ei(x) = o(1).

> Aus |yo — yéhk'X)| = O(|hi,x|P) und der Konsistenzbedingung R;, = O(|hy x|P)
fiir k — oo folgt ebenso Ex(x) = O(|hk «|P).



2. Fiir implizite Einschrittverfahren folgt aus Konsistenz die Konvergenz, incl. der
Aussage zur Ordnung p:
Fiir ein implizites Einschrittverfahren gilt analog
Epy1 = Ex + y(xxs1) — y(xk) — hO(f, xk, y(xx), 2, h)
=h-r(f,®,x,y(xk),z,h)
+ho(f, xk, y(xk), 2, h) — hO(f, Xk, Y, Ykt1, h).-
Die Abschatzung der letzten Differenz erfolgt mit der Beobachtung, dass y,;1 und z
jeweils die Fixpunktgleichung
Yk+1 = Yk + h®(f, xk, Vi, Yk+1, h), z = y(xx) + h®(f, xi, y(xk), 2, h)
erfiillen. Einerseits ist
|z — Y1l < |Ex| + [hO(F, xk, ¥ (xk), 2, h) — hO(F, xic, yie, Yo1, B)] s
andererseits ist mit der Lipschitz-Komstanten L von @ bzgl. y und ¥
[h®(f, xk, ¥y (xk), 2, h) — h®(F, Xk, Yk, Yir1, )| < |h|Lo(|Ex| + |2 = yiy1])-
Kombinieren wir beide Ungleichungen fiir |h| < hg = 1/(2Ls), so ergibt sich
1+ |hlLe
1— |h|Le

|z = ykal < |Ex| < 3|Ex]

und
\hd)(f,xk,y(xk),z, h) - h¢(f,Xk,yk,yk+1, h)| S 4‘h|L¢‘Ek‘
Insgesamt ist dann
|Ex+1] < (1 + 4lh|Lo)|Ek| + |Ar(f, xk, y(xk), z, h)| < (1 + 4]h|Ls)|Ek| + |h|Rp,
wobei Rp, 1= sup(, ,)er |r(f,®,x,y, 7, h)| eine obere Schranke fiir den lokalen
Diskretisierungsfehler ist. Die weitere Argumentation mit dem Gronwall Lemma
schlieBt sich hieran an wie fiir explizite Einschrittverfahren.



3. Beweis der Umkehrrichtung: Aus Konvergenz folgt Konsistenz.

Widerspruchs-Annahme: f : | x G — R sei eine Funktion, die die Voraussetzungen des
Satzes erfiillt und so gewahlt ist, dass das Einschrittverfahren zwar konvergent, aber
nicht konsistent ist. Dann existiert ein Punkt (¢,7) € I X G mit

Wir betrachten die beiden AWA'n
Y =flxy), yE)=n,

und
Z/ = q>(f7X7270)7 z(g) = n

mit stetig differenzierbarem f und ® auf der rechten Seite der Differentialgleichung.
Die Annahme

y/(g) = f(&??) # q)(fvgvnv O) = Z,(g)

wollen wir zum Widerspruch fiihren.

> Mit y,Eh) bezeichnen wir die Iterierten des Einschrittverfahrens zum exakten
Startwert y(£) = n und zur Schrittweite h,

v =y oo (f, M,y k), X =€+ kh,

Die Voraussetzung der Konvergenz des Einschrittverfahrens besagt:

h,
im y") = y(x)  firalle xel.
k— o0



» Wir zeigen nun

lim y( hox) z(x), also y==z
k— o0

im Widerspruch zu y’(&) # 2/(§). Sei dazu es(h) = yl((h) — z(x,Eh)). Aufgrund der
stetigen Differenzierbarkeit der Ldsung z gibt es ein 6 € (0,1) mit

200)) = 2(") + b2' (P 1 0h) = 2(x") + ho(F, x\") + 6h, 2(x") + 6h), 0).
Dies ergibt (unter Weglassen von (h) als Index)

)
€kt1 = ek +h(P(F, xu, vk, h) — ®(f, xk, z(xk), h))
+h(¢(f,xk,z(xk), h) - ¢(f7Xk7 Z(Xk)vo))
+h(D(f, xk, z(xk),0) — ®(f, xx + Oh, z(xx), 0))
+h(®(f, xx + 0h, z(xk),0) — S(f, xx + Oh, z(xx + 6h),0)).
Die stetige Differenzierbarkeit von ® erlaubt die Wahl von L > 0 mit
lekr1] < lex| + [AIL(Jex| + |h] + 0h] + |0h]) < (1 + [A[L)|ex| + 3L,
Das Gronwall Lemma (mit eg = y(§) — z(£) = 0) ergibt
eklhlL _ 1
< —— = 3h2L = 3|h|(eMhIt — 1),
o < S hi(eH1AIE 1)
Fiir festes x folgt mit h = hy , = (x — &) /k

lim y( X):z(x).

k—o0

Hiermit ist der Widerspruchsbeweis fiir explizite Einschrittverfahren gefiihrt. Er lasst
sich auf implizite Verfahren erweitern (siehe 2.)



4. Die Umkehrung “Konvergenzordnung p = Konsistenzordnung p” wird z.B. in
Stoer-Bulirsch, Einfiihrung in die Numerische Mathematik Il, bewiesen.

Bemerkung: Die Lipschitzkonstante L4 der Zuwachsfunktion hiangt in der Regel von
der Lipschitzkonstanten L der Funktion f ab. Dies soll anhand des klassischen
Runge-Kutta-Verfahrens

O(f,x,y,h) = §(K1 + 2Kz + 2K3 + Ky) mit

Kl:f(x7.y)7 K2:f<X+§,y+gK1)7

Ka=f(x+5y+5Ke), Ky = f(x + h,y + hK3)

verdeutlicht werden. Fiir y, § setzen wir K; := Ki(f,x,y, h), K= Ki(f,x,¥,h) und
erhalten

|Ki—FKi| < Lely -7, N

Ko —Ko| < Lly—y+2(Ki— K1)l < Le(1+ 5Lp)ly — 3,

|Ks = Ks| < Lely =9+ 3(Ke = K2)| < Le(L+ 3Le(1+ SL¢))ly — 71,

|Ka—Kal < Lely =9+ h(Ks — K3)| < Le(1 + hLe(1 4+ 3Le(1 + 5L)))ly — 71,
also

|¢(fvxv)/7 h) - d>(f,x,)7, h)‘ < L*|y - )7|
mit einer entsprechenden Konstanten L*. In der Regel wird eine Schrittweite h mit
hLf << 1 verwendet, also ergibt sich Ly =~ Ls. Diese Annahme an die Schrittweite ist
nach den obigen Betrachtungen sinnvoll, da der Faktor et in den
Fehlerabschatzungen sonst zu groB wird.



Liste von Einschrittverfahren:

Verfahren Konsistenzordnung  Konvergenzordnung

Polygonzugverfahren
verb. Polygonzugverf.
Verf. von Heun 2. Ordnung

implizites Euler-Verf.
Trapezregel

1
2
2
klassisches RK-Verf. 4
1
2
implizite Mittelpunktsregel 2

NNRIB_ENDNDR-



10.5 Weitere Beispiele: Runge-Kutta Verfahren

Die Verfahren von Runge und Kutta sind mehrstufige Verfahren, die als
Zuwachsfunktion ®(f,x,y, h) (bzw. ®(f,x,y, ¥, h)) eine Linearkombination von
Steigungswerten an mehreren Stellen des Richtungsfeldes in der Nihe von (x, y)
verwenden.

10.45 Definition: explizites R-stufiges RK-Verfahren
Ein explizites R-stufiges Runge Kutta-Verfahren ist durch R Steigungen

Ki(f,x,y,h) = f(x,y),
k—1

Ki(fox,y,h) = f(x+ha,y +h>_ b Ku(x,y, h)), 2< k<R,
v=1

und die Zuwachsfunktion

R
¢(f7X7Y7h) = chKk(f7X7Y7 h)

k=1
R
definiert, die sowohl die duBere Konsistenzbedingung Z =1
k=1
k—1
als auch die inneren Konsistenzbedingungen Z byj = ay, 2 < k < R, erfiillen.

Jj=1



Die Parameter des R-stufigen Runge-Kutta Verfahrens werden in folgendem Schema
zusammengefasst:

0
a | bx
as | b1 b3

ar | br1  bro br r_1
1 | ca o)) CR_1 CR

Dabei stehen in der ersten Spalte aufgrund der inneren und duBeren
Konsistenzbedingung jeweils die Zeilensummen.




Die Konsistenz folgt direkt aus der auBeren Konsistenzbedingung:

10.46 Lemma
Das R-stufige Runge-Kutta Verfahren ist konsistent; im Einzelnen gilt

lim K(f, x,y, h) = f(x,y), 1<k<R.
h—0



Die innere Konsistenz-Bedingung hat dariiberhinaus die folgende
Bedeutung.

10.47 Lemma

f sei 2-mal stetig differenzierbar in / x G. Die innere
Konsistenz-Bedingung des R-stufigen RK-Verfahrens ist aquivalent zu

Z'(x + axh) = Ki(f, x,y, h) + O(h*), h—0,

wobei z die Lésung der AWA mit Anfangswert z(x) = y ist.

Beweis: Taylorentwicklung von z’ um den Punkt x ergibt
Z(x+ hay) = Z'(x)+ hagz" (x) + O(h?)
f(x,¥) + ha (F(x,¥) + F(x, ¥)f(x,¥)) + O(h*), h— 0.
Taylorentwicklung von f um den Punkt (x,y) ergibt
Ke(f.x,y,h) = f (x ¥ hag,y + h SR b Ko (£, x, y, h))
R—1
= F(y) +hach(x,y) + h D b Ku(f,x, v, b, (x,y) + O(F).

v=1

Nutzt man weiter K, (f,x,y, h) = f(x,y) + O(h) aus, so folgt

R—1
Z'(x + hay) — Ki(f,x,y,h) = h <ak — Z bk,,> f(x,y)fy(x,y)+ (’)(hz), h— 0.
v=1

Hieraus folgt die Behauptung.



10.48 Beispiele expliziter Runge-Kutta-Verfahren

R =1 Eulersches Polygonzugverfahren mit Konsistenzordnung 1:

0
1|1

R =2 Allgemeines zweistufiges Verfahren mit Konsistenzordnung 2:

Spezialfille:




R = 3: Allgemeines dreistufiges Verfahren:

0

ar ar

as | a3—bxx b3

1 | c1 (e} c3

Dieses Verfahren hat die Konsistenzordnung 3 genau dann, wenn folgende 4
(teilweise nichtlineare) Gleichungen fiir die 6 Parameter erfiillt sind:
a+o+a = 1 (fir Konsistenzordnung 1)
car +caz = % (fiir Konsistenzordnung 2)

czag + C3a§ =

ol Wik

} (fir Konsistenzordnung 3)
csbzrar

Ubungsaufgabel!



Spezialfalle:

e S )

[ wih wik O
ol ‘ N[
—_

2
3
0

wIN N
ol

(Heun 3. Ordnung) (Kutta 3. Ordnung)



R = 4: Spezialfall des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung:

== NR N O
oHO O NI
wWH O NI

Wi =

1
6

Um ein allgemeines vierstufiges Runge-Kutta-Verfahren der
Konsistenzordnung 4 zu bestimmen, sind 7 nichtlineare Gleichungen
fir die 9 Parameter aus dem allgemeinen Schema zu erfiillen (unter
Einsetzen der inneren und duBeren Konsistenzbedingungen).



10.49 Bemerkung:

(i) Die Gleichungssysteme fiir die Parameter des R-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens

erhdlt man durch den Taylorabgleich der Funktion A(x,y, h) = % (siehe
10.36) und ®(f, x,y, h), mit dem man die Konsistenzordnung des Verfahrens
bestimmt. J. C. Butcher (The Numerical Analysis of Ordinary Differential
Equations, s. Bibl. b352/Butc) hat gezeigt, dass nur fiir kleine R die
Konsistenzordnung R erzielt werden kann. Fiir alle R > 10 ist als obere
Schranke fiir die maximal erreichbare Konsistenzordnung p(R) < R — 2
nachgewiesen. Folgende Tabelle gibt die maximal erzielbare Konsistenzordnung
p(R) fiir kleine R an:

R [1 2 3 4 5 6 7 8 9
oR)|1 2 3 4 4 5 6 6 7

(i) P. Albrecht (The Runge-Kutta theory in a nutshell, s. Bibl. b352/Albr) hat eine
Rekursion zur Berechnung der Parameter des R-stufigen Runge-Kutta
Verfahrens zur Erzielung der optimalen Konvergenzordnung angegeben. Dort
wird ein Zusammenhang zu einem linearen Mehrschrittverfahren aufgestellt, der
auf einfachere Bedingungen an die Parameter fiihrt.



10.50 Definition: implizites R-stufiges RK-Verfahren
Ein implizites R-stufiges Runge Kutta-Verfahren ist durch R Steigungen

Ki(f,x,y, h) := f(x + hag,y + h25:1 b Ko (f, x, y, h))

fir 1 < k < R und die Zuwachsfunktion

o(f, x,y, h) chkaxy,)

definiert, die sowohl die duBere Konsistenzbedingung

R
ch =1
k=1

als auch die inneren Konsistenzbedingungen
Y bi=a, 1<k<R,

erfillen.



Die Anordnung der Parameter erfolgt wieder nach dem Schema

ai | bu b2 -+ big
ar | bri  br2 -+ bgr
1] a o - Cg.

In der ersten Spalte stehen aufgrund der inneren und duBeren Konsistenzbedingungen
jeweils die Zeilensummen. Die Aussagen von Lemma 10.46 und 10.47 gelten ebenfalls.
Ebenso bestimmt die Konsistenzordnung auch die Konvergenzordnung des Verfahrens.



10.51 Bemerkung

(i) Die R(R + 1) freien Parameter by, ¢ lassen sich so festlegen, dass die
Konsistenzordnung und Konvergenzordnung 2R erzielt wird (Butcher, 1963).

(ii) Bei der linearen skalaren AWA

y' = a(x)y + B(x)

ergeben sich lineare Gleichungen fiir die Steigungen

R
Kr = a(xi+ har) [ v+ b biK; | + B0« + ha), 1<r<R.
j=1
Man berechnet die Steigungen K= [Ki,. .., KR]T am besten durch Lésen des

linearen Gleichungssystems

(Ir — diag [ho(xk + har)] B) K = [a(xk + har )y + B(xk + has); 1< r <R].



(iif)

(iv)

Fiir nichtlineare AWA'n kann das Gleichungssystem fiir die Steigungen

Ki, ..., Kg fiir hinreichend kleine Schrittweiten |h| mit der Fixpunktiteration
geldst werden. Alternativ verwendet man das (geddmpfte) Newtonverfahren,
siehe 10.15, um auch grgBe Schrittweiten zuzulassen. Der Startwert (Pradiktor)
wird z.B. mit einem expliziten Verfahren kleinerer Konsistenzordnung berechnet.
Die hohere Konvergenzordnung des impliziten R-stufigen Verfahrens erlaubt zwar
groBere Schrittweiten als beim expliziten Verfahren, diese Ersparnis wird aber
durch den hdheren Rechenaufwand pro Schritt (mehrere Auswertungen von f fiir
die Fixpunkt- oder Newton-Iteration) oft wieder ausgeglichen. Daher werden
explizite Verfahren oft bevorzugt.

Viele implizite Verfahren haben jedoch Vorteile hinsichtlich der Stabilitat
(Abschnitt 10.6) und werden zur Lésung “steifer Anfangswertaufgaben”
bendtigt.

Bei einer skalaren AWA ist in jedem Schritt eines impliziten R-stufigen
RK-Verfahrens ein R-dimensionales nichtlineares Gleichungssystem fiir

K = [Ki,...,Kg]T zu lésen. Dies kann durch die Einschrinkung auf sog.
“diagonale RK-Verfahren" mit den Steigungen

Ki(F,x,y, h) == f(x + hag,y + h Sk _ b, Ku(F, x, y, h))

insofern reduziert werden, als die Gleichungen einzeln und nacheinander fiir
k=1,2,...,R zu I8sen sind. Hierbei ist die Matrix B im RK-Schema eine
untere Dreiecksmatrix; jedes Diagonalelement b, # 0 bezeichnet eine implizite
Gleichung fiir K.



10.52 Beispiele:

a) Ein einstufiges implizites Runge-Kutta Verfahren hat die Zuwachsfunktion
S =K = f(X +ah,y + ahKl).

Hierbei sind duBere und innere Konsistenzbedingungen bereits beriicksichtigt.
Taylor-Entwicklung an der Stelle (x, y) ergibt

a%h?
& = Ky = f + ah(f + Kify) + T(&X + 2K1fy + K2fy) + O(h3).

Rekursives Einsetzen der (bei O(h?) bzw. O(h) abgeschnittenen)
Taylor-Entwicklung von Kj ergibt

2h2
® = f + ahf, + ahf,(f + ahfy + ahf,f) + aT(fXX T 26 F + Fy F2) + O(H3).

Vergleich der Koeffizienten mit dem exakten relativen Zuwachs A in 10.36 ergibt
fiir die Konsistenzordnung 2 die notwendige und hinreichende Bedingung
1

a=—,
2
also ist die implizite Mittelpunktsregel das einzige implizite 1-stufige Verfahren
mit Konsistenzordnung 2. Es hat keine hohere Konsistenzordnung, weil z.B. der
Koeffizient h?/8 von fi nicht passt.



b) Ein 2-stufiges implizites Verfahren der Konsistenzordnung 4 ist gegeben durch

Kio= f(x+358hy+ tnka+ 3258000
Ko = f(x+38hy+ 235800 + 1),
o = I(Ki+Ka).

Hangt f nicht von y ab, so entspricht dieses Verfahren der 2-punktigen
Gauss-Formel.



Bemerkung: Die Konsistenzordnung 2R ist fiir ein R-stufiges RK-Verfahren optimal:
falls die rechte Seite der Differentialgleichung nicht von y abhangt, sind die
Steigungen des (expliziten und impliziten) RK-Verfahrens gegeben durch

Kr = f(x + ha;). Bei Konsistenzordnung p gilt also

R

x+h
y(x+ h) — y(x) = / F(t)dt = hS e F(x + ha,) + O(|h[P*1),
X r=1

Hierdurch ist eine Quadraturformel mit R Knoten definiert. Wahlt man f(t) = ¢/ fiir
0 <j < p—1, so sieht man, dass die Formel exakt sein muss fiir alle Polynome vom
Grad kleiner oder gleich p — 1. Andererseits ist bekannt, dass die Gauss-Formeln vom
Exaktheitsgrad 2R — 1 den maximalen Exaktheitsgrad besitzen, also ist p < 2R.



10.6 Stabilitat von Einschrittverfahren
In den Ubungen wurde bereits das Beispiel der monotonen und autonomen AWA
y'=ay,  y(xo)=y#0,

mit a < 0 behandelt. Ihre Lésung y : R — R, y(x) = yoe®*—)  fillt exponentiell
gegen 0 fiir x — oo.

» Waihlt man jedoch beim Eulerschen Polygonzugverfahren eine zu groBe
Schrittweite h > 2/|a|, so erhilt man eine unbeschrankte Folge

Yk = (14 ha)*yo,  kEN.
Dieser Effekt wird durch den “Dampfungs- bzw. Verstarkungsfaktor”
w = 1+ ha ausgeldst.

» Der gleiche Effekt stellt sich auch bei Verfahren hoherer Ordnung ein, wie das
folgende Beispiel zeigt.



10.53 Beispiel: Das klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung liefert fiir die obige
AWA die Werte

f Xk7yk)

ay

( ) Yk,
(1 + b ha) ) ayk,
= (

1+ ha + ol | (ha)? ) e,

Fok + 5,y + 5 K1)

(
(
fOx+ 2, v+ 2K2)
= f(xk + h, yx + hK3)

Yet1 = Yk + g (K1 + 2Kz + 2K3 + Ka)
:{1+h—“+h—“(1+’7—“)+’7—“(1+’7—“+(”‘z)2)+ <1+ha+(h“)+(hﬂ)>}yk

={1+hat U9l (el el

also

k
(o)t | ot | Gt

=(1+h
Yk (+a+2 6 o

Fiir den “Dampfungsfaktor”

findet man mit Hilfe einer Kurvendiskussion

w| <1 <  ho€(cs,0) mit ¢g = —2.7853...



Lineare skalare Stabilitatsanalyse

10.54 Definition: Absolute Stabilitat und A-Stabilitat

a) Ein Einschrittverfahren heiBt absolut-stabil fiir ein z € C\ {0}, wenn
zu jeder AWA y' = ay, y(x0) = yo mit a € C \ {0} und zur
Schrittweite h # 0 mit ha: = z die Folge (yk)k>0 beschrankt ist. Die
Menge

SG := {z € C\ {0}; Verfahren ist stabil fiir z}

heiBt das Stabilitatsgebiet des Einschrittverfahrens.

b) Ein Einschrittverfahren heiBt A-stabil, wenn es fiir alle z € C \ {0}
mit Re z < 0 absolut-stabil ist, d.h. wenn

{z€ C\{0}; Rez <0} C SG

gilt.



10.55 Stabilitatsgebiete: Alle betrachteten expliziten und impliziten Einschrittverfahren
liefern fiir die Modellgleichung y’ = ay, y(x0) = yo, zur Schrittweite h # 0 die Werte

= [G(ha)*yo,  keEN.
Man bezeichnet G(ha) als den “Dampungs- bzw. Verstirkungsfaktor”, und es gilt
SG ={zeC\{0}; |G(2)| <1}.

Die Bestimmung des Stabilitatsgebietes ist also eine Aufgabe der (komplexen)
Analysis.

10.56 Stabilitatsgebiete expliziter Verfahren:
Bei den expliziten Einschrittverfahren ist G(z) = G(ha) ein Polynom in z. Speziell bei
den expliziten R-stufigen Runge-Kutta-Verfahren hat G den exakten Grad R. Falls das
Verfahren sogar die Konsistenzordnung p = R hat, gilt (wie in Beispiel 10.53)
Pz
G(z) = rh
k=0

Das Stabilitatsgebiet der bekannten Verfahren der Ordnung p < 4 wird also durch p
bestimmt.



Im ha

Re ha
=i
» | —2i
¢ -3
Fiir reelle « ergibt sich das Stabilititsintervall SI = SG N R = [c,, 0) mit
p | 1 2 3 4

G| —2 -2 —25127 —-2.7853




10.57 Stabilitatsgebiete impliziter Verfahren:
Bei den impliziten Einschrittverfahren ist G(z) = G(ha) eine rationale Funktion von
z. Speziell bei den impliziten R-stufigen Runge-Kutta-Verfahren lauten die Steigungen
Kk, 1< k<R, zur Dgl. y/ = ay

R

Ki = ay + ha Y bgkK;, 1< k<R.

j=1
Diese impliziten Gleichungen sind dquivalent zum linearen Gleichungssystem (s.
Bemerkung 10.51(ii))

(I — haB)K = ayT,

wobei B = (byj)i1<k,j<r die Matrix im RK-Schema und K bzw. T Spaltenvektoren der
Steigungen bzw. der Konstanten 1 sind.

Mit der Cramerschen Regel schlieBen wir, dass

ﬁ:M7 1< k<R,
y det(/ — haB)

eine rationale Funktion von z = ha mit dem Nennerpolynom det(/ — zB) vom Grad R
und einem Zahlerpolynom gx vom Grad R ist. Also ist auch

R

hK

G(z)=1 +ch—k
k=1

eine rationale Funktion mit Zahlerpolynom vom Grad R und Nennerpolynom
det(/ — zB).



10.58 Beispiele:

(i)

(iif)

(iv)

Implizites Polygonzugverfahren: G(z) = ITIz liefert sofort
SG={zeC\{0}; |z—1] >1}.

Das Verfahren ist A-stabil. VORSICHT: Exakte Losungen fiir Re a > 0 wachsen
exponentiell, wihrend |yi| fiir Schrittweiten h > 0 mit ha € SG beschrankt ist
oder sogar exponentiell gegen Null konvergiert. Das Verfahren “tduscht” fiir
Rea > 0 ein falsches asymptotisches Verhalten vor.

Implizite Trapezmethode: G(z) = % liefert
SG = {z € C\ {0}; Rez <0}.
Das Verfahren ist ebenfalls A-stabil.
Implizite Mittelpunktsregel in Beispiel 10.51(a): G(z) = 7% liefert das gleiche
Ergebnis wie in (ii).
Implizite 2-stufige RK-Methode in Beispiel 10.51(b):

_1246z+2%2 _ (z+n)(z+7)

¢(2)= 12—6z+22 (z—n)(z—T7)

mit 7 = 3 4 iv/3 hat das gleiche Stabilititsgebiet wie die Mittelpunktsregel, also
ist das Verfahren ebenfalls A-stabil.



10.59 Beispiel: Losung einer linearen steifen AWA
Wir betrachten nun den mehrdimensionalen Fall. Sei hierzu die AWA

-21 19 -20
y' = Ay, y(0)=1]1,0,-1]" mt A= |19 —21 20
40 —40 —-40
gegeben. Die Eigenwerte von A sind A\; = —2, X\» 3 = —40 =+ 40/, zugehorige
Eigenvektoren sind

1 1
vi= |1, w=|-1|, wv3z=w.
0 —2i

Mit der Matrix S = [vi, v2, v3] und dem Anfangswert berechnen wir den
Koeffizientenvektor ¢ = S71[1,0, -1]7 = %[2, 1—i,1+i]" und die Lésung

cretx 1 e~ 2X 4 e=49(cos 40x + sin 40x)
y(x) =S |@e*?| == |e > — e 40%(cos 40x +sin40x) | ,
c3et3X 2 —2e0%(cos 40x — sin 40x)

siehe Abb. (a). Die Funktion e 4% klingt sehr schnell ab, fiir x > 0.3 ist

e 40 < 6.2-107%. Im Bereich 0 < x < 0.1 haben die Lésungskomponenten yy,

k =1,2,3, noch groBe Steigungen, also wahlen wir eine kleine Schrittweite h = 0.001
fiir explizites (Abb. (b)) und implizites Euler-Verfahren (Abb. (c)). Fir 0.1 < x < 0.3
liegt weniger Variation der yj vor, wir arbeiten mit h = 0.005, und fiir x > 0.3 sogar
mit h = 0.05. Das implizite Euler-Verfahren liefert eine gute Naherung, wahrend das
explizite Verfahren bereits ab x = 0.6 zu unbrauchbaren Schwingungen der Ldsung
fiihrt: Der Fehler entsteht durch “Aufschaukeln” der Grundldsungen e*2* und e*sX,
die in allen Lésungskomponenten yj auftreten.



m R

Lineare steife AWA

05 1 15 2

Lineare steife AWA im R*: Euler explizit

25

Lineare steife AWA im R®: Euler implizit

25




10.60 Bemerkung: Ein dhnliches Losungsverhalten erwartet man bei AWA'n

y' =f(x,y),  y(x0)=yo,

fiir die die Funktionalmatrix f,(x, y) an jeder Stelle diagonalisierbar ist und Eigenwerte
mit stark unterschiedlichem negativen Realteil besitzt. Man definiert die
Steifigkeitsrate der AWA an der Stelle x als Quotient

max{|Re A(x)|; A(x) Eigenwert von f,(x,y) mit Re \(x) < 0}
min{|Re A\(x)|; A(x) Eigenwert von f,(x,y) mit Re \(x) < 0}

Kk(x) =

Im Fall k(x) >> 1 kann mit groBer Schrittweite nur dann operiert werden, wenn ein
absolut-stabiles Verfahren eingesetzt wird.



10.7 Automatische Schrittweitenkontrolle

GroBe Schrittweiten |h| haben den Vorteil, dass man mit wenigen Schritten
N3herungen der Losung y(x) an Stellen bekommt, die weit vom Anfangspunkt xg
entfernt sind. Dadurch hat man die Mdglichkeit, das Langzeitverhalten der Losung
sinnvoll zu erfassen. Andererseits fiihrt zu groBes |h| auf zu groBe (lokale und globale)
Diskretisierungsfehler.



10.61 Beispiel: Die AWA
y' = —200xy%, y(0) =1,

hat die exakte Ldsung y(x) = m. Um Naherungen von y(2) = 1/401 zu
erhalten, verwenden wir das klassische Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 4 und das
Verfahren von Heun (Ordnung 2) zu verschiedenen Schrittweiten und berechnen den
Fehler an der Stelle x = 2.

Runge-Kutta 4. Ordnung Heun 2. Ordnung
h | Auswertungen von f| Fehler |Auswertungen von f| Fehler |
1071 80 0.21-107° 40 0.25-1072
102 800 —0.20-107° 400 —0.65-107°
103 8000 —0.19-10713 4000 —0.62-1078
10—4 80000 —0.12-10716 40000 —0.62-10710
1073 800000 —0.12-10716 400000 —0.62-10~12

Bei den expliziten Einschrittverfahren steigt die Rechenzeit linear mit der Anzahl der
Auswertungen von f, also reziprok zur Schrittweite. Man erkennt die
Konvergenzordnungen anhand der globalen Fehler bei x = 2, da die Verkleinerung der
Schrittweite um den Faktor 1/10 jeweils eine Verkleinerung des Fehlers um 10~4
(Runge-Kutta) bzw. 1072 (Heun) bewirkt. Typisch tritt dieser Effekt nur bei
“mittleren” Schrittweiten auf und wird bei zu groBem oder zu kleinem h von anderen
Fehlern tiberdeckt (z.B. Rundungsfehler, Terme hdherer Ordnung in h).



10.62 Diskussion: In der Praxis wird man durch Anpassen der Schrittweite h in jedem
Iterationsschritt versuchen, die Anzahl der Schritte zu kontrollieren. Dann hat das
Einschrittverfahren zur Zuwachsfunktion ® die Form

Fiir k=0,1,...
bestimme die Schrittweite hy und setze
Xkr1 = Xk + Py Yirr = v+ he®(F, xi, v, h)-

Fiir die Wahl von hy gibt es unterschiedliche Uberlegungen, die z.T. heuristische
Argumente benutzen. Die Abschatzung im Beweis der Konvergenzordnung expliziter
Verfahren zeigt, dass Ej := y(xx) — yx die Gleichung
Ex1 = Ex + by {r(f, @, xk, y(xk), hi) + D(F, xi, y(xk), hi) — (', xk, vk, he)}
erfiillt. Wesentlich fiir die Anwendung des (diskreten) Gronwall-Lemmas sind daher
> die lokale Lipschitzkonstante von @ in der Umgebung des Punktes (xk, y(x«)),
» die GroBe des lokalen Diskretisierungsfehlers in der Umgebung desselben Punktes.

» Eigentlich sind auch die Vorzeichen der einzelnen Terme wichtig, da evtl.
wesentlich bessere Abschatzungen als durch die Dreiecksungleichung erzielt
werden konnen.

Gelingt es, den lokalen Diskretisierungsfehler durch die Wahl der Schrittweite hy
unterhalb einer Toleranz TOL zu halten, also

r(f, ®, i, yi, he)| < TOL,

so tritt die Konstante TOL an die Stelle des Parameters R;, im Konvergenzsatz 10.44.
Man wird TOL deutlich groBer als die Maschinengenauigkeit eps setzen, etwa
TOL = 10~° bei doppelt genauer Gleitpunktarithmetik.



Im Folgenden werden zwei Verfahren zur Schatzung des lokalen Diskretisierungsfehlers
angegeben. Man mdchte mit wenig zusatzlichem Rechenaufwand durch Vergleich von
zwei Niherungen fiir y(xx1) einen solchen Schitzwert erhalten.

10.63 Methode der Schrittweitenhalbierung: Wir setzen ein Einschrittverfahren der
Konsistenzordnung p voraus, dessen lokaler Diskretisierungsfehler die Form

r(f, ®,x,y,h) = 7(x,y)h* + O(|h["*)
besitzt, also im dominanten Term den Faktor 7(x, y) enthilt.
» Fiir den k-ten Schritt sei eine “Schitzschrittweite” H (z.B. H = 2h,_1) gegeben.

» Wir bestimmen vorlaufige Werte

yi 1=y + HO(f, xi, yi, H), (1 Schritt mit Schrittweite H)
H/2
yk11/2 = yk+g¢(fvxk7yk7g)
H/2 H/2 )2 (2 Schritte mit Schrittweite g)
_ H H H
Vi1 Yirre 2O(f i + ?7yk+1/275)

zum vorldufigen x-Wert x11 := xx + H. Als Schatzwert fiir den Faktor 7
verwenden wir

H/2 H
P Yirr = Ykt
HP+L(1 —2-P)"
Dies entspricht dem Schatzwert fiir den lokalen Diskretisierungsfehler
H/2

Yir1 ~ Vi1

o

= ——-—""=rr(f, 0, x, vy, H).
H 1-2-7) (f, @, %, yi, H)



» Wir haben bisher die Darstellung
r(f, ®, xg, yk, h) = Th? + O(h"T1)
fuir alle Schrittweiten 0 < h < H erhalten. Um die Beziehung
r(f,®, xk, yx, h) =& TOL

zu erzielen, setzt man daher zunachst

. TOL\ /P TOL\ /P
e (1) (1)
[ |7 ]
Dann verfahrt man wie folgt:

1. Falls by << H/2 = h,_1 gilt (z.B. hy < H/4), ist die Schitzung fiir
r(f, ®, xk, yx, H) zu grob. Wiederhole die Berechnung von 7 mit der neuen
Schatzschrittweite H = 2h,. (Beende die Rechnung, falls H < hpin!. In
diesem Fall vermutet man, dass die Ldsung eine Singularitat aufweist.)

2. Andernfalls setze hy := H, xy1 := xx + hg und yy 41 := y,i/lz und fahre
mit dem ni3chsten Schritt genau so fort.




10.64 Methode der eingebetteten Einschrittverfahren: Wir verwenden zwei
Einschrittverfahren mit Zuwachsfunktionen ®4 und ®g und Konsistenzordnungen

1 < pa < pg. Die Verfahren werden so ausgewahlt, dass die Berechnungen von ¢g
nur noch wenige zusatzliche Auswertungen von f erfordern. Beispiele von passenden
Verfahren sind RK-Verfahren 2. und 3. Ordnung; das Verfahren hoherer Ordnung
bendtigt nur eine weitere Auswertung von f.

a)

0 0
11 3
2| 2 1
1 0 1
Lls 3 %
(verb. Euler) (Kutta 3. Ordnung)
b)
0
2 1 1 1
L1s & 3
(Heun 2. Ordnung) (weiteres Kutta 3. Ordnung)

c) Weitere eingebettete Verfahren 4. Ordnung in Verfahren 5. Ordnung wurden
von England (1969) und Fehlberg (1964-1970) vorgeschlagen. Siehe H. R.
Schwarz, Numerische Mathematik (Bibl. Sign. b350/Schw).



Bezeichne wieder H die vorgesehene Schatzschrittweite (etwa H = hy_;). Dann
ersetzt ®(f, Xk, yk, H) den exakten relativen Zuwachs A(f, x, yx) und der lokale
Diskretisierungsfehler der Methode ® 4 wird geschatzt durch

ra(f, ®a, X1, yi, H) = p := ®(Ff, x, yi, H) — Pa(f, xk, yi, H).

Unter Beachtung der Konsistenzordnung ps des eingebetteten Verfahrens ®, verfahrt
man wie folgt:
1. Falls p > TOL gilt, halbiere H und berechne damit den neuen Schatzwert fiir
den Diskretisierungsfehler. (Beende die Rechnung, falls H < hpyip!, siehe oben.)

2. Falls in v (etwa v = 3) aufeinanderfolgenden Schritten des Einschrittverfahrens
p < TOL/2PA gilt, verdopple H und berechne damit den neuen Schatzwert fiir
den Diskretisierungsfehler. (Zufallige Ubereinstimmung von ®4 und $g soll
durch v > 1 unberiicksichtigt bleiben.)

3. Im Bereich TOL/2PA < p < TOL wird xx11 := xx + H,
Vi1 i= Yk + HOA(f, xx, vk, H) akzeptiert.



10.65 Algorithmus: Verbessertes Euler-Verfahren ® 4 der Ordnung 2, Einbettung in
Runge-Kutta-Verfahren 3. Ordnung ®g:

function [x,y]=schrittweite_euler(x0,y0,xend,b hO,hmin,TOL, f)
% Loesung der AWA y'=f(x,y), y(x0)=y0 im Intervall x0<=x<=xend
% mit automatischer Schrittweitenkontrolle
xk=x0; yk=y0; h=h0; x=[x01]; y=[y0];
nu=0; % Positiv—Zaehler zur Verkleinerung der Schrittweite
while (xk<xend)
h=min (h, xend—xk );

kl=feval (f,6xk); % verb. Euler und
k2=feval (f,xk+h/2,yk+h/2xkl); % Kutta—Verf. 3. Ordnung
k3=feval (f,xk+h, yk+hx(—kl14+2xk2));

phiA=k2;

phiB=(k1+4xk2+k3)/6;
rho=phiB—phiA;

if (abs(rho)>TOL) % Schrittweite zu gross
h=h/2; nu=0;
if (h<hmin)
error('Schrittweite_wird.zu_klein")
end
elseif (nu<3)|(abs(rho)>(TOL/4)) % verwende Schrittweite h
xk=xk+h ; yk=yk+hxphiA; x=[x,xk]; y=[y.yk];
if abs(rho)>(TOL/4) % Normalfall, gute Schrittweite
nu=0;
else
nu=nu+1; % evtl. Schrittweite demnaechst verdoppeln
end
else % rho<TOL/4 ist zum 3. Mal erfuellt
h=2xh; % verdopple Schrittweite
nu=0;

end
end



10.66 Beispiel zu Algorithmus 10.65:
Wir betrachten die lineare AWA

y=0B-x)y, y(0)=1,

deren Ldsung y(x) = e3—%*/2 wir als Beispiel zum Stabilitdtssatz 10.21 gesehen
haben.

>

>

Die AWA ist auf dem Intervall (3 + §, c0) monoton im Sinn von Definition 10.22,
ihre Losung konvergiert exponentiell gegen Null fiir x — oo.

Bei “eingefrorenem” x-Wert entspricht sie der Modellgleichung mit
a =3 —x < 0. Dieser Wert ergibt Stabilitat der verbesserten Euler-Methode nur
fiir Schrittweiten hy < 2/(xx — 3).

Was ergibt nun die Schrittweitenkontrolle?

>

Zum Wert TOL = 10~* benétigt das Verfahren auf dem Intervall [0, 100] genau
4899 Schritte. Zu Beginn stellen sich Schrittweiten h = 278 = 0.004 und

279 ~ 0.002 ein, um den “Buckel” der Lésung mit der gewiinschten Genauigkeit
zu berechnen.

» Der globale Fehler wachst auf ca. 0.0019 bei x = 3 und nimmt dann wieder ab.

» Ab ca. x = 6.4 wird h mehrmals verdoppelt bis zur Maximalschrittweite h = 0.5

bei x = 9.5. Diese groBe Schrittweite tritt nur sporadisch auf und wird umgehend
wieder verkleinert: die Instabilitdt des verbesserten Euler-Verfahrens bei zu
groBer Schrittweite fiihrt dazu, dass die automatische Schrittweitenkontrolle zwar
den globalen Fehler weiterhin kontrolliert, jedoch die Schrittweite dafiir nach und
nach verkleinert. Bei x = 100 ist man wieder bei h = 1/64.



10.67 Beispiel mit A-stabilen Verfahren:
Die lineare AWA

y=0B-x)y, y(0)=1,

aus Beispiel 10.66 wird nun mit der 1-stufigen impliziten RK-Methode ®4 (Ordnung
2, siehe 10.52(a)) und mit der 2-stufigen impliziten RK-Methode (Ordnung 4, sieche
10.52(b)) behandelt. Beide Verfahren sind A-stabil.

Was ergibt die Schrittweitenkontrolle bei diesem Verfahren?

>

Zum Wert TOL = 10~* bendtigt das Verfahren auf dem Intervall [0, 100] genau
2039 Schritte. Zu Beginn stellen sich genau wie in Beispiel 10.66 Schrittweiten
h=2"8 2 0.004 und 29 = 0.002 ein, um den “Buckel” der Lésung mit der
gewliinschten Genauigkeit zu berechnen. Dies liegt daran, dass hier wie in
Beispiel 10.66 Verfahren ® 4 der Konsistenzordnung p = 2 gewahlt wurden.

» Der globale Fehler wachst auf ca. 0.0018 bei x = 3 und nimmt dann wieder ab.

» Ab ca. x = 6.2 wird h mehrmals verdoppelt. Die Schrittweite h = 0.5 wird

erstmals bei x = 9.3 angenommen.

Die Schatzungen des lokalen Diskretisierungsfehlers bleiben nun deutlich unter
der Toleranz und konnten in jedem Schritt weiter verdoppelt werden. Nur der

Zahler v verhindert dies. Es kommt zur Verdopplung von h in jedem 3. Schritt
bis h = 16, der globale Fehler fillt unter 10~9.

Hier erlaubt die A-Stabilitdt ein unbegrenztes Wachsen der Schrittweite.
Rechnet man bis x = 1000 weiter, braucht man nur 10 Schritte: es entstehen
Schrittweiten von h = 256 bei weiterhin hoher Genauigkeit.
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