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11.1 Grundlagen und Beispiele

11.1 Erlauterung:

» Die Zuwachsfunktion ® bei Einschrittverfahren ist “gedachtnislos”,
d.h. in jedem Schritt wird nur der aktuelle Punkt (xk, yx) zur
Berechnung von ® verwendet. Dabei fallen im Allgemeinen mehrere
Auswertungen der Funktion f an vorgegebenen Zwischenstellen
Xk + arh an (z.B. beim expliziten R-stufigen
Runge-Kutta-Verfahren).

» Bei Mehrschrittverfahren hingegen greift man fiir den Schritt von x
nach xx + h auf mehrere bereits berechnete Werte von f liber ein
groBeres Intervall [xx — mh, x] von Stiitzstellen zuriick.



Das allgemeine lineare Mehrschrittverfahren wird als eine lineare
Differenzengleichung formuliert. Man legt die Anzahl m € N fest und
wahlt die Bezeichnungen

Xics + o+ 5y Xkt-m; Yks -+ Yk+m
zur festen Schrittweite h > 0 wie zuvor. Weiterhin setzen wir
fierj = F(Xitjs Vi)
11.2 Definition: Lineares Mehrschrittverfahren

Es sei m € N. Zu gegebenen reellen Zahlen «ay, ..., an mit a, =1 und
Bo, - ., Bm heiBt die Vorschrift

Zajyk+j:hzﬂjfk+j7 kIO,].,
Jj=0 Jj=0

ein lineares m-Schritt Verfahren. (Hierbei wird |ag| + [Bo| # O
vorausgesetzt.)

Bemerkung: Falls 3, = 0 gilt, heiBt das Verfahren explizit, andernfalls
implizit.



11.3 Ubersicht zu den Verfahren von Adams und Nystrém
Wichtige Klassen von m-Schrittverfahren werden erzeugt, indem die AWA
in die aquivalente Integralgleichung

Xm

Yom) = y0sm =)+ [ ey(0)de

uberfiihrt wird und das Integral mit einer Quadraturformel angenahert
wird. Als Integrationslange verwendet man
» § = h fiir die Verfahren von Adams-Bashforth und Adams-Moulton,
» § = 2h fiir die Verfahren von Nystrom und Milne-Simpson.
Als Knoten der Quadraturformel verwendet man die aquidistanten Stellen

> Xk,...,Xk+m—1 im expliziten Fall (Adams-Bashforth fiir § = h und
Nystrém fiir 6 = 2h),
> Xk,...,Xk+m im impliziten Fall (Adams-Moulton fiir § = h und

Milne-Simpson fiir 6 = 2h).
Fir m > 1 (bzw. m > 2 im Fall § = 2h) werden also auch Knoten
auBerhalb des Integrationsintervalls [x, — 0, x| verwendet.

Die Gewichte der Quadraturformel werden so bestimmt, dass der
maximale Exaktheitsgrad erreicht wird. Die Auswertung des Integranden
erfolgt durch Einsetzen der Ndherungen yx; anstelle von y(xk4;), also
durch Verwendung der Funktionswerte fiij = f(Xitj, Yi+j)-



11.4 Explizite m-Schrittverfahren: Adams-Bashforth-Verfahren
Es sei m € N. Das m-Schritt Adams-Bashforth-Verfahren lautet

mit

m—1

Yirm = Yirm—1=h > Bifiy,

Bj =

j=0

1 Xk+m m- .
z/ Lj(x)dxz/_1 Lj(x) dx.

k+m—1

Hierbei sind L;, Zj Lagrange-Grundpolynome vom Grad m — 1 zu den Stiitzstellen
Xky - - s Xktm—1 bzw. 0,1,...,m —1, also

m—1 m—1

L= [ 222 Lo =[] 2

K
im0 Xk+j T Xkti

i# i#

Beispielsweise ergeben sich die folgenden Formeln:

m=1:
m=2
m=3
m=4
m=25
m=2=6

Yk+1 — Yk
Yk+2 — Yk+1
Yk+3 — Yk+2

Yk+4 — Yk+3

Yk+5 — Yk+4a

Yk+6 — Yk+5

hfy

Eulersche Polygonzugmethode

L(—fi + 3fis1)

%(5fk — 16fiq1 + 23fi42)

(=9 + 37fi1 — 59 1o + 55cy3)

%(251& — 127411 + 2616fc o — 2774f 3 + 1901fk+4)

h

1440

(—475f + 2877f1 — 7298f1p + 9982fy 13 — 7923fi 44 + 4277 fi15)



11.5 Implizite m-Schrittverfahren: Adams-Moulton-Verfahren
Es sei m € N. Das m-Schritt Adams-Moulton-Verfahren lautet

m
Yitm = Yibm—1=hY_ Bifiy;

=0
mit
1 [Fk+m m-
B; = P / Aj(x)dx = / Aj(x) dx.
Xptm—1 m—1

Hierbei sind A;, /N\j Lagrange-Grundpolynome vom Grad m zu den Stiitzstellen

Xk - - s Xk+m bzw. 0,1,..., m, also
Tox—x Oox—
— Xpyi . _
N =]l ———— NE)=]]=
i=g Xkt T Xkt = 4 7!
i#j i#j
Beispielsweise ergeben sich die folgenden Formeln:
m=1: Ykl — Yk = g(fk + fit1) implizites Trapez-Verfahren

m=2: Yo — Y1 = 15(—Fc + 8fis1 + 5fis2)
m=3: Y3 —Yes2 = &(f — 5fis1 + 19fii2 + 9fiis)

m=4: Yk+4 — Yk43 = 7—20(7191& + 106741 — 264f, o + 64673 + 251fk+4)

Mm=5:  Yirs — Ykrs = g (27f — 173fis1 + 482fip — 798fi i3 + 1427fips + 475 45)



11.6 Explizite m-Schrittverfahren: Nystrom-Verfahren
Es sei m € N. Das m-Schritt Nystrom-Verfahren lautet

m—1
Yitm = Yirm—2=h > Bifiy,
=0
mit
1 Xk+m m-
B; = —/ Lj(x)dx = / Lj(x) dx
h Xktm—2 m—2

und den Lagrange-Grundpolynomen L;, Zj aus 11.4.
Wir erhalten die folgenden Formeln:

m=2: Yk+2 — Yk = 2hfiyq, (Mittelpunktregel)

m=3: Y3 — Yer1 = 2(f — 2fis1 + Tis2)

m=4: Y4 — Y2 = L(—Ff + 4fiz1 — Sfisa + 8fii3)

Mm=5:  Yis — k43 = o5(29F — 1461 + 294fiip — 266fi 13 + 269fi14)

m=6:  Yirs — Ykrs = o5(—28f + 169fi 11 — 426fiip + 574fi 43 — 406f,ss + 297fii5)



11.7 Implizite m-Schrittverfahren: Milne-Simpson-Verfahren
Es sei m € N. Das m-Schritt Milne-Simpson-Verfahren lautet

m
Yitm = Yirm—2 =h > Bjfiy;

j=0
mit
1 [Xk+m m-
Bj = 7/ Aj(x) dx:/ Aj(x) dx
h Xktm—2 m—2

und den Lagrange-Grundpolynomen A;, /\j aus 11.5.
Wir erhalten die folgenden Formeln:

m=2: Ykt2 — Yk = g(fk + 4fii1 + fita), (Simpsonregel)
m=3: Yk+3 — Yk+1 = g(fk+l + 4fk+2 + fk+3) (:Simpsonregel bei k + 1)
m=4: Y —y2 = g5(—Fc +4fiq1 + 2860 + 124fi 3 + 29f14)

M=5:  Yis — Yz = o(fc — 6fip1 + 142 — 14fips + 129fi s + 28fiis)



11.8 Implizite m-Schrittverfahren: BDF-Verfahren
Ein weiterer Ansatz fiir ein implizites m-Schritt-Verfahren, das alle m + 1 Koeffizienten
a;j # 0 setzt und nur By, # 0 verwendet, bildet zuerst das Interpolationspolynom

m
Pm(x) =D yiriN(x) (R y(x)
Jj=0
und fiihrt durch Differenzieren von p, und Vergleich mit der Differentialgleichung zu
m
D YieiN Kesm) = Fiesem-
Jj=0

Um am = 1 zu erhalten, werden beide Seiten durch A (xkim) = D1y th dividiert.

j
Diese Verfahren heiBen backward difference formula (BDF).
Wir erhalten die folgenden Formeln:

m=1: Ykt1 — Yk = hfii implizites Euler-Verfahren
m=2: Vire — 3y + 3y = Lfisn
m=3: Yirs — Byio + g — vk = Bfigs

— . 48 36 16 3 __ 12h
m=4:  Yiia — S5¥k+3 T sVkt2 — Ykt + ¥k = 55 fka



Bemerkung:

» Es ist klar, dass alle Verfahren direkt auf Systeme von
Differentialgleichungen erster Ordnung libertragen werden konnen.

» Bei den impliziten Verfahren tritt fiym = f(Xkt+-m, Yk+m) auf der
rechten Seite auf. Aus der Formel des Differenzenverfahrens wird
Yk+m mit Hilfe der Fixpunkt- oder der (gedampften)
Newton-lteration bestimmt.



11.9 Bemerkung: Der Ansatz aller Verfahren beruht auf der Polynom-Interpolation der
Daten f(xx4j, yk+j)- Eine rekursive Berechnung der Koeffizienten ergibt sich durch
Verwendung der Newton-Form der Interpolation:

Fiir die expliziten Verfahren mit den dquidistanten Stiitzstellen x, ..., Xk4+m—1
berechnet man die “Riickwartsdifferenzen”

VO = f, VH=VATY VAT > 1,

rekursiv nach dem Dreiecksschema

Xitm—1 | ferm—1 = VOfirm—1
> Viiimo1
Xktm—2 | Feem—2 = VOfirm—2 >
> Viiimoo
Xiktm—3 | Feem—3 = Vfirm—3 > V™" Miimo
>
: > Vifii1
Xk fk - Vofk

Das Interpolationspolynom in Newton-Form lautet dann
m—1

(X*Xk+mfj)'
j=1

mel fk+m—1

vlfk+m—1
(m — 1)lAm—1

Pm-1(x) = Vfiim_1+ (x=Xkrm—1)+ -+



» Das explizite m-Schritt Adams-Bashforth Verfahren nimmt somit die Form

m—1
Yitm = Yirm-1="h > GV fiim 1
j=0
an, wobei die Koeffizienten ¢,j=0,...,m—1, gegeben sind durch ¢cg =1 und
1 Xk+m J
G = ﬁ/ [T = xkcem—r) dx
J'hj Xk+m—1 ¢=1
1 J 1 vt
= .—/ H(t—m+z)dt:,—/ [t +e)at
WV me1,g Wt

fiir j > 0. Fiir diese Koeffizienten zeigt man die Formel
J

Cji—i .
§ - =1, j=>0,
~—~ j+1
i=0

aus der dann die ¢; rekursiv berechnet werden konnen:

e1 o Yt __5 3 251 9%
0 =41, 1—27 2—12’ 3_8’ 4—7207 5—288’



» Die gleichen Uberlegungen lassen sich auf die Verfahren von Adams-Moulton,
Nystrom und Milne-Simpson anwenden. Bei den impliziten Verfahren tritt der
Knoten xii, an den Anfang der Knotenliste. Fiir Adams-Moulton ergibt sich

m
Yitm = Yirm—1=h> %V fiim,

j=0
mit 70 = 1 und
1 Xk+-m J-1
'yj = th/7+1/ H(X _Xk+m—[) dX
Xk+m—1 ¢=0
1 m J—1 1 0 /-1
= 7 ,,HH(t_m—M)dt:ﬁlln(t+€)dt'
£=0 £=0

Hieraus lasst sich die Formel

ableiten,, so dass wir erhalten:

1 1 1 19 3

L S P . I
o M= Ty T T BT T T T 00 T T 160



» GleichermaBen ergeben sich die BDF-Formeln in der Form

m
> 0V Ykim = hfiim
j=t

mit
1=
ST it H( Xerm—t) | (Xkrm) = T ZI_II(XHm — Xkym—t2) =



11.2 Konsistenz und Konvergenz

Eine zentrale Rolle nimmt wieder der Begriff des lokalen
Diskretisierungsfehlers ein.

11.10 Definition
Sei m € N sowie ein lineares m-Schrittverfahren

m m
Z QjYktj = hZBJka, am =1,
j=0 Jj=0

gegeben. Weiter seien f € C1(/ x G) und (x,y) € | x G gegeben.
» Mit z bezeichnen wir die Losung der AWA 2’ = (¢, z), z(x) = y.
» z,, sei der Wert, den das m-Schritt-Verfahren bei Verwendung der
exakten Werte ajz(x + jh) fiirr 0 < j < m — 1 sowie
Bif (x + jh, z(x + jh)) = Bz’ (x + jh) fiir 0 < j < m liefert.

a) Der exakte relative Zuwachs beim m-Schritt-Verfahren ist

z(x + mh) — z(x + (m — 1)h)
h .

A(f7X5y5h) =



b) Die Zuwachsfunktion des m-Schrittverfahrens wird definiert als

O(F,x,y, h) = Zm 7Z(X:(mf 1)h)

m—1 i
~ Szl h) + hS B2 (x +jh) | - L’:—l)h)
Jj=0 j=0

c) Der lokale Diskretisierungsfehler des m-Schrittverfahrens ist (unter
Beriicksichtigung von o, = 1)

r(f,d>,x,y,h) = A(f,X,y,h)*q)(f,X,y,h)

[y

= ZZ 2(x +jh) = > Biz'(x + jh).
j=0 j=0



11.11 Definition: Konsistenz, Konsistenzordnung

a) Das m-Schrittverfahren heiBt konsistent, wenn fiir alle
fe CYl x G) und alle (x,y) € I x G gilt

lim r(F, &, x,y, h) = 0.

b) Es hat die Konsistenzordnung p € N, wenn fiir alle f € CP*1(/ x G)
und alle (x,y) € I x G gilt

r(f,¢,x,y,h):(9(|h|P) fuir h— 0.



Voriiberlegung: Die Konsistenzordnung von m-Schrittverfahren wird wieder durch eine
Taylor-Entwicklung bestimmt. Hierfiir bendtigen wir nur die Taylor-Entwicklungen von
z und z’. Dies fiihrt auf einfache lineare Bedingungen an die Koeffizienten o und ;.
Aus den beiden Beziehungen

P
2(x + jh) = ZZ (R + O(APTY)  fiir h—0,
n=0
P 2w
(x+jn) =3 2 (X R*=1 + O(lhP)  fiir h— 0,
=l
folgt
m ./“L_l
(8,00 y,0) = 200 S a0 S e 12{ ~ B | +oUR).
= Hzl - T(p—1)!
N—— =icy

=0



Zusammenfassend:
11.12 Satz: Konsistenzordnung linearer Mehrschrittverfahren
Das m-Schrittverfahren
m m
Zaj)/k+j = hZijk+j7 k=0,1,...
j=0 j=0

mit am = 1 ist konsistent genau dann, wenn

m m
co::Zaj:O, c1 _Zjozj ZﬁJ_O
Jj=0 Jj=0

gilt. Weiterhin sind dquivalent:
(i) Das Verfahren besitzt die Konsistenzordnung p € N.

(ii) Die Zahlen cp, c; wie oben sowie

m u—1
JjH

Z[ .! Jm} B=2,...,p,

sind alle gleich Null.
(iii) Fir jedes Polynom z vom Grad < p ist

Zajz(x+1 Z iz (x + j) =

=0



Beweis: Aus der Voriiberlegung folgt bereits die Aussage zur Konsistenz und die
Aquivalenz von (i) und (ii).

Wir zeigen die Aquivalenz von (i) und (iii): fiir jedes Polynom z vom Grad < p sind
die Taylor-Entwicklungen der Voriiberlegung exakt, d.h.

Pz
. z X) .
i) =3 —,( e,
n=0 ’
Pz
A= 3 20
e (u
Einsetzen ergibt
m
Zajz(x—i-j)—z -z (x+J) ZCHZH)(X
j=0 j=0
Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ist hieraus direkt abzulesen.

Bemerkung: Eine wichtige Methode (von Euler) definiert zu den Koeffizienten ¢, die
erzeugende Funktion

[e'e] iz o0 iz -1 m .
C(z) = ZCuZ” Y o> (J”?H —26) % =D (- z8)e"

Jj=0 n=0 : p=1 j=0

Die Bedingung (ii) im Satz 11.12 ist dquivalent zur Bedingung

dr
EC(Z)‘ZZO =0 fir 0<pu<p.



11.13 Korollar

» Die expliziten m-Schritt Verfahren von Adams-Bashforth (m > 1)
und Nystrom (m > 2) haben die Konsistenzordnung m.

» Die impliziten m-Schritt Verfahren von Adams-Moulton (m > 1)
und Milne-Simpson (m > 2) haben die Konsistenzordnung m + 1.

» Die impliziten m-Schritt BDF-Verfahren haben die
Konsistenzordnung m.

Die angegebene Ordnung ist jeweils exakt, mit Ausnahme des
Milne-Simpson Verfahrens mit m = 2, das die Konsistenzordnung 4
besitzt.



Beweis: Wir verwenden Teil (iii) aus Satz 11.12. Wir weisen die Aussage zur
Konsistenzordnung der ersten 4 Verfahren nach.

Sei dazu ¢ = 1 (fiir die Verfahren von Adams) oder £ = 2 (Nystrém, Milne-Simpson).
Weiter sei g ein Polynom vom Grad m (expliziter Fall) bzw. m + 1 (impliziter Fall).
Wir halten x € R fest und wahlen die Knoten x,x + 1,...,x + m — 1 (expliziter Fall)
bzw. x,x +1,...,x + m (impliziter Fall). Dann besitzt q’ die Darstellung mit Hilfe
der Lagrange-Grundpolynome L; bzw. A;

qg(t) = - q' (x +j)Li(t), (expliziter Fall),

3

-.
i
o

q'(t) = q'(x + j)Ni(t), (impliziter Fall).

-

.
Il
o

Die Definition der (; bei den 4 betrachteten Verfahren ergibt

X+m m(—1)
actm—alxtm—0= [ geyde= Y (et
xX+m— j=0

Dies ist genau die Eigenschaft (iii) in Satz 11.12.



Um zu zeigen, dass die Konsistenzordnung nicht groBer als angegeben ist, wahlt man beim
Adams-Bashforth und beim Nystrom-Verfahren ein Polynom g vom Grad m + 1 mit

m—1

a0 =TT0x=p.

I§
o

Dann ist ¢’(j) = 0 fiir 0 < j < m — 1, aber q'(x) > 0 fiir x > m — 1, also auch
atm) — a(m = 1) = [ 4/ dx> 0.
m—1

Also hat das Adams-Bashforth Verfahren nur die Konsistenzordnung m. Ebenso ist
q(m) — q(m - 2) =

m , m m m—1 m -

/ q (x)dx:/ THx=-n+TIx-9 dx:/ (2x — m) T (x —)dx > o.
m—2 m—1 \ i1 o M1 N—— )
>0

Also hat auch das Nystrédm Verfahren nur die Konsistenzordnung m.
Ebenso wahlt man beim Adams-Moulton und Milne-Simpson-Verfahren ein Polynom g vom Grad
m + 2 so, dass q'(x) = [T}"4(x — Jj) gilt. Dann ist ¢’ (j) = 0 fir 0 < j < m, aber ¢’(x) < 0 fiir
m—1< x < m, also

qg(m) —qg(m—1) = / q’(x) dx < 0.
m—1
Also hat das Adams-Moulton Verfahren nur die Konsistenzordnung m + 1. Ebenso ist
q(m) — q(m—2) =
m+1

m m e <0 fiir m> 3,
/ H(Xij +H(X?j dx_/mf1(2X7m71/IlX7j {:O fir m=2.

m—1

Also hat auch das Milne-Simpson-Verfahren fiir m > 3 nur die Konsistenzordnung m + 1. Fiir
m = 2 erhdlt man die exakte Konsistenzordnung 4 direkt aus Teil (ii) von Satz 11.12.



Nun wenden wir uns den BDF-Formeln zu. Sei g ein Polynom vom Grad < m. Wir halten x € R
fest und wahlen die Knoten x, x + 1, ..., x + m zur Darstellung mittels der zugehdrigen

Lagrange-Grundpolynome
m

a(t) = D> alx +i)N(t)-

j=0

Hieraus ergibt sich sofort

CTLN L L P

N (x+m) = N (x + m)

Dies ist die Eigenschaft (iii) in Satz 11.12, denn 3, = 1/A] (x + m) und
aj = /\J'-(x + m)//\'m(x + m) ergaben sich in 11.8.

Dass keine hohere Konsistenzordnung vorliegt, wird mit dem Polynom g(x) = H/’io(x — j) vom
Grad m + 1 gezeigt: wir haben

Z a;jq(j) =0, aber Bnq’(m) #0.
j=0



11.14 Bemerkung: Der erste von Null verschiedene Koeffizient

m jPtt JjP
i i= Y [ e - L] #o
= Lp+1)! p!

wird als die “Fehlerkonstante’ des Verfahrens der Ordnung p bezeichnet.

Die folgende Tabelle gibt die Fehlerkonstanten mehrerer
Adams-Bashforth und Adams-Moulton-Verfahren an.

Adams-Bashforth (explizit) Adams-Moulton (implizit)
m |1 2 3 4 m 1 2 3 4
p |1 2 3 4 p | 2 3 4 5
1 5 3 251 1 1 19 3
Cpt1 |3 17 3 720 Cpt1 | 792 “24 T720 160




11.15 Beispiel: Die allgemeine (implizite) lineare 2-Schrittmethode hat 6 Koeffizienten
ay, Bk, 0 < k <2, mit ap = 1. Die Terme ¢, ergeben sich als

o = ata+1

a = oa1+2—(Bo+B1+PB2)

o = Yai+4)—(B1+26)
= g(a1+8)—3(B1+46)

a = z(a1+16) — %(51 + 862)

s = (a1 +32) — 5 (B1+1682)

Um die Konsistenzordnung 3 zu erzielen, muss ¢g = ¢; = ¢ = ¢3 = 0 gelten. Dies
wird mit o := aq erfiillt, falls wir

1 2 1
- _1- . —‘1- S
ai a, Bo 12( +5a), A1 3( a), B2 12(5+a)

setzen. Die allgemeine 2-Schrittmethode der Ordnung 3 hat also die Form (in
Abhangigkeit vom Parameter )

h
Yir2 — (1 + a)yr1 + ayx = 1 ((5 +a)fkia +8(1 — a)fyrn — (1 + 5a)fk)-

Aus den Gleichungen ¢z = —(1 + «)/24 und s = —(17 + 13)/360 folgt:
(i) Fir oo = —1 ergibt sich das Simpson-Milne Verfahren

h
Yiy2 = Yk = g(fk+2 + 4fi1 + fi)

der Konsistenzordnung 4. |hre Fehlerkonstante ist cs = —1/90.



(if) Fir oo # —1 ist die exakte Konsistenzordnung 3. Z.B. ergibt o = 0 das implizite
2-Schrittverfahren von Adams-Moulton und o = —5 ergibt das explizite
Verfahren

Yk+2 + 4Yky1 — Byx = h(4fii1 + 2f;).
Dieses Verfahren hat eine attraktive Form, da pro Schritt nur eine Auswertung
von f erfolgt. Es ist jedoch praktisch unbrauchbar, da eine wichtige Eigenschaft
der “Null-Stabilitat” fehlt, die wir im Folgenden analysieren wollen: Kleine
Rundungsfehler der Anfangswerte yp, y1 werden in jedem Schritt so verstarkt,
dass nach wenigen Schritten vollkommen unbrauchbare Werte vorliegen (siehe
Beispiel 11.16).



11.3 Null-Stabilitat und Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Das numerische Verhalten der Mehrschrittverfahren unter dem Einfluss von
Rundungsfehlern wird durch die Analyse der linearen Differenzengleichungen
vollstindig erfasst.

11.16 Beispiel: Die (homogene) lineare Differenzengleichung

Yi42 +4Yke1 — Sy =0
mit den Anfangswerten yp = 0 und y; = 0 hat die triviale Losung yx = O fiir alle
k € Np. Eine kleine Stérung der Anfangswerte yg = §, y1 = € liefert hingegen
y2 =50 —4e, y3 = —200 + 21le, y4 = 1056 — 104e,

und allgemein
K . 1 1
vk =a(=5)+8 mit a= 6(6 —€), B= 6(56+ €).
Diese Darstellung erhalt man durch Berechnen der Nullstellen —5 und 1 des
charakteristischen Polynoms p(z) = z? 4+ 4z — 5 = (z + 5)(z — 1) der
Differenzengleichung. Sie zeigt, dass das Differenzenverfahren numerisch instabil ist,
da Rundungsfehler sich sehr schnell verstarken.



11.17 Satz: Allgemeine Losung der homogenen linearen Differenzengleichung

Gegeben sei die homogene lineare Differenzengleichung

Zajykﬂ- ZO7 kZO,l,... (am = l). (*)
j=0
Wir bezeichnen mit p(z) = Zajzj das charakteristische Polynom der
j=0

Differenzengleichung.

Dann ist jede Lésung (y«k)k>o0 von (x) eine Linearkombination der
folgenden m linear unabhangigen Fundamentallosungen:

» Ist A € C eine s-fache Nullstelle von p, mit s € N, so setze
(y;gl))kzo = (Ao,
so = (KA Vo,

k!

(s) _ k—s+1
Y ' )k>0 = — ) .
= ((k_5+1)! k>0



Beweis: Die Fundamentallésungen I6sen die homogene Differenzengleichung:

A € C sei s-fache Nullstelle von p, es gelte also
PN =p(A) = =pD(N) =0

und p(9)(X) # 0. Die Folge (y,((l))kzo erfiillt die Beziehung

Zajyk Za,\kﬂ—,\kp(,\)—o k> 0.
j=0

Analog folgt fiir v =2,...,s

(k+J)! kbj—vi1 _ 977
Skl =3 Gy = G e

Mit der Leibniz-Regel der Differentiation folgt, dass der letzte Ausdruck 0 ergibt, also
I6st auch (ylE”))kZO die homogene Differenzengleichung.



Die Fundamentallésungen sind linear unabhangige Folgen:

Seien A1, ..., A\, die paarweise verschiedenen Nullstellen von p mit der jeweiligen Ordnung s,
1< pu<r (Danngilts;+---+s = m.) Weiter seien (y*'*))somit 1< p < r, 1 < v <s,,
die Fundamentallésungen. Es genligt zu zeigen, dass die “Anfangsstiicke” der Lange m dieser
Folgen linear unabhangig sind. Dazu betrachten wir die quadratische Matrix

r (1,1) (1,1) (1,1) 7

Yo n o Ym—1
1 1, 1
ity e
A= : : _
r,1 r,1 r,1
R L BT ket
I yé/,sn y1</,s,) ygfr) |

Im Fall s, = 1fiiralle 1 < p < r(= m) ist

SR e BT v 1oa - AT
A= =
yém,l) )ﬁ(m’l) . yr(nnzi) 1 Am - ,\zfl

die Vandermonde-Matrix zu den paarweise verschiedenen Nullstellen X\, € C, 1 < o < m. Diese
Matrix ist regular, vgl. Satz 4.3.5 (Numerik I).



Im allgemeinen Fall mehrfacher Nullstellen ergibt sich die Matrix des folgenden
Hermite-Interpolationsproblems:

Bestimme das Polynom p vom Grad < m— 1 zu den paarweise verschiede-

nen Knoten A1, ..., A\, € C, das die Bedingungen
P00 =V ec, 1<p<r 0<v<s,,
erfiillt. Hierbei ist 357 _; s, = m.
Die zur Basis der Monome gebildete Matrix ist
- -1 m—1
1 ... ,\il - S A
- m—1)l \m—
0 - (s1—1) - e ((Wsll))! AP
A=
1 ... ,\fr*1 ,\7’*1
: — 1‘ —
Lo o s e B

Sie ist reguldr, siehe 4.3.13.




Die allgemeine Losung ist Linearkombination der Fundamentallosungen:

Sei (yx)k>o eine Lésung der homogenen Differenzengleichung. Wir nennen die

Fundamentallésungen der Einfachheit halber (5,((”));(20 mitl<pu<m

Weil die Anfangsstiicke dieser Folgen eine Basis des C™ bilden, gibt es eindeutig

bestimmte Koeffizienten c1,...,cm € C mit
m
Yk :ZCI’L&.[((H)v 0<k<m-1 (%)
p=1

Wegen am =1 lasst sich die Differenzengleichung in der Form
m—1
Yitm = — Z O Yktjs k € N,
—

schreiben. Insbesondere erfiillt jede Fundamentalldsung
) _ = e
n) Iz
Ehpm =~ Z O‘jfkﬂ" k € No.
j=0
Aufgrund der Linearitat lbertragt sich mittels vollstandiger Induktion die Beziehung
(x*) auch auf jedes k > m. O



11.18 Bemerkung:

(i) Die Koeffizienten ¢, der einzelnen Fundamentallsungen sind durch die Angabe

von Anfangswerten yyp, ..., ym—1 eindeutig bestimmt; hierzu ist ein lineares
Gleichungssystem mit der Transponierten der regudren Matrix A im Beweis zu
IGsen.

Beispiel: Die homogene Differenzengleichung

Yk+2 +4yks1 — By =0

in Beispiel 11.16 hat das charakteristische Polynom p(z) = z2 + 4z — 5 mit den
einfachen Nullstellen \; = —5, XA» = 1. Die allgemeine Lésung der homogenen
Differenzengleichung lautet also

vk = c(=5)* + e, k € No,

mit Koeffizienten ci,c; € C. Zu den Anfangswerten yp = 6, y1 = € ist

2= 3 [1-al]



(ii) Die inhomogene Differenzengleichung

m
>y = k=0,1,... (am=1, 3% €C)
Jj=0
besitzt bei vorgegebenen Startwerten yp, y1,...,Ym—1 eine eindeutige Losung

(¥x)k>0- Diese erhdlt man als Superposition
yk:y\k+}7k7 k:0717"'7

wobei (Vk)k>o eine spezielle Lésung der inhomogenen Differenzengleichung (mit
beliebigen Startwerten ¥, ..., Vm—1) ist und (J«)k>o die eindeutige Lésung der
homogenen Differenzengleichung mit den Startwerten

Ve=ye—Y, 0<€<m-—1,

ist.



Zur weiteren Untersuchung von Mehrschrittverfahren werden zwei
charakteristische Polynome eingefiihrt.

11.19 Definition
Zu einem m-Schritt Verfahren

Zajyk+j:hzﬂjfk+j7 kIO,l,
Jj=0 Jj=0

mit o, = 1 definieren wir

(i) das erste charakteristische Polynom p(z Z o,z

(ii) das zweite charakteristische Polynom o(z Z Bz

11.20 Folgerung

Das Mehrschrittverfahren ist genau dann konsistent, wenn p(1) = 0 und
(1) =o(1) gilt.



Im Beispiel 11.16 sieht man, dass kleine Storungen der Anfangswerte
“explodieren”, wenn die Differenzengleichung unbeschrankte
Fundamentallosungen besitzt. Wir wollen nun einen entsprechenden
Stabilitatsbegriff einfiihren.

11.21 Definition: Null-Stabilitat

Das lineare Mehrschrittverfahren heiBt Null-stabil, wenn alle
Fundamentallosungen der homogenen Differenzengleichung
ij:O ajyk+j =0, k > 0, beschriankte Folgen sind.

Als direkte Folgerung von Satz 11.17 ergibt sich die folgende
Charakterisierung.

11.22 Satz: Wurzelbedingung

Das Mehrschrittverfahren ist genau dann Null-stabil, wenn keine
Nullstelle des ersten charakteristischen Polynoms p einen Betrag groBer
als 1 hat und wenn alle Nullstellen vom Betrag 1 einfach sind.



Fur die bereits vorgestellten Verfahren erhalten wir:

11.23 Korollar:

Die Adams-Bashforth, Adams-Moulton, Nystrom und Milne-Simpson
Verfahren sind Null-stabil. Die BDF-Verfahren sind Null-stabil nur fur
1<m<6.

Beweis:

» Fiir die m-Schritt Verfahren von Adams ist p(z) = z™~1(z — 1), also
A1 = 0 eine Nullstelle der Vielfachheit m — 1 und X\, =1 eine
einfache Nullstelle.

» Fiir die Nystrom und Milne-Simpson Verfahren ist
p(z) = z™2(22 — 1), also A1 = 0 eine Nullstelle der Vielfachheit
m — 2 und A2 3 = *£1 jeweils einfache Nullstellen.



» Die BDF-Verfahren fiir m < 6 erfiillen die Wurzelbedingung. Jedoch ist fiir jedes
m > 6 die Wurzelbedingung verletzt. Die untenstehenden Grafiken zeigen die
Nullstellen fiir 2 < m < 7 (links) und 8 < m < 13 (rechts). Fiir jedes m € N ist
z = 1 einfache Nullstelle, sie ist in beiden Grafiken nicht eingezeichnet.

Wourzeln fiir BDF mit m = 2
(blau), 3 (cyan), 4 (magenta), 5
(rot), 6 (griin), 7 (gelb).

Wurzeln fiir BDF mit m = 8
(blau), 9 (cyan), 10 (magenta),
11 (rot), 12 (griin), 13 (gelb)



Der Konvergenzbegriff wird wie bei den Einschrittverfahren definiert. Wir verwenden
wieder die Bezeichnungen ylEh), hpx = , und definieren den globalen

Diskretisierungsfehler

X—Xp
n

En(x) = y(x) — ys").

11.24 Definition: Konvergenz, Konvergenzordnung

Ein m-Schrittverfahren heiBt konvergent in einem Rechteck | x G, wenn fiir alle
Anfangswertaufgaben

y' =f(x,y), y(x)=y mitxo€l,

mit f € C1(/ x G), deren Ldsung y : | — R global existiert, aus der Bedingung
lim y, =y fir 0<;<m-1
die Konvergenz des globalen Diskretisierungsfehlers
nimw En(x)=0
fiir alle x € [ folgt.

Das Verfahren hat die Konvergenzordnung p € N, wenn fiir f € CP(/ x G) aus der
Bedingung

Y0 + kb x) =y = O(|nx|?)
fiir n — oo auch

En(x) = y(x) = y3" = O(lhnxI?)

fur alle x € [ folgt.



Ziel dieses Abschnittes ist es, die folgende Aquivalenz zu zeigen, die als
Konvergenzsatz von Dahlquist (1956) bekannt ist.

11.25 Konvergenzsatz von Dahlquist

Ein lineares m-Schritt Verfahren ist genau dann konvergent, wenn es
konsistent und Null-stabil ist.



Der Beweis wird in drei Teilen erbracht.
1. Schritt: Konvergenz =—> Null-Stabilitat
Betrachte die AWA
y'=0,  y(x)=0,
mit der eindeutigen Losung y = 0. Das m-Schritt Verfahren lautet

m—1
h h
v+ Sy =0, k=o0,1,.... (11.25a)
Jj=0
Dies ist eine homogene lineare Differenzengleichung.

Es sei A € C eine Nullstelle von p der Vielfachheit s. Als Startwerte wahlen wir ein
Vielfaches des Anfangsstiicks der Fundamentalldsung y(5) in Satz 11.17, also

= ST gk 11.25b
W = VG (11.25)

firo<k<m-1 (mity,Eh) =0 fiir k < s—1). Bei festem x > xo und fiir n — oo
konvergiert h = hp x gegen Null, also sind diese Werte konsistent mit dem
Anfangswert y(xg) = 0. Aus der Differenzengleichung (11.25a) erhalten wir (11.25b)
fiir alle k € Ng. Dies ergibt

B0 =\ e Z!+ R
Diese Folge ist unbeschrankt in den beiden Fallen
> |A|>1unds>1,
> [A\l=1lunds>2.

Also ist in diesen Fillen das Verfahren nicht konvergent, was zu zeigen war.




2. Schritt: Konvergenz —> Konsistenz
Wir zeigen die beiden Beziehungen p(1) = 0 und p/(1) = o(1).
p(1) = 0: Betrachte nun die AWA

_y/ZO, y(XO):17
mit der eindeutigen Losung y = 1. Das m-Schritt Verfahren lautet wieder wie die
homogene lineare Differenzengleichung (11.25a). Wir wihlen die (exakten) Startwerte
y,((h) =1, 0 < k < m—1. Da die Startwerte unabhdngig von der Schrittweite h sind,

sind alle Folgenglieder (y)k>0 := (yIEh))kZO, die mit (11.25a) berechnet werden,
ebenfalls unabhangig von h. Falls das m-Schritt Verfahren konvergent ist, ergibt sich
bei beliebiger Vorgabe von x # xg hieraus

(hn,x)

lim yp, = Yn =y(x)=1

lim
n— oo n—oo

Setzen wir den Grenzwert in die Differenzengleichung (11.25a) ein, erhalten wir

m—1 m—1
0= lim o il =1 Q.
Pl Yk4+m + 2(; i Y k+j + 2; '
J=! J=!

Damit gilt p(1) = 0. Man beachte, dass p’(1) # 0 gelten muss, weil aus der
Konvergenz ja die Null-Stabilitat folgt, wie vorher gezeigt.



p' (1) = o(1): Wir betrachten nun die AWA

y'=1, y(x)=0,

mit der eindeutigen Losung y(x) = (x — xp). Das m-Schritt Verfahren lautet nun

W+ Z ay = hZﬂJ, k=0,1,. (11.25¢)

Dies ist eine inhomogene lineare Differenzengleichung mit der konstanten rechten Seite

ho(1). Wir setzen ~ : (( )) (beachte p’(1) # 0 wie oben) und wihlen die Startwerte

y,Eh) := hvk, 0 < k < m— 1. Diese sind mit dem Anfangswert y(xp) = 0 konsistent.
Die eindeutige L3sung der Differenzengleichung (11.25¢) zu diesen Startwerten ist

vy = hyk  fiir alle k >0,

wie wir durch Einsetzen in die Differenzengleichung leicht tiberpriifen: Verwendung der
Gleichung p(1) = 0 und der Definition von ~ ergibt

m—1 m—1
hy(k +m) + > ajhy(k +j) = p(D)hyk +hym + > ajhyj = hyp' (1) = ho(1).
j=0 — =0

Andererseits folgt aus der Konvergenz des Verfahrens

. h . X — X0
X—xX= n|~|>n;o y,(T n’X) - nll>moo n

yn = (x — xp)7-

Also erhalten wir v = 1, was der Behauptung p’(1) = o(1) entspricht.



Der 3. Schritt: Konsistenz+Null-Stabilitit —>- Konvergenz wird unter Einbeziehung
der Konvergenzordnung neu formuliert.

Satz 11.26

Ist das m-Schritt Verfahren konsistent und Null-stabil, so ist es auch konvergent. Ist
seine Konsistenzordnung p € N, so ist auch die Konvergenzordnung p.
Beweis: Schritt 3a. Wir betrachten eine feste AWA
Y =1f(xy), ylxo) =y
sowie ein Null-stabiles m-Schritt Verfahren der Konsistenzordnung p,

m—1 m
Yikm+ D ajyirj =hY_ Bifis;
=0 =0

(mit am = 1). Die Schrittweite h und die Startwerte yéh), N ,(:11

(Wir lassen von nun an den oberen Index (h) weg.) Fiir die globalen
Diskretisierungsfehler

seien gegeben.

Ex i =y(xx) —yk, k=mm+1,...
leiten wir zunachst eine Rekursion her. Verwendung des lokalen Diskretisierungsfehlers
r(xk, y(xx), h) aus Definition 11.10 einerseits und Umstellen der Differenzengleichung
andererseits ergibt

hr(xoy(a),h) = > ay(agy)  —h D Bif (ks y (ki)
j=0

Jj=0

0 = > oy —h> " Bif (Xet» Yier))-
j=0

Jj=0



Subtraktion beider Gleichungen fiihrt auf
m m
hr(xi, y () B) = D> @By = h Y By [ F(xkpjs y(kif)) = F (o Vi) | -
j=0 j=0

Wegen o = 1 kénnen wir diese Gleichung mit Hilfe einer “Ubergangsmatrix”
schreiben als

Ey1 Ey 0
Exi2 Exi1 0
=B, : + : , (11.25d)
Exym—1 Exym—2 0
Ekim Exym—1 hyk
wobei wir
0 1 0 0
0 0 1 0
Bp = . .
0 0 1
-y - o —Qpe1
und

Ve =D B | F (ko y (k) = F Ok visj) |+ 1k y () h)
j=0

setzen.



Schritt 3.b Die Matrix B, ist die Frobenius-Begleitmatrix von p (man beachte wieder
am = 1). Entwicklung der Determinante nach der letzten Zeile ergibt nimlich

m—2
det(zl — By) = Z ajzj +(z+ o¢m_1)zm_1 = p(2).
j=0

.

Nach der Voraussetzung der Null-Stabilitat gilt also fiir jeden Eigenwert A von B,
[\l <1 oder (JA] =1 und X ist einfacher Eigenwert von A).

AuBerdem ist p(1) = 0, also ist der Spektralradius von B, genau 1. Mit einer leichten
Verscharfung von Hilfssatz 8.1.8 folgern wir, dass dann eine Vektornorm || - || auf C™
und eine zugehdrige (Operator-)Norm ||| - ||| auf C™*™ existieren mit

lI1Bolll = 1 = inf{p(B,); p natiirliche Matrixnorm}.

D.h. das Infimum aus Hilfssatz 8.1.8 wird unter der Zusatzannahme einfacher
Eigenwerte vom Betrag spr(B,) angenommen.



Schritt 3.c Mit dem Vektor Ej := [E, Ext1s -+ 5 Expm—1]7 lautet die
Ubergangs-Relation (11.25d)

Eir1 = BoEx + hyc [0,0,...,0,1]".
Mit der soeben eingefiihrten Vektor- und Matrixnorm gilt dann
IExsall < IIEkll + hlvle, ¢ :=1[0,0,...,0,1]" . (11.25¢)

Wir wollen das diskrete Gronwall-Lemma anwenden. Dazu miissen wir die
Abhéangigkeit von k beim zweiten Term der rechten Seite aufheben. Bezeichne L
wieder die Lipschitz-Konstante von f. Die Definition von -y, ergibt

m
el < LY 1B | Bl + 1rCx, y (), b))
j=0
Setzen wir noch § := maxg<j<m |B|, ergibt sich

il S LB 1Eiesjl + [r(xi, y (i), B
=0



Wir wollen hier die Summe durch Anteile der Form K||E]| bzw. K||Eiy1]| in der
konstruierten Vektornorm abschatzen. Dazu verwenden wir, dass auf C™ alle Normen
dquivalent sind, also eine Konstante K > 0 existiert mit

s

m—

m
|Eitjl < KIE, D |Eiril < KlEisall-
j=0 Jj=1

Hieraus folgt >°7 o |Ex+;] < K||Exll + K||Ex41]l, und aus (11.25¢) wird die
Abschatzung

(1 — heKLB) [|Exsall < (1 + heKLB) [|Eill + helr(xi, y(xi), ).
— N—
=:(1—hp) =:(1+hp)

Wird die Schrittweite h > 0 klein genug gewahlt, so ist 1 — Ay > 0, und wir erhalten
nach Division

o 14+ hy = hc
Bl € T 1Bl + T2y )L

hu



Schritt 3.d Das diskrete Gronwall-Lemma fiihrt nun zum Abschluss des Beweises: Sei
f € CP(I x G) und y € CP*L(I) globale Lésung. Falls das Verfahren die
Konsistenzordnung p besitzt, so gilt

Ir(xk, y(xk), B)| = O(hPTY),  h— 0.

1—hp
Wir setzen noch

1+ hu
=:1+4+46(h
r— +d(h)

und beachten, dass §(h) = O(h) fiir h — 0 gilt. Fiir festes h liefert das
Gronwall-Lemma 9.43 die Abschitzung

(eké(h) _ l)h

5 O(hP), h—o0.

Edl < ek Eoll +
llExll < [l Eol|
<M, fiir h—0
<M, fiir h—0

Wenn nun die Startwerte die Konsistenzbedingung in Definition 11.24 erfiillen, so ist
durch die Normaquivalenz auch ||Eg|| = O(hP) fiir h — 0. Damit folgt schlieBlich und
endlich die Aussage von Satz 11.26. O



11.27 Korollar

» Die expliziten m-Schritt Adams-Bashforth (m > 1) und
Nystrom-Verfahren (m > 2) haben die Konvergenzordnung m.

» Die impliziten Adams-Moulton (m > 1) und
Milne-Simpson-Verfahren (m > 3) haben die Konvergenzordnung
m + 1, das Milne-Simpson-Verfahren mit m = 2 sogar die
Konvergenzordnung 4.

» Die impliziten BDF-Verfahren mit m < 6 haben die
Konvergenzordnung m.



11.28 Bemerkung:
(a) Der Beweis des Satzes 11.26 gibt sogar die a-priori Fehlerabschatzung

(b)

‘y(Xn) _ }/n‘ S Ker(xn—XO) (”E()Hoo + (X,, — Xo) mkax |t’(Xk,y(Xk)7 h)‘) 5

wobei die Konstanten K und I nur von der Lipschitz-Konstanten L von f sowie
den Koeffizienten «;, B; abhangen.

Dahlquist (Convergene and stability in the numerical integration of ordinary
differential equations, Math. Scand. 4 (1956) 33-53) hat gezeigt, dass die
maximal erreichbare Konsistenzordnung von Null-stabilen m-Schritt-Verfahren
gegeben ist durch m+ 1, falls m ungerade, und m + 2, falls m gerade ist.
Demnach sind die impliziten Verfahren von Adams-Moulton und Milne-Simpson
mit ungeradem m optimal. Weiterhin ist die Simpson Regel (m = 2) optimal.



Mit ganz dhnlichem Beweis wie zu Satz 11.26 l3sst sich auch wieder ein Stabilitdtssatz
bzgl. der Storung der Startwerte sowie der rechten Seite f zeigen.

11.29 Storungssatz:

Die Folge (yx)«>o0 sei Loésung der Differenzengleichung
m m
Z%‘ﬂﬂ' = h26jfk+j7 k>0,
j=0 j=0

zu den Anfangswerten yy,. .., Ym—1. Weiter sei die Folge (Jx)x>0 Losung der
Differenzengleichung

m m
Dok =hY_Bifiy, k20,
Jj=0 Jj=0

zu gestorten Anfangswerten J = yx + dk, 0 < k < m — 1, und zur gestorten rechten
Seite f; = f(xj, ¥j) + ¢;. Dann gilt

n—m
7 — | < Ke'(n—x0) . .
|7n — ynl < Ke Ogl;ngan)](—l [oi| + JZ; lej]

Hierbei sind die Konstanten K und I' bestimmt durch die Lipschitz-Konstante von f
und die Koeffizienten o, 3.



Nachtrag zum Beweis von Satz 11.26:
11.30 Lemma:
Fir jede Matrix A € R"*" gilt nach Lemma 8.1.8
spr(A) = inf{|||A||| : ||| - ||| ist eine natiirliche Matrixnorm }.

Falls dariiberhinaus fiir jeden Eigenwert A von A mit |A| = spr(A) die algebraische
Vielfachheit mit seiner geometrischen Vielfachheit iibereinstimmt, so wird dieses
Infimum angenommen, d.h. es existiert eine natiirliche Matrixnorm ||| - ||| mit

Al = spr(A).

Beweis: Genau wie in 8.1.8 wird eine entsprechende Matrixnorm konstruiert. Hierbei
wird ausgenutzt, dass die Blocke der Jordan-Normalform von A, die zu den
betragsgroBten Eigenwerten gehoren, Diagonalgestalt haben. [



11.31 Erweiterung auf sog. A-Verfahren .

Die im Beweis von Satz 11.26 verwendete Iteration mit der Ubergangsmatrix B,
(=Frobenius-Begleitmatrix des Polynoms p) lasst sofort eine Verallgemeinerung zu:
mit einer “allgemeinen” Matrix A € C™*™ definieren wir das vektor-wertige Verfahren

Zky1 = AZ + hoy

mit Vektoren Z, € R™, k > 0, die in irgendeiner Weise den Bezug zur Lésung der
Differentialgleichung in der Nahe von xi beinhalten, also z.B.

> ein “Pickchen” von Werten der Lésung Zx = [yk, Yk+1,- - - ,yk+m_1]T wie in
11.26,
> Werte der Lésung und ihrer Ableitungen Zx = [yx, hy;, - - -, %yimfl)]

Zur Vertraglichkeit beider Seiten setzen wir voraus, dass beim Auftreten der exakt
gleichen Komponente, z.B. y(x;1)4; auf der linken und y,(j;1) auf der rechten Seite,
eine triviale Gleichung wie etwa bei der ersten Zeile der Frobenius-Begleitmatrix
vorliegt.

Der Vektor &y = &y (xk, Zk, Zx11, h) ibernimmt die Rolle einer Zuwachsfunktion.

Viele Untersuchungen zu linearen Mehrschrittverfahren lassen sich auf diese
allgemeineren A-Verfahren ausdehnen.



11.32 Beispiel: Zu Zx = [y, y;Hl,ka“]T (hier also verbunden mit der Stelle xox anstatt xi)
setzen wir

1 0 0 0 0 1 0
0 1 0 |Zp=| —a —o1 —az | Zkth| Bofk + Bifakir + Bohucra + Bafokss
0 7 1 0 -y M dofas1 + O1faxia + O2foky3 + I3fokys

Dies l3sst sich sofort in die Form eines A-Verfahrens bringen. Die erste Zeile ist nur die
Vertraglichkeitsbedingung zwischen Zx und Z,1. Die 2. und 3. Zeile beschreiben die
abwechselnde Ausfiihrung der beiden 3-Schritt-Verfahren

Yokt3 + Q2yaki2 + oayaksr + aoyak = h(Bofak + Brfakir + Befokra + Bafakis)
Yokta + YVaYoks3 + ivoks2 + Yoyakr1 = h(dofakia1 + O1faksa + O2faky3 + O3faxia).
Diesen zyklischen Wechsel zwischen verschiedenen Mehrschrittverfahren nennt man lineare

zyklische Verfahren. Die Analyse von A-Verfahren liefert also auch Ergebnisse fiir solche
verallgemeinerten Mehrschrittverfahren.



11.33 Beispiel: Das allgemeine R-stufige Runge-Kutta-Verfahren (Abschnitt 9.5) kann auch als
lineares A-Verfahren geschrieben werden:

SR by f (et + ajh, virng;)

Yh414a; 0 0 1 Yk+ay s
Yhtltap 0 0 1 Yk+ay 2oitn boif (Xes1 + ajh, yiraea;)
= . +h X
Yk+ltag 0 0 1 Yitag SR brif (i1 + ajh, Yiet1ta;)
Yi+2 0 0 1 Y+ SF Gif (ks + ajh, Yic+1+a;)

Diese Darstellung dient zur Untersuchung der Konsistenzordnung von Runge-Kutta Verfahren und
zur Herleitung linearer Bedingungen an die Koeffizienten a;, b und c¢;, vgl. die Bemerkung am
Ende von Abschnitt 9.4.

Man beachte: diese Beschreibung ist selbst dann implizit, wenn das Runge-Kutta Verfahren
explizit ist.



Die Stabilitat der A-Verfahren wird durch eine entsprechende Bedingung
gesichert.

11.34 Definition: Null-Stabilitat von A-Verfahren

Das A-Verfahren heiBt Null-stabil, wenn A die folgende Wurzelbedingung
erfullt: A besitzt keine Eigenwerte vom Betrag groBer als Eins und fir
alle Eigenwerte von A vom Betrag 1 stimmt die algebraische Vielfachheit
mit der geometrischen Vielfachheit tiberein.

Bemerkung: Eine Frobenius-Begleitmatrix B, ist genau dann Null-stabil nach
Definition 11.33, wenn das Polynom p Null-stabil nach Definition 11.21 ist.

Diese Tatsache ist nicht offensichtlich. Sie ergibt sich durch die spezielle Form der
Frobenius-Begleitmatrix:
» Jeder Eigenwert )\ der Frobenius-Begleitmatrix besitzt die algebraische
Vielfachheit s, wobei s die Vielfachheit der Nullstelle A zum Polynom p ist.
» Jeder Eigenwert A der Frobenius-Begleitmatrix besitzt die geometrische
Vielfachheit 1.

Die Behandlung der A-Verfahren verrat also, dass der Begriff der Null-Stabilitdt genau
diese Eigenschaft der Frobenius-Begleitmatrix ausdriickt.



11.35 Bemerkung: Die Stabilitat und Konsistenz von A-Verfahren kann wieder mit der
Konvergenz in Zusammenhang gebracht werden. In der Regel ist die
Konsistenzordnung eine untere Schranke fiir die Konvergenzordnung stabiler
A-Verfahren. Jedoch kann die Konvergenzordnung auch hdher sein als die
Konsistenzordnung.



11.4 Absolute und A-Stabilitat von Mehrschrittverfahren

Wie in Abschnitt 11.6 betrachten wir das Beispiel der monotonen und autonomen
AWA

y'=Xxy,  y(x)=x#0,
mit A € C. lhre Lésung ist y : R = R, y(x) = ype**=>0) ihr Betrag fillt im Fall
Re A\ < 0 exponentiell gegen 0 fiir x — oo.

11.36 Betrachtung der numerischen Stabilitat
Das lineare Mehrschrittverfahren

m m
D iy =hY_ Bifirj, k=0,1,...

j=0 j=0
(mit am = 1) ergibt fiir die obige AWA die Rekursion

m m
> vk =D Biviej, k=0,1,...

j=0 j=0
Dies lasst sich auch schreiben als eine homogene lineare Differenzengleichung
m
> (aj — BAB)yik4j =0, k=0,1,...
j=0

Die Beschranktheit der Folge (yx) bei beliebigen Anfangswerten yp, ..., ym—1 ist
dasselbe wie die Null-Stabilitdt dieser neuen Differenzengleichung, also nach Satz
11.22 auch aquivalent zur Wurzelbedingung an das Polynom

m

Z(aj — h)\ﬁj)zj = p(z) — hXo(2).

Jj=0



11.37 Beispiel: Das 2-Schritt Adams-Bashforth-Verfahren



Lineare skalare Stabilitatsanalyse

11.38 Definition: Absolute Stabilitat und A-Stabilitat

a) Ein Mehrschrittverfahren heiBt absolut-stabil fiir ein ¢ € C \ {0},
wenn zu jeder AWA y' = Ay, y(x0) = yo mit A € C\ {0} und zur
Schrittweite h # 0 mit hA = & die Folge (yk)k>0 beschrankt ist (bei
beliebig gegebenen Startwerten yo, ..., ym—1). Die Menge

SG := {¢ € C\ {0}; Verfahren ist stabil fir £}

heiBt das Stabilitatsgebiet des Mehrschrittverfahrens.

b) Ein Mehrschrittverfahren heit A-stabil, wenn es fiir alle £ € C \ {0}
mit Re & < 0 absolut-stabil ist, d.h. wenn

{€ e C\ {0}; Re& <0} C SG

gilt.



Als Folgerung von Satz 11.22 und der Voriiberlegung 11.36 erhalten wir
die folgende Charakterisierung.
11.39 Satz:

Wie in 11.19 seien p und o das 1. bzw. 2. charakteristische Polynom des
Mehrschrittverfahrens. Es gilt £ € SG genau dann, wenn keine Nullstelle
des Stabilitatspolynoms

S5e(2) = p(2) = €o(2)

den Betrag groBer als 1 hat und wenn alle Nullstellen vom Betrag 1
einfach sind, wenn also S¢ die Wurzelbedingung 11.22 erfiillt.



11.40 Stabilitatsgebiete der Adams-Verfahren:

Das einzige A-stabile Verfahren ist die implizite Trapezregel (Adams-Moulton mit

m = 1). Mit wachsendem m verkleinert sich das reelle Stabilitdtsintervall SI = SGNR
sowohl bei den expliziten als auch bei den impliziten Verfahren. Eine Methode, um das
Stabilititsgebiet zu erhalten, ist die folgende:

1.

l.a

1.b

Gesucht sind zunichst alle ¢ € C\ {0}, fiir die die Gleichung

r(2)
= =¢

o(z)
keine Lsung z € C mit |z| > 1 besitzt (dies ist der “wesentliche Teil” der
Wourzelbedingung). T ist eine rationale Funktion in C.

Se(2) = plz) —€o(z) =0 — T(2):

Hierfiir zeichnen wir die Kurve aller Punkte T(z) mit |z| = 1. Falls o(z) # 0 fiir
diese z, erhalten wir eine geschlossene Kurve in C.

Fiir kleines m (und zwar m = 1,2, 3 bei Adams-Bashforth und m = 2,3,4,5 bei
Adams-Moulton) ist SG das Innere dieser Kurve.

Fiir gréBere m zeichnen wir mehrere Kurven T(z) mit festen Radien |z| =r; > 1
und streichen die Teile des Inneren, die von den neuen Kurven durchlaufen
werden.

. Fiir die Punkte & der Kurve in 1.a muss noch lberpriift werden, ob sie einfache

Nullstellen von S¢ sind. Fiir eine mehrfache Nullstelle ist (im Fall o(z) # 0)

Si(z)=0 & 5,8 = ZZ; =¢ & p(2)o(z)—p(z)0'(z2) =0 & T'(z) =0.

Der Punkt £ = T(z) mit |z| = 1 gehért also zu SG, falls T'(z) # 0 gilt.



Stebiitatsgebiete explzier Mehrschitverfahren

Stabiltatsgebiste impliziter Mehrschritverfahren

Stabilitatsgebiete der Adams-
Bashforth-Verfahren fir m =1
(hellgriin) und m = 2,3 (dun-
kler schattiert)

Stabilitatsgebiete der Adams-
Moulton-Verfahren fir m = 2
(hellgriin) und m = 2,3,4,5
(dunkler schattiert). Fir m =
1 ist SG die linke Halbebene,
siehe 9.58(ii).



11.41 Stabilitatsgebiete der Nystrom-Verfahren:
Bei den Nystrom- und Milne-Simpson Verfahren enthalt das Stabilitatsgebiet nur
Punkte der imagindren Achse. Diese Verfahren sind also fiir steife AWA'n ungeeignet.

Beispiel: Die Mittelpunktregel (Nystrom mit m = 2) ergibt
Se(z) = 22 —1-2z

mit 2 komplexen Nullstellen z; 5. Wegen z1zo = —1 ist in der Regel eine der
Nullstellen vom Betrag groBer als 1, ausgenommen beide Nullstellen haben den Betrag
1 und erfiillen z; = —Z;. Dies sind doppelte Nullstellen im Fall z; = zp = %i. Einfache
Nullstellen z; = e'®, zp = —e~'% vom Betrag 1 ergeben den Wert ¢ = % = isin ¢,
also ist

SG={it|te(-1,1)}.



11.42 Stabilitatsgebiete der BDF-Verfahren:

Das implizite Euler-Verfahren (m = 1) ist A-stabil. Die BDF-Verfahren mit 2 < m <6
sind zwar nicht A-stabil, ihr Stabilitdtsgebiet enthilt aber das Intervall (—o0,0), d.h.
fiir reelle X in der Modellgleichung gibt es keine Beschrankung der Schrittweite.

Mit Hilfe der Methode in 11.40 zeichnen wir jeweils das Komplement von SG in den
Fallen 1 < m < 6 (von innen nach auBen).

Komplement des Stabilitatsgebiets der BDF-Verfahren

20

25
10 5 ) 5 10 15 20 25 30




11.5 Praktische Aspekte

In diesem Abschnitt sollen vier der wichtigsten Gesichtspunkte der
praktischen Durchfiihrung von Mehrschrittverfahren behandelt werden.

11.4.1 Berechnung der Startwerte

11.4.2 Losung der impliziten Gleichungen

11.4.3 Pradiktor-Korrektor-Methode

11.4.4 Automatische Schrittweitensteuerung

11.4.5 Schrittweitenwechsel und Nordsieck-Formeln



11.5.1 Berechnung der Startwerte

Gegeben sei ein Mehrschrittverfahren

m m
Zaj)/k+j = h25jfk+j7 k=0,1,...

j=0 j=0

(mit am = 1) der Konvergenzordnung p € N. Um die Differenzengleichung rekursiv
zur Berechnung von yyn,, k > 0, anwenden zu kénnen, miissen die Startwerte
yéh), . ,yr(nhll vorausberechnet werden. Hierzu verwendet man in der Regel eines der

Einschrittverfahren aus Kapitel 9.

» Damit die Startwerte mindestens die Genauigkeit O(|h|P) erzielen, geniigt es, ein
Einschrittverfahren der Konsistenzordnung p — 1 zu benutzen. (Beachte: der
“globale” Fehler fiir die ersten m — 1 Schritte zur Schrittweite h ist nach dem
Gronwall-Lemma beschrinkt durch ci|ly(xo) — yo|| + c2|h|PTL, wenn der lokale
Diskretisierungsfehler des Einschrittverfahrens die Ordnung O(|h|P) besitzt.)

» Dennoch wird man zur Sicherstellung héherer Genauigkeit der Startwerte ein
Einschrittverfahren der Konsistenzordnung p > p verwenden. Fiir die
Adams-Bashforth und Adams-Moulton Verfahren der Ordnung 4 wird haufig das
klassische Runge-Kutta-Verfahren fiir die Berechnung der Startwerte
herangezogen.



11.5.2 Losung der impliziten Gleichungen

Wir betrachten nun ein implizites m-Schrittverfahren
m m
Zaj)/k+j = h25jfk+j7 k=0,1,...
j=0 j=0

(mit am =1, Bm # 0) der Konvergenzordnung p. Beispiele sind die Adams-Moulton
und die Milne-Simpson Verfahren.

Die Differenzengleichung kann in die Form einer Fixpunktgleichung

-

m

Yitm = hBmf (Xiqm, Yi4+m) + [ABifitj — jyr+]
i—0

J

=:r
umgeformt werden.

» Ist f Lipschitz-beschrankt mit Lipschitz-Konstante L, so folgt die
Kontraktionsbedingung
qg:=hBmL <1
direkt aus der Wahl von h < ﬁ Unter geeigneten Voraussetzungen an den
Definitionsbereich von f konvergiert die Fixpunktiteration

y,[fr,,l,] = thf(Xk+m7y[[(11m) + rk

mindestens linear gegen yyn,. Es gilt die a-priori Fehlerabschatzung

t k 0]
Iy, = Yermll < @1y = Viermll



» |Ist die Konstante LS8m moderat (nahe bei 1), so erhdht sich die Genauigkeit der
Iterierten y,[(t] in jedem Schritt um den Faktor h der Schrittweite (wegen
q = hLBm). Fuhrt man p + 1 Iterationsschritte durch, so wird

+1 +1

! = y Ol < Il = Yiermll + [icem = y(ckm)| = Eerm + O(HP)
mit dem globalen Diskretisierungsfehler Ex,, < CphP des (exakten) impliziten
Verfahrens. Um die Konvergenzgiite des Verfahrens nicht nennenswert zu storen,
wird man also p 4+ 1 Schritte der Fixpunktiteration durchfiihren.

» Natiirlich kann auch auf andere Verfahren zur Ldsung nichtlinearer Gleichungen
zuriickgegriffen werden, etwa das Newton-Verfahren. Dies ist insbesondere dann
sinnvoll, wenn die Lipschitzkonstante L von f groB ist und trotzdem mit groBen
Schrittweiten gerechnet werden soll (z.B. bei steifen Problemen, siehe Beispiel
9.59).



11.5.3 Pradiktor-Korrektor-Methode

Eine Verbesserung der Methode in 11.4.2 wird erzielt, wenn fiir die

a-priori-Fehlerabschatzung der Fixpunktiteration bereits ein Startwert y,[(olm mit

VO = Yiem = O(hPY)

und groBem Exponenten p; gewihlt wird. Dies wird mit einer expliziten
Mehrschrittmethode der Konsistenzordnung p; — 1 erreicht, dem sog. “Pradiktor”
(P). Die Fixpunktiteration der impliziten Mehrschrittmethode wird als “Korrektor”
(C) bezeichnet. Die so entstehenden Verfahren heiBen Pridiktor-Korrektor-Methoden.
Bezeichnet man die Auswertung von i, noch mit (E) (fiir evaluation), so lassen
sich die Pradiktor-Korrektor-Methoden mit fester Schrittzahl N der Fixpunktiteration
kurz als

P(EC)Y  oder  P(EC)VE

angeben. Der Algorithmus der ersten Form lautet wie folgt.



11.43 Pradiktor-Korrektor-Methode P(EC)"

Gegeben sei die AWA y’ = f(x, y), y(x0) = Yo, die Schrittweite h sowie
ein explizites m-Schritt-Verfahren (P) und ein implizites

m-Schritt-Verfahren (C). Aus Effizienzgriinden gelte m < m.

1. Berechne yi, ..., ym—1 mit einem Einschrittverfahren und berechne
die Werte f,, 0 < k< m-—1.
2. Fir k=0,1,...
Berechne
m—1
Yim =D [hﬁfp)fkw - %(-P)yw] : (P)

=0

.

Fir £=1,..., N berechne

0—1
f;<[+m] = (Xk+m7.yk+ )7 . (E)
¢ ¢ c
i, = BT [ B erj — of )yw] : (0)
Jj=0
Setze ykim = y,um und fiim = fk[ﬁmll_

Bei der Variante der Form P(EC)NE wird zusatzlich noch fi, = fIM berechnet.

k+m



Durch geeignete Wahl zweier Verfahren (P) und (C) passender Konvergenzordnung
kann die Anzahl N der Iterationsschritte (und der Auswertungen von f) gering
gehalten werden. Die Begriindung im letzten Abschnitt ergibt folgendes Resultat.

11.44 Konvergenzordnung des Pradiktor-Korrektor-Verfahrens

Mit p(P) und p(€) bezeichnen wir die Konvergenzordnungen des Pradiktors bzw.
Korrektors. Dann ist die Konvergenzordnung p des Pradiktor-Korrektor-Verfahrens in
der P(EC)N bzw. P(EC)NE-Form mindestens

p = min{p(), p() + N}.

Im Fall p(©) < p(P) 4 N ist die Fehlerkonstante des kombinierten Verfahrens gleich der
Fehlerkonstante des Korrektors.

In der Praxis verwendet man h3ufig die Adams-Bashforth (P) und Adams-Moulton
Verfahren (C) der gleichen Konvergenzordnung und fiihrt nur N = 1 Iterationsschritt
durch. Damit schlagt die deutlich kleinere Fehlerkonstante c,.1 in 11.14 der
Adams-Moulton-Verfahren auf die Konvergenz durch.

Beispiel: Die Fehlerkonstante des 4-Schritt Adams-Bashforth Verfahrens ist

Cép) = % Kombiniert mit dem 3-Schritt Adams-Moulton Verfahren in der Form
—19

PEC (also nur 1 Schritt des Korrektors) ergibt sich die Fehlerkonstante CEEC) = =% -
In jedem Schritt sind nur zwei Auswertungen von f erforderlich.



11.45 Bemerkung:

» Scheinbar sind die Pradiktor-Korrektor-Verfahren (mit N = 1) den expliziten
Einschrittverfahren lberlegen, da pro Schritt zur Schrittweite h mit nur 2
Auswertungen von f eine “beliebig’ hohe Konvergenzordnung erzielt werden
kann. Die genaue Fehleranalyse zeigt jedoch, dass zur Erzielung gleicher
Genauigkeit die Mehrschrittverfahren mit deutlich kleinerer Schrittweite
operieren miissen als z.B. das klassische Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 4.

> Durch die Festlegung der Schrittzahl N ist ein P(EC)N-Verfahren explizit.

» Seine Null-Stabilitat erhalt es vom Korrektor, denn im letzten Schritt
der Fixpunktiteration ist

Za Yetj = hZB Xk+J:yk+J 1])~

» Das Stabilitatsgebiet wird wieder durch Betrachtung der AWA
y' =Xy, y(x0) = yo # 0, ermittelt, siche 11.46.



11.46 Stabilitatsgebiet der Pradiktor-Korrektor-Methoden:

Wir betrachten die lineare Modellgleichung y’ = Ay, y(x0) = yo # 0 und setzen

& = \h. Das Stabilititsgebiet der P(EC)N-Methode lasst sich mit Satz 11.34 finden,
indem das Verfahren als A-Verfahren 11.31 dargestellt wird. Wir betrachten nur den
Fall m(P) —1 = m(©) = m, der allgemeine Fall Iasst sich durch Anpassen erzielen. Sei

Zi = [Yk—1,Yis - -+ Yirm—1, hfe_1, i, . Afiym_1]T € R2™H2, k>1

» Der Pradiktor (ohne die Auswertung E fiir fy ) liefert dann den Startvektor der
Fixpunktiteration

Yk 0 0
: : " : o
R 0 0
[0]
Z[O] — $~'ﬂ_ _ —a(()P) e e _asr":) B(()P) . . ﬁ,(nP) Zk
ki hfy p ;
: 0 N
M
hfk[lrln] _ L O o .- 0 0 0o ... 0 |




» Jeder Korrektor-Schritt (EC) (mit der “nachgeholten” Auswertung von fi ) fiir
0<t< N—1ist gegeben durch

Yk 0 0
; I : 0 :
Yk+m—1 0 0
[t+1] c c c c c
St | Kekm || —ob? o ol sy | 49 - B0 |0 | g
k+1 h, = k+1
k 0 0
: 0 Im
hfk+m—1
Loa ] L 0 0 ¢ 0 - 0 |




> N Schritte (EC)N besitzen als Ubergangsmatrix die N-te Potenz der Matrix zu
(EC). Wir verwenden die Abkiirzung 8 = 5,(,9 und

w=1+E&8+-- BV, m=0,

und schreiben in den wichtigen Zeilen den Index j anstatt der Aufzidhlung der
Eintrdge fiir 0 < j < m — 1. Man erhilt per Induktion (spaltenweise Berechnung
der einzelnen Blocke bietet sich an)

- 0 0 -
Im : 0
0 0
SN _ —aj V7w €8)" A ° | Lo
k1 = 0 0 k1
0 Im
0 0
L *QJ(C)ﬁTNA () 5}C)§TN71 0



» Das P(EC)N-Verfahren fiir die Modellgleichung y’ = Ay (mit & = h)) ergibt also

0 0
0 Im 0 0
s - —aé”l@a)” —af9ry — aP) eV Bgmoww 807y + 80N e8)"
0 0 o Im
| —afPeenV 1 | —alDery_y — aDeepV 1 | seenV =1 | 6{Very_y + 607 eV

» Das Stabilitdtspolynom dieses A-Verfahrens ist das charakteristische Polynom
dieser Matrix. Wir nennen die Eintrage der m + 1-ten Zeile kurz —a; bzw. b;
und die der letzten Zeile —c; bzw. d;. Dann ergibt die Entwicklung nach der

(m + 1)-ten Zeile

m m m m
Se(z) = | 2™+ g ajz! zml g diz | + E b;z E Gz
j=0 j=0 =0 j=0
Setzen wir die Werte a; etc. ein und vereinfachen, so erhalten wir

Se(2) = 271 (09(2) — €01V (@) ) +26(B)" 7 (1P(2)01V(2) - o V()0 P (2))

Der wesentliche Teil (d.h. bis auf Nullstellen in z = 0) ist also fiir kleine Werte
von €| nur eine geringe Stdrung des Stabilitdtspolynoms des Korrektors.

z.



Fiir die Matrix By in P(EC)V erhalten wir mittels Subtraktion des 3-fachen der letzten Zeile von
der mittleren Zeile (zusammen mit 7y — (£8)7n—1 = 1) den Ausdruck det(zl — By) =

z —1 0
z 0

0 —1 0
0 a(()c) o z+ 0‘5,(21 0 7Béc) cee *Bf,,c,)l — pz
0 z -1

0 z
0 0 —1

al et | alYern_ + ol eep)Vt | —pPeep)Vt | B Vernoa—
BREEB T ((+2)

wobei ((4+2)) nur im letzten Diagonalelement hinzukommt. Wir erhalten hieraus
det(zl = By) = 2p9(2) [z — £(¢8)" 0P (2) — rn_1(20'9(2) — 52"
+20(9(2) [€(€8)" T (07 (2) — 2™ + e (20O (z) — 2]
= 209(2) [ruz"" — 6(e8)" 0P (2) — Erwr209(2)]
+620V(z) [-ruz" 4 (€0)" (@) + 20O (2)]

= " (192) — 601 U)) +2668)" " (1V(2)0' VD) = H (D)o (2)) -



> Das P(EC)N E-Verfahren mit zusitzlicher Auswertung von
ferm = f(xk+m,y,[(’i]m) am Ende der Fixpunktiteration hat das Stabilitdtspolynom

Se(z) = zr (p'(2) = £01(2)) + (68)" (p'7(2) — €01 (2)) .



Fiir die Matrix By in P(EC)VE erhalten wir mittels Subtraktion des £-fachen der mittleren Zeile
von der letzten Zeile den Ausdruck det(z/ — By) =

z -1 0
z 0
0 -1 0
alEB) | ol +aDiep) VP | - — BB
((+2))

0 z —1

0 z
0 0 -1
0 A 0 —&z 0 ce 0 z

wobei ((+z)) nur im mittleren Diagonalelement hinzukommt. Wir erhalten hieraus
det(zl — Bu) = 2" [277 4 (€8) (0" (2) — 27 + (20O (2) - 7]
&2 [(€8)"07(2) + (20O (2) - p2")]
= 2" [—epruz™ 4 (€8)" 0 (2) + Tz O (2)]
—2" [—gprnz™ + (€)o7 (2) + Ernzo O (2)]

_ zm“TN (,)(C)(z) _ gU(c)(z)) T Zm+l(£B)N (p(P)(z) — gg(P)(z)) .



11.5.4. Automatische Schrittweitensteuerung

Auch bei den Mehrschrittverfahren ist die Anpassung der Schrittweite h bei der
laufenden Rechnung von Bedeutung. Allerdings fiihrt dies zu groBerem Aufwand, da

mit jeder Anderung der Schrittweite (etwa mit Faktor 2 oder %) zusatzliche Werte yj
und f; erforderlich werden.

» Falls die Schrittweite verdoppelt wird, so bendtigt man bereits berechnete Werte,
die evtl. nicht mehr im Speicher sind.

» Bei der Verkleinerung der Schrittweite treten neue x-Werte hinzu, fiir die keine
Funktionswerte vorliegen.

Der Aufwand beim Schrittweitenwechsel ist daher vergleichbar mit dem zur
Berechnung der Startwerte (siehe Abschnitt 11.4.1).



11.47 Diskussion: Milne's-Device zur Schrittweitensteuerung
Die Methode zur Steuerung der Schrittweite erfolgt (wie bei Einschrittverfahren)
durch Schitzung des lokalen Diskretisierungsfehlers:

> Wir betrachten hier das Pradiktor-Korrektor-Verfahren P(EC)N bzw. P(EC)NE
zu den Adams-Bashforth und Adams-Moulton Verfahren der Konsistenzordnung
p =4 (also Adams-Bashforth mit m = 4 und Adams-Moulton mit m = 3). Die
so gefundene Schrittweitensteuerung tragt den Namen “Milne’s device”.

» Bisher liege die Schrittweite h vor. Die neue Schrittweite h soll so gewahlt
werden, dass bei exakten Werten y;; und fioj, 0 < j < m— 1, der relative
Fehler von y, etwa gleich der Maschinengenauigkeit eps ist (hier
eps = 10717), also

r(xi, y(xx), h) = epsw.
Diese Forderung fiihrt meist zu besseren Ergebnissen als die Kontrolle TOL des
absoluten Fehlers in 9.63.



1. Fiir den lokalen Diskretisierungsfehler der Pradiktor-Korrektor Methode erhalten
wir aus Satz 11.44
d5
r(xg, y(xx), h) = b + O(h5)7 T = CéC)dTi’/

(xk)-

céc) = 7@ ist die Fehlerkonstante des Korrektors. Hier wird vorausgesetzt,
dass die Losung y mindestens 5-mal stetig differenzierbar ist.
2. Einen Schitzwert fiir < v (xk) erhalten wir aus den beiden Fehler-Darstellungen

des Pradiktors und des Korrektors

0
Ym) = Vi = B () + O(K),
N
YOkrm) = igm =BG (0 + O(H)
mit den Fehlerkonstanten cép) = % und céc) = 720 Aufldsen nach (Xk)

ergibt
[N] [0]

Yitm = Yitm
X)) = ————+""— +0O(h
() (P — Oy (h)-

d®y
dx®

3. Dies liefert die Schatzwerte (vgl. 9.63)

c [N [0 (M [0
7':;( = Cé ) yk+m — yk+m ~ 0.07 M
cép) _ céc) h5 5
YN
o= 0.07 TS i (g y (), )

h
zur gegebenen Schrittweite h.



4. Um fiir die gesuchte Schrittweite h die Beziehung

7 ~ 7 |}’k+ —1]
r(xg, y(xk), h) =~ F b & epsTm
zu erzielen, setzt man daher zunachst
1/5

eps|yiim—1l
N 0
0'07‘yl[<+]m - yl[<+]m

>
I
>

=
Dann verfahrt man wie folgt:
a) Gilt ax < 0.5 (und ist |yx+m—1| mindestens c - eps mit geeignetem c,

2.B. ¢ > 10°), so ist die Schrittweite zu halbieren oder das Verfahren

bei zu kleiner Schrittweite abzubrechen.
b) Gilt in mehreren aufeinanderfolgenden Schritten (etwa 2-3 Schritte)

i > 2, so ist die Schrittweite zu verdoppeln.



11.5.5 Schrittweitenwechsel und Nordsieck-Formeln

Beim Schrittweitenwechsel konnen “fehlende” y-Werte durch
» Einsatz eines Einschrittverfahrens der Ordnung > p — 1,

» Interpolation zwischen den vorhandenen Werten y,; mit der Fehlerordnung
>p-1

beschafft werden. Eine elegantere Methode besteht in der Modifikation des
Mehrschrittverfahrens zu den sogenannten Nordsieck-Formeln.



11.48 Nordsieck-Formel zu den Adams-Moulton-Verfahren

Die Entstehung dieser Formeln soll anhand der Adams-Moulton Verfahren verdeutlicht
werden. Grob gesagt ist die Nordsieck-Formel ein A-Verfahren, das alle Informationen
des Mehrschrittverfahrens auf den einzigen Punkt xy,,—1 “konzentriert” und die
gleiche Konsistenzordnung beibehalt.

1. Das Adams-Moulton-Verfahren besitzt die folgende Darstellung als A-Verfahren.

Wir setzen
Z = [hfe, ... hfiim—2, hficim—1, Ykem—1] € R™,
und erhalten
0 1 0 0 0
Ziy1 = . . Zi + hfiym 0
: . 1 0 1
0 - - 0 0 8
Bo B o Bm— 1 m

Im Folgenden bezeichne B die angegebene Ubergangsmatrix und
a:=10,...,0,1,8m]".



2. Mit £ = k + m — 1 definieren wir den Vektor

hm h?
Vic = Vie(h) == —y ™ (x;), - co " 0) by (xe), v (xe)
der Funktions- und Ableitungswerte von y an der Stelle x; = Xx4+m—1. Durch
Taylor-Entwicklung und Beriicksichtigung der Konsistenzordnung m + 1 erkennt
man

hfiej = hf (g, y () + O(h™2) = hy' (xicej) + O(h™*2)

- 2"1:7:(?‘1*)"" 1)(1 m+ 1)V 4 O(hmt.

fiir 0 <j < m—1 sowie yxym_1=y(Xkrm_1) + O(h™T1). Setzen wir

t1i - tim O

T := : . : ,
tm,l o tm,m 0
0 0 1

mit tj, = (m—v+1)[j—m)™ ¥ fir 1 <j,v < m,soist

Zi = TV, + O(h™1).



3. Die Matrix T ist regular (bis auf Multiplikation der Spalten und Vertauschung
der Spalten ist der obere Block von T die Vandermonde-Matrix zu den Knoten
—m+1,...,0). Wir ersetzen nun Vj durch den Berechnungs-Vektor

hm h?
Wk = Wk(h) = ﬁyém)v ) Ey[/,/v hy[/,vyl
mit Naherungswerten an die Funktions- und Ableitungswerte. Als Ersatz fiir die
Adams-Moulton Formel Z,,1 = BZy + hfyna verwenden wir das A-Verfahren
Wis1(h) = T7IBTW,(h) + hfiem T La, k € Np.
Dieses A-Verfahren besitzt (mindestens) die gleiche Konvergenzordnung wie das
Adams-Moulton-Verfahren.

4. Der Schrittweitenwechsel ist bei diesem A-Verfahren sehr einfach zu realisieren:
Entscheidet man sich bei Kenntnis von W (h) fiir eine neue Schrittweite h = Th,
so lautet der nichste Schritt

W1 (h) = T1BTW,(h) + hfiem T La, k € No.

Den erforderlichen Vektor Wj(h) erhalt man sofort durch

Tm

Wi (h) = Wi(h).

1

Es sind also keine weiteren Rechnungen zum Schrittweitenwechsel
durchzufiihren. Die Nordsieck Formeln sind deshalb weit verbreitete
Modifikationen der Adams-Verfahren.



11.49 Beispiel: Adams-Moulton-Nordsieck Formel mit m =3
Wir erhalten die Matrizen

1 11
12 -4 1 0 § —3 &
_ 1 3
T 3 2 1 0 T_ | 3 -1 32
0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0
Die Matrix-Form des Adams-Moulton-Verfahrens fiir m = 3 ist
hfk+1 0 1 0 0r hfk
hfiio 0 0 1 0 hfii1
= + hfkis
hfii3 0 0 0 O hfiio
Yk+3 ﬁ *% % 1] L vk
Also ergibt sich die Nordsieck-Formel als
n® 1 1 1 1 A
5y i 73 75 0 v
K o 3 -1 _3 9 W
>Ye — 4 2 4 >Ye_1 + hfk+3
hy} 0 0 0 © hy) |
_1 1 5 1
Ye 8 4 8 4L Ye-1

= O O o

®w = O O

®wWw = AW o=
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