Kapitel 7. Interpolation und Approximation Il

Inhalt:
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7.2 Trigonometrische Interpolation
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Interpolation als “lineares Problem™:
Gegeben sind

1. eine Messreihe von Daten (x;,y;), j=0,...,n,

2. ein Vektorraum V < C(R) der Dimension n + 1 sowie eine Basis
(¢0,.--,¢n) von V.

Man bestimme die Funktion u ="} _, ckdx € V mit

u(x;) = yj, j=0,...,n
Der Koeffizientenvektor ¢ = (cp, - . ., c,,)T ist Losung des linearen Gleichungssystems
¢o(x0) - én(x0) ¥0
: e
do(xn) -+ Gnlxn) Yn

Beispiele: Polynominterpolation, Spline-Interpolation, etc.
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Spline-Interpolation

7.1 Spline-Interpolation

Matlab/Octave: Spline-Interpolation der Zensus-Daten durch einen kubischen Spline

load census; % laedt ‘cdate’ und ‘pop’

c=spline(cdate,pop); % kubischer Spline mit ‘not-a-knot’ Bedingung
xx=linspace(1790,1990,101);

plot(cdate,pop,’0’);

hold on

plot (xx,ppval(c,xx));

kubische Ausgleichsparabel der Zensus-Daten (USA) kubische Spiine-interpolation der Zensus-Daten (USA)

750 1800 1850 1000 1950 2000 750 T800 1850 1000 1950 2000

kubische Ausgleichsparabel nach 6.1.3 kubischer Interpolations-Spline
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Spline-Interpolation Definition: Splineraum

7.1.1 Definition: Splineraum
Gegeben seien ke Ngund T={top < t; <--- < t,} CR.

a) Die Funktion s € CK~1(R) heiBt Splinefunktion vom Grad k mit
Knotenvektor T, falls die Einschrankungen

k
Si = S|(t: 1) = cijx!
i - (ti tiv1) IJ
Jj=0

fir i=—-1,0,1,...,n Polynome vom Grad < k sind. Hierbei setze
t_3 = —ocound t,41 = 0.

b) Die Menge aller Splinefunktionen vom Grad k mit Knotenvektor T
bezeichnen wir mit Sk, 7 € CK71(R).

c) Wir setzen a = ty, b = t,, und definieren

_ Sl ¢ Polynom vom Grad < k
Sk,T,[a,b] = {5 € ck l[av b] : f'Lli(rt“;H:) 0 y n—1 a } ’
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Spline-Interpolation Satz: Basis und Dimension von Sy [a,b]
T, [a,

7.1.2 Satz: Basis und Dimension von Sy 7 (.4

Die Funktionen s € Sy 1 (4,5 besitzen die Darstellung

k n—1
(0= 3+ 3 e
j=0 i=1
mit der abgebrochenen Potenzfunktion

(x — )k fiir x> t;,

Xft,'kz
( ) 0 fir x < t;.

Die Funktionen

1, x,..., x, (xftl)i,..., (Xftn,l)i

sind linear unabhangig, die Dimension von Sy 7 [5,p) ist also n + k.
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Spline-Interpolation Satz: Basis und Dimension von Sy [a,b]
T, [a,

Bemerkung:

a) Die abgeschnittene Potenzfunktion f,(x) = (x — t,-)i ist k — 1-mal stetig
differenzierbar:
d/ k!

~ f = _ k= - _
dxfft"_(k—j)!(x ti) 7, j=1,...,k—1.

Die k-te Ableitung existiert in allen x € R\ {t;} und ist

dk k! fir x> t;
— i =k(x—1t)° = "
dxk ' (x )+ {0 fiir x < t;.

b) Die Funktion

1 fir x>0
0 __ — Y
()5 {0 fiir x <0

nennt man Heaviside-Funktion.
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Spline-Interpolation

Kubische Splineinterpolation

7.1.3 Kubische Splineinterpolation In der Praxis wird oft k = 3 (kubische Splines) gewihlt.

Zu gegebenen Daten (x;,y;), i =0,1,...,n, mit xo < x1 < -+ < xp wihlt man den
Knotenvektor T = {xp,...,xn}, setzt a = xg, b = x» und nimmt einen der folgenden
Splinerdume:

1.

Numerische Mathematik |

Vollsténdiger Splineraum V3 = S3 1 |, 5 der Dimension n + 3.

Man benétigt 2 zusitzliche Interpolationsbedingungen und gibt dazu die Ableitung s’(a)
und s’(b) vor:

s(x)=yi, i=0,...,n, s'(a) = y4, s'(b) =y).

Natiirlicher Splineraum

Vsnat = {s € S3,7,(a,5 : "' (3) = s"(b) = 0}

mit der Dimension n+ 1. Die Interpolationsbedingungen lauten s(x;) = y; fiir i = 0,...,n.
‘Not-a-knot’ Splineraum

V3 ex = 53’7_7[3’17] mit T=T \ {x1, Xn—1}
mit der Dimension n + 1. Die Interpolationsbedingungen lauten s(x;) = y; fir i =0,...,n.
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Spline-Interpolation Satz: Eindeutigkeit des kubischen Interpolations-Splines

7.1.4 Satz: Eindeutigkeit des kubischen Interpolations-Splines

Zu gegebenen Daten (x;,y;), i =0,...,n, sind die genannten
Interpolationsprobleme 1.-3. in 7.1.3 jeweils eindeutig |Gsbar.

Beweisidee: Aufstellen der Stiicke s; = s]|,; ] in Bernstein-Bézier Form

JXit1
S,'(X) = C,"()(]. — u)3 + c,-713u(1 — u)2 + c,-,23u2(1 — u) + c,-,3u3
mit der lokalen Variablen

u:T, hi = xj+1 —x;, i=0,...,n—1.
]

Die Koeffizienten ¢; j, j = 0,1,2, 3, werden aus den Interpolationsbedingungen und den
Glattheitsbedingungen an den Knoten x; bestimmt.
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Spline-Interpolation

Satz: Eindeutigkeit des kubischen Interpolations-Splines
Hierzu:

1. Einsetzen von x = x; und x = x;41 (lokale Variable u = 0 und u = 1) ergibt

G0 = Yi, Gi3 = Yit1, i=0,...,n—1

2. Als HilfsgréBen verwenden wir m; = s’(x;), i = 0,..., n. Einfache Rechnung ergibt

3 . — v
m; = S{(X,') = 7(‘:”1 yl)

3(yit1 — ¢
7 , mi+1:5,{(xi+l)—M7 i=0,...,n—1,
h,‘ hi
also ergibt sich nach Berechnung der m;, i = 0,...,n, auch
h;m; himjiq
GA1=Yi+t ——" Ci2=Yit1— = 0,...,n—1. (%)
3 3
3. Die C2-Bedingung an den Stellen xi,. .., x,_1 ergibt

" " 6(yir1 — 262 +¢i1)  6(cir12 — 26411 + Yit1)
si' (xi+1) = siy1(xi41), also =

2 2

h: hiy
fir i =0,...,n— 2. Ersetzen wir ¢ 1, ¢ 2, Cit1,1, Gi4+1,2 Wie in (¥), so ergibt einfaches
Umformen n — 1 lineare Gleichungen fiir mg, ..., my:

‘)\imi71+2mi+ﬂimi+l:dia ":17---=”_1=‘

mit b
i Yi —VYi-1 Yi+1 — Vi
M ui=1-X, di=3() + i .
hi—l I hi Hi i i < i hj_l Hi h[ )
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Spline-Interpolation Satz: Eindeutigkeit des kubischen Interpolations-Splines

4.a

4.b

Fiir den vollstindigen kubischen Spline sind mg = s’(a) und m, = s’(b) gegeben. Man setzt

di = di — Aymo, dn1 = dn—1 — ftn—1mn

T

und bestimmt (myq,...,mp_1)" aus dem linearen Gleichungssystem mit der

(n —1) x (n — 1)-Matrix

>\n—2 2 Hn—2
An—1 2

Diese Matrix ist tridiagonal, reguldr und besitzt die LR-Zerlegung ohne Zeilenvertauschung,
weil sie strikt diagonaldominant ist. Die Berechnung der my, ..., m,_1 erfordert also nur
O(n) Rechenoperationen.

Fiir den natiirlichen kubischen Spline ergeben die Randbedingungen s”/(a) = s’/(b) =0
zwei zusatzliche Gleichungen

3(x1 — y0) Mt 2y = dy i W = Yno1).

2mo + my = dy := )
h() hn—l

Die (n+ 1) x (n + 1)-Matrix des Gleichungssystems ist wieder tridiagonal und strikt
diagonaldominant.
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Spline-Interpolation Satz: Eindeutigkeit des kubischen Interpolations-Splines

4.c Der not-a-knot Spline erfiillt die Zusatzbedingungen sj’(x1) = s{”’(x1) und

s/ 5(xn—1) = 5} 1 (xn—1), dies ergibt zwei zusatzliche Gleichungen

Y1 — Y0 Y2—n
Atmg+my = do:=(3— A1)\ + p? ,
ho by
-1 —2 - —1
Mp—1+ pp—1mp = dp:= A%_lu + (3 - anl);unfl M
hn72 h,,,1

Die (n+ 1) x (n + 1)-Matrix des Gleichungssystems ist wieder tridiagonal und besitzt die
LR-Zerlegung ohne Zeilenvertauschung.
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Spline-Interpolation Minimalei haft kubischer Interpolatil

Splines sind beriihmt durch die folgende Minimaleigenschaft (Holladay 1957)

7.1.5 Minimaleigenschaft kubischer Interpolationssplines

Es sei s der natiirliche kubische Interpolationsspline zu den Daten (x;, y;),
i=0,...,n mit Knoten a=xp < x3 < ... < x, = b. Dann gilt

b b
/ (s”(x))? dx = min / (g"(x))?dx : g € C?[a, b], g(x;) =y fiiri=0,...,n

Mit anderen Worten ist s diejenige Interpolierende der Daten, fiir die das
quadratische Mittel der 2. Ableitung minimal ist.

Bemerkung: Die Totalkriimmung der Kurve x — (x, g(x)), x € [a, b], ist gegeben durch

b " 2
[
o (L+(g'(0))?)/
Der natiirliche Interpolationsspline minimiert (ndherungsweise) diesen Wert unter allen
médglichen C2-Funktionen, die dieselben Daten interpolieren. Das Wort “Spline” (deutsch

Straaklatte) bezeichnet ein elastisches Lineal im Schiffsbau, das zur Minimierung der Kriimmung
eingesetzt wird.
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Spline-Interpolation haft kubischer Interpolatil

Beweis: Es sei
W = {ue C?a,b]:u(x)=0firi=0,...,n}

Alle Interpolierenden im Satz sind von der Form g = s + u mit u € W. Mit partieller Integration
in den Intervallen [x;, x;+1] ergibt sich

i " /1 1 / 1" / i+ ///

[ 00w 00 dx = 5 Gxa)u () = 50l () — [ 1 G ()

Xi Xi

@ Das letzte Integral ist Null, weil s/ konstant ist und [*1 v/(x) dx = u(xj11) — u(x;) =0
gilt.
@ Summation iliber i liefert eine Teleskopsumme
n—1

b
/ s" ()" (x) dx = D (8" (xip1)u (xi1) = 8" (i)' (%)) = 5" (b)u' (b) — 5" (a)u(a).

i=0
@ Wegen s'’(a) = s’/(b) = 0 ist daher
b
/ s"(x)u"(x)dx =0 firalle uve W.
a

Nun erhalten wir fiir g = s + u mit u Z 0 sofort (“Satz des Pythagoras”)
b b
/ (g" (x))? dx = / (" (x))2 dx +/ 7)) dx > / (" (x))2 dx.
a a

Bemerkung: Eine entsprechende Aussage gilt fiir den vollstandigen kubischen

Interpolationsspline. (Ubung!)
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Spline-Interpolation Satz: Fehlerabschatzung fiir die kubische Spline-Interpolation

Wir betrachten nun Interpolation einer Funktion f : [a, b] — R.
sr sei der vollstandige kubische Interpolationsspline mit

se(xi) = f(x) fir i=0,...,n, si(a)="F"(a), s¢(b)=F'(b)

zum Knotenvektor T = {a=x9 < x1 < ... < x, = b}.

Das folgende Resultat wurde von Hall und Meyer (1976) angegeben, siehe auch:
C. de Boor, A practical guide to splines (revised edition), Springer-Verlag 2001,
Kap. 5.

7.1.6 Satz: Fehlerabschétzung fiir die kubische Spline-Interpolation

Die Funktion f : [a, b] — R sei 4-mal stetig differenzierbar. Dann gilt fiir den
vollstandigen kubischen Interpolationsspline s und j = 0,1,2

£ (x) — W) < chti £(4)
B0 mer ol = o ey I

g . 5 1 3
mit h .= max,-(x;+1 —X,') und ¢g = 384 €1 = 2. @2 = §3-
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Spline-Interpolation Definition: Bernstein-Grundpolynome, Bernstein-Bézier-Form

Splines in Bernstein-Bézier-Form und in B-Spline-Form

Fiir Splines vom Grad k € N mit Knoten T = {ty < t; < ... < t,} werden zwei
alternative Darstellungen im Computer-Aided-Design verwendet. Fiir die

Bernstein-Bézier-Form betrachtet man die einzelnen Stiicke

Si = S|[ti1ti+1] € Pk'

7.1.7 Definition: Bernstein-Grundpolynome, Bernstein-Bézier-Form

Es sei k € N. Die Polynome

k . .
P j(u) = (.>u’(1 —u)kJ, uweR, 0< <k,
J
heiBen Bernstein Grundpolynome vom Grad k. Sie bilden eine Basis von Py, und
p= ZJ’-(:O ¢j Py j ist ein Polynom in Bernstein-Bézier-Form.

Bemerkung: Die Bernstein-Bézier-Form von s; lautet

X — t

k
S,‘(X) = ZC,‘JP;(’J'(U), u= T, hj = tit1 — t.
Jj=0 !

Diese wurde bereits fiir k = 3 im Beweis von Satz 7.1.4 verwendet.
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Spline-Interpolation - ~ Bernstein-Bezier-Form:

7.1.8 Eigenschaften der Bernstein-Grundpolynome und der Bernstein-Bezier-Form:
Es sei x € [t;, ti+1] und

X — t

o hi = tiy1 — t;.

Kk
si(x) = Z ¢ jPx,j(u), u=
j=0

a) Pyj(0) =00, Pkj(1)=0d, Jj=0,... k
Hieraus folgt die Eigenschaft der Endpunkt-Interpolation

si(ti) = cio, si(tiy1) = Gik-
k
b) Pij(u) >0 fiiralle u € (0,1) und » Py j(u) =1,  we€l0,1].
j=0

Hieraus folgt
minc; < si(x) <maxg; firalle x € [t tiz1],
J J

also insbesondere sj(x) > 0, falls ¢; j > 0 fiir alle 0 < j < k gilt.
c) Es gilt die Rekursionsgleichung

Py j(u) = uPy_1j1(u) + (1 — u)Pyx_1 j(u), Jj=0,...,k

mit der Festlegung Py_1 1 = 0 und Px_1 , = 0. Hiermit I&sst sich s; schnell auswerten,
wie im folgenden Algorithmus beschrieben.
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Spline-Interpolation Algorithmus von de Casteljau:

7.1.9 Algorithmus von de Casteljau:

Berechnung von

k
X —a
p(X) = chpk,j(u)v X € [av b]7 u= b S [07 1]
j=0 2
Ccy = C8
key rule:
ca = cf c& v
o= cl @ *
2 1 0 &:
* ———> %
*=C G1 Gy o = p(x)

mit der Regel . .
V4 —il —il
Cj:(l_”)cj -|-ch.+1.

Beispiel: kubisches Polynom(stiick) p(x) = 2P3,1(u) + P32(u) — P33(u) an der Stelle x = %
o
2 2/3
1 5/3 1
-1 1/3  11/9  29/27 = p(x)
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Spline-Interpolation Algorithmus von de Casteljau:

Bemerkung und Beispiel: Der de Casteljau-Algorithmus funktioniert genau gleich fiir
parametrisierte Kurven

k

x—a
p 7b7 =7 - 0717
B(x) = z:; Py j(u), x € [a,b], wu b a €10,1]

mit Koeffizientenvektoren (den sog. Kontrollpunkten) ¢ € R2.
Beispiel Kubische Kurve 5 : [a, b] — R? mit

50 = (o) Pso() + (3)Psa() + () Psat) + (') Poste), =

X —a

Berechnung des Punktes B(x) an der Stelle x =

6

3 G

QD e

(D (05 GV Gean) =Bk

2a+b.
3
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Spline-Interpolation Algorithmus von de Casteljau:

Die Berechnung von des Punktes B(x) € R? ist eine geometrische Konstruktion:

@ Wegen u € [0,1] wird in jedem Schritt eine Konvex-Kombination von zwei Vektoren
gebildet; der neue Punkt
P24 20—1 —0—1
G =Q0-ug " +ug,

liegt auf der Sehne mit den Endpunkten 5‘,.[_1 und Eﬁ:ll und teilt diese Sehne im Verhiltnis

u:(1l—u).

Dies bedeutet sehr gute numerische Stabilitdt und liefert die Konvexe-Hiille-Eigenschaft:

Die Punkte p(x) mit x € [a, b] liegen in der konvexen Hiille der Kontrollpunkte ¢;, j =0,..., k.

de Casteljau algorithm for cubic Bezier curve, t=1/3
3 T T T
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Spline-Interpolation Weitere Eigenschaft: Ableitungen

7.1.10 Weitere Eigenschaft: Ableitungen
a) Fiir die Bernstein-Grundpolynome gilt
Ppj(u) = k(Pi—1j-1(u) = Pi—pj(u)) fiir 0<j<k
mit der Festlegung Py_; 1 =0 und Py_;, = 0.

Fiir ein Splinestiick s; in der Bernstein-Bézier-Form

K
X — t
si(x) = > ¢ jPrj(u), u=-—",
. h;
j=0
ist also
k—1
k X — t
SI() = D> (cijr1 — G j)Peorj(w),  u="—".
h; = hi
Insbesondere ist s; monoton wachsend, falls ¢; j1 — ¢; j > 0 fiir alle 0 < j < k — 1 gilt, und
es ist

k k
si(t) = ;(61,1 —Ci0)s si(tiy1) = ;(C:’,k — Cik—1)-
1 1

c) Hodhere Ableitungen erhilt man mit den Differenzen
r

r
r _ r— .
Alcj= E ( )(—1) Heijru
p=0 H
(oder rekursiv Afc; j = A™"te i — AT Le )
k—r

dr k!
wsi(x) = 7(1( — r)!hlf ;A’ci,jpk—r,j(u)y u= 7/7,'
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Spline-Interpolation Definition: B-Spline (= Basis-Spline)

Nun betrachten wir Splines vom Grad k € N mit “unendlich vielen” Knoten
T={ <ta<t<b<..<ta<thp1<--}

7.1.11 Definition: B-Spline (= Basis-Spline)
Die Funktionen B; x41 : R — R mit
Bikt1(x) = (tiskr1 — ti) (- = X)X [ti, tiva, - - -, tiphrl, i €7,

heiBen B-Splines (oder Basis-Splines) vom Grad k zum Knotenvektor T.

Hierbei ist (- — x)i[t;, tit1,- .-, tivk+1] die dividierte Differenz k + 1-ter Ordnung
angewandt auf die Funktion £ (t) = (t — x)% bzgl. der Variablen t.

Beispiel: Zu Knoten t; =i, i € Z, und k = 2 ist der quadratische B-Spline

0, x < 0und x > 3,
x2/2 0<x<1
B _ , < ,
0.3(x) 3/4—(x—3/2)2, 1<x<2,
(3 —x)?/2, 2<x<3.
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Spline-Interpolation Definition: B-Spline (= Basis-Spline)

Basis-Eigenschaft:
Wie tiblich sei a = tg und b = t,.
Die Einschrankung der B-Splines
Bi,k+l|[a,b]; i=—k,—k+1,...,n—1,

ist eine Basis von Sy 1[4, 4)-

Das heiBt, jeder Spline s : [a, b] — R vom Grad k mit Knoten to, ..., t, (und
Ck=1 Ubergangsbedingungen in den Knoten ti, ..., t, 1) hat die Form

n—1
s(x) = Z €iBj k+1(x), x € [a, b].
i=—k

Diese Form nennt man auch die B-Form von s.
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Spline-Interpolation Eigenschaften der B-Splines und der B-Form:

7.1.12 Eigenschaften der B-Splines und der B-Form: Es sei

n
s(x) = Z ¢iBj k+1(x), x € [a,b], a=ty, b=ty
i=—k

a) Bj+1 € Sk, 1, denn (siehe Ubungsaufgabe 26)

ikt kL

F(Olti - tial = D> A1) ] P
j=i =i I G
! =

also ist Bj k1 eine Linearkombination aus abgebrochenen Potenzen (t; — x)i € Sk, T-

b) Bi kt+1(x) > 0 fiir alle x € (&, tjiyk+1), und B yy1(x) = O fiir alle x & [t;, ti;i41]; also ist
supp Bj k11 = [ti, titr+1], i € 7.
Lokal, d.h. fiir x € [t;, t,11] ergibt sich die verkiirzte Summe iiber k + 1 B-Splines

s(x) = Z ¢iBiky1(x).

i=r—k
c) Es gilt die Rekursionsgleichung
Xt titk41 — X .
B; k+1( ) B; k( ) 7I+ + B,‘+1’;((X)7 i €Z.
t/+k - t, tivk—1 — tiy1

Hiermit l4sst sich s(x) (lokal) schnell auswerten, wie im folgenden Algorithmus beschrieben.
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Spline-Interpolation Algorithmus von Cox und de Boor:

7.1.13 Algorithmus von Cox und de Boor:
Berechnung von

s(x)= > cBikpa(x) fir x €[t 1),

i=r—k

— 0
Gk =C
r—k r—k key rule:

_ 0 1
Cr—k+1 = Cr_kt1 Sr—kt1 %

_ 0 1 2 1-af
Cr—k+2 = C_pio Sr—kt2  Sr—k+2 \’

[e3
J
¢ =cd ct c? ok =s(x)
mit der Regel
_ _ X —t
cf =(1- af)c{ll +afct af=—"—J
J 17 J t: — t;
j+k+1—2¢ -

Beachte: Wegen ozf € [0, 1] wird (wie bei de Casteljau) eine Konvex-Kombination gebildet, das

Teilungsverhéltnis variiert aber mit j und 4.
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Spline-Interpolation Weitere Eigenschaften:

7.1.14 Weitere Eigenschaften:
d) Teilung der Eins:

n—1
> Bikra(x) =1, x€[a,b] =]to, ta].
i=—k
Mit der Positivitat ergeben sich die gleichen Konsequenzen wie fiir die
Bernstein-Bézier-Darstellung: fiir eine Splinekurve

n—1
$) =D @Biknl(x), &EeR,

i=—k
gilt die schwache konvexe-Hiille Eigenschaft
5(x) € conv(€_k,...,Cn—1), x € [a, b]
und (lokal) sogar die starke konvexe-Hiille Eigenschaft
5(x) € conv(&r—k, ..., Cr), x € [tr, try1].

Die Kurve wird durch Verschieben eines Punktes & nur in einem kleinen Parameterintervall
verandert! Dies erklart erneut die Niitzlichkeit der B-Form im Computer-Aided Design.

e) Rekursion der Ableitung:

k k
B i1(x) = ———Bik(x) — —————Bir1,k(x).
tivk — ti titk+1 — tiv1
Hieraus folgt
n—1
k(ci — ci—
= 3 Hameg ) b= (oul
i=—k+1 i+k — L
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Spline-Interpolation Satz von Schoenberg und Whitney (1953) zur Splineinterpolation

Wir behandeln die eindeutige Losbarkeit des Interpolationsproblems
s(x)=y;, Jj=0,....n+k—1,

fiir Splines s € Sy 1 [a,4)- Die Knoten a = tg < ... < t, = b des unendlichen
Knotenvektors T ={--- < t_1 <ty <...< t, < thy1 < --- } sind dabei frei und
konnen verschieden von xp, ... gewahlt werden.

7.1.15 Satz von Schoenberg und Whitney (1953) zur Splineinterpolation

Zu gegebenen Interpolationsstellen X = {a < xp < x3 < -+ < Xp1k—1 < b} und
Knoten T ist die Kollokationsmatrix

Cx,7 = (Bik+1(X))o<j<ntk—1, —k<i<n—1

des Lagrange-Interpolationsproblems genau dann regular, wenn ihre
Diagonaleintrage positiv sind, wenn also die Verschranktheitsbedingungen

X € (t-k ti+1), 0<j<n+k-1,
gelten.
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Trigonometrische Interpolation Notationen zur Interpolation periodischer Funktionen

7.2 Trigonometrische Interpolation

7.2.1 Notationen zur Interpolation periodischer Funktionen
Als Periodenlange wahlen wir einheitlich T = 27 und verwenden zur Interpolation

@ reelle trigonometrische Polynome vom “Grad” m, also

p(x) = 2 + Z(ak cos kx + by sin kx) € Tm,
2 O

@ komplexe Exponentialsummen
n .
p(x) = che’kx (i=+v-1).
k=0
Weiterhin verwenden wir bei n 4+ 1 gegebenen Daten yy, ..., y, die dquidistanten Knoten
27
xj =j- —— €[0,2m), j=0,1,...,n.
G =J nt1 [ ) J

(Achtung: In den Ubungen wird hiervon abgewichen.)
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Trigonometrische Interpolation Satz: Kontinuierliche und diskrete Orthogonalitit

7.2.2 Satz: Kontinuierliche und diskrete Orthogonalitat
Essei n€ Nund e : R — C, ex(x) = e fiir k € Z.

a) Die Funktionen ek, k € Z, sind paarweise orthogonal bzgl. des komplexen
Skalarprodukts

21
(f,g) = / f(x)g(x) dx; es gilt
0
2w fir k=4,
(ex, eg) = N
0 firk #¢.

b) Die Funktionen e, k =0,1,...,n, sind paarweise orthogonal bzgl. des
(diskreten) Skalarprodukts

Es gilt

0 fiir k  ¢.

n+1 firk=4¥,
<eka e@)n =
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Trigonometrische Interpolation Hauptsatz: Die DFT-Matrix (Diskrete Fourier Transformation)

Es seien n € N sowie Daten yp, ..., y, € C gegeben.

Die Koeffizienten cx der komplexen Exponentialsumme zur Interpolation an den

Knoten x; = j - n2j:1' j=0,...,n, werden mit dem linearen Gleichungssystem
Fn-C=y
berechnet, wobei
EQ(Xo) e en(Xo)
f = . . = <e2ﬂinj7i1)
! : : J,k=0,...;n
eo(xn) -+ en(xn)

7.2.3 Hauptsatz: Die DFT-Matrix (Diskrete Fourier Transformation)

Die Matrix F,, nennen wir DFT-Matrix der GroBe n+ 1. Sie ist symmetrisch (aber
nicht hermitesch!) und erfiillt

Fol= 1 F = 1 (e—zwi#ﬁ) _
n+1 n+1 Jj,k=0,...,n
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Trigonometrische Interpolation Folgerung: trig. Interpolation in komplexer Form

7.2.4 Folgerung: trig. Interpolation in komplexer Form

Zu gegebenen komplexen Zahlen yy, ..., y, gibt es genau eine komplexe
Exponentialsumme

n
p(x) =) cke™, ck €C,
k=0

die die Interpolationsbedingungen p(x;) = y;, j =0,. .., n, erfiillt. Die
Koeffizienten sind bestimmt durch

1 = ok
ck:n+1zoe 27”n+1yj, k=0,...,n.
J:
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Varianten fiir reelle Daten

Trigonometrische Interpolation

7.2.5 Varianten fiir reelle Daten
Gegeben seien reelle Daten yy, ..., ¥n:
(A) Knoten x; = - n+1 €[0,2r), j=0,...,n, und

(A1) falls n gerade: setze m = 3,

m
a0 .
== k b k
B + E ay cos kx + by sin kx)
k=1
mit
2 n
ak n+1 E yj cos(kx;), by = m;:oyjsm(kxj-).

1

(A2) falls n ungerade: setze m =

m
+ Z ay cos kx + by sin kx) + il cos(m + 1)x

Y
2 =

mit ay, bx wie oben.
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Trigonometrische Interpolation Varianten fiir reelle Daten

(B) “gerade” Fortsetzung von f : [0, 7] — R auf [0, 2] gem3B f(r + x) = f(7 — x):
DCT-I Knoten x; =% €[0,7], j=0,...,n und

p(x) = —+Zakcoskx+—cosnx
k=1

2
= 7 +( l)kﬁ + Zyj cos(kx;)
Jj=1
Dies entspricht einer reellen DFT in (A2) von 2n Daten
YO, Y15 -5 Yn—1,Yns Yn—1,-- -, Y1
DCT-II Knoten x; = m2H) ¢ (0,7), j=0,...,nund

2n+-2
(X)—a—Jr E ay cos kx
P =5 k
k=1
mit
ax = =r1- E yj cos(kx;).

Dies entspricht einer reellen DFT in (A2) von 4n + 4 Daten
0,50,0,y1,---,0,¥1-1,0,¥0,0,¥n,0,¥n—1,...,0, 50

multipliziert mit dem Faktor 2.
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Trigonometrische Interpolation

Varianten fiir reelle Daten

(C) ‘“ungerade” Fortsetzung von f : [0, 7] — R mit f(0) = f(7) = 0 auf [0, 27] gemiB

f(r +x) = —f(r — x):

DST-1 Knoten x; = (j + 1) €(0,7),j=0,...,nund

T
n+2
n+1

p(x) = Z by sin kx
k=1

mit
2
by = E yj sin(kx;).

n+1j:0

Dies entspricht einer reellen DFT in (A2) von 2n + 4 Daten

0,y0,¥1,---,¥n,0, =¥n, ..., =¥1, = ¥0.
DST-1I Weitere Variante mit Knoten wie bei DCT-II.
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Trigonometrische Interpolation Anwendungen der DFT

7.2.6 Anwendungen der DFT:
Die diskrete Fourier-Transformation (DFT) der Lange n + 1 ist definiert als lineare

Abbildung

—~ 1 —
D,:C™' - "l a5 3= Fna,
n+1
die Komponenten
~ 1 « oo ) .27
ak:”‘f'ljzoaje g mit Xj:]~n+1, k=0,...,n,

heiBen die diskreten Fourierkoeffizienten von a.

a) D, ist linear und bijektiv, es gilt
a=D,'a=F3

b) Glattung: Fiir groBes n (z.B. n = 1023) erzielt man durch Ausblenden von
diskreten Fourier-Koeffizienten mit kleinem Absolutbetrag (engl.
Thresholding) eine Glattung (auch Rausch-Unterdriickung, engl. denoising).
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Trigonometrische Interpolation Anwendungen der DFT

Beispiel zur Glattung:

Signal der Lange 1024 Signal nach Gléttung
2 2
15 15
) A
os| os|
o o
-osf 03|
-1 15
2 2
% 02 04 06 08 1 oy 02 04 06 08 1

DFT (Ausschnitt zentriert bei k=0) Kleine Fourier-Koeffizienten werden Null gesetzt
3
os| 09
osf 05
o7l o)
osf 0|
os| 0s|
04 04
oaf 03|
o2 02|
01 1 N 04

oo ) o B ™ oo = o E) o
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Trigonometrische Interpolation Anwendungen der DFT

c) Schnelle Berechnung der Faltung: zu zwei Vektoren a = (ag,...,an)” und
b= (bo,...,bn)7T ist die Faltung

n
c=axb mit Cj:Zagbj_e, j=0,...,n,
£=0
definiert. Hierbei ist bj_; := bj_¢4 41 fiir negativen Index j — £ zu setzen (— periodische
Fortsetzung von b).

Es gilt der Faltungssatz:
S = (n+ 1) 3by, k=0,...,n
also ist die Faltung ¢ = a * b gegeben durch
¢ = D, 1 ((Dna). * (Dnb))

mit dem komponentenweisen Produkt .x wie in Matlab.

Aufwandsanalyse:

@ Die “naive” Berechnung von cy, ..., ¢, erfordert (n + 1)? Operationen (= komplexe
Multiplikation mit anschl. Addition).

@ Der Cooley-Tukey-Algorithmus zur Berechnung von Dpa erfordert (n + 1) log,(n+ 1)
Operationen, also erhalten wir ¢ = a * b mit (n+ 1)(3log,(n + 1) + 1) Operationen.

Fiir n = 21 — 1 sind dies ca. 32000 gegeniiber (n -+ 1)2 ~ 10° Operationen.
Man kann mit Fug und Recht behaupten, dass der Cooley-Tukey Algorithmus von 1965 die

Numerik revolutioniert hat!
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Trigonometrische Interpolation Schnelle Fourier-Transformation (FFT), Beispiel n + 1 = 8

Schnelle Fourier-Transformation (FFT) nach Cooley und Tukey

Cooley und Tukey verdffentlichten 1965 “An algorithm for the machine calculation of complex
Fourier series” in der Fachzeitschrift “Mathematics of Computation”, Band 19, S. 297-301, das
bis heute effizienteste Verfahren zur Berechnung der DFT. Es beruht auf der einfachen ldee, die
Daten ag, ..., an so zu organisieren, dass Zwischenergebnisse zur Berechnung von 3, ..., 3,
mehrfach genutzt werden. Sein Ursprung wird mittlerweile GauB im Jahr 1866 zugesprochen.

7.2.7 Schnelle Fourier-Transformation (FFT), Beispiel n+1 =8
Setze w = e~ 4. Betrachte fiir k = 0,1,2,3 jeweils die Paare
83y = (ao+ 2w + agw® + aﬁwﬁk) + wk(al + azw?* + asw** + a7w6k)
8axa = (a0+ 2w + agw® + aﬁwﬁk) — wk(al + azw?* + asw* + a7w6k)

Die untereinander stehenden Klammern sind identisch, brauchen also nur einmal berechnet
werden. Die Ausdriicke in den Klammern sind DWT's der Lange 4 der Vektoren

b = Feven = (a0, a2, a4, as) bzw. & = 3,94 = (a1, a3, a5, a7). Damit ist die Berechnung aller 8
Koeffizienten 3y reduziert worden auf

@ Berechnung der 4 diskreten FK'en Bk, k=0,1,2,3, von deven,
@ Berechnung der 4 diskreten FK'en ¢, k = 0,1,2,3,von 3,44,

@ 3 Berechnungen fiir wk und 3 Multiplikationen w¥¢, k =1,2,3
@ insgesamt 8 Additionen/Subtraktionen Bk + wke, k=0,1,2,3.

Die Berechnung von Ek, Tk, k=0,...,3, wird entsprechend zerlegt.
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Trigonometrische Interpolation Satz: Aufwand der Radix-2 FFT

7.2.8 Satz: Aufwand der Radix-2 FFT

Der Cooley-Tukey Algorithmus zur DFT der Linge n = 2K fiir komplexe Daten
benétigt
rg = K2K

Operationen (= komplexe Mult. und anschl. Addition).

Beweis: Mit vollstandiger Induktion:

@ priife n =2: 239 = ag + a1, 231 = ag — a1

O riy1 = 2% r 4 2% 2K = kKL 4 2k HL = (k4 1)2k+1,
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Tschebyscheff-Approximation

7.3 Tschebyscheff-Approximation

@ Bei der GauB-Approximation in Abschnitt 3.3 wurde die Orthogonalprojektion
einer Funktion f € C[a, b] auf den Teilraum der Polynome vom Grad < n
bestimmt; hierzu wurden verschiedene Skalarprodukte auf C[a, b] eingefiihrt
(— GauB-Legendre, GauB-Tschebyscheff). Die Lésung erhielt man durch ein
lineares Gleichungssystem (— Gram-Matrix).

@ Bei der Tschebyscheff-Approximation suchen wir zu gegebenem f € CJa, b]
dasjenige Polynom p* € P, mit

1 = P"lloc = inf [If = pllo,

wobei ||.||s die Maximums-Norm auf dem Raum Cla, b] ist. Man nennt p*
auch kurz Bestapproximation an f.

Zentrales Resultat dieses Abschnitts ist, dass ein solches p* existiert und
eindeutig ist.
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Tschebyscheff-Approximation Satz: Existenz und Eindeutigkeit der Bestapproximation

7.3.1 Satz: Existenz und Eindeutigkeit der Bestapproximation
Fiir jedes f € CJa, b] existiert genau ein p* € P, mit

f—p*lloc = inf ||f = plloo.
IF = pllow = inf I = pllo

Beweis: Es sei f € CJa, b] gegeben.

1. Existenz der Bestapproximation (Kompaktheits-Argument):
Wir setzen
E* =inf{|[f — pllcc : p € Pn}

und suchen ein p* € P, mit ||[f — p*||co = E*. Zunéchst wiahlen wir eine Folge (pj)jen von
Polynomen p; € P, mit

lim [If = pilloc = E*;

J— 00
man nennt (p;) eine Minimalfolge fiir die Approximation von f.

Diese Folge ist (bzgl. der Maximumsnorm) beschrénkt, denn fiir fast alle j ist
[If — pjlloc < E* + 1, also nach der Dreiecksungleichung

IBjlloc = IIf = (f = pllcc < [Iflloc + E* + 1.

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB (beachte: P, ist endlich-dimensional!) existiert eine
konvergente Teilfolge (p;, Jken mit Grenzwert p* € Pp, und es gilt

If =P lloo = lim [If = pjlloc = E*.
k—r 00
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Tschebyscheff-Approximation Satz: Existenz und Eindeutigkeit der Bestapproximation

Alternativer Beweis der Existenz (s. Skript Numerik I):

Fiir r > 0 sei
Mr={p € Pn:|[plloc < r}.
M; ist abgeschlossen und beschrinkt (im endlich-dimensionalen normierten Vektorraum
Pn C Cla, b] mit der Maximumsnorm auf [a, b]), also kompakt.
Im Fall [|p]loo > 2||f]leo gilt

I = plloc = lIplloc = lIflloc > [[flloo,

also kann p nicht Bestapproximation an f sein (q¢ = 0 wire besser!). Deshalb gilt mit dem
speziellen r = 2||f||
inf [|f — = inf ||f — .
Jnf I = pllac = inf,If = plloc
Die Funktion
d:M, =R, dp)=f—pl
ist stetig, nimmt auf dem Kompaktum M, ihr Minimum an; also existiert p* € M, (mit
r=2|f|loc) mit
f—p* = inf ||f — = inf ||f — .
IF = p7lloo = inf. IIf = plloo = inf [If = pllo

Numerische Mathematik | 315



Tschebyscheff-Approximation Satz: Alternantensatz von Tschebyscheff
Die Eindeutigkeit der Bestapproximation folgt durch ihre Charakterisierung.

7.3.2 Satz: Alternantensatz von Tschebyscheff

Ein Polynom p € P, ist genau dann Bestapproximation an die Funktion
f € Cla, b] (bzgl. der Maximumsnorm), wenn die Fehlerfunktion
e(x) = f(x) — p(x) die folgende Eigenschaft hat:

Es existiecren m > n+2 Stellen a<x1 <x < ... < xn < b
so, dass

le(x)l = llelloe,  e(xj) = —e(xjs1)

fiir alle j gilt.

Bemerkung: Die Punkte x; < ... < xm im Satz nennt man Extremal-Alternante der
Fehlerfunktion e = f — p. Die Anzahl m muss die Dimension von P, mindestens um 1
tiberschreiten.
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Tschebyscheff-Approximation Satz: Alternantensatz von Tschebyscheff

Beweisteil 1: Extremalalternante =- Bestapproximation
Sei x; < -+ < Xm eine Extremalalternante von f — p* der Lange m > n+ 2. Weiter sei g € P,
und r = p* — q # 0. Wir zeigen
If = glloo > lIf = P*lloo;
denn dann folgt, dass p* die eindeutige Bestapproximation an f ist.

Hierzu verifizieren wir zuerst

max (f(XJ) — p*(xj-))r(xj-) > 0. (*)

j=1,..;m
Annahme: Fiir alle j =1,..., mist (f(x;) — p*(x;))r(x;) <O0.
Wegen der Alternanteneigenschaft von f(x;) — p*(x;) folgt dann
r(xj)r(xj+1) <0, j=1,...,m—1.
Deshalb hat r
@ im Intervall [xq, xo] mindestens eine Nullstelle,

@ im Intervall [x1, x3] mindestens zwei Nullstellen, unter Beriicksichtigung der Vielfachheit
(eine doppelte Nullstelle bei x> ist mdglich),

usw., im Intervall [x1, xm] also mindestens m — 1 Nullstellen unter Beriicksichtigung der
Vielfachheit. Wegen m — 1 > n widerspricht dies r € P, \ {0}.

Sei nun jo in (%) so, dass (f(xj,) — p*(xj,))r(xj,) > 0 gilt. Dann folgt
If —alloc = [f(%io) = alio)l = [F(xip) = P"(%ip) + r(io )l
[f(x5) = P (xio)| + Ir(xig)l > £ (x55) — P (Xig)| = If = P™ [loo-
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Tschebyscheff-Approximation Satz: Alternantensatz von Tschebyscheff

Beweisteil 2: Bestapproximation =- Extremalalternante

Fiir den Beweis, dass zu jeder Bestapproximation p* eine Extremalalternante der Lange

m > n+ 2 existiert, verweisen wir auf die Literatur, z.B. Schaback, Wendland, Numerische
Mathematik, S. 226.
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Tschebyscheff-Approximation Beispiele:

7.3.3 Beispiele:

a) Bestapproximation durch lineare Polynome (n = 1) erfordert eine Extremalalternante der
Linge m > 3. Fiir konvexes f € C[a, b] konstruiert man die Alternante

x1=a, xx=§& x3=5b mit einem & € (a, b)

durch “Verschieben” der Sekante durch (a, f(a)), (b, f(b)) nach unten. (Ubung fiir
konkaves f)

b) Die Bestapproximation an f : [0,27] — R, f(x) = cos(25x), durch Polynome vom Grad
<10 ist p* =0.
c) Die Bestapproximation an f : [-1,1] — R, f(x) = x"*1, durch Polynome vom Grad < n ist
P) = xS 2T (), BT = If — plles =277
Denn:
1. p* € Pn, weil der Hochstkoeffizient von 27" T, 41 gleich 1 ist,
2. e(x) = x"™ — p*(x) = 27" To1(x) besitzt die Extremalalternante
(n+1-Kk)r

Xk = COS
n+1 ’

k=0,...,n+1,

dies sind die Extremalstellen von T,;1 auf [—1,1] incl. der Randpunkte.

Numerische Mathematik | 319



Tschebyscheff-Approximation Definition: Tschebyscheff-System, Haarscher Raum

Nicht nur Polynome, sondern spezielle endlich-dimensionale Teilrdume von C[a, b]
besitzen die Eigenschaft wie im Alternantensatz. (Vgl. Abschnitt 6.1 fiir die
folgenden Begriffe.)

7.3.4 Definition: Tschebyscheff-System, Haarscher Raum

Essei n>1und uy,...,u, € Cla, b] seien linear unabhéngig. Die Familie
(u1, ..., un) heiBt Tschebyscheff-System in Cla, b], wenn jede nicht-triviale
Linearkombination

g:chuj, (c1,..-,cn)" €R™\ {0},
j=1

héchstens n — 1 Nullstellen in [a, b] besitzt. Der n-dimensionale Vektorraum
Span(us, . .., u,) heiBt dann Haarscher Raum.

Beispiele fiir Tschebyscheff-Systeme:
@ Polynome (1, x,x2,...,x") auf [a, b] : Fundamentalsatz der Algebra

@ trig. Polynome (1, cos x,sin x, ..., cos mx, sin mx) auf [0,27): Umrechnung mit Eulerscher
Formel und Fundamentalsatz der Algebra in C

@ Exponentialsummen (e, ..., %) mit paarweise verschiedenen a; € R
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Tschebyscheff-Approximation Satz:

Der Alternantensatz gilt wortlich, wenn der Raum P, ersetzt wird durch einen beliebigen
Haarschen Raum.

7.3.5 Satz:

Es sei U < CJa, b] ein Haarscher Raum der Dimension n + 1. Ein Element u € U
ist genau dann Bestapproximation an die Funktion f € C|a, b] bzgl. der
Maximumsnorm, wenn die Fehlerfunktion e(x) = f(x) — u(x) eine
Extremalalternante der Lange m > n + 2 besitzt.
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Tschebyscheff-Approximation Remez-Algorithmus zur Berechnung der Bestapproximation

7.3.6 Remez-Algorithmus zur Berechnung der Bestapproximation
Der Alternantensatz ist die Grundlage fiir einen Algorithmus zur iterativen Berechnung der
Bestapproximation. Im k-ten lterationsschritt werden Punkte

agxfk)<---<xr(,i)2§b

und ein Interpolationspolynom p(k) € P, zu Daten

PG = F M) (<1)m, =142

mit geeignetem 7, bestimmt. Die Wahl von 7, wird so vorgenommen, dass das
Interpolationsproblem I8sbar ist (beachte: n+ 2 Knoten fiir plk) e Pn).

(k)

Dann sind die Knoten X" zwar eine Alternante von f — p(k), mit gleichem Betrag

K K
F(™) = p® ()] = [,
aber keine Extremal-Alternante, weil ||f — p(K)||oc > |n,| gilt. Durch Verschieben der Knoten in

die Extremalstellen von f — p(k) wird versucht, niher an eine Extremalalternante zu gelangen.
Genauer ist der Algorithmus im o.g. Buch von Schaback, Wendland beschrieben.
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