
Kapitel 9

Eigenwertprobleme

Im folgenden betrachten wir quadratische Matrizen A ∈ Kn×n mit Elementen aus K = R

oder C. Die Zahl λ ∈ C ist Eigenwert von A, wenn ein Vektor x ∈ Cn, x 6= 0, existiert mit
der Eigenschaft

Ax = λx.

Notationen: Mit 〈x, y〉 und ‖x‖ bezeichnen wir das euklidische Skalarprodukt und die
euklidische Norm von Vektoren im Kn, ‖A‖2 bezeichnet die Spektralnorm der Matrix A und
‖A‖F die Frobeniusnorm. Für K = C setzen wir

AH := A
T
,

also ist
〈Ax, y〉 = 〈x,AHy〉 für alle x, y ∈ Cn.

A ist hermitesch, falls AH = A gilt, falls also

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 für alle x, y ∈ Cn.

9.0 Grundbegriffe der Linearen Algebra

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

pA(z) = det(A− zI) = (−1)nzn + bn−1z
n−1 + · · ·+ b0.

Es gibt also genau n (mit der algebraischen Vielfachheit gezählte) Eigenwerte von A. Man
spricht vom “partiellen Eigenwertproblem”, wenn nur einzelne Eigenwerte (etwa der größte
oder der kleinste) bestimmt werden sollen, und vom “vollständigen Eigenwertproblem”, wenn
alle Eigenwerte (und Eigenvektoren) bestimmt werden sollen. Ist ein Eigenwert λ bekannt,
so findet man alle zugehörigen Eigenvektoren durch Lösung des homogenen (singulären)
Gleichungssystems

(A− λI)x = 0.

Umgekehrt bestimmt ein Eigenvektor x 6= 0 den zugehörigen Eigenwert, z.B. mit Hilfe des
Rayleigh-Quotienten

λ = R(x) :=
〈Ax, x〉

‖x‖2
. (9.-2)

Das charakteristische Polynom von A besitzt die Darstellung

pA(z) = (−1)n
s∏

j=1

(z − λj)
σj ,

1
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wobei die λj die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A sind. (Beachte:
∑s

j=1 σj = n.)
Die Eigenvektoren zum Eigenwert λj (vereinigt mit dem Nullvektor) bilden einen Unterraum
des Cn, den sog. “Eigenraum” Eλj

:= Kern(A − λjI) der Dimension ρj := dimEλj
. Man

nennt
σj die algebraische
ρj die geometrische

}

Vielfachheit des Eigenwerts λj .

Es gilt stets 1 ≤ ρj ≤ σj .

Ist T ∈ Cn×n eine invertierbare Matrix, so nennen wir die Operation

A 7→ B := T−1AT

eine Ähnlichkeitstransformation von A, und A und B heißen ähnliche Matrizen. Ist x ein
Eigenvektor zum Eigenwert λ, so setzen wir y := T−1x und erhalten

By = T−1ATT−1x = T−1Ax = λT−1x = λy.

Also ist y = T−1x Eigenvektor der transformierten Matrix B = T−1AT zu demselben Eigen-
wert λ. Besonders einfach sind die Eigenwerte zu bestimmen, wenn B eine Diagonalmatrix
oder eine Dreiecksmatrix ist.

Satz 9.-2 (Schur-Normalform) Zu jeder Matrix A ∈ Cn×n existiert eine unitäre Matrix
U ∈ Cn×n (also UHU = I) mit

UHAU =






λ1 ∗
. . .

0 λn




 . (9.-1)

Beweis: Vorlesung Lineare Algebra �

Ist A eine hermitesche Matrix, also AH = A, so ist

(UHAU)H = UHAH(UH)H = UHAU

wieder eine hermitesche Matrix. Als Folgerung von Satz 9.-2 erhalten wir

Satz 9.-1 Zu jeder hermiteschen n×n-Matrix A gibt es eine unitäre Matrix U = (u1, · · · , un)
mit

UHAU = diag(λ1, . . . , λn). (9.0)

Also ist A diagonalisierbar. Die Eigenwerte λ1, . . . , λn von A sind reell. Die i-te Spalte ui

von U ist Eigenvektor zum Eigenwert λi. A besitzt somit n linear unabhängige zueinander
orthogonale Eigenvektoren.

Bemerkung 9.0 (a) Nach obigem Satz kann jede hermitesche Matrix unitär auf reelle
Diagonalform transformiert werden. In der nach A aufgelösten Form

A =

n∑

i=1

λiuiu
H
i

erhält man die Spektralzerlegung von A.

(b) Eine weitere wichtige Klasse von Matrizen sind die normalen Matrizen. Eine Matrix
A ∈ Cn×n heißt normal, wenn

AAH = AHA

gilt. Demnach sind alle hermiteschen Matrizen und alle unitären Matrizen normal.
Die normalen Matrizen sind genau diejenigen Matrizen, die sich unitär auf komplexe
Diagonalform transformieren lassen.
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(c) Für reelle Matrizen A ∈ Rn×n existiert die sog. reelle Schur-Zerlegung

QTAQ =








R11 R12 · · · R1s

0 R22 · · · R2s

...
. . .

. . .
...

0 · · · 0 Rss







,

wobei Q ∈ Rn×n eine orthogonale Matrix (also QTQ = I) und die Diagonalblöcke Rii

entweder 1× 1 oder 2× 2-Matrizen mit einem Paar (λ, λ) konjugiert komplexer (nicht-
reeller) Eigenwerte sind. Insbesondere ist eine reelle Matrix, die nur reelle Eigenwerte
besitzt, orthogonal ähnlich zu einer reellen oberen Dreiecksmatrix.
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9.1 Kondition des Eigenwertproblems

Der naheliegende Weg zur Berechnung der Eigenwerte einer Matrix A ∈ Kn×n wäre die
Bestimmung der Koeffizienten des charakteristischen Polynoms pA und die anschließende
Berechnung der Nullstellen von pA. Dies ist i.A. jedoch nicht geboten, da die Nullstellenbe-
stimmung bei Polynomen hohen Grades sehr schlecht konditioniert sein kann, obwohl das
ursprüngliche Eigenwertproblem gut konditioniert ist.

Beispiel 9.1 Hat A ∈ R20×20 die einfachen Eigenwerte λj = j, 1 ≤ j ≤ 20, so ist

pA(z) =

20∏

j=1

(z − j) = z20 − 210z19 + · · ·+ 20!.

Wird der Koeffizient b19 = −210 gestört, z.B. zu b̂19 = −210+ 2−23, so hat das gestörte Po-
lynom p̂A die komplexen Nullstellen 16.7...± i2.8..., während der relative Fehler der Störung
an b1 von der Größendordnung 10−10 ist.

Zunächst geben wir zwei relativ grobe Aussagen zum Eigenwertproblem.

Satz 9.2 Die Eigenwerte einer Matrix A ∈ Kn×n hängen stetig von den Einträgen der
Matrix ab. Genauer: Sind aik : [a, b]→ K stetige Funktionen, 1 ≤ i, k ≤ n, die die Einträge
der Matrix A(t) bezeichnen, so gibt es eine Anordnung der Eigenwerte λ1(t), . . . , λn(t) von
A(t), die stetige Funktionen auf [a, b] definieren.

Der obige Satz beinhaltet keine Aussage über die Kondition des Eigenwertproblems. Mit
seiner Hilfe läßt sich jedoch folgende Aussage zeigen.

Satz 9.3 (Gerschgorin’s Kreisesatz) Alle Eigenwerte einer Matrix A ∈ Kn×n liegen in
der Vereinigung der sog. Gerschgorin Kreise

Kj := {z ∈ C : |z − ajj | ≤

n∑

k=1
k 6=j

|ajk|}, j = 1, . . . , n.

Weiterhin gilt: sind für die Teilmenge J ⊂ {1, . . . , n} die Mengen

X :=
⋃

j∈J

Kj , Y :=
⋃

j 6∈J

Kj

disjunkt, so enthält X genau |J | und Y genau n− |J | Eigenwerte von A (gezählt mit ihrer
algebraischen Vielfachheit). Hierbei bezeichnet |J | die Anzahl der Elemente von J .

Zum Beweis benötigen wir folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz Seien A,B ∈ Kn×n und bezeichne ‖ · ‖ eine natürliche Matrixnorm. Ist λ ein
Eigenwert von A, aber kein Eigenwert von B, so gilt

‖(λI −B)−1(A−B)‖ ≥ 1.

Beweis: w Eigenvektor von A zum Eigenwert λ ⇒ (A − B)w = (λI − B)w ⇒ (λI −
B)−1(A − B)w = w ⇒ 1 ist Eigenwert von (λI − B)−1(A − B), also ist 1 untere Schranke
für jede natürliche Matrixnorm dieser Matrix. �

Beweis von Satz 9.3 Wähle D = diag(a11, . . . , ann). Ist λ ein Eigenwert von A, λ 6= aii
für alle 1 ≤ i ≤ n, so folgt aus dem Hilfssatz

1 ≤ ‖(λI −D)−1(A−D)‖∞ = max
1≤i≤n

1

|λ− aii|

n∑

k=1
k 6=i

|aik|
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Also existiert ein i mit λ ∈ Ki.

Für die zweite Aussage setzen wir C(t) = D + t(A − D). Die Einträge von C hängen
stetig von t ab. C(0) = D hat genau |J | Eigenwerte in X und n− |J | Eigenwerte in Y . Weil
die Eigenwerte von C(t) ebenfalls stetig von t abhängen, folgt die Beh. �

Bemerkung 9.4 (a) Die Gerschgorin-Kreise liefern eine viel genauere Aussage zur Lage
der Eigenwerte als die schon bekannte Aussage |λ| ≤ ‖A‖∞.

(b) Da die Eigenwerte von A und AT übereinstimmen, kann der nach den Zeilen von A
bestimmte Radius der Gerschgorin-Kreise auch nach den Spalten gebildet werden.

Das Eigenwertproblem diagonalisierbarer Matrizen ist dann gut konditioniert, wenn eine
Basis von Eigenvektoren {v1, . . . , vn} existiert, so dass die hieraus gebildete n×n-Matrix S =
(v1, . . . , vn) eine kleine Konditionszahl cond(S) besitzt. Es gilt der folgende Störungssatz.

Satz 9.5 Die Matrix A ∈ K
n×n sei diagonalisierbar, d.h.

S−1AS = diag(λ1, . . . , λn) =: Λ,

mit einer invertierbaren Matrix S ∈ Cn×n. Weiter sei B ∈ Kn×n eine zweite Matrix. Dann
gibt es zu jedem Eigenwert µ von B einen Eigenwert λi von A mit

|µ− λi| ≤ cond2(S)‖A−B‖2.

Beweis: Sei µ Eigenwert vonB, aber kein Eigenwert vonA. Weiter sei Λ = diag (λ1, . . . , λn)
die Diagonalmatrix der Eigenwerte von A. Dann gilt

min
i
|µ− λi| =

1

maxi |(µ− λi)−1|
=

1

‖(µI − Λ)−1‖2

≤
‖S‖2‖S

−1‖2
‖S(µI − Λ)−1S−1‖2

=
cond(S)

‖(µI −A)−1‖2

≤
cond(S)‖B −A‖2

‖(µI −A)−1(B −A)‖2

Der Nenner im letzten Ausdruck ist ≥ 1 nach Hilfssatz. �

Für unitäre Matrizen U gilt bekanntlich cond2(U) = 1. Also ist das Eigenwertproblem
für die Klasse der normalen Matrizen (siehe Bemerkung 9.0(b)) gut konditioniert.

Die Abschätzung in Satz 9.5 bleibt richtig, wenn auf der rechten Seite das Infimum von
cond2(S) über alle Matrizen S, die A diagonalisieren, gebildet wird. Für geeignet gewählte
Matrizen S erhält man eine geometrische Deutung ihrer Konditionszahl. Dazu setzen wir
voraus, dass A nur einfache Eigenwerte besitzt. Zu einem Eigenwert λi existieren dann
Vektoren vi, wi mit ‖vi‖ = ‖wi‖ = 1 und

Avi = λivi, wH
i A = λiw

H
i .

Die Vektoren wi nennt man auch “LinksEigenvektoren von A. Natuerlich gilt für hermitesche
Matrizen vi = wi, und im allgemeinen folgt

S−1 =






wH
1 /(v1, w1)2

...
wH

n /(vn, wn)2




 . (9.1)

Hieraus lassen sich die Ungleichungen

max
i

1

|(vi, wi)2|
≤ cond2(S) ≤ nmax

i

1

|(vi, wi)2|
(9.2)

herleiten. Die obere Schranke wird im Störungssatz von Bauer und Fike verwendet.
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9.2 Die Potenzmethode

Für Matrizen in allgemeiner Form wird das partielle Eigenwertproblem häufig durch die
Potenzmethode nach von Mises gelöst.

Algorithmus 9.6 Zu einem Startvektor z(0) ∈ Cn mit ‖z(0)‖ = 1 wird die Folge der Ite-
rierten z(t) ∈ Cn, t = 1, 2, . . . gebildet durch

z̃(t) = Az(t−1), z(t) =
z̃(t)

‖z̃(t)‖
. (9.3)

Als Norm wird üblicherweise ‖ · ‖ = ‖ · ‖∞ oder ‖ · ‖2 verwendet. Für einen beliebigen Index
k ∈ {1, . . . , n} (etwa den der betragsgrößten Komponente von z(t)) wird dann

λ(t) :=
(Az(t))k

z
(t)
k

(9.4)

gesetzt.

Zur Analyse des Verfahrens treffen wir folgende Voraussetzungen:

V1 A ist diagonalisierbar. Also existiert eine Basis {w1, . . . , wn} des K
n aus Eigenvektoren

von A zu den Eigenwerten λ1, . . . , λn. Die wi werden als normiert vorausgesetzt.

V2 Es gilt
|λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|,

d.h. λ1 ist dominanter Eigenwert.

V3 Der Startvektor z(0) hat eine nichttriviale Komponente in Richtung von w1, also

z(0) =

n∑

i=1

αiwi, α1 6= 0.

Für numerische Rechnungen ist diese Einschränkung unwesentlich, da sich dies meist
durch Rundungsfehler im Verlauf der Iteration einstellt.

Satz 9.7 Unter den obigen Voraussetzungen gilt

‖z(t) − σtw1‖ = O

(∣
∣
∣
∣

λ2

λ1

∣
∣
∣
∣

t
)

(t→∞), (9.5)

mit gewissen Zahlen σt ∈ C, |σt| = 1, und es gilt

λ(t) − λ1 = O

(∣
∣
∣
∣

λ2

λ1

∣
∣
∣
∣

t
)

(t→∞). (9.6)

Beweis: Für die Iterierten z(t) zeigt man durch vollständige Induktion

z(t) =
Atz(0)

‖Atz(0)‖
.

Weiterhin folgt mit der Zerlegung aus V3, dass

Atz(0) =

n∑

i=1

αiλ
t
iwi = λt

1α1

{

w1 +

n∑

i=1

αi

α1

(
λi

λ1

)t

wi

}

.



9.2. DIE POTENZMETHODE 7

Wegen V2 folgt
Atz(0) = λt

1α1

{
w1 +O(|λ2/λ1|

t)
}
, (t→∞)

also nach der Normierung

z(t) =
λt
1α1{w1 +O(|λ2/λ1|

t)}

|λt
1α1|{‖w1 +O(|λ2/λ1|t)‖}

=
λt
1α1

|λt
1α1|

︸ ︷︷ ︸

=: σt

w1 +O(|λ2/λ1|
t).

Die Iterierten z(t) “konvergieren” also gegen den Eigenraum E1. Weiter gilt

λ(t) =
(Az(t))k

z
(t)
k

=
(At+1z(0))k
‖At+1z(0)‖

‖At+1z(0)‖

(Atz(0))k

=
λt+1
1 {α1w1,k +

∑n

i=2 αi(λi/λ1)
t+1wi,k}

λt
1{α1w1,k +

∑n

i=2 αi(λi/λ1)twi,k}

= λ1 +O(|λ2/λ1|
t), (t→∞).

(Aufgrund der Wahl von k ist w1,k 6= 0 !)

�

Die lineare Konvergenz sowohl der Iterierten z(t) wie auch der Folge (λ(t)) ist umso
besser, je weiter der dominante Eigenwert λ1 von den anderen Eigenwerten entfernt ist. Der
Konvergenzbeweis lässt sich etwas verallgemeinern auf diagonalisierbare Matrizen, bei denen
der betragsgrößte Eigenwert zwar mehrfach sein kann, aber |λ1| = |λi| notwendig λ1 = λi

nach sich zieht. Insbesondere für reelle Matrizen, deren betragsgrößter Eigenwert komplex
ist, ist die Konvergenz nicht mehr gesichert.

Bemerkung 9.8 (Modifikation für hermitesche Matrizen) Für hermitescheMatrizen
A = AH erhält man im Rahmen der Potenzmethode bessere Näherungen für den dominanten
Eigenwert bei Verwendung des Rayleigh-Quotienten

λ(t) := 〈Az(t), z(t)〉, ‖z(t)‖2 = 1. (9.7)

Für den Konvergenzbeweis wird dazu {w1, . . . , wn} als Orthonormalbasis gewählt. Dann
folgt aus

λ(t) =
(At+1z(0), Atz(0))

‖Atz(0)‖2
=

n∑

i=1

|αi|
2λ2t+1

i

n∑

i=1

|αi|
2λ2t

i

=

λ2t+1
1 {|α1|

2 +
n∑

i=2

|αi|
2(λi/λ1)

2t+1

λ2t
1 {|α1|

2 +

n∑

i=2

|αi|
2(λi/λ1)

2t

= λ1 +O(|λ2/λ1|
2t), (t→∞)

dass die Konvergenz der Folge (λ(t))t≥0 etwa doppelt so schnell ist wie bei der einfachen
Potenzmethode.

Bemerkung 9.9 (Weitere Modifikationen) A) Inverse Iteration nach Wielandt:
Soll nicht der betragsgrößte, sondern der betragskleinste Eigenwert einer diagonalisier-
baren regulären Matrix A berechnet werden, so lassen sich unsere Überlegungen direkt
übertragen, da die Eigenwerte von A−1 gerade die Kehrwerte der Eigenwerte von A
sind. Die Voraussetzungen lauten nun (V1) sowie
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V2’ Es gilt
0 < |λn| < |λn−1| ≤ · · · ≤ |λ1|,

d.h. 1
λn

ist dominanter Eigenwert von A−1.

V3’ Der Startvektor z(0) hat eine nichttriviale Komponente in Richtung von wn.

Die Iterationsvorschrift lautet

Löse Az̃(t) = z(t−1), z(t) =
z̃(t)

‖z̃(t)‖
,

λ(t) =
z
(t−1)
k

A−1z(t−1))k
=

(z(t−1))k

z̃
(t)
k

(9.8)

oder zusammen mit der Modifikation über den Rayleigh-Quotienten und Normierung
bzgl. ‖ · ‖2

λ(t) =
1

〈A−1z(t−1), z(t−1)〉
=

1

〈z̃(t), z(t−1)〉
.

B) Inverse Iteration mit Diagonalshift: Besonders wichtig ist die Inverse Iteration
zur Verbesserung einer Näherung für einen Eigenwert. Hierbei wird zusätzlich ein
Diagonal-Shift A → A − µI =: B vorgenommen, wobei µ bereits eine gute Näherung
für einen Eigenwert λj von A, aber selbst kein Eigenwert von A ist. Dann ist B regulär
mit den Eigenwerten λi − µ, 1 ≤ i ≤ n. Falls noch

|λj − µ| ≪ |λi − µ| für i 6= j

gilt, ist (λj −µ)−1 ein stark dominanter Eigenwert von B−1. Die Inverse Iteration mit
Shift besteht also aus

Löse (A− µI)z̃(t) = z(t−1), z(t) =
z̃(t)

‖z̃(t)‖
,

λ(t) = µ+
(z(t−1))k

z̃
(t)
k

. (9.9)

Einerseits ist die Konvergenz um so schneller, desto genauer die Näherung µ an den
Eigenwert λj ist. Andererseits führt ein zu kleiner Eigenwert λj − µ von B zu nume-
rischer Instabilität bei der Lösung des Gleichungssystems. Hier ist ein Mittelweg zu
beschreiten.
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9.3 Das QR-Verfahren

In diesem und dem nächsten Abschnitt sollen Verfahren zum vollständigen Eigenwertpro-
blem entwickelt werden, die auf der Iteration geeigneter Ähnlichkeitstransformationen

A = A(1) → A(2) = T−1
1 A(1)T1 → · · · → A(t) = T−1

t−1A
(t−1)Tt−1 → · · ·

beruht. Dabei soll die Konvergenz der Matrizenfolge A(t) gegen eine obere Dreiecksmatrix
erzielt werden, die die Eigenwerte von A (in irgendeiner Anordnung) auf ihrer Diagonalen
enthält. Obwohl die Verfahren für allgemeine Matrizen A vorgestellt werden, werden sie in
der Praxis wegen des erforderlichen Rechenaufwands nur für Matrizen in “Hessenberg-Form”
(siehe Abschnitt 9.4; Matrizen mit nur einer unteren Nebendiagonalen ungleich Null) und
symmetrische Tridiagonal-Matrizen eingesetzt.

Das QR-Verfahren nach Francis (1961) gilt als das derzeit effizienteste zur Lösung des
vollständigen Eigenwertproblems Matrizen.

Algorithmus 9.10 (QR-Verfahren von Francis) Gegeben: A ∈ Cn×n regulr.
Setze A(1) := A.
Für t = 1, 2, 3, . . .

berechne die QR-Zerlegung A(t) =: Q(t)R(t)

mit positiven Diagonalelementen von R(t)

setze A(t+1) := R(t)Q(t)

bis alle Ein-

träge unterhalb der Diagonalen von A kleiner tol sind.

Im Algorithmus ist Q(t) unitär und R(t) obere Dreiecksmatrix. Wegen

A(t+1) = R(t)Q(t) = (Q(t))HA(t)Q(t) (9.10)

sind alle Iterierten A(t) ähnlich zu A.

Zur Untersuchung der Konvergenz des QR-Verfahrens benötigen wir den folgenden Hilfs-
satz.

Lemma 9.11 Es seien E(t) ∈ Cn×n, t ∈ N, reguläre Matrizen mit limt→∞ E(t) = I. Dann
folgt für die eindeutig bestimmten QR-Zerlegungen

E(t) = Q(t)R(t) (mit positiven Diagonalelementen von R(t))

die Konvergenz
lim
t→∞

Q(t) = I, lim
t→∞

R(t) = I. (9.11)

Beweis: Wir verwenden die Frobeniusnorm. Wegen

‖E(t) − I‖F = ‖Q(t)R(t) −Q(t)(Q(t))H‖F = ‖R(t) − (Q(t))H‖F → 0

konvergieren die Eintrge q
(t)
ik oberhalb der Diagonalen, also für alle i < k, gegen Null.

Nun betrachten wir nacheinander die Spalten von Q(t). Aus I = Q(t)(Q(t))H für alle
t ∈ N folgt in der ersten Spalte

δi,1 =

n∑

k=1

q
(t)
i,kq

(t)
1,k = q

(t)
i,1q

(t)
1,1 +

n∑

k=2

q
(t)
i,kq

(t)
1,k.

Die letzte Summe konvergiert gegen Null (für jedes 1 ≤ i ≤ n), weil q
(t)
1,k → 0 für k ≥ 2 wie

bereits gezeigt. Also folgt mit i = 1

|q
(t)
1,1|

2 → 1, also auch |q
(t)
1,1| → 1,
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und damit

q
(t)
i,1q

(t)
1,1 → 0, also auch q

(t)
i,1 → 0, 2 ≤ i ≤ n.

Fortgesetzte Betrachtung der Spalten 2 bis n ergibt analog die Beziehungen

|q
(t)
i,i | → 1, q

(t)
i,k → 0, 1 ≤ k < i ≤ n.

Damit ist gezeigt, dass die Folge der Matrizen |Q(t)|, deren Einträge die Absolutbeträge von
Q(t) sind, gegen die Einheitsmatrix konvergiert.

Wegen I = limt→∞ E(t) = limt→∞ Q(t)R(t) gilt also

lim
t→∞

|q
(t)
ii | = 1 = lim

t→∞
q
(t)
ii r

(t)
ii , 1 ≤ i ≤ n.

Wegen r
(t)
ii > 0 für alle t ∈ N, 1 ≤ i ≤ n, muss (auch ohne Betrag)

lim
t→∞

q
(t)
ii = 1, 1 ≤ i ≤ n,

gelten, also insgesamt

lim
t→∞

Q(t) = I, lim
t→∞

R(t) = lim
t→∞

(Q(t))HE(t) = I.

�

Das Hauptresultat dieses Abschnitts besagt, dass das QR-Verfahren für Matrizen mit
betragsmäßig getrennten Eigenwerten (Solche Matrizen sind diagonalisierbar!) eine Matri-
zenfolge A(t) erzeugt, deren Diagonale und untere Hälfte konvergieren.

Satz 9.12 Die Eigenwerte der Matrix A ∈ Cn×n seien betragsmäßig getrennt, d.h.

|λ1| > |λ2| > · · · > |λn|.

Dann gilt für die Diagonalelemente a
(t)
ii der Matrizen A(t) = (a

(t)
ik )i,k=1,...,n des QR-Verfahrens

{ lim
t→∞

a
(t)
ii : i = 1, . . . , n} = {λ1, . . . , λn}

sowie limt→∞ a
(t)
ik = 0 für i > k.

Weiter bezeichne V = [v1, . . . , vn] die Matrix, deren Spalten normierte Eigenvektoren

von A sind (mit Avi = λivi). Falls V −1 eine LR-Zerlegung besitzt, so gilt sogar a
(t)
ii → λi

(t→∞) für 1 ≤ i ≤ n.

Beweis: Mit den Bezeichnungen aus Algorithmus 9.10 setzen wir

Qt := Q(1) · · ·Q(t), Rt := R(t) · · ·R(1).

Aus (9.10) erhält man
A(t+1) = QH

t AQt, t ≥ 0. (9.12)

Teile des Beweises fassen wir wie folgt zusammen und verwenden dabei die Notationen
im Satz: V ist die Matrix der Eigenvektoren von A,

V = QR, V −1 = LS (9.13)

sind die QR-Zerlegung von V bzw. die LR-Zerlegung von V −1 in der Zusatzvoraussetzung
des Satzes,

Λ = diag(λ1, . . . , λn)

ist die Diagonalmatrix der Eigenwerte, sortiert nach absteigendem Absolutbetrag.

Hilfssatz: Die Potenz At von A besitzt die folgenden QR-Zerlegungen:
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a) At = QtRt ist die eindeutige QR-Zerlegung von At mit positiven Diagonalelementen
der Matrix Rt.

b)
At = (QQ̃t) (R̃tRΛtS) (9.14)

ist eineQR-Zerlegung vonAt, wobei die obere Dreiecksmatrix R̃tRΛtS nicht notwendig
positive Diagonalelemente hat. Hierbei sind Q,R, S die Matrizen in (9.13) und Q̃tR̃t

die eindeutige QR-Zerlegung von

R Λt L (Λ−1)t R−1 = Q̃tR̃t.

Weiterhin existieren unitäre Diagonalmatrizen Dt mit

Qt = QQ̃tDt, Rt = DH
t R̃tRΛtS.

Beweis: a) Die Matrizen R(t) des QR-Verfahrens haben positive Diagonalelemente, also
auch ihr Produkt Rt. Die Rechnung

QtRt = Qt−1 Q
(t)R(t)

︸ ︷︷ ︸

=A(t)

Rt−1
(9.12)
= Qt−1Q

H
t−1AQt−1Rt−1 = AQt−1Rt−1

lässt sich weiter fortsetzen zu

QtRt = AQt−1Rt−1 = A2Qt−2Rt−2 = · · · = At−1Q1R1 = At,

weil im letzten Schritt Q1R1 = Q(0)R(0) = A gilt. Also ist QtRt die eindeutige QR-Zerlegung
von At mit positiver Diagonale von Rt.

b) Aus A = V ΛV −1 ergibt sich

At = V ΛtV −1

= QRΛtLS
= Q

(
R Λt L (Λ−1)t R−1

)
R Λt S

(9.15)

und damit die QR-Zerlegung in b).

Die Diagonalmatrix Dt hat den Diagonaleintrag dkk ∈ C mit |dkk| = 1 und

dkk (R̃t R Λt S)kk > 0.

�

Nun zeigen wir die Aussage von Satz 9.12 unter der Zusatzvoraussetzung an V −1.

1. Es gilt lim
t→∞

Q̃t = I:

Dazu genügt es wegen Lemma 9.11 zu zeigen, dass

lim
t→∞

R Λt L (Λ−1)t R−1 = I

gilt. Dazu betrachten wir das Produkt Bt := Λt L (Λ−1)t näher. Bt ist eine untere Drei-
ecksmatrix mit Diagonalelementen bkk = 1 und

bik = λt
i lik λ−t

k = lik

(
λi

λk

)t

, i > k.

Die Anordnung der Eigenwerte ergibt
∣
∣
∣
λi

λk

∣
∣
∣ < 1 für alle i > k, also ist lim

t→∞
Bt = I und damit

auch lim
t→∞

RBtR
−1 = I.
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2. Mit der Matrix Dt im Hilfssatz ist DtQ
H
t Q = DtD

H
t Q̃H

t QHQ = Q̃H
t , also

lim
t→∞

DtQ
H
t Q = lim

t→∞
Q̃H

t = I.

3. Aus (9.12) und A = V ΛV −1 = QRΛR−1QH folgt

A(t+1) = QH
t Q[QHAQ]QHQt = QH

t Q[RΛR−1]QHQt. (9.16)

Also ist

lim
t→∞

DtA
(t+1)DH

t = lim
t→∞

DtQ
H
t Q[RΛR−1]QHQtD

H
t = RΛR−1 =






λ1 ∗
. . .

0 λn




 .

Da Dt eine unitäre Diagonalmatrix ist, liegt die gleiche Konvergenz der Elemente von A(t+1)

strikt unterhalb der Diagonalen sowie auf der Diagonalen vor. Damit ist die Aussage des
Satzes 9.12 (mit der Zusatzvoraussetzung an V −1) gezeigt.

Idee zum Beweis, falls V −1 keine LR-Zerlegung besitzt: Es seien wT
i die Zeilen

von V −1. Es existiert eine Permutationsmatrix P , so dass die LR-Zerlegung von

PV −1 =






wT
σ(1)

...
wT

σ(n)




 =: LS

die folgende Eigenschaft hat: falls i > k und σ(i) < σ(k), so ist lik = 0. (Dieses P entsteht,
indem beim Gauß-Algorithmus zur Elimination im Fall, dass das Pivotelement Null ist, die
nächst-mögliche Zeile nach oben verschoben wird ohne die Reihenfolge der anderen Zeilen
zu verndern). Im Beweis wird sodann die QR-Zerlegung V PT =: QR verwendet (anstelle
von V = QR) und die Gleichung (9.16) wird ersetzt durch

A(t+1) = QH
t Q[QHAQ]QHQt = QH

t Q[RΛ̃R−1]QHQt. (9.17)

Hierbei ist Λ̃ = PΛPT = diag(λσ(1), . . . , λσ(n)). Die Herleitung der zweiten QR-Zerlegung

von At in (9.14) erfolgt durch das Vorgehen in (9.15), wobei Λ̃ anstatt Λ verwendet wird.
Dabei ist zu beachten, dass der Eintrag lik(λσ(i)/λσ(k))

t der Matrix B(t) verschwindet, falls
der Quotient λσ(i)/λσ(k) > 1 ist. Dadurch bleiben die Grenzwertbeziehungen (??), (??) und
(??) erhalten, und wir schließen auf

lim
t→∞

DtA
(t+1)DH

t = lim
t→∞

DtQ
H
t Q[RΛ̃R−1]QHQtD

H
t = RΛ̃R−1 =






λσ(1) ∗
. . .

0 λσ(n)




 .

Wiederum folgt die Konvergenz der Diagonalen und der unteren Hälfte von A(t) in derselben
Weise. �

Beispiel 9.13 Die Matrix

A =





2 1 1
−3 −4 −5
3 7 8





hat die Eigenwerte 3, 2, 1 und, in dieser Reihenfolge, die Matrix der Eigenvektoren

V =





1 −1 0
−4 3 1
5 −3 −1



 , also V −1 =





0 1 1
−1 1 1
3 2 1



 .



9.3. DAS QR-VERFAHREN 13

Offensichtlich besitzt V −1 keine LR-Zerlegung. Das QR-Verfahren konvergiert gegen





2 7.4833 −10.3007
0 3 −1.3765
0 0 1





Für die praktische Durchführung ist folgende Eigenschaft relevant.

Satz 9.14 Das QR-Verfahren für hermitesche Matrizen liefert hermitesche Iterierte A(t).
Ebenso bleibt die Hessenberg-Form einer Matrix erhalten. Insbesondere sind für eine reell-
symmetrische Tridiagonal-Matrix A alle Iterierten auch reell-symmetrisch und tridiagonal.

Beweis: Falls A = QR hermitesch ist, so ist auch RQ = QHAQ hermitesch.

Matrizen in Hessenberg-Form haben nur eine untere Nebendiagonale ungleich Null. Diese
Eigenschaft von A überträgt sich direkt auf die Matrix Q der QR-Zerlegung, weil die k-te
Spalte von Q eine Linearkombination der ersten k Spalten von A ist (vgl. QR-Zerlegung
mit der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung). Das Produkt RQ einer oberen Dreiecksmatrix
mit einer Matrix in Hessenberg-Form hat wieder Hessenberg-Form, weil die k-te Spalte des
Produkts eine Linearkombination der ersten k + 1 Spalten von R ist. �

Bemerkung 9.15 a) Die Konvergenzgeschwindigkeit des (einfachen)QR-Verfahrens wird
bestimmt durch die Größen ∣

∣
∣
∣

λi

λk

∣
∣
∣
∣
< 1, i > k.

Es liegt lineare Konvergenz vor mit dem Parameter

q = max{

∣
∣
∣
∣

λi

λk

∣
∣
∣
∣
: 1 ≤ k < i ≤ n}.

b) Eine drastische Beschleunigung des QR-Verfahrens für (nicht-zerlegbare) Hessenberg-
Matrizen wird erzielt durch die Verwendung von Diagonal-Shifts (vgl. Bemerkung 9.9):

A(t) − µtI =: Q(t)R(t) (QR-Zerlegung), A(t+1) := R(t)Q(t) + µtI.

Da die Subdiagonalelemente gegen Null und die Diagonalelemente gegen die Eigen-
werte von A konvergieren, wählt man

µt := a(t)nn.

Dadurch wird erreicht, dass die Folge der letzten Subdiagonalelemente a
(t)
n,n−1 sogar

quadratisch gegen Null konvergiert. Ist a
(t)
n,n−1 ≈ 0 mit hinreichender Genauigkeit

erzielt, fährt man mit dem QR-Verfahren mit Shift für die Matrix Ã(t) ∈ C(n−1)×(n−1)

fort, indem die letzte Zeile und Spalte von A(t) gestrichen wird. der ersten n−1 Zeilen
und Spalten fort, usw.

c) Die etwas aufwändigere Wahl von µt als der zu a
(t)
nn nächstgelegene Eigenwert der

2× 2-Matrix im unteren Diagonalblock

[

a
(t)
n−1,n−1 a

(t)
n−1,n

a
(t)
n,n−1 a

(t)
nn

]

liefert für symmetrische Tridiagonal-Matrizen unter geeigneten Voraussetzungen sogar

kubische Konvergenz von a
(t)
n,n−1 gegen Null und von a

(t)
nn gegen einen Eigenwert von

A.
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9.4 Reduktion auf Tridiagonal- bzw. Hessenberg-Gestalt

Die Schur-Zerlegung (und die Jordan-Normalform) einer Matrix A lässt sich in endlich vielen
Schritten nur berechnen, wenn die Eigenvektoren bereits bekannt sind. Dies ist in der Praxis
fast nie der Fall. Wir zeigen in diesem Abschnitt, wie eine Matrix A ∈ Cn×n durch endlich
viele Ähnlichkeitstransformationen in eine obere Hessenbergmatrix

B =








b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n

. . .
. . .

...
0 bn,n−1 bnn








transformiert werden kann, für deren Elemente bik = 0 für i > k + 1 gilt. Für hermitesche
Matrizen erzielen wir eine Transformation auf eine hermitesche Tridiagonalmatrix

C =









a1 b1 0

b1 a2
. . .

. . .
. . . bn−1

0 bn−1 an









.

Die Sequenz der Ähnlichkeitstransformationen

A = A(0) → A(1) = T−1
1 A(0)T1 → · · · → A(m) = T−1

m A(m−1)Tm =: B

soll dabei so beschaffen sein, dass Ti sich direkt aus den Elementen der Matrix A(i−1)

berechnen lässt. Falls A hermitesch ist, sollte auch A(i) hermitesch sein. Ferner sollte die
Kondition des Eigenwertproblems sich nicht wesentlich verschlechtern.

Schreiben wir T := T1 · · ·Tm, so gilt

B = T−1AT, B + δB = T−1(A+ δA)T mit δA = TδBT−1.

Also folgt
‖B‖ ≤ cond(T )‖A‖, ‖δA‖ ≤ cond(T )‖δB‖.

Durch Kombination erhalten wir

‖δA‖

‖A‖
≤ cond(T )2

‖δB‖

‖B‖
.

Für großes cond(T ) ist es möglich, dass kleine Änderungen in B die Eigenwerte wesentlich
stärker verfälschen als dies durch kleine Änderungen in A hervorgerufen würde. Deshalb
sollte man zur Reduktion nur Matrizen Ti zulassen, die eine kleine Konditionszahl haben.
Die folgenden drei Typen sind von besonderer Bedeutung:
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(a) Spiegelungen (Householder-Transformationen): für u ∈ Cn, ‖u‖ = 1 setze

T = Hu = I − 2uuH ⇒ cond2(T ) = 1;

(b) Drehungen (Givens-Rotationen):

T = Ji,k(φ) =
























1
. . .

1
cosφ − sinφ

1
. . .

1
sinφ cosφ

1
. . .

1
























← i

← k

⇒ cond2(T ) = 1;

(c) Eliminationen

T = Li =













1
. . .

1
li+1,i 1
...

. . .

lni 1













⇒ cond∞(T ) ≤ 4

Die folgende Aussage ist leicht nachzuprüfen.

Lemma 9.16 Für jeden Vektor u ∈ Cn mit ‖u‖2 = 1 ist die zugehörige Householder-Matrix
Hu = I − 2uuH unitär und hermitesch; also gilt H−1

u = Hu.

Satz 9.17 (Reduktion auf obere Hessenberg-Form) Zu einer beliebigen Matrix A ∈
Cn×n existieren n− 2 Householder-Matrizen H1, . . . , Hn−2 derart, dass

Hn−2 · · ·H1 AH1 · · ·Hn−2 =: B

eine zu A unitär ähnliche Hessenberg-Matrix ist.

Falls A hermitesch ist, so ist B eine hermitesche Tridiagonal-Matrix.

Beweis: 1. Schritt: Bestimme u1 = (0, u12, . . . , u1n)
T mit ‖u1‖2 = 1 so, dass

Hu1










a11
a21
a31
...

an1










=










a11
ã21
0
...
0










.

Dann hat Hu1 die Form

[
1 0
0 ∗

]

, und

Hu1AHu1 =










a11 a12 · · · a1n
ã21
0 ∗
...
0










Hu1 =










a11 ∗
ã21
0 Ã(1)

...
0










=: A(1).
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Im nächsten Schritt wendet man eine Householder-Transformationmit u2 = (0, 0, u23, . . . , u2n

an, die die letzten n− 3 Komponenten der zweiten Spalte von A(1) annulliert. Hierbei wird
die erste Spalte von A(1) nicht verändert und die zweite Spalte erhält bereits die geünschte
Form. Fährt man analog fort, erhält man nach n−2 Schritten eine Matrix A(n−2), die obere
Hessenberg-Form hat. Mit A ist auch A(1) = Hu1AHu1 hermitesch etc., so dass schließlich
auch A(n−2) hermitesch ist. Als Hessenberg-Matrix muss A(n−2) also Trigiagonal-Gestalt
besitzen. �

Bemerkung 9.18 Für eine reelle symmetrische Matrix A ∈ Rn×n erfordert die Reduktions-
Methode von Householder auf Tridiagonalgestalt 2

3n
3 +O(n2) Operationen. Zur Reduktion

einer allgemeinen Matrix auf Hessenberg-Form sind 5
3n

3+O(n2) Operationen nötig. Mit etwa
dem halben Rechenaufwand kommt man aus, wenn man anstatt der Householder-Matrizen
mit elementaren Eliminationsmatrizen Ei, 2 ≤ i ≤ n− 1, arbeitet. Auch hier wird in n− 2
Schritten die obere Hessenberg-Form, ähnlich zum Vorgehen beim Gauß-Algorithmus, er-
zielt. Evtl. müssen auch Permuationsmatrizen einbezogen werden. Ein Nachteil dieser Re-
duktionsmethode ist die Zerstörung der Symmetrie (wegen E−1

i 6= EH
i ).

Wir kommen nun auf die mögliche Berechnung der Eigenwerte einer Matrix durch Finden
der Nullstellen des charakteristischen Polynoms zurück. Für hermitesche Tridiagonalmatri-
zen erhält man eine dreigliedrige Rekursion, wie wir sie bei den Orthogonalpolynomen schon
kennengelernt haben.

Satz 9.19 Das charakteristische Polynom pn(z) = det(zE − Bn) einer hermiteschen Tri-
diagonalmatrix

Bn =









a1 b1 0

b1 a2
. . .

. . .
. . . bn−1

0 bn−1 an









lässt sich mit Hilfe der Rekursion

p0(z) = 1,
p1(z) = z − a1,
pk(z) = (z − ak)pk−1(z)− |bk−1|

2pk−2(z), k = 2, . . . , n,
(9.18)

aufbauen. Hierbei ist pk, 1 ≤ k ≤ n, das charakteristische Polynom des oberen Diagonalblocks
Bk der Größe k × k von Bn.

Beweis: Mit Bk bezeichnen wir den oberen Diagonalblock der Größe k × k von Bn und
mit Ik die Einheitsmatrix der gleichen Größe.

Einfache Rechnung liefert p1(z) = det(zI1 − B1) = z − a1 und p2(z) = det(zI2 − B2) =
(z − a2)(z − a1)− |b1|

2, also gilt die Rekursionsgleichung für k = 2.

Für k > 2 ergibt die Entwicklung der Determinante nach der letzten Zeile

pk(z) = det(zIk −Bk)

= (z − ak) det(zIk−1 −Bk−1) + bk−1 det














z − a1 −b1 0

−b1 z − a2
. . .

. . .
. . . −bk−3

−bk−3 z − ak−2 0

0 −bk−2 −bk−1














.

Erneute Entwicklung der letzten Determinante nach der letzten Spalte ergibt

pk(z) = (z − ak) det(zIk−1 −Bk−1)− |bk−1|
2 det(zIk−2 −Bk−2),

also genau die Rekursion mit der angegebenen Definition der pk. �
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Beispiel 9.20 Zur Matrix

A =





3 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1





bilden wir die Polynome

p0(x) = 1, p1(x) = x− 3, p2(x) = (x − 2)p1(x) − p0(x), p3(x) = (x− 1)p2(x)− p1(x).

Anhand der Graphen in Abbildung 8.1 erkennt man, dass pk genau k einfache reelle Null-
stellen hat und dass die Nullstellen von pk−1 die von pk trennen.

−1 0 1 2 3 4 5
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

Abbildung 9.1: Graphen der Polynome p0 (blau), p1 (grün), p2 (rot), p3 (cyan)

Bemerkung 9.21 (a) Aus der Rekursionsformel (9.18) lässt sich durch Differenzieren
eine Rekursionsformel für die p′k herleiten:

p′0(z) = 0,

p′1(z) = 1,

p′k(z) = pk−1(z) + (z − ak)p
′
k−1(z)− |bk−1|

2p′k−2(z), k = 2, . . . , n.

Dies kann bei der Berechnung einer Nullstelle von pn (also eines Eigenwerts von Bn)
mit dem Newton-Verfahren sinnvoll verwendet werden.

(b) Per Induktion kann gezeigt werden: Falls bk 6= 0 für 1 ≤ k ≤ n − 1, so haben die

Polynome pk in (9.18) k reelle einfache Nullstellen λ
(k)
j , j = 1, . . . , k, und die Nullstellen

von pk trennen die Nullstellen von pk+1, d.h.

λ
(k+1)
1 < λ

(k)
1 < λ

(k+1)
2 < · · · < λ

(k)
k < λ

(k+1)
k+1 . (9.19)

Weiterhin gilt in jeder Nullstelle von pk

sign pk−1(λ
(k)
j ) = −signpk+1(λ

(k)
k ). (9.20)

Beweis:Wir benutzen die Tatsache, dass an einfachen Nullstellen immer Vorzeichenwechsel vorliegen.

Induktionsanfang: p0 hat keine Nullstelle und erfüllt p0(x) > 0 für alle x ∈ R.

p1 hat die einfache Nullstelle λ
(1)
1 = a1 und erfüllt p1(x) < 0 für x < λ

(1)
1 und p1(x) > 0 für x > λ

(1)
1 .

Induktionsannahme für k: Das Polynom pk hat genau k einfache Nullstellen, die von den einfachen
Nullstellen von pk−1 getrennt werden, also

λ
(k)
1 < λ

(k−1)
1 < λ

(k)
2 < · · · < λ

(k−1)
k−1 < λ

(k)
k

,

und es gilt

pk(x) > 0 für x > λ
(k)
k

, (−1)kpk(x) > 0 für x < λ
(k)
1 . (9.21)
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Induktionsschluss: Wir schreiben kurz xj = λ
(k)
j für die Nullstellen von pk. Aus der Rekursionsglei-

chung folgt
pk+1(xj) = −|bk|

2pk−1(xj) 6= 0

und für das Vorzeichen gilt
sign pk+1(xj) = −sign pk−1(xj).

Im Fall k ≥ 2 folgt weiter: Weil pk−1 zwischen xj und xj+1 eine einfache Nullstelle hat, wechselt sein
Vorzeichen

sign pk−1(xj) = −sign pk−1(xj+1), 1 ≤ j ≤ k − 1.

Also wechselt auch das Vorzeichen von pk+1, d.h. jedes Intervall (xj , xj+1), 1 ≤ j ≤ k − 1, enthält
mindestens eine Nullstelle von pk+1. Dies ergibt bereits k − 1 Nullstellen von pk+1.

Für alle k ≥ 1 folgt weiter: An der größten Nullstelle von pk gilt pk−1(xk) > 0, also ist

pk+1(xk) < 0.

Weil der Höchstkoeffizient von pk+1 gleich 1 ist, ergibt der uneigentliche Grenzwert

lim
x→∞

pk+1(x) = ∞

eine weitere Nullstelle im Intervall (xk,∞). Ebenso folgt die Existenz einer weiteren Nullstelle im
Intervall (−∞, x1). Insgesamt haben wir bereits k + 1 Nullstellen von pk+1, die von den Nullstellen
von pk getrennt werden. Weitere Nullstellen kann pk+1 nach dem Fundamentalsatz der Algebra nicht
haben und alle Nullstellen sind einfach. Die Eigenschaften (9.19) und (9.21) gelten also auch für pk+1.

Deshalb bilden die Polynome (p0, . . . , pn) eine Sturmsche Kette: Dieser Begriff bein-
haltet die Eigenschaften (9.20) sowie die beiden Tatsachen, dass p0 keine Nullstelle

besitzt und dass in allen Nullstellen λ
(n)
j von pn gilt

p′n(λ
(n)
j )pn−1(λ

(n)
j ) > 0.

(Dies folgt wieder aus (9.19) und (9.21).)

Solche “Ketten” von Polynomen erlauben die Bestimmung der exakten Zahl der Null-
stellen von pn in einem beliebigen reellen Intervall [a, b] mit pn(a)pn(b) 6= 0.

Satz 9.22 Gegeben sei eine Sturmsche Kette (p0, . . . , pn) und ein Intervall [a, b] mit
pn(a)pn(b) 6= 0. Wertet man die Sturmsche Kette an den Endpunkten des Intervalls
[a, b] aus und bestimmt jeweils die Anzahl Na bzw. Nb der Vorzeichenwechsel in der
Sequenz

(p0(a), . . . , pn(a)), (p0(b), . . . , pn(b))

(nach evtl. Streichen von Nullen in der Sequenz), so besitzt pn genau Na − Nb Null-
stellen in [a, b].

Diese Aussage ermöglicht die Lösung des partiellen Eigenwertproblems für eine her-
mitesche Tridiagonalmatrix, d.h. die Berechnung aller Eigenwerte in einem beliebig
gewählten Intervall. In der Regel führt man Intervallhalbierung durch, bis alle Eigen-
werte isoliert sind. Sodann kann mit der Inversen Iteration mit Shift oder mit dem
Newton-Verfahren (siehe 8.15(a)) weitergearbeitet werden.

Beispiel 9.23 Im Beispiel der Tridiagonalmatrix

A =





3 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1





berechnen wir die Werte der “Sturmschen Kette” an den Stellen 0, 1, . . . , 5 und die Anzahl
der Vorzeichenwechsel:

x 0 1 2 3 4 5
p0 1 1 1 1 1 1
p1 −3 −2 −1 0 1 2
p2 5 1 −1 −1 1 5
p3 −2 2 0 −2 2 18

#VZW 3 2 1 1 0 0
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Je 1 Eigenwert liegt also in den Intervallen

(0, 1), (1, 2), (3, 4).

Diese Information ist viel präziser als die durch die Gerschgorin-Kreise zu erhaltende.

Ein ähnliches Verfahren kann auch für Hessenberg-Matrizen aufgebaut werden. Wir neh-
men an, dass die Matrix nicht zerlegbar ist, also

B =








b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n

. . .
. . .

...
0 bn,n−1 bnn








mit Elementen bk+1,k 6= 0 für 1 ≤ k ≤ n−1 gilt. Eine kurze Beobachtung dient als Grundlage
des Verfahrens.

Lemma 9.24 Ist w = (w1, . . . , wn)
T ∈ Cn ein Eigenvektor der unzerlegbaren Hessenberg-

matrix B, so gilt wn 6= 0.

Beweis: Falls w ∈ Cn mit wn = 0 das lineare Gleichungssystem

(B − λIn)w = 0

löst, so gilt (unter Weglassen der 1. Gleichung und der Komponente wn)

b2,1w1 + (b2,2 − λ)w2 + b2,3w3 · · · + b2,n−1wn−1 = 0
b3,2w2 + (b3,3 − λ)w3 · · · + b3,n−1wn−1 = 0

...
bn,n−1wn−1 = 0.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit oberer Dreiecksmatrix und Diagonalelementen
6= 0, also folgt w1 = · · · = wn−1 = 0. Damit ist w = 0, also ist w kein Eigenvektor von
B. �

Bemerkung 9.25 Verfahren von Hyman:

Zur Bestimmung eines Eigenwerts (und Eigenvektors) der unzerlegbaren Hessenbergma-
trix B verwenden wir die soeben bewiesene Information, dass die letzte Koordinate jedes
Eigenvektors w nicht verschwindet, also

w = (w1, . . . , wn−1, 1)
T (9.22)

gesetzt werden kann. Schreiben wir die Eigenwert-Gleichung in der Form

(B − λIn)x = 0 mit x = (x1, . . . , xn)
T (9.23)

und setzen xn = 1 fest an, so ergeben sich die Komponenten x1, . . . , xn−1 durch Rücksub-
stitution aus der 2. bis n-ten Gleichung, da diese in oberer Dreiecksform vorliegen:

b2,1x1 + (b2,2 − λ)x2 + b2,3x3 · · · + b2,n−1xn−1 + b2,n = 0
b3,2x2 + (b3,3 − λ)x3 · · · + b3,n−1xn−1 + b3,n = 0

...
bn,n−1xn−1 + (bn,n − λ) = 0.

Dabei taucht λ jeweils als Parameter in den Komponenten x1, . . . , xn−1 auf, genauer: xk(λ)
ist ein Polynom vom Grad n− k. Die Rücksubstitution liefert die Rekursion

xk(λ) =
1

bk+1,k



(λ− bk+1,k+1)xk+1(λ) −

n∑

j=k+2

bk+1,jxj(λ)



 , k = n− 1, n− 2, . . . , 1,

(9.24)
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mit dem Anfangswert xn(λ) = 1. Es folgt aus unserem Ansatz (9.23), dass λ genau dann
Eigenwert von B ist, wenn auch die 1. Gleichung des Gleichungssystems (9.23) erfüllt ist,
also

p(λ) := (b1,1 − λ)x1(λ) + b1,2x2(λ) + · · ·+ b1,n = 0

gilt. (Nebenbei bemerkt: det(B−λIn) = (−1)n+1b2,1 · · · bn,n−1p(λ), also ist p ein Vielfaches
des char. Polynoms von B.) Also können wir eines der bekannten Verfahren zur Berechnung
der Nullstellen eines Polynoms p heranziehen, bei dem wir p jeweils rekursiv auswerten.

Im Verfahren von Hyman verwendet man das Newtonverfahren. Die Rekursion der Po-
lynome xk ergibt auch eine Rekursion für die Ableitungen

x′
k(λ) =

1

bk+1,k



xk+1(λ) + (λ − bk+1,k+1)x
′
k+1(λ) −

n∑

j=k+2

bk+1,jx
′
j(λ)



 , k = n−1, n−2, . . . , 1,

(9.25)
mit dem Anfangswert x′

n(λ) = 0, und hiermit erhalten wir

p′(λ) = −x1(λ) + (b1,1 − λ)x′
1(λ) + b1,2x

′
2(λ) + · · ·+ b1,n−1x

′
n−1(λ).


