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1.1 Grundlagen

1.1.1 Motivation: Viele Prozesse der Natur werden durch
Differentialgleichungen oder Systeme von Differentialgleichungen
beschrieben. Hierbei werden Beziehungen zwischen der Funktion

y 1 J CR — R" und ihrer Ableitungen y’(x), y”(x),... dargestellt, die
man nach y = (yi, ..., ys) aufldsen muss.

>mitoz€]R,

exponentieller Wachstums- bzw. Zerfallprozess, allgemeine Losung
ist y : R — R mit y(t) = Ce®" mit beliebiger Konstante C € R.
Meist wird die Konstante durch die Angabe eines Anfangswerts
y(to) = yo bestimmt.

> ‘y’:ay(R—y)‘mitoz>0,
logistischer Wachstumsprozess, Losungen sind y : R — R mit
t)= —————
y( ) 14 Ce—aRt

Anfangswert 0 < y(0) = yo < R ermittelt man C = y—’f) —-1>0.
Beachte: Es gibt andere Losungen mit C < 0.

mit beliebiger Konstante C > 0. Zu dem



» Die partielle Differentialgleichung

oT(t,x) k82 T(t,x)

t>0, xe/(0,0),

ot ox2 '’

beschreibt die Temperaturverteilung T(t, x) eines Stabs der Lange ¢
zur Zeit t > 0. Anfangs- und Randwerte sind T(0, x) = f(x) bzw.
T(t,0) = T(t,¢) = 0. Die gesuchte Ldsung T(t,x) kann man mit
Hilfe eines Systems gewohnlicher Dgl. 1. Ordnung annahren:

, kN

vi== W =2+y1), j=1....,N-1, NeN,

wobei
jt
()= T(tx), =5 j=1...,N-1

Aufgrund der gegebenen Randwerte gilt yo(t) = yn(t) =0, t > 0.



» Hamiltonische Formulierung der Bewegungsgleichung ist die
gewohnliche Dgl. 2. Ordnung

oH
" -1
=— —, t>0,
q m aq

mit Anfangsbedingungen

q(0) = g0, q'(0) = po.

Oder aquivalent, ist ein System der Dgl. 1. Ordnung

/ m—l
r-(8)-(7E). oo
P g

mit Anfangsbedingungen



1.1.2 Definition: Lésung einer Differentialgleichung

Gleichungssystem der Gestalt
y' =f(t,y), f:(a,b)xG—R", (ab)CR, GCR" (1)

heiBt ein System expliziter Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Eine Losung des Systems (1) ist eine auf einem Intervall J C (a, b)
definierte differenzierbare Funktion y : J — R" mit y(t) € G fiir alle
t € J, die die Gleichung (1) fiir alle t € J erfiillt.

Beispiel:

> y' =2ty — t?y3 ist eine explizite Dgl. 1. Ordnung, die rechte Seite ist durch
f:RxR =R, f(t,y) =2ty — t°y3 gegeben.



1.1.3 Definition: Anfangswertaufgabe (AWA)
Eine Anfangswertaufgabe (AWA) besteht aus einem System

y' =f(t,y), f:(a,b)xG—R", (ab)CR, GCR" (1)

sowie einer Anfangsbedingung y(tp) = yo flir ein festes ty € (a, b).

Eine Funktion y : J — R" mit J C (a, b) ist eine Lésung dieser AWA,
wenn ty € J sowie y(to) = yo gilt und wenn y das System (1) IGst.

Bemerkung: Lésungen einer AWA existieren im Allgemeinen nur auf Teilmengen von
(a, b). Z.B. die AWA

Y =1+y*  y(0)=0,
hat die eindeutige Losung y(t) = tan(t) auf J = (—7/2,7/2) und kann nicht iiber das
Intervall J hinaus fortgesetzt werden, obwohl die Funktion f(t,y) =14 y? auf R x R

definiert ist.



1.1.4 Bemerkung:
Eine skalare AWA hoherer Ordnung

¢(n):f(t,¢,¢',...,¢("71)) mit #(to) = &os

¢'(t) = &1,
o V(o) = go-1,
wird durch die Festlegungen
¢I ¢/’I 8o
y=| 7| e = ’ Cw=| ¥
#rD F(t 6.4, D) g1

in ein System von Dgl. 1. Ordnung

y' =f(t,y),  y(t) =y,

umgewandelt. Fir den Losungsvektor y : J — R" gilt y3 = ¢.



Problem: lose die AWA

y' =1f(t,y), y(t)=y.

1.1.5 Definition: korrekt gestelltes Problem

Ein Problem heiBt korrekt gestellt, falls 1) es eine Ldsung besitzt, 2)
diese Lésung eindeutig ist und 3) stetig von den Daten abhangt. Falls 3)
erflllt ist heiBt das Problem gut konditioniert.

1.1.6 Beispiel (ein schlecht gestelltes Problem): Sowohl y = 0 als auch y(t) = t? sind
die Losungen von

y' =2y, t>0,

y(0) = 0.



1.1.7 Definition:

Die Funktion f : (a,b) x G — R" heiBt Lipschitz-beschrankt bzgl. y, falls
es eine Konstante 0 < L < oo existiert, so dass

fur alle y,y : (a,b) = G C R" and t € (a, b).

1.1.8 Beispiel: Die Funktion
2 2 4 0 2
f(0,1)><[—1,2] _>]R7 f(tvy): _2 1 y+yo -t

—_——
=A

ist Lipschitz-beschrankt bzgl. y, denn
1£(t,y) = £(t,7)lloo Ay +y? -t = A7 = 7% tlloo = Ay = 7) + (v = 7)(¥ + P)tllc
< (lAllee +4) lly = Flloo = 8lly = 7 lloo-

A

Bemerkung: Die Konstante L hdngt von der gewdhlten Vektornorm || - || : R" — R
ab. Im endlichdimensionalen Fall, sind alle Vektor- bzw. Matrixnormen adquivalent,
d.h.: Zu je zwei Normen || - || und || - ||’ gibt es positive Konstanten ¢, C, so dass gilt

clwl/ <|wll < Cllwl/, weR" (bzw. w € R™").



1.1.9. Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Lindelof

Die Funktion f : (a,b) X G — R" sei stetig und Lipschitz-beschrankt bzgl. y
mit L > 0.
Dann existiert zu jedem Punkt (%o, y0) € (a, b) X G ein Intervall

J=(to—96,t0+0), 6>0, (Wie bestimmt man 47?)
sowie eine differenzierbare Funktion y : J — R", die die AWA
y'=1(t,y), y(t) =y,
auf J lost.
Jede weitere Losung z = z(t) derselber AWA stimmt auf J mit y Uberein.
1.1.10. Beispiele:

(i) f(t,y)=2,/y ist in einer Umgebung von 0 nicht Lipschitz-beschrankt.

(i) f(t,y) = y?ist auf R x R stetig, auf jedem Kompaktum Lipschitz-beschrinkt
bzgl. y.
(iii) f(t,y) =A-y mit A€ R"™" ist Lipschitz-beschrankt bzgl. y.



1.1.11. Bemerkung: (Wie bestimmt man ¢ in 1.1.9?) Der Satz von Picard-Linderl6f
ist im Wesentlichen eine Konsequenz des Banachschen Fixpunktsatzes. Beweisidee:

» Die Funktion y : J — R" I18st die AWA y’ = f(t,y), y(to) = yo, genau dann,
t
wenn sie 16st y(t) = yo +/ f(s,y(s))ds, teJ.
to

» Die Abbildung ® : g € C(J) — ®(g) € C(J) mit

ww»m:m+/7@am$,reL

to
ist eine Selbstabbildung auf C(J) und ist Lipschitz-beschrankt bzgl. g mit
0< L <1, dennfiralleteJund g, g € C(J) gilt

t

Yo+ fuamﬁ—m—/V@amﬁ

to to

[®(g)(t) —®(@) (D) <

< Awwam—m@@mk
stggmw—amﬂé$-

Da t € J, gibt es ein hinreichend kleines § > 0, so dass

to+6
/ ds
to

L=1L- =|L-§<1]|




Falls L = L-6 < 1, dann gilt:

Folgerungen aus dem Banachschen Fixpunktsatz:

(7) Es existiert genau eine Lésung y : J — R" von

W=+ [ s, y(s))ds, ted. 3)

to
Die Funktion y heiBt der Fixpunkt der Gleichung (3).

(ii) Fiir ein beliebiges y!@ e C(J) konvergiert die Fixpunktiteration, die
so-gennante Picard-Iteration,

t
YEHI() =y +/ f(s,yM(s))ds, teJ, k=0,1,2,...

to

gegen der Lésung y in (7).

. L
(iif) A-priori-Fehlerabschatzung: Iy —y|| < ﬁﬂy[l] —yOI.

. L _
(iv) A-posteriori-Fehlerabschatzung: [y — y|| < ﬁﬂy[kl —y=).



1.1.12. Beispiel (Picard-Iteration): Die eindeutige Lésung der AWA y’ = y2?, y(0) = 3
in der 6—Umgebung von tp = 0 ist

) = —

= — t e (=9,9).
1-—3t € )

Die Niherungslésungen ylk+11 € C(—6,8) kann man mit Hilfe der Picard-Iteration
t
yH(e) = y(0) +/ f(s,y®(s)) ds, y=y(0), k=0,1,2,...
tp

bestimmen. Also es gilt

) = 3,

yH(t)

t
3+/ 32ds =3+0t
0
t
yA@) = 3+/(3+95)2ds:3+9t+27t2+27t3
0

und die Folge (y[k])keNo konvergiert gegen y auf (—4¢,6), d.h.

sup  |y™M(t) — y(t)| = 0 fiir k = oco.
te(—4,8)

Vergleiche mit

(t) = 3 —3%(&)" t<1
M T T A 3

Also, die Losung y ist fiir t € J = (—o0, 1/3) definiert.



1.1.13 Satz: Kondition einer AWA
Gegeben seien zwei Anfangswertaufgaben

=f(t,y), y(to)=,
=g(t,2), );(tz):)z/; (t.y) € (a,b) X G,

mit stetigen Funktionen f und g. Die Funktion f sei auf (a, b) x G
Lipschitz-beschrankt bzgl. y mit L > 0. Dann gilt fiir y,z : J C (a, b) — R"

b

t
Hy(t‘)—Z(t‘)HSe“t‘t‘”{l\yo—a)l\ﬂL / sup [|f(s, v) — g(s, V)l ds
to

ve

fur alle t > to.

Bemerkung:

» Der Beweis von 1.1.23 mit f = g folgt aus dem Gronwall-Lemma, siehe J. Stoer
und R. Bulirsch, Einfiihrung in die Numerische Mathematik I, 1983.

» Die Abschatzung in (4) ist die bestmdgliche, siehe W. Dahmen und A. Reusken,
Numerik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, 2008.



» Fiir groBes t konnen die Losungen y bzw. z von

y' =f(ty), y(to)=yo,
zZ =g(t,z), z(to) = zo,

auch bei kleineren Storungen
llyo — 20|l und &= sup[f(s,v) — g(s, V)l
veG

erheblich variieren, d.h. z.B. dass sich der Graph von z innerhalb eines
“Korridors” um den Graphen von y befindet, der sich mit wachsendem Abstand
|t — to] Sffnet:

Stabilitat: €=0.01, L=1
0.7 T T T




1.2 Polynominterpolation und interpolatorische Quadraturformeln

Integrationsproblem: Bestimme /(f) = fab f(s)ds, f € Cla, b].

1.2.1 Bemerkung: Das Integrationsproblem ist korrekt gestellt: Sei /(f) = fab?(s)ds,
wobei f ein gestorter Integrand ist. Es gilt

1) = 1) < (b= 2) - max [F(s) = 7(s)]

Idee: I(f) f p(s)ds, wobei man als Naherung an f ein
Interpolatlonspolynom pE 73 verwendet.

1.2.2 Definition:
Sei n € Ng. Mit

Po={p:R—>R|p(x)=a+a-x+---+an-x", 3 € R}

bezeichnet man den Vektorraum aller Polynome vom Grad(p) < n.



1.2.3 Bemerkungen:
(a) dim(Pn) = n+ 1 und die Monome {1, x,...,x"} bilden eine Basis von P,.

(b) Ein groBer Vorteil von Polynomen ist, dass man mit ihnen jede auf einem
kompakten Intervall stetige Funktion beliebig genau annahern kann:

Satz von Weierstrass: Sei f € C[a, b]. Dann gibt es zu jedem & > 0 ein Polynom
p, so dass

max_|f(x) — p(x)| < e.
x€E[a,b]



1.2.4 Definition: Interpolationsproblem

Gegeben seien n+ 1 paarweise verschiedene Punkte
to, t1,...,th €ER,

welche man als Stiitzstellen bezeichnet, sowie ein System von n+ 1
weiteren (nicht notwendig verschiedenen) Punkten

YosY1,---,¥n €R,
die man als Stiitzwerte bezeichnet. Gesucht ist ein Polynom p € P, mit
p(te) =k, k=0,...,n
So ein Polynom p € P, heiBt ein Interpolationspolynom.

1.2.5 Satz:
Das Interpolationspolynom ist eindeutig bestimmt.



1.2.6 Bemerkung:

(a) Sei f:[a, b] — R stetig und y; = f(t;), j =0,.
p 13Bt sich darstellen in der Lagrange—Form

p(x) = ZYk H X_t’

tJ

., n. Das Interpolationspolynom

J#k
wobei die Polynome

(n) Xt
Lk (X) = H I
j,

0 te — tj
J7k
Lagrange—Grundpolynome heiBen. Die Lagrange—Grundpolynome bilden eine

Basis von P, und es gilt L{")(t;) = { (1)’ j; Z ZB. to=-1,46=0t, =1:

(&3]
L)

o

-1 o 1

(b) Andere Basen von P, wie die Monom-Basis {1, x

x"}, liefern andere
Darstellungen desselben Interpolationspolynoms p.



1.2.7 Definition: Interpolatorische Quadraturformel

Unter einer Quadraturformel (Algorithmus) /, zur Berechnung des
bestimmten Integrals

b
I Cla,b] > R, I(f)= / £(s) ds,
versteht man die Summe

/(f) ~ /,,(f) = Xn: ag - f(tk), ax €R, txe [a, b],

mit den Knoten to, ..., t, und den Gewichten ag, ..., a,.
Eine Quadraturformel l (f) heiBt interpolatorisch, wenn [, exakt fiir alle
p € P, ist, d.h.

Ra(p) :=I(p) — I(p) =0 fiiralle p € P,.

1.2.8 Beispiel:



1.2.9 Satz:
Zu beliebig vorgegebenen Knoten

altp<ti<---<t, <b

existiert genau eine interpolatorische Quadraturformel
n
I(f) = Z ay - f(tk). lhre Gewichte ax erhdlt man durch Integration der

k=0
Lagrange—Grundpolynome

Bemerkung: Fiir den Spezialfall 4quidistanter Knoten

ty=a+k-h k=0,...,n, h= ,
n

heiBen solche interpolatorische Quadraturformeln Newton—Cotes—Formeln.



1.2.10 Beispiel (Newton-Cotes-Quadraturformeln):
(a) Rechteckregel (n = 0)
Io(f) = (b —a)-f(a).
(b) Trapezregel (n=1)

(b_a)3 "
Tf (&), f e C?a,b].

W) = 252 (F@) +F(B), Ri() = -

(c) Simpson-Regel (n = 2)
h(f) = bga (f(a)+4-f (a;b) +f(b)) :

Rg(f):—(b2880) 9e), feC'lab].

(d) 3—Regel (n=14)
-2 5 (52) o (252) ).

R3(f):_(b6480) Ye), cclab], feC'ab].




1.2.11 Bemerkung: Bei den Newton-Cotes-Formeln treten ab n = 7 negative Gewichte
ay auf. Dadurch erhdht sich die Rundungsfehleranfilligkeit dieser Formeln
(Ausldschungsgefahr). AuBerdem kann i.a. keine Konvergenz

In(f) = I(f), n— o0, fe€Clab],

erwartet werden, da die Polynominterpolation schlecht konditioniert ist, was das
Beispiel von Runge zeigt:

O Stiitzstellen
—— 5 125) "

Interpolationspolynom

-2 L L L
-1 -0.5 0 05 1

Deshalb werden die Newton—Cotes—Formeln hoherer Ordnung kaum benutzt. Es ist

besser die summierten oder GauB-Legendre Quadraturformeln anzuwenden:




1.2.12 Definition: GauB-Legendre-Quadraturformeln

1 m
/f@$z%d0:2ymﬂn)
1 k=0

Ak Wi
T
Ao = -7 wp =1
M= w =1
3 5
Ao = —\/; wWo = g
A =0 w =3
3 5
A2 = \/; w2 =g
3,2 /6 18—+/30
)‘0:_\/?"'?\/? Wo = "3
__.J3_2 /e _ 18430
A= 777 \/? W1 = "3
_ . /3_2 /s _ 18430
A=1/7-7s W2 = "3
3.2 /6 18—+/30
R Ve B VA S I




Wik

1.2.13 Bemerkung: Es gilt

wobei ¢ : [—1,1] — [a, b] durch

definiert ist.

e olE [
A =—34/5-2,/2 W1:7322g%%¢%
X =0 , =12
A= 14/5 -2,/ | wy = 32413V70
M=y fs 2R | w=gp/m

b
/f(s)ds ( )\k))
a
b—a b+ a
d(x) = X+t x € [-1,1],




1.2.14 Beispiel:
/2 i T ™
/0 x-cosx + e¥dx = I, g(f) = Zwk f( )\k)) mit  ¢(x) 1= ZX+ 7

| Im,6(f) | [1(F) = Imc(f)] |
4.36906431964449 1.22e — 02
4.38130235002841 2.86e — 05
4.38127343520749 2.72e — 07
4.38127370806007 2.99e — 10

HwN =3

1.2.16 Bemerkung: Sei I, ¢ die GauB-Legendre-Quadraturformel zur Integration von
b

l(f):/ £(s) ds. Dann gilt
a

Im,c(f) = I(f), m—oco, fe&Clab]



1.2.15 Bemerkung:

>

Die Stiitzstellen Ay € [—1,1] in 1.2.13 sind die Nullstellen der
Legendre-Polynome L, € C[—1,1] vom Grad m.

Die Polynome Ly, k =0,...,m, sind bzgl. des Skalarproduktes

1
(Liys Liy)i, = / Ly (t) - Ly (t)dt, 0 < ki ko <m,
-1
paarweise orthogonal.

Alle Polynome Ly, haben reelle paarweise verschiedene Nullstellen im Intervall
[-1,1].

Legendre-Polynome vom Grad m sind die Losungen von Legendre-Dgl.
(1—1t3)¢"(t) — 2t ¢/(t) + m(m +1) §(t) =0, m € No,
und erfiillen die Rekursion

Lo(x) =1, Li(x)=x,
2

Lirn () = x- Li(x) = o=



1.3 Einschrittverfahren: Definition und Beispiele

1.3.1 Richtungsfeld Die Differentialgleichung

(*)

t.y)
l3sst sich veranschaulichen im Richtungsfeld: wenn der Punkt (t,y) € R?

(

y'=f

(*) die

f(t,y) in diesem Punkt angegeben. Wir zeichnen also

ein kurzes Geradenstiick mit dieser Steigung und bekommen einen

y(t) gehort, so wird durch
Eindruck lber den weiteren Verlauf des Graphen der Lésung:

zum Graphen einer Losung y

Steigung y'(t)

—y erhalten wir z.B. die folgenden Lésungen:

» Zur Differentialgleichung y’

Zwei Lésungen zu y'=-y

S e E B P P R R
B e R
R e R
S e B
[ e e e
S e S P PR RN
B e e B
S e PSSP TP
S e S N Ry
[ e e
S T B D P R
e e e T
S e S P PR

B B




sart(lyl)

V/ly| erhalten wir Lésungen, die sich

Verzweigung (Bifurkation) fur y*

» Zur Differentialgleichung y’
verzweigen konnen:

VISSIIIIIS PSSP TII ISP P77 7707777777
VAAASAAT AT AAAIAAIIAAAAAIIAAAI 7777 A
Vs s A A SRR AT A AAAAAAIAAAYIOAAAIYI T AN AA A
P P P PP Py P S PP

NN 4

NN
NN
NN
R NN
NN
A Y
NN
R NN
R NN

sIP7T
77777
AT
2T
oy
AN,
i
171777

R NN NN
NN

PISLISIIIS LIS IIII PSS LSS IS

R S P T i P P P P
Vs s s g s aa A A AT AAAAAAAAAAAAAAA A

PSPPI SIAY LS III SIS SIS TSI S SIS ISS SIS SIS
VASPIIII ISP SIS I IS ISP TIPS PSSP 7777 A

) ~

WL PP PIIIIIIIIIIII PP P77 777777777/ 777 74

IR N R NN
IR T SN R NN
R T SN R NN
N SN NN R NN
IR S SN NN
IR S S NN NN
IR S SN NN
R TSN t NN NN
ARSI N t AN N N
RSN NN NN t NN
RSN NN NN t NN
IR T SN t R NN
IR T SN t R NN
S SN NN t R NN NN
IR SN t R NN
IR TSN t NN NN
RSNSOI N t NN NN
IR SN NN NN t AN N NN
BRSNS N t NN NN
RSN NN NN t AN NN
IR SN t AR NN
IR SN t AR NN
IR T SN t R NN
= ANAN AN 1 AAN NN
o

-1

o~
)



Wir betrachten zunichst den skalaren Fall (n = 1)

y'=f£ty), y(t)=y,
Ziel: Berechnung einer Naherung an y(t), t € [to,to+ T], T > 0.
1.3.2 Euler-Verfahren (Graphische Deutung)

Sei h > 0. Berechne
tk+1:tk—|—h, yk+1:yk—|—h-f(tk,yk), k=0,1,...,N—1.

Dann gilt yx ~ y(tx). Hierbei ist N = I die Anzahl der Schritte zur
Schrittweite h > 0, die zum Durchlaufen des Intervalls [to, to + T]
benotigt wird.

Verbindet man die Punkte (tx, yx), 0 < k < N, erhilt man einen
Polygonzug, der eine Naherung an den Graphen von y(t) ist.



1.3.3 Euler-Verfahren (numerische Differentiation)
Bei der Dgl. y' = f(t,y) ersetzt man die Ableitung y’(tx) im Punkt
(tk, yx) ndherungsweise durch eine Differenz

J(t) ~ y(tk+1)h— y(t)

Mit Hilfe der Dgl. folgt dann fiir yx =~ y(tx)
Ver1 =Yk +h-f(te, k), k=0,...,N—1.

1.3.4 Euler-Verfahren (numerische Integration)
Anwendung der Rechteckregel auf das Integral

() — y(t) = /w f(s,y(s))ds ~ (tirr — t) - (e, ¥ (t))

ti

ergibt die N3herungsformel fiir y, ~ y(tx)

Ver1 =Yk +h-f(te, k), k=0,...,N—-1.



1.3.5 Beispiel:

Gegeben sei die AWA y’ = t,/y, y(0) = 1. Die Lésung lautet y(t) = (1 + t2/4)2.
Fiihren wir 6 Schritte zur Schrittweite h = 0.5 durch, ergibt sich

t yexakt | yx(h=0.5) | yi(h=0.25) | yi(h=0.1)

0 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.5000 | 1.1289 1.0000 1.0625 1.1017
1.0000 | 1.5625 1.2500 1.3960 1.4930
1.5000 | 2.4414 1.8090 2.0978 2.2964
2.0000 | 4.0000 2.8178 3.3519 3.7253
2.5000 | 6.5664 4.4964 5.4293 6.0842
3.0000 | 10.5625 7.1470 8.6897 9.7697

» Der Polygonzug stellt eine Naherung an den Graphen der Losung dar, der fiir
wachsendes x jedoch an Genauigkeit verliert: vergleiche y5 = yéhzo's) = 7.1470
mit y(3) = 10.5625.

» Wa3hlt man die kleinere Schrittweite h = 0.1, so werden 30 Schritte fiir das

Intervall [0, 3] erforderlich sein; der Wert y30 = yég:o.l) = 0.7697 ist genauer.

1.3.6 Bemerkung: Der Schatzwert f(ty,yx) fir k > 0 entspricht nicht mehr der
Steigung der gesuchten Ldsung y : [to, to + T] — R der AWA an der Stelle t; , weil
i.A. nur y(tx) = yi gilt. Der Wert f(ty, yx) ist die Steigung einer anderen Lésung

Z:[tk,to-‘rT]—)]R

zum Anfangswert z(ty) = y.



Eulersches Polygonzugverfahren zu y'=x\sqrt y, y(0)=1

11 T T T
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1.3.7 Definition: Explizite Einschrittverfahren

Zu gegebener AWA y' = f(t,y), y(to) = yo und gegebener Schrittweite
h > 0 heiBt der Algorithmus

tk+1 = tk+ha Yk+1 = yk+hq)(f7 tk7yk7h)a

fir k=0,1,..., N — 1 ein explizites Einschrittverfahren mit der
Zuwachsfunktion ®.

1.3.8 Bemerkung:

(a) Die Einschritt-Verfahren orientieren sich am Richtungsfeld der
Differentialgleichung. Sie gehen ganz dhnlich zum Euler—Polygonzug—Verfahren
vor, bestimmen jedoch einen anderen Schitzwert ®(f, xx, yk, h) fiir die Steigung
der Losung.

(b) Solche Verfahren lassen sich in einfacher Weise auf Systeme von
Differentialgleichungen (n > 1) verallgemeinern. Dann ist die Zuwachsfunktion
$ vektorwertig, genau so wie y und die Funktion f.



Die Verfahren von Runge und Kutta sind mehrstufige Einschrittverfahren, die als
Zuwachsfunktion ®(f,t,y, h) eine Linearkombination von Steigungswerten an
mehreren Stellen des Richtungsfeldes in der Nihe von (t,y) verwenden.

1.3.9 Definition: explizites R-stufiges RK-Verfahren

Ein explizites R-stufiges Runge Kutta-Verfahren ist durch R Steigungen

Kl(f7t7y7h) = f(t7y)7
k—1

Ki(f,t,y,h) = f(t+hag,y+hY boKi(t,y,h), 2<k<R,
v=1

und die Zuwachsfunktion

R
d>(f7 t,y, h) = Z CkKk(fy t,y, h)
k=1
definiert

Die Parameter expliziter RK-Verfahren werden in folgendem Schema zusammengefasst:

0
a | bz

az | bs1 b3

aR | bri bra -+ brpr_1
1 | 1 (&) CrR—1 CR




1.3.10 Beispiele expliziter Runge-Kutta-Verfahren

R =1 Eulersches Polygonzugverfahren:

1|1

R =2 Allgemeines zweistufiges Verfahren mit 8 # 0:

Spezialfille:
0
1] 1
115 3 110 1
(Heun) (verbessertes Eulerverfahren)
R = 4 Spezialfall: Klassisches RK-Verfahren:
0
1] 1
113 1
310 3
1/0 0 1
T 1 I 1
1 3 3 %



1.3.11 Beispiel: Anwendung der Trapezregel auf das Integral in

ty+h
Yt + B) = y(te) + / F(s,y(s)) ds

ergibt die Naherungsformel
h
Ykl = Vit 5 [F (ks yi) + F(tk + hy yri1)] -

Dies stellt eine implizite Gleichung fiir y,1 dar.

1.3.12 Definition: Implizite Einschrittverfahren

Zu gegebener Anfangswertaufgabe y' = f(t,y), y(to) = yo und
gegebener Schrittweite h > 0 heiBt der Algorithmus

tier = tet+h yike1 = v+ h-O(F, t, v, Ve, h)

fur k=0,1,..., N — 1, ein implizites Einschrittverfahren mit der
Zuwachsfunktion ®.



1.3.13 Bemerkung: Beim impliziten Einschrittverfahren wird die implizite Gleichung

Vi1 i= Yk + h- O(F, ty, Y, Ykr1, h)

mit einem lterationsverfahren naherungsweise gelost:

(a) Der Startwert y,EOJ]rl (= Préadiktor) fiir das lterationsverfahren wird dabei mit

einem expliziten Einschrittverfahren bestimmt.
(b); Dann verwendet man z.B. die einfache Fixpunktiteration

1
y;[(s:—l]:yk+h¢(f7tk7yk7y;[(sllvh)7 s=0,1,2,...

Die Kontraktionseigenschaft der Fixpunkt-lteration wird durch die hinreichend

kleine Schrittweiten h > 0 gewahrleistet. Es gilt yx11 ~ Y;ESE] fiir ein s € Np.

(b), Alternativ verwendet man fiir
Y41 — Yk — h®(f ti, i, Y1, h) = 0.

das Newton—Verfahren. Fiir die Konvergenz des Newton-Verfahrens ist die Wahl
des Startwerts y,EOJ]rl entscheidend.



1.3.14 Definition: implizites R-stufiges RK-Verfahren
Ein implizites R-stufiges Runge Kutta-Verfahren ist durch R Steigungen

Ki(f, t,y, h) = f(t + hag,y + h YK b K (f, t,y, h))

fur 1 < k < R und die Zuwachsfunktion
O(f,t,y, h) chkaty,h)

definiert.
Die Anordnung der Parameter erfolgt wieder nach dem Schema

ap | bu b2 -+ bipr

ar | bri br2 -+ bgr
1] a - Cg.




1.3.15 Beispiele:
a) Das einzige einstufige implizites Runge-Kutta Verfahren hat die Zuwachsfunktion

1

® =K, =f(t+ahy+ah-Ki), a= 5

und heiBt die implizite Mittelpunktsregel. Pradiktor wird mit dem
Euler-Verfahren bestimmt.

5

(b) Ein 2-stufiges implizites Verfahren ist gegeben durch

Kio= F(e+ 35 8ny+ dhk+ 2550k,
ke = f(t+2lBhy+ 32EhK 4 1hks)
® = I(Ki+Ka).

Héangt f nicht von y ab, so entspricht h- ®(f, t, h) dieses Verfahrens der
Gauss-Legendre-Quadraturformel

/ttk“ F(s)d(s) ~ h-O(F, te, h) = g <f <tk 43 _6\/§h> n (tk ;3 +6\/§h>> .




1.3.16 Andere implizite Einschrittverfahren

(a) Implizites Euler-Verfahren (im Englischen “backward Euler”
genannt):
O(f,t,y,h) = f(t+ h,y(t + h)).
Als Pradiktor wird yﬂl = yk verwendet.
(b) Implizite Trapez-Methode:

O(F, .y, h) = 5 (F(t,y(8) + £t + hy( + ).

Pradiktor wird mit dem Euler-Verfahren bestimmt.



1.3.17 Beispiel: AWA: y’ =y —2sint, y(0) = 1, mit y(t) = sin(t) + cos(t).
» Euler-Verfahren: yxy1 = (14 h)yx — 2hsin(ty)

h | =y | Iy2rn =y | |yasn — y(4)]

2—% 0.0647 0.2271 1.5101
2-5 0.0332 0.1176 0.8063
2-6 0.0168 0.0302 0.4170

» verbessertes Euler-Verfahren:
Visr = (1+h+ %) Vi — 2hsin (tk + g) — W sin(ty)

| yie =y | lyan =y | lyasn — y(4)]

2—4% 0.001155 0.003824 0.025969
2-5 0.000294 0.000973 0.006606
2-6 0.000074 0.000245 0.001665

» implizite Trapez-Methode: y,.1 = (1 + g) Vi + gyk+l — h(sin(tx + sin(tk41))
2

A yae =yO] | lyen =y | |yass — y(4)]

2—% 0.0002739 0.0002956 0.0002493
275 0.0000685 0.0000740 0.0000618
26 0.0000171 0.0000185 0.0000154

Beachte: Der Fehler beim Euler-Verfahren ist proportional zu h und beim verbesserten
Euler-Verfahren sowie bei der impliziten Trapez-Methode proportional zu h?. Beachte:

Fiir zunehmendes k kann auch der Fehler zunehmen.
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