2. Gewohnliche Diffrentialgleichungen: Mehrschrittverfahren

2.1 Erlauterung:

» Die Zuwachsfunktion ® bei Einschrittverfahren ist “gedachtnislos”,
d.h. in jedem Schritt wird nur der aktuelle Punkt (t, y¢) zur
Berechnung von yy1 verwendet. Dabei fallen im Allgemeinen
mehrere Auswertungen der Funktion f an vorgegebenen
Zwischenstellen t; 4+ a,h, r=1,..., R, an (z.B. beim expliziten
R-stufigen RK-Verfahren).

» Bei k—Schrittverfahren hingegen greift man fiir den Schritt von t;
nach t; + h auf mehrere bereits berechnete Werte von f liber ein
groBeres Intervall [t; — k - h, t;] zuriick.

Man legt die Anzahl k € N fest und wahlt
te,. ooy tok € [tegk — k-, tog]

zur festen Schrittweite h > 0 wie zuvor. Weiterhin gilt yox ~ y(to1k)
und fopx i= f(tork, York)-



2.2 Definition: Lineares k-Schrittverfahren

Es sei k € N. Zu gegebenen reellen Zahlen ag,...,ax—1 und bg,..., by,
heiBt die Vorschrift
k—1 k
}/é+k:_zajﬂ+j+hz bifyy;, £=0,1,... (*)
j=0 Jj=0

ein lineares k-Schrittverfahren. (Hierbei wird |ag| + |bo| # O
vorausgesetzt.)

2.3 Bemerkung:

(a) Falls by = 0 gilt, heiBt das Verfahren explizit, andernfalls implizit.

(b) Um die Differenzengleichung () rekursiv zur Berechnung von yg,
¢ >0, anwenden zu kdnnen, miissen die Startwerte yp, ..., Yk—1
vorausberechnet werden. Hierzu verwendet man in der Regel ein
Einschrittverfahren aus Kapitel 1.



Wichtige Klassen von k-Schrittverfahren werden erzeugt, indem die AWA in die
aquivalente Integralgleichung

Y(tek) = ek — )+ [ F(s.y(s)) ds

tpik—0

tberfiihrt wird und das Integral mit einer Quadraturformel angendhert wird. Als
Integrationslange verwendet man

» & = h fiur die Verfahren von Adams-Bashforth und Adams-Moulton,
» § = 2h fiir die Verfahren von Nystrém und Milne-Simpson.

Als Knoten der Quadraturformel verwendet man die dquidistanten Stellen

> ty,...,terk—1 im expliziten Fall (Adams-Bashforth fir § = h und Nystrém fiir
6 = 2h),

» ty,...,terk im impliziten Fall (Adams-Moulton fiir 6 = h und Milne-Simpson fiir
6 = 2h).

Fir k > 1 (bzw. k > 2 im Fall § = 2h) werden also auch Knoten auBerhalb des
Integrationsintervalls [ty — &, to4 k] verwendet.



2.4 Explizite k-Schrittverfahren: Adams-Bashforth-Verfahren
Es sei k € N. Das k-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren lautet

k—1
Yotk = Yerk—1 T hz bifeyj, £2>0,
Jj=0
mit .
1 £+k _
bj = 7/ L5V (e) dt
h topk—1
und den Stiitzstellen t;, ..., t;1x_1. Beispielsweise ergeben sich die folgenden
Formeln:

k=1: yi1 = ye+ hfe

k=2: ye2 = Yer1+ 2(—fi + 3fe1)

k=3:  ye3 = yero + 55 (5f — 16fe41 + 23fp42)

k=4: Yo = yous + 2(—9f + 37f11 — 59f;45 + 55fp.3)

K=5: yius = Yora + o5 (251f — 1274611 + 2616fp 5 — 2774f,.5 + 1901fp14)

k=6 Yire = Yeis + 1o (—475f + 2877fp1 — T298f 5 + 9982fp,3 — 7923fy 14 + 4277fp45)

Fiir die Berechnung der Startwerte y;, j = 1,..., k — 1, wird haufig das klassische
Runge-Kutta-Verfahren herangezogen.



2.5 Implizite k-Schrittverfahren: Adams-Moulton-Verfahren

Es sei k € N. Das k-Schritt-Adams-Moulton-Verfahren lautet

k
Yerk = Yesk—1+h D bifeyj, £>0,
j=0
mit .
1 £+k
b = —/ L9 (t) dt
J h j
topk—1

und den Stiitzstellen ty, ..., ty;x. Beispielsweise ergeben sich die folgenden Formeln:

k=1: yep = yo+ 5(fe+ fon)

k=2: yea = yey + 15(—fo + 8fop1 +5f12)

k=3:  yes = yero + & (fc — 5fer1 + 19f10 + 9fpy3)

k=4:  yeu = yors + 755 (—19f + 106f,1 — 264f,,» + 646f;,3 + 251f;,4)

k=5 yeis = Yera + 15 (27 — 1731 + 482fp0 — 798fp43 + 1427, 4 + 475fp45)

Fiir die Berechnung der Startwerte y;, j = 1,..., k — 1, wird haufig das klassische
Runge-Kutta-Verfahren herangezogen.



2.6 Explizite k-Schrittverfahren: Nystrom-Verfahren

Es sei k € N. Das k-Schritt-Nystrom-Verfahren lautet

k—1
Yet+k = Yerk—2 + hz bjfpyj, €20,

j=0

mit 1 gt
04k
b — _/ LD (e) dt
h tork—2

und den Stiitzstellen ty, ..., tg;x—1. Wir erhalten die folgenden Formeln:

k=2: ypo = 6ye + 2hfpiq,

k=3: yes = yoeo1 + 5(f — 2fei1 + Tfosa)

k=4:  yea = yor2 + 5(—fo + 4fes1 — 5fr42 + 8foy3)

k=5 yis = Yers + &5(29fc — 146f,,1 + 294f,, 5 — 26653 + 269f;14)

k=6:  Yere = Yera + £5(—28f + 169f, 1 — 426fp,p + 574f;3 — 406f14 + 297f145)



2.7 Implizite k-Schrittverfahren: Milne-Simpson-Verfahren

Es sei k € N. Das k-Schritt-Milne-Simpson-Verfahren lautet

k
Yotk = Yerk—2 + hz bifeyj, £2>0,
j=0
mit .
1 04k
b = 7/ L9(t) dt
h topk—2
und den Stiitzstellen t;,. .., t; . Wir erhalten die folgenden Formeln:

k=2: yeyo = yo+ 3(fo + 4fei1 + frr2)

Yer1 + B(fos1 + 4fogo + fois)

k=3: Y3
k=4:  yeja = yoro + g5(—fo+ 4fo1 + 24fp 5 + 124f, 3 + 29F,14)

k=5:  yeis = yois+ a5(fc — 6foq1 + 14foy — 14foy3 + 129f, 4 + 28fy,5)



2.8 Implizite k-Schrittverfahren: BDF-Verfahren

Alle Koeffizienten aj, j = 1,..., k — 1 sind ungleich Null und nur b # 0 wird

verwendet.
k=1: Yet1 Ye + hfeqq
k=2: Yey2 = %yzz+1 + %y/z + %fuz
k=3: Yers = Byeo+ overr— gve+ S

) _ 36 16 3 12h
k=4: Yersa = Yerst mYer2 — 8Yer1 + pye + S5 feta



2.9 Bemerkung:

(a)
(b)

(c)

Die Verfahren 2.4 - 2.8 kénnen komponentenweise auf Systeme von Dgl. erster
Ordnung angewandt werden.

Die Differenzengleichung () in 2.2 kann in die Form einer Fixpunktgleichung

k—1

Yerk = F(yern) = hbif (tosi, yori) + D [hbifer; — ajyes)]
=0

umgeformt werden. Eine Naherung an yp, wird mit Hilfe der Fixpunktiteration
oder des (geddmpften) Newton-Verfahrens bestimmt.

Alternativen zur Fixpunktiteration sind die sog. Pradiktor-Korrektor-Methoden

P(EC)M  oder  P(EC)ME mit

(P) explizite k-Schritt-Verfahren, “Pradiktor”,

(C) implizite k-Schritt-Verfahren mit fester Schrittzahl M der Fixpunktiteration,
das sog. “Korrektor”,

(E) Auswertung von fy (fiir evaluation)



Pradiktor-Korrektor-Methode P(EC)"
Gegeben sei die AWA y’ = f(t,y), y(to) = yo, die Schrittweite h.

1. Berechne yi,...,yx_1 mit einem Einschrittverfahren und berechne die Werte f,
0</l< k—1.

2. Fir£=0,1,...
Berechne mit explizitem k-Schritt-Verfahren (P)

k—1 k—1
Vi == 4 i+ Y _mV ey (P)
Jj=0 j=0

Fir s =0,..., M berechne

~

5= f(teri, vil),  (E

und mit implizitem k-Schritt-Verfahren (C), k < k,
k—1
s s C C
v = e+ 3 [ 6] (O)
Jj=0

Setze yp i = yl['\f;“l] und fopp = Q[f’,].



