Grundlagen und Zahlenmengen Zahlenmengen

1 Grundlagen und Zahlenmengen

1.1 Zahlenmengen

die Menge der natiirlichen Zahlen: {1, 2, 3, 4, ...}
die Menge der ganzen Zahlen: {..., —3, =2, —1, 0, 1, 2, 3, ...}

die Menge der rationalen Zahlen: {ﬂ; meZ, ne N}
n

die Menge der reellen Zahlen
die Menge der komplexen Zahlen

QxR O N Z

Zur Veranschaulichung dient die Zahlengerade.

2 -1 0121,3 2 €3

Jedem Punkt auf der Zahlengeraden entspricht genau eine reelle Zahl, und
umgekehrt.
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Grundlagen und Zahlenmengen Summen- und Produktzeichen

1.2 Summen- und Produktzeichen

Fiir ganze Zahlen m < n bedeutet:

n
Zaj:am+am+1+..'—|—an
J=m

n
Haj:am'am—l—l"'an~
J=m

Fiir jede reelle (oder komplexe) Zahl x definieren wir x° := 1.

Als Sonderfall flir m > n wird vereinbart:

Zn: aj = O, ﬁ aj =1
j=m j=m
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Grundlagen und Zahlenmengen Fakultdt und Binomialkoeffizient

1.3 Fakultat und Binomialkoeffizient

@ Fir ne N ist

die Fakultdt von n (kurz “n-Fakultit”); wir setzen auBerdem 0! = 1.

@ Fir ganzzahlige n > 0 und 0 < k < nist

(Z) o n(n—1)---(n—k+1)

K'(n— k)! k!

der Binomialkoeffizient n liber k.

Hohere Mathematik




Grundlagen und Zahlenmengen Fakultdt und Binomialkoeffizient

Die Binomialkoeffizienten erfiillen die Regeln:

(i) (Z) = (nfk); speziell (g) = (Z) —1
(i) (Z) + (kil) — (Zii) fir0<k<n-—1
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Grundlagen und Zahlenmengen Das Prinzip der vollstandigen Induktion

Eine wichtige Beweismethode ist das folgende Prinzip.

1.4 Das Prinzip der vollstandigen Induktion

Fiir jede natiirliche Zahl n sei eine Aussage A(n) formuliert. Wenn wir beweisen
konnen, dass die folgenden beiden Aussagen gelten:

(i) A(1) ist wahr. (Induktionsanfang)

(ii) Wenn fiir eine natiirliche Zahl n die Aussage A(n) wahr ist, dann ist auch
A(n + 1) wahr. (Induktionsschluss von n auf n + 1)

Dann ist bewiesen, dass die Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahl n wahr ist.
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Grundlagen und Zahlenmengen Beispiele: (a) Einfache Summenformeln

1.5 Beispiele: (a) Einfache Summenformeln

n(n+1).

Behauptung: Fiir jede natiirliche Zahl n gilt Z k =

k=1 2
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Grundlagen und Zahlenmengen (b) Anzahl der Permutationen

1.6 (b) Anzahl der Permutationen

Behauptung: Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es genau n! verschiedene
Moglichkeiten, die Zahlen 1, 2, 3,...,n anzuordnen.

(Anders ausgedriickt: es gibt genau n! Permutationen von n verschiedenen
Dingen.)

1.7 (c) Anzahl der Kombinationen

Behauptung: Fiir jede natiirliche Zahl n und jede ganze Zahl 0 < k < n gibt es

genau (Z) verschiedene Moglichkeiten,

k verschiedene natiirliche Zahlen zwischen 1 und n auszuwéahlen (ohne
Beriicksichtigung der Reihenfolge; siehe Lotto 6 aus 49).

Mit anderen Worten: Eine Menge mit n Elementen hat genau (Z) Teilmengen

mit k Elementen.
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Grundlagen und Zahlenmengen (d) Binomischer Satz

1.8 (d) Binomischer Satz
Fiir alle a,be R und ne N gilt
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Grundlagen und Zahlenmengen (e) Geometrische Summenformel

1.9 (e) Geometrische Summenformel

Fiir beliebiges ae R, a # 1, und ne N U {0} gilt

1 — an—|—1

n
Zak: 1
k=0 — 4
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Grundlagen und Zahlenmengen (f) Varianten des Induktionsbeweises

1.10 (f) Varianten des Induktionsbeweises

@ Als Induktionsanfang beweist man A(ng) fiir ein ng € Z. Gilt dann der
Induktionsschluss von n nach n + 1 fiir jedes n > ng, so ist die Aussage A(n)
fiir alle n > ny bewiesen (siehe Ubungen).

@ Als Voraussetzung fiir den Induktionsschluss von n nach n + 1 darf man
verwenden, dass A(k) wahr ist fiir alle nyp < k < n.
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Grundlagen und Zahlenmengen Beweise

1.11 Beweise

Direkter Beweis
Wir wollen beweisen, dass eine Aussage A wahr ist.

Der direkte Beweis wiirde A aus einer (bekanntermassen) wahren Aussage B
herleiten oder A dquivalent in eine wahre Aussage B liberfiihren

Schema 1: wahre Aussage B = Aussage A

Schema 2: Aussage A <= wahre Aussage B

Widerspruchsbeweis

Man bezeichnet mit —A das Gegenteil der Aussage A.

Schema : (—A = Widerspruch zu —A)=— A wahr

Da aus etwas Wahrem nichts Falsches folgen kann, muss —A falsch sein und
damit A wahr.
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Grundlagen und Zahlenmengen Beweise

Indirekter Beweis

Ist die Aussage B als wahr bekannt, und hat man —A = —B, so ist A wahr.

(B wahr und (—A = —B)== A wahr

Diese Methode beweist man mit dem Widerspruchsbeweis:
Ist A falsch, dann ist —A wahr, und damit auch —B. Dann miisste B falsch sein,
was aber der Voraussetzung B wahr widerspricht.
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Grundlagen und Zahlenmengen Beispiele

1.12 Beispiele

Behauptung: Sei n eine ganze Zahl und n? durch 3 teilbar.

Dann ist n durch 3 teilbar.

Irrationale Zahlen

Behauptung: Es gibt reelle Zahlen, die nicht rational (also keine Briiche ganzer

Zahlen) sind. Solche Zahlen heiBen irrational.
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Grundlagen und Zahlenmengen Beispiele

Achtung: Das Aufstellen des Gegenteils der Aussage A ist haufig schwierig
(“Negation”).
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Grundlagen und Zahlenmengen (R, 4, +) ist ein Kdrper

Die Eigenschaften der reellen Zahlen

1.13 (R, +,") ist ein Korper
Fiir die Addition reeller Zahlen gilt:
(A1) Zu je zwei reellen Zahlen a, b gibt es genau eine reelle Zahl a + b, die
Summe von a und b.
Fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢ gilt:
(A2) a+b=b+a (Kommutativitat)
(A3) (a+b)+c=a+(b+c) (Assoziativitat)

(A4) Es gibt genau eine reelle Zahl 0 mit der Eigenschaft:
a+0=0+ a= a fiir jede reelle Zahl a.

(A5) Fiir jede reelle Zahl a gibt es genau eine reelle Zahl —a mit der Eigenschaft:
a+(—a)=(—a)+a=0.
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Grundlagen und Zahlenmengen (R, 4, +) ist ein Kdrper

Fir die Multiplikation reeller Zahlen gilt:

(M1) Zu je zwei reellen Zahlen a, b gibt es genau eine reelle Zahl a- b (geschrieben
ab), das Produkt von a und b.

Fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢ gilt:

(M2)  ab = ba (Kommutativitat)
(M3)  (ab)c = a(bc) (Assoziativitat)
(D) (a+ b)c =ac+ bc (Distributivitat)

(M4) Es gibt genau eine reelle Zahl 1 mit der Eigenschaft:
a-1=1-a= afiir jede reelle Zahl a

(M5) Fiir jede reelle Zahl a # 0 gibt es genau eine reelle Zahl a=! (geschrieben %)
mit der Eigenschaft: a-a ! =a!.-a=1.
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Grundlagen und Zahlenmengen (R, 4, +) ist ein Kdrper

Bemerkungen:
@ Schreibweise der Subtraktion: a+ (—b)=a—b

@ Schreibweise der Division und Briiche: ab™! = a/b = %, falls b # 0.

@ Das 2. Distributivgesetz a(b + ¢) = ab + ac folgt aus (D) und (M2).
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Grundlagen und Zahlenmengen Die Axiome der Anordnung in R

1.14 Die Axiome der Anordnung in R

(O1) Es gibt eine Relation * < " (kleiner) in R, so dass fiir je zwei reelle Zahlen
a, b genau eine der drei folgenden Aussagen gilt:

a<b, a=b, oder b< a

Die Relation “ < "hat die folgenden Eigenschaften:

(02) Aus a<b und b<c folgt a<c (Transitivitat)
(0O3) Aus a < b folgt fiir alle reellen c : atc<b+c
(O4) Aus a < b folgt fiir alle reellen ¢ mit 0 < ¢ : ac < bc

v

Schreibweisen: b > a (b groBer a) bedeutet a < b, entsprechend a < b (a kleiner
oder gleich b) und b > a (b groBer oder gleich a)
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Grundlagen und Zahlenmengen Rechenregeln fiir Ungleichungen

1.15 Rechenregeln fiir Ungleichungen
Fiir reelle Zahlen a, b, ¢, d folgt aus den Axiomen (O1) bis (O4):

(a) a<b A c<d — atc<b+d
(b) a<b A ¢c<0 — ac > bc
(c) 1>0
(d) O<a<b — O0<=<=
b a
(e) ab>0 — (a>0 A b>0) v (a<0 A b<0)
ab<0 — (a>0 A b<0) v (a<0 A b>0)
(f)  Fiir jede reelle Zahl a # 0 ist a° > 0.
(g) Fira>0undb>0gilt: a<b <« a°<b?

o

Die Symbole A (“und”), v (“oder") sind Verkniipfungen aus der Aussagenlogik.
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Grundlagen und Zahlenmengen Archimedisches Axiom

Die Charakterisierung der reellen Zahlen

1.16 Archimedisches Axiom

Zu jeder reellen Zahl a gibt es eine Zahl ne€ N mit a < n.

Oder gleichbedeutend damit: Zu jeder reellen Zahl ¢ > 0 gibt es eine natiirliche
Zahlnmit0<%<e.

1.17 \Vollstandigkeitsaxiom, “Dedekindscher Schnitt”

Die Mengen A und B seien nichtleere Mengen reeller Zahlen. Fiir jedes a € A und
jedes b € B gelte a < b (anschaulich: A liegt links auf der Zahlengeraden von B.)
Dann gibt es mindestens eine reelle Zahl ¢, so dass fiir alle ae Aund alle be B
gilt

a<c<b.

Die Korperaxiome 1.13, Anordnungsaxiome 1.14, sowie die beiden letzten Axiome
charakterisieren die Menge R; d.h. R ist der einzige vollstandige, archimedische
angeordnete Korper.

Frage: Q ist ein archimedischer angeordneter Kérper. Man finde ein Beispiel von
Mengen A, B — Q, die zeigen, dass das Vollstandigkeitsaxiom fiir Q nicht gilt.
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Grundlagen und Zahlenmengen Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel

Wichtige Ungleichungen der Analysis

1.18 Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel

Sind a und b positive reelle
Zahlen, so gilt PR + b
r h 2
Vab < 2 ; b ] h = +ab
a b
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Grundlagen und Zahlenmengen Bernoullische Ungleichung

1.19 Bernoullische Ungleichung
Fir alle x e R mit x > —1 und alle n e N gilt

(1+x)" =1+ nx.
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Grundlagen und Zahlenmengen Cauchy-Schwarz Ungleichung

1.20 Cauchy-Schwarz Ungleichung

Fiir beliebige reelle Zahlen a;, a5,...,a, und by, by, ..., b, gilt

n
> ajbi < a§+---+a,2,\/b§+---+bg
=1
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Grundlagen und Zahlenmengen Absolutbetrag und Signumsfunktion

1.21 Absolutbetrag und Signumsfunktion

Fiir jede reelle Zahl a definieren wir

> 0,
(i) den Absolutbetrag oder Betrag a3 = {a , wenn a
—a , wenn a < 0.
(1, wenn a> 0,

(ii) das Signum (Vorzeichen) sign(a) =<0 , wenn a =0,

| —1 , wenn a<0.

@ Der Absolutbetrag |a| ist der Abstand auf der Zahlengeraden von a zum
Nullpunkt.

@ Der Abstand von zwei Zahlen a und b auf der Zahlengeraden ist |a — b|.
o Fiir alle a€ R gilt |a] = v/a2.
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Grundlagen und Zahlenmengen

1.22 Rechnen mit Betragen

Fiir alle reellen Zahlen a, b gilt

Rechnen mit Betrdgen

(a)
(b)

(f)

a| >0, und(laj=0 < a=0);

ab| = |al |b];

a’ gl

—| = —, falls b #0;

bl |b|

la+ b| < |a| + |b) (Dreiecksungleichung)

a+ b| > [[a] — bl

(lal = |b] = a*=b%), (la| <|b] & a°<b?)

Fiir reelle Zahlen a;, 1 < j < n, folgt aus (d) per Induktion die verallgemeinerte
Dreiecksungleichung

n

n
< ). la
j=1

dj
Jj=1
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Grundlagen und Zahlenmengen Definition von C

Die komplexen Zahlen

Die quadratische Gleichung x? +1 =0 hat keine reelle Lésung, denn fiir jede
reelle Zahl x gilt x> +1 > 0 (nach 1.15(c),(f)).

1.23 Definition von C

Zu den reellen Zahlen fiigen wir die “Zahl” i (="imaginare Einheit") hinzu, fiir die
gilt 2= —1.

Dann ist die Menge
C={a+bi mit abeR}

der komplexen Zahlen abgeschlossen beziiglich der Addition und Multiplikation:
Fiir komplexe Zahlen z = a + bi und w = ¢ + di setzen wir

z+w = (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i,

zw = (a+ bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.
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Grundlagen und Zahlenmengen Die GauBsche Zahlenebene

1.24 Die GauBsche Zahlenebene

Jede komplexe Zahl z = a + bi entspricht genau einem geordneten Paar (a, b)
reeller Zahlen, mit a = Re (z) und b = Im (z).

Dieses Paar (a, b) wird als Punkt in der Ebene dargestellt. Dabei sind (a, b) die
kartesischen Koordinaten von z = a + bi.

1.25 Addition in C
Die Addition z + w komplexer Zahlen entspricht der “Vektoraddition™:

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i ~ (ab)+(cd)=(a+c,b+d)

(a+c,b+d)

mz=1+4+-----:--- ° (a,b)

1 Rez=2 Re z
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Grundlagen und Zahlenmengen Die GauBsche Zahlenebene

Es sei z = a + bi eine komplexe Zahl, a, b € R.

@ a = Re(z) heiBt Realteil von z,
b = Im (z) heiBt Imaginarteil von z.
Zwei komplexe Zahlen sind gleich, wenn Realteil und Imaginarteil
libereinstimmen.

@ Z = a — bi heiBt die konjugiert komplexe Zahl (sprich “z-quer™).

Esgilt Re(z)=3(z+2), Im(2)=2(z—2).

@ |z| = va? + b? heiBt der Absolutbetrag von z.
Es gilt |z| = v 2zZ.
@ Fiir z # 0 ist |z| > 0. Durch die Gleichung

Z .

ist der Kehrwert von z # 0 definiert als z=! = L = %

N =

Bemerkung: R < C wird durch die ldentitat a = a + 0/ geklart. Also ist z e C
genau dann reell, wenn z = Z gilt.
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Grundlagen und Zahlenmengen C ist Korper

1.26 C ist Korper

Die Menge C der komplexen Zahlen mit der Addition und Multiplikation aus 1.23
ist ein Korper.

Das heiBt im Einzelnen:
@ es gelten die Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetze,

@ das neutrale Element der Addition ist 0 = 0 + 0/, das der Multiplikation ist
1=1+ 0y,

@zuz=a+ biist —z= —a— bi; falls z # 0, so ist
4 1 z a b .
y4 = - — = —— — —F | .
z |z|? a?+b*> a*+ b’
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Grundlagen und Zahlenmengen Beispiele

1.27 Beispiele

(a) Berechnen von Real- und Imaginarteil:

3+i 340 3+
(1-3)2 1-6i—9 —8—6i

zZ =

(b) Esgilt |z =1 & =72
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Grundlagen und Zahlenmengen

1.28 Weitere Rechenregeln in C

Fiir alle z, w € C gilt
(a) 0-z=z-0=0und(zw =0 < z=0v w =0).
(b) zZ+w=z+w, zw=2zw, (Z£)=2Z, fallsw #0.
(c) |z|l=0 <= z=0

(d)  |zw| = |z| [w], |Z|= {2, falls w # 0.

() |z+w[<|z|+|w]

(F) |z w|>|lz] —|wl]

Weitere Rechenregeln in C

(Dreiecksungleichung)
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Grundlagen und Zahlenmengen Polarkoordinaten in C

Fiir die Multiplikation, Division, Potenzen und Wurzeln eignet sich eine andere
geometrische Beschreibung der komplexen Zahlen besser.

1.29 Polarkoordinaten in C
Die komplexe Zahl z = a + bi hat die Polarkoordinaten

@ r = |z| =+/a*+ b?> Betrag o= VTR  z=a+ bi
Das ist der Abstand zu 0 - b= |2|si
= |z|sInp
@ © Argument 2

Das ist der Winkel zwischen der a = |z|cosyp
positiven reellen Achse und der
Strecke von 0 zu z.

Dabei ist —m < p <=7

Die Darstellung von z in Polarkoordinaten lautet

z = |z|(cosp + isinp).
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Grundlagen und Zahlenmengen

Hierbel ist zu beachten:

Polarkoordinaten in C

@ alle Winkel werden im BogenmaB (Einheit rad) gemessen, wobei 7 rad dem

Winkel 180° entspricht. Umrechnung:
a°® (a Grad) entspricht © = % rad

@ Die Zuordnung
(a,b) «— (r,¢)
ist fiir (a, b) # (0,0) eineindeutig. Die Umrechnungen lauten

a = [rcosy
b = rsingp

r = Va®+ b2

arccos(a/r), falls b >0,

—arccos(a/r), falls b < 0.

Hierbei wird der Hauptwert des Arcus-Cosinus mit Werten 0 < arccosx < 7

verwendet.
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Grundlagen und Zahlenmengen Rechenoperationen in C

1.30 Rechenoperationen in C
Fir z,w e C mit ¢ = arg(z), ¥ = arg(w), gilt:
@ Multiplikation:
z-w = |z| |w|(cos(¢ + ) + isin(v + 1)) .

(Multiplikation der Betrdge und Addition der Argumente)

@ Division fiir w # 0:

z _ |7

— = — (cos(p — ) +isin(p —1)).

w |l

(Division der Betrdge und Subtraktion der Argumente)

@ Konjugation:

Z = |z| (cosp — isinp) = |z| (cos(—¢) + isin(—¢p)) .

(Spiegelung an der reellen Achse)
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Grundlagen und Zahlenmengen Rechenoperationen in C

21 z=1+2i
Mitz-w=(1+2/)(1—1/)=3+1i
) o ist (1+20)(1— i)
z\zx/§,¢2%63o
. . . w| =2, ¢, = —45°
1 2 ¢ zw| = V10, ©,, ~ 18°
w=1-—1
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Grundlagen und Zahlenmengen Eulersche Formel

1.31 Eulersche Formel

Wir setzen zunichst nur formal (als Kurzschreibweise)
ip . . .
€ 1= COS Y + ISIn ,

wobei e die Eulersche Zahl (~ 2.7182...) ist.

Dann ist durch
z=|zle"?, w=|wle” — z.-w=]|z \W]e"("”‘b)

bereits eine Eigenschaft der “Exponentialfunktion” ausgedriickt, die wir spater
noch allgemein herleiten werden. Die Exponential-Schreibweise erleichtert den
Umgang mit den Polarkoordinaten (verwende die iiblichen Potenzgesetze).
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Grundlagen und Zahlenmengen Moivresche Formel

Als direkte Folgerung der Multiplikationsregel ergibt sich:

1.32 Moivresche Formel

Fiir z = |z|(cos ¢ + isinp) = |z|e'¥ und ne N gilt

z" = |z|"(cos(nyp) + isin(np)) = |z|" e"%.
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Grundlagen und Zahlenmengen Die n-ten Einheitswurzeln

Die komplexen Zahlen vom Betrag 1 haben die Form e'? = cos ¢ + isin . Fiir
spezielle Winkel ergeben sich die sogenannten Einheitswurzeln.

1.33 Die n-ten Einheitswurzeln

Sei n eine natiirliche Zahl. Die komplexen Zahlen

. 2k 2mk
IQWk/n:COSL_l_isini, k:O,l’...,n_]-,

Nk = €
n n

heiBen die n-ten Einheitswurzeln; durch sie sind samtliche komplexe Losungen

der Gleichung
z"=1

gegeben.
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Grundlagen und Zahlenmengen
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Grundlagen und Zahlenmengen Die n-ten Wurzeln in C

1.34 Die n-ten Wurzeln in C Satz:
Zu w = |w|(cos¢ + isinp) # 0 und n € N sind sdmtliche Losungen der Gleichung

z" = w/| gegeben durch die n komplexen Zahlen

21k 21k
Z) = \W|1/” (cos (%%—%) +isin(%+%>> mit k=0,1,...,n— 1.

Ist z eine beliebige Zahl mit z” = w, so sind alle Losungen durch z, = z - ny
gegeben.

Schreibweise: Die komplexe Wurzel v/w oder wl/" bezeichnet die Gesamtheit aller
n verschiedenen n-ten Wurzeln von w.
(Im Gegensatz zum Reellen: v9 = 3, und nicht —3.)

1.35 Beispiel:

Die 3-ten Wurzeln von w = i = ¢//?
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Mengen und Funktionen

2 Mengen und Funktionen

2.1 Grundbegriffe der naiven Mengenlehre

(Georg Cantor 1845-1918)

Eine Menge ist die Zusammenfassung von verschiedenen Objekten (den
Elementen) zu einem neuen Objekt.

Eine Menge M wird definiert durch genaue Angabe ihrer Elemente:
@ aufzahlende Form:

o Mi ={1,2 3} (endliche Menge)
o My =1{2,4,6,8,...} (unendliche Menge)

@ beschreibende Form (anhand eines “Pradikats”, das die Elemente
charakterisiert:

o M ={n|neN A nist gerade}

o Mz ={z|zeC A Re(z) >0} “rechte Halbebene”

Die Menge ohne Elemente heilt die leere Menge und wird mit dem Symbol &
bezeichnet.
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Mengen und Funktionen

2.2 Mengentheoretische Begriffe

@ x € M bedeutet “x ist Element der Menge M";
x ¢ M bedeutet “x ist kein Element der Menge M"

@ Die Menge M heiBt Teilmenge der Menge N (geschrieben M < N), wenn
gilt: xeM = xel.

M heiBt echte Teilmenge von N (geschrieben M < N), falls
Mc N A~ M#N gilt.

@ Man beachtee M =N < (Mc N A Nc M).

@ Die Vereinigung der Mengen M und N ist
MUN={x|xeM v xe N}

@ Der Durchschnitt der Mengen M und N ist
M~AN={x|xeM A xe N}

e Die Mengendifferenz M “ohne” N (auch Komplement von N in M) ist
M\N ={x|xeM A x¢& N}

Hohere Mathematik

42



Mengen und Funktionen

2.3 Rechenregeln fiir Mengen

Fiir Mengen A, B, C gelten die Distributivgesetze

(AuB)nC=(AnC)u (Bn C),
sowie die de Morganschen Regeln

C\(Au B) = (C\A) n (C\B),

(AnB)uC=(AuC)n(Bu ()

C\(An B) = (C\A) u (C\B).
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2.4 [Intervalle
Fir a, b€ R mit a < b sind

@ das abgeschlossene Intervall [a,b] = {x e R | a < x < b}
@ das offene Intervall (a,b) = {xe R | a < x < b}

@ die halboffenen Intervalle (a,b] = {x € R | a < x < b} und
[a,b) = {xeR|a< x< b}

definiert. Weiterhin sind

@ die unbeschrankten abgeschlossenen Intervalle
|a,0) = {xeR | x> a} und (—0,b] = {xe R | x < b},

@ die unbeschrankten offenen Intervalle
(a,00) ={xeR | x> a} und (—0,b) = {xeR | x < b}

definiert.

Intervalle
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Mengen und Funktionen Intervalle

@ Fiir a€ R und € > 0 heiBt das offene Intervall U.(a) = (a —€,a + €) die
e-Umgebung von a.
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Mengen und Funktionen Definition: obere Schranke, Supremum

2.5 Definition: obere Schranke, Supremum

M sei eine nichtleere Teilmenge von R.

@ Existiert eine Zahl b € R so, dass x < b fiir alle x € M gilt, so heiBt b eine
obere Schranke von M, und M heiBt nach oben beschrinkt.

@ Das Vollstandigkeitsaxiom von R ist dquivalent zu der folgenden Aussage:
Falls die Menge M < R nach oben beschrankt ist, so gibt es eine kleinste
obere Schranke s von M. Die Zahl s heit Supremum von M, geschrieben
s =sup M.

Es gilt
x < supM fiir alle x e M,

jedoch existiert fiir jedes € > 0 mindestens ein x € M mit x > sup M — e.
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Analog definiert man:

2.6 Definition: Untere Schranken, Infimum
M sei eine nichtleere Teilmenge von R.

@ Existiert eine Zahl a € R so, dass x > a fiir alle x € M gilt, so heilt a eine
untere Schranke von M, und M heiBt nach unten beschrankt.

@ Die groBte untere Schranke von M heiBt das Infimum von M, geschrieben
inf M.

@ Ist M nach oben und unten beschrankt, so heiBt M beschrankt; dann gilt

inf M < x <supM fiir alle x e M.
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2.7 Definition: Kartesisches Produkt
Zu nichtleeren Mengen A und B definieren wir das kartesische Produkt

Ax B =1{(a,b)|ae A, be B} (sprich “A kreuz B")

als die Menge der geordneten Paare (a, b) mit a€ Aund b € B.

e Es gilt (a,b) = (c,d) genau dann, wenn a = c und b = d gilt.

Beispiele:
@ Das Rechteck [0, 3] x [1, 2] enthalt geordnete Zahlenpaare. Es ist eine
Teilmenge von R? := R x R.

@ Die Menge M := {Sonntag, Montag, ..., Samstag} x {Sonne, Regen, Nebel}
enthdlt 21 geordnete Paare der Form (Wochentag, Wetter).
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Mengen und Funktionen Relation

2.8 Relation
Gegeben seien nichtleere Mengen A und B. Eine Teilmenge R < A x B nennen
wir eine Relation von A nach B. Die Menge

D(R) := {a € A | es existiert mindestens ein Paar (a, b) € R}

heiBt die Urbildmenge, und die Menge

I(R) := {b e B | es existiert mindestens ein Paar (a, b) € R}

heiBt die Bildmenge der Relation.
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Mengen und Funktionen Definition: Abbildung, Funktion

2.9 Definition: Abbildung, Funktion

Gegeben seien nichtleere Mengen A und B. Eine Funktion (oder Abbildung) f von
A nach B ist eine Vorschrift, die jedem a € A genau ein Element b = f(a) € B
zuordnet. Wir schreiben

f:A— B, a— f(a).

@ A heillt der Definitionsbereich, B heiBBt der Wertebereich von f.
@ b = f(a) heiBt das Bild von f an der Stelle a (oder auch Bild von a unter f).

o Fiir eine Teilmenge M < A heiBt f(M) = {f(x) | x e M} < B das Bild von
M unter f. Die Menge f(A) ist die Bildmenge von f.

e Fiir eine Teilmenge N < B heiBt f~}(N) = {xe A| f(x) € N} < A das
Urbild von N unter f.

@ Der Graph von f ist die Menge

Graph(f) = {(x,f(x)) | x € A} € A x B.
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Mengen und Funktionen Definition: Einschriankung, Verkettung

2.10 Definition: Einschrankung, Verkettung
Es seien f : A— B und g : C — D Funktionen.

@ Fiir eine Teilmenge M <= A definieren wir die Einschrankung von f
flm: M— B, x — f(x).

f heiBt dann Fortsetzung von f|.

e Fiir den Fall B € C definieren wir die Hintereinanderausfiihrung (oder
Verkettung oder Komposition)

gof:A— D, x — g(f(x)).
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Mengen und Funktionen Definition: injektiv, surjektiv, bijektiv

2.11 Definition: injektiv, surjektiv, bijektiv
Eine Funktion f : A — B heiBt

(a) injektiv, wenn es zu jedem y € B hochstens ein x € A gibt mit f(x) =y,
(b) surjektiv, wenn es zu jedem y € B mindestens ein x € A gibt mit f(x) =y,

(c) bijektiv, wenn es zu jedem y € B genau ein x € A gibt mit f(x) = y.
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Mengen und Funktionen

2.12 Definition: Umkehrfunktion
Wenn f : A — B bijektiv ist, so ist die Umkehrfunktion f=% : B — A definiert

durch
f~1(b) = a — f(a) = b.

@ Der Graph der Umkehrfunktion ist
Graph(f~) = {(b,f (b)) | be B} = {(f(a),a) | a€ A}.

o Fiir reelle Funktionen (also A, B < R) ist Graph(f~!) die Spiegelung von
Graph(f) an der 1. Winkelhalbierenden im (x, y)-Koordinatensystem.
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Mengen und Funktionen Definition: Monotonie

2.13 Definition: Monotonie
A, B < R seien nichtleere Mengen. Eine Funktion f : A — B heiBt

@ streng monoton wachsend, wenn fiir alle x1, x € A gilt:
x1<xp = f(x1) < f(x),
@ streng monoton fallend, wenn fiir alle x1, x, € A gilt:
X1 <xp = f(x1) > f(x2).

@ Die Funktion heiBt monoton wachsend (bzw. fallend), wenn aus x; < x die
Beziehung f(x1) < f(x2) (bzw. f(x1) = f(x2)) folgt.
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Mengen und Funktionen Satz: Streng monotone Funktionen

2.15 Satz: Streng monotone Funktionen
Ist die reelle Funktion f : A — B streng monoton wachsend (oder streng monoton
fallend), so ist sie injektiv.

v
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Mengen und Funktionen Polynome

Einfache Funktionen auf C

2.16 Polynome

Eine Funktion P : C — C mit der Zuordnungsvorschrift

n
X — P(X) = apx" + an_an_l + -+ a1X+ay = Z aka,
k=0

wobei die a; gegebene komplexe Zahlen sind, heit Polynom vom Grad < n. Die
ar, 0 < k < n, nennt man die Koeffizienten von P.

Sind alle Koeffizienten reell, so nennt man P ein reelles Polynom. Als Definitions-
und Wertebereich sind auch R sowie Teilmengen von C oder R zugelassen.

@ a, heiBBt Leitkoeffizient oder Hochstkoeffizient von P.
e Falls a, # 0, so hat P den (exakten) Grad n.

@ Ist a, = 1, so heiBt P normiert.
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Mengen und Funktionen Fundamentalsatz der Algebra

2.17 Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom P vom Grad n > 1 hat mindestens eine Nullstelle in C, d.h. es gibt
ein ze C mit P(z) = 0.

Als Folgerung ergibt sich:

2.18 Satz: Zerlegung in Linearfaktoren

Jedes Polynom P vom Grad n > 1 |aBt sich schreiben als Produkt von n
Linearfaktoren

P(z) =an(z—z1)(z—22) - (2 — zp).

Dabei sind die z1, 2, ..., z, € C die Nullstellen von P.

@ Fasst man gleiche Nullstellen zusammen, so ergibt sich die Produktform
P(z)=apn(z—2z1)™ - (z—z)™

mit den paarweise verschiedenen Nullstellen z, ...,z von P. Die Zahl
my € N heiBt Ordnung der Nullstelle z,, und es ist 2221 my = n.
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Mengen und Funktionen Horner-Schema

2.19 Horner-Schema

Die Auswertung des Polynoms

1

P(z) =a,z"+a,1z2"" " +---+ a1z + ag

an einer Stelle z erfolgt nach dem Horner-Schema:

P(z)=(---((anz + apn-1)z + an—2)z+ -+ )z + ao.
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Horner-Schema

Mengen und Funktionen

Das Horner-Schema liefert eine Kurzform zur Polynomdivision durch den

Linearfaktor (z — zp):
@ Zum gegebenen Polynom P(z) = a,z" + a,_1z2" 1 + -+ + a1z + ap und zur
Stelle zy ist die Division mit Rest, also die Darstellung

P(z)=(z—2) (byz" ' 4+ bp_12" 2+ - 4+ bz + by) + by

gesucht. Die Koeffizienten by, ..., b, liest man aus der letzten Zeile des

Hornerschemas ab:

dn dn—1 dpn—2 e dil do
Zy — 20 bp | 20 bp—1 |- | 20 bo Z - by
bn = dp bn—l bn—2 T bl bO — 'D(ZO)

Hierbei ist by = zg - b1 + ax.

@ Falls zy eine Nullstelle von P ist, so gilt bg = 0 und wir erhalten die
“Abspaltung” des Linearfaktors (z — zp)

P(z) = (z—2z0)  (bpz" ' 4 bp_12"? + - + boz + by)
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