Lineare Abbildungen Definition: Lineare Abbildung

Lineare Abbildungen

Die wichtigste Klasse von Funktionen zwischen Vektorraumen sind die linearen
Abbildungen.

8.1 Definition: Lineare Abbildung

Eine Funktion f : V — W zwischen Vektorraumen V und W heiB3t linear, wenn
fir alle vi, vo» € V und alle Skalare aq, as gilt

f(ozlvl + OéQVQ) = alf(vl) + Oézf(VQ).
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Lineare Abbildungen Linearitdt und Basen

8.2 Linearitat und Basen

Gegeben seien Vektorraume V und W sowie eine Basis vq,...,v, von V.
Jede lineare Abbildung f : V — W ist durch die Bilder der Basiselemente
f(vk) € W, 1< k < n, eindeutig festgelegt; denn fiir einen beliebigen Vektor
x € V mit der eindeutigen Darstellung

n
X = Z Y Vi
k=1

gilt aufgrund der Linearitat von f

F(x) = > onf(vi).
k=1
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Lineare Abbildungen Matrixdarstellung linearer Abbildungen

8.3 Matrixdarstellung linearer Abbildungen

Sei v1,..., v, eine Basis von V und wq, ..., w,, eine Basis von W.
Sei f : V — W eine lineare Abbildung.

Fiir die Bilder f(vk) existiert eine eindeutige Darstellung

f(vi) = Brxws + -+ + Bk Wi

mit Skalaren 5; x, 1 <i<m, 1<k <n.

@ Die Matrix

11 0 DPin
A= 5
Bm,l e Bm,n

heiBt die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung f bzgl. der gegebenen
Basen von V und W.

@ Besitzt x € V den Koordinatenvektor a € R"” (oder C") bzgl. der Basis

Vi,..., vy von V, soist b = A3 der Koordinatenvektor von f(x) bzgl. der
Basis wy, ..., w,, von W.
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Lineare Abbildungen Eigenschaften der Darstellungsmatrix

Wie lassen sich Eigenschaften von f durch Eigenschaften der Darstellungsmatrix
ausdriicken?

8.4 Eigenschaften der Darstellungsmatrix

Gegeben seien Vektorraume V und W der Dimensionen dimV = n, dim W = m.
Die lineare Abbildung f : V — W habe die Darstellungsmatrix A € Mat(m, n)
bzgl. gegebener Basen von V und W. Dann gilt:

@ Der Bildraum Bild(f) = {f(V) | v € V} ist ein Unter-Vektorraum von W der
Dimension dim(Bild(f)) = Rang A.

@ f ist genau dann surjektiv, wenn Rang A = m gilt.
@ f ist genau dann injektiv, wenn Rang A = n gilt.

@ f ist genau dann bijektiv, wenn m = n und Rang A = n gilt. (Dies ist
dquivalent zu det A # 0.)
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Lineare Abbildungen Basiswechsel

Wir betrachten ab jetzt lineare Abbildungen f : V — V und V = R"” oder C". Im
Definitions- und im Wertebereich verwenden wir die gleiche Basis vy, ..., Vv, zur
Bestimmung der Matrixdarstellung von f.

8.5 Basiswechsel

Gegeben sei eine lineare Abbildung f : V — V (mit V = R" oder C") sowie die

Darstellungsmatrix A € Mat(n, n) von f bzgl. der Basis v, ..., V, (sowohl im
Definitions- als auch im Wertebereich).
Dann ist die Darstellungsmatrix von f bzgl. einer weiteren Basis wy,...,w, von V
gegeben durch
B=S"AS.

Hierbei ist S € Mat(n, n) die regulare Matrix, deren Spaltenvektor
Sk = (S1.ks---,Sn k) der Koordinatenvektor von wy bzgl. der Basis vi, ..., V, ist,
also

‘/T/kzsl,k‘71+"'+5n,k\7na 1<k <n.
erfillt.

Die Darstellungsmatrizen A und B = S—1AS heiBen Ghnlich.
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Lineare Abbildungen Basiswechsel

Bemerkung: Ahnliche Matrizen haben den gleichen Rang und dieselbe

Determinante:
Rang(S'AS) = Rang(AS) = Rang A,

weil die Multiplikation mit regulidren Matrizen (hier S bzw. S™!) den Rang nicht
verandert. Mit dem Multiplikationssatz (Bemerkung vor 5.33) folgt

det A det S = det A.

—lA _ —1 A _
det(ST"AS) =detS™" detA detS Tor
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Lineare Abbildungen Basiswechsel

Motivation fiir die Eigenvektoren

Eine schone Interpretation vieler linearer Abbildungen f erhidlt man dadurch, dass
man durch geschickte Wahl der Basis eine Diagonalmatrix

()\1 O ..- 0 \
B=|" R : also by =0 fir i+#k,
N
\ 0 ... 0 )\n)
als Darstellungsmatrix erhdlt. Dann lasst f die Richtung der Basisvektoren vi (bis

auf Umkehrung fiir Ay < 0) unverdndert. Dadurch erhalt man eine schone
geometrische Interpretation von f.
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Lineare Abbildungen Definition: Eigenwert, Eigenvektor

8.6 Definition: Eigenwert, Eigenvektor

Gegeben sei eine lineare Abbildung f : V — V. Ein Vektor vV € V, ¥V # 0 heiBt
Eigenvektor (kurz: EV) von f, wenn es ein Skalar A gibt mit

Das Skalar A heiBt dann der Eigenwert (kurz EW) zum Eigenvektor v # 0.

Hohere Mathematik 167



Lineare Abbildungen Satz: Berechnung von EW und EV

Die Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren erfolgt liber eine
Matrix-Darstellung von f in zwei Schritten.

8.7 Satz: Berechnung von EW und EV

Gegeben sei eine lineare Abbildung f : V — V sowie eine Basis vi, ..., v, von V
(also dim V = n).

@ Das Skalar X\ ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn fiir die
Darstellungsmatrix A € Mat(n, n) von f gilt

det(A — AE,) = 0. (+)

@ Zu einem Eigenwert )\ ist Kern(A — AE,,) der Unter-Vektorraum der
Koordinatenvektoren aller Eigenvektoren von f zum Eigenwert A\ (sowie
zusatzlich 0):

Vy = {£e V| f(R) = AR}

= {)?E 4 | X = Z akvka (ala' . '705n)—[_E Kern(A R )\En)} .
k=1

Hohere Mathematik 168




Lineare Abbildungen Satz: Berechnung von EW und EV

Bemerkung:

@ Im ersten Schritt bestimmt man alle Eigenwerte von f, indem man alle
Nullstellen des charakteristischen Polynoms

pa(A) = det(A — \E,)

der Darstellungsmatrix A berechnet. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
gibt es (in C) genau n Eigenwerte unter Beriicksichtigung der Vielfachheit

my der Nullstelle X\. Die Zahl my heiBt die algebraische Vielfachheit des
Eigenwerts .

@ Im zweiten Schritt berechnet man zu jedem Eigenwert A eine Basis von
Kern(A — AE,,) durch Loésen des homogenen LGS

(A— \E,)X = 0.
Wegen det(A — AE,) = 0 gibt es nicht-triviale Losungen. Die Zahl
my = dim(Kern(A — AE,;)) = n — Rang(A — \E,)
nennt man die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts .

o Es gilt stets my < m,. (0.B.)
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Lineare Abbildungen Lemma

Weitere Eigenschaften des charakteristschen Polynoms
@ Die Summe der Eigenwerte ist die Spur der Matrix A: der Koeffizient von
(—=1)"tA"~1ist gleich spur A:=>" . aj.
e Fiir eine 2 x 2-Matrix ist stets p(\) = A2 — spur A - \ + det A.

8.8 Lemma

Die Eigenwerte und Eigenvektoren der linearen Abbildung f : V — V hangen
nicht von der gewihlten Basis von V' ab; insbesondere gilt fiir zwei dhnliche
Matrizen A und B = ST1AS (mit reguldrer Matrix S) die Identitit

pa(A) = ps(X).

Fiir die Koordinatenvektoren gilt: Ist 3 der Koordinatenvektor des Eigenvektors v
zu der Basis, die die Darstellungsmatrix A von f definiert, so ist b= S"13 der
Koordinatenvektor desselben Eigenvektors v zu der Basis, die die
Darstellungsmatrix B = S™1AS definiert (siehe Basiswechsel 8.5).

Hohere Mathematik 170




Lineare Abbildungen Definition: diagonalisierbar

Die anfangs erwahnte “schone” Darstellung einer linearen Abbildung durch eine
Diagonalmatrix kann nur dann erzielt werden, wenn die folgende Eigenschaft gilt.

8.9 Definition: diagonalisierbar

Eine lineare Abbildung f : V — V (mit dim V = n) heiBt diagonalisierbar, wenn es
eine Basis von Eigenvektoren vy, ..., Vv, von f gibt.

Dann gilt:

@ Die Darstellungsmatrix bzgl. der Basis der Eigenvektoren ist die Diagonalmatrix der
Eigenwerte
()\1 0 e 0 \

0 X

0

Ry

@ Die Darstellungsmatrix A bzgl. irgendeiner Basis wy, ..., w, ist dhnlich zu dieser
Diagonalmatrix, d.h. es gibt eine regulidre Matrix S mit S™1AS = J.

@ Die hierzu aquivalente Beziehung AS = SJ driickt aus, dass die Spalten von S die
Eigenvektoren der Matrix A mit zugehorigen Eigenwerten A1, ..., A, sind.
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Lineare Abbildungen Kriterien fiir Diagonalisierbarkeit

Wir behandeln zwei Falle, in denen die Diagonalisierbarkeit vorliegt.

8.10 Kiriterien fiir Diagonalisierbarkeit

Gegeben sei eine lineare Abbildung f : V — V mit dim V = n. Besitzt f paarweise
verschiedene Eigenwerte A1, ..., \,, so ist f diagonalisierbar.

Als Beweis dient die folgende Aussage:

8.11 Satz: lineare Unabhangigkeit der Eigenvektoren

Eigenvektoren vi, ..., Vi einer linearen Abbildung f : V — V zu paarweise
verschiedenen Eigenwerten Aq,..., Ak sind linear unabhangig.
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Lineare Abbildungen Bemerkung: Weiteres Kriterium

8.12 Bemerkung: Weiteres Kriterium Eine Erweiterung von 8.11 ergibt die
folgende Aussage: Die lineare Abbildung f : V — V (mit dim V = n) ist genau
dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden Eigenwert A von f die algebraische
Vielfachheit und die geometrische Vielfachheit iibereinstimmen, wenn also

my = my gilt.

Eine Basis von Eigenvektoren von f erhalt man, indem man fiir jeden Eigenraum
V\ eine Basis aus my Vektoren bestimmt. Die Gesamtheit dieser Vektoren ist
dann eine Basis des Vektorraums V.
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Lineare Abbildungen Definition: symmetrische und hermitesche Matrizen

Die zweite Klasse diagonalisierbarer Matrizen tritt in vielen Anwendungen auf.

8.13 Definition: symmetrische und hermitesche Matrizen

@ Eine reelle n x n-Matrix A heilt symmetrisch, wenn AT= A gilt.

@ Eine komplexe n x n-Matrix A heiBt hermitesch, wenn A* = A gilt.
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Lineare Abbildungen Diagonalisierbarkeit symmetrischer und hermitescher Matrizen

8.14 Diagonalisierbarkeit symmetrischer und hermitescher Matrizen

Alle Eigenwerte einer reell-symmetrischen oder einer komplex-hermiteschen
n x n-Matrix A sind reell, und A ist diagonalisierbar: es existiert sogar eine
Orthonormalbasis vi, . .., vV, von Eigenvektoren von A.

Das bedeutet, dass A eine Darstellung

A= UDU" bzw. A = UDU*

mit einer reellen Diagonalmatrix D und einer orthogonalen bzw. unitaren Matrix
U hat.

Orthogonal bzw. unitdr nennt man Matrizen U, deren Spalten eine ONB bilden.
Dann gilt, dass U'= U~ bzw. U* = U~ ist. Dieses wird in 9.1 genauer
behandelt.
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Lineare Abbildungen Weitere Eigenschaften

Zur Berechnung der Eigenvektoren und zur Probe sind die folgenden Aussagen
hilfreich, die eine Verscharfung von Satz 8.14 darstellen:

8.15 Weitere Eigenschaften

(a) Eigenvektoren vy, ..., Vi einer reell-symmetrischen (oder hermiteschen)
Matrix zu paarweise verschiedenen Eigenwerten sind paarweise orthogonal.

(b) Fiir einen Eigenwert X einer reell-symmetrischen (oder hermiteschen) Matrix
A € Mat(n, n) bezeichne my die algebraische Vielfachheit (als Nullstelle des

charakteristischen Polynoms). Dann gilt
dim(Kern(A — AE,,)) = my,

d.h. die algebraische und die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts
stimmen iiberein. (0.B.)
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Lineare Abbildungen Entwicklungssatz

/usammenfassend erhalten wir

8.16 Entwicklungssatz

Sei A eine symmetrische oder hermitesche Matrix.
Dann |&sst sich jeder Vektor des R” (C") nach den Eigenvektoren v; bis v, von A

entwicken:
n

=) <X Vi>
k=1

Weiter ist dann mit den Eigenwerten A\; bis A,

n
AR = ) A < X, Vi > Vi
k=1
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Lineare Abbildungen Der Vektorraum der linearen Abbildungen

Es folgen erganzende Aussagen zu linearen Abbildungen.

8.17 Der Vektorraum der linearen Abbildungen
Gegeben seien Vektorraume V' und W. Die Menge aller linearen Abbildungen

LIV, W)={f:V — W|f ist linear}

ist ein Vektorraum. (Die Addition f + g und die Multiplikation mit Skalaren af ist
wie iiblich bei Funktionen definiert.)

v
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Lineare Abbildungen Verkettung linearer Abbildungen

8.18 Verkettung linearer Abbildungen

Es seien U, V, W Vektorraume und f : U — V sowie g : V — W lineare
Abbildungen. Dann ist auch die Hintereinanderausfiihrung

gof:U—-> W, gof(u)=g(f(n))

linear.
Weiterhin sei Y = 1, ..., U, eine Basisvon U, V = vq,...,V,, eine Basis von V
sowie W = wy, ..., w, eine Basis von W. Mit den Darstellungsmatrizen

A € Mat(m, n) von f (bzgl. U,V) und B € Mat(p, m) von g (bzgl. V, W) ist dann
C =BA

die Darstellungsmatrix von g o f bzgl. der Basen U, W.
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Lineare Abbildungen Der Ring der linearen Abbildungen

Als “Multiplikation” auf dem Vektorraum L(V, V) der Endomorphismen (=lineare
Abbildungen von V' nach V') verwenden wir die Hintereinanderausfiihrung. Dann
gilt:

8.19 Der Ring der linearen Abbildungen

Der Vektorraum L(V/, V) ist ein Ring, d.h. die Hintereinanderausfiihrung erfiillt
das Assoziativ- und Distributivgesetz.

Das neutrale Element dieser Multiplikation ist die Einheitsmatrix E,,.
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