Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Motivation

27: Holomorphe Funktionen und die Cauchy'schen Integralsatze

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Eigenschaften holomorpher Funktionen
entwickelt. Grundlage ist ein Integralsatz, den wir in 3 Versionen angeben werden.

27.1 Motivation Wir versuchen, das Konzept der Stammfunktion mit Hilfe von
komplexen Kurvenintegralen zu entwickeln.

Die Funktion f : C — C, f(z) = z ist holomorph in ganz C. Die Funktionen

22

F(z) = > +A mit einer Konstanten A € C

sind ihre komplexen Stammfunktionen, denn F'(z) = f(z).

Wir versuchen nun, die Stammfunktionen F durch ein geeignetes Kurvenintegral zu
bestimmen. Zu gegebenem z € C wahlen wir die Strecke von 0 nach z

¢:[0,1 »C,  &t) =tz

Definieren wir das komplexe Kurvenintegral gemaB

/Cf(W)dW:/Ol F(E(1) é(t)dt=/01tzzdt=22/01fdf=252’

so ergibt sich die Stammfunktion F mit F(0) = 0.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Bemerkung

Alle Stammfunktionen erhilt man also als

F(z)=A +/ f(w) dw.

c
27.2 Bemerkung

@ Das gerade verwendete komplexe Kurvenintegral

/Cf(z)dz:/o1 F(E(t)) &(¢) dt

ist tatsdchlich etwas ganz neues. Hier wird das komplexe Produkt von f(&(t)) € C
mit dem “Tangentenvektor” &(t) € C gebildet. Dies unterscheidet sich wesentlich
vom Skalarprodukt von Vektoren im R?, das beim reellen vektoriellen Kurvenintegral
19.5 auftritt. Den Zusammenhang zum vektoriellen Kurvenintegral erkennt man mit

f(z) = u(x,y) + iv(x,y), ¢(t) = a(t) + ico(t).
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Bemerkung

Dann ist das komplexe Kurvenintegral gegeben durch

/Cf(z)dz _ /0 F(2(t)) &(t) dt

/ ((E()) + W(E()) (&x(t) + ical2)) de

/0 [u(@(t))a(t) — v(e(t))e(t) + i (u(E(t))e(t) + v(e(t))a(t))] dt

/(udx—vdy)—|—i/(udy—&—vdx)7
c c

also durch je ein vektorielles Kurvenintegral fiir den Real- und Imaginarteil.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Definition: Komplexes Kurvenintegral

27.3 Definition: Komplexes Kurvenintegral

M C C sei ein Gebiet und
¢ :[a, b] = M.

sei eine stiickweise reguldre Kurve in M. Fiir eine stetige komplexe Funktion
f : M — C definieren wir das komplexe Kurvenintegral

/Cf(z) i = /ab F(2()) &(t) .

Dieses lasst sich mit Hilfe von zwei vektoriellen Kurvenintegralen

/Cf(z)dz:/c(udx—vdy)+i/(vdx+udy)

C

schreiben, wobei f = u + iv gesetzt wird.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Grundl de Ei haften des Kurvenintegrals

27.4 Grundlegende Eigenschaften des komplexen Kurvenintegrals

Die Funktionen f, g : M — C seien stetig und die Kurve ¢ : [a, b] — M sei stiickweise
regular.

(i) Linearitat: /(af(z) + bg(z)) dz = a/ f(z)dz + b/ g(z) dz fiir alle a, b € C.
c c c

(i) Umkehrung der Kurve: / f(z)dz = —/ f(z) dz (siehe hierzu Bemerkung 19.7).
c

(iii) Ist C aus stiickweise reguldren Kurven Ci, ..., C, zusammengesetzt, so gilt
/ )dz = Z/ f(z) dz.

(iv) Der Betrag des komplexen Kurvenintegrals ldsst sich durch ein skalares

Kurvenintegral abschatzen:
/|f|ds_/ IF(E(8)] 1E(8)] .

‘/f(z ) dz
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze W angigkeit des Kurvenintegrals

Folgerung aus (iv): Falls |f(z)| < M entlang der Kurve C gilt, so ist

/C f(z) dz

wobei ¢ = fab |¢(t)| dt die Bogenlinge der Kurve C ist, siche 19.3.

< MéCa

Wichtige Eigenschaft:

27.5 Wegunabhiangigkeit des komplexen Kurvenintegrals

M C C sei einfach zusammenhangend und f : M — C sei holomorph. Sind C; und
G, stiickweise reguldare Kurven in M, die den gleichen Anfangspunkt und den
gleichen Endpunkt besitzen, so gilt

f(z)dz= | f(z)dz.
C1 C2
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Definition und Satz zur komplexen Stammfunktion

27.6 Definition und Satz zur komplexen Stammfunktion

M C C sei ein Gebiet und f : M — C sei eine komplexe Funktion.

Die Funktion F : M — C heiBt komplexe Stammfunktion von f : M — C, wenn F
holomorph ist und F’ = f gilt.

(i) Eine stetige Funktion f : M — C besitzt genau dann eine komplexe Stammfunktion
F, wenn das komplexe Kurvenintegral iiber f wegunabhangig ist. In diesem Fall gilt

/C f(2) dz = F(2(b)) — F(&(a))

fiir jede stiickweise reguldre Kurve ¢ : [a, b] — M.

(i) Wenn f : M — C holomorph ist und M einfach zusammenhZngend ist, dann besitzt
f die folgende komplexe Stammfunktion F:

zu festem zp € M und beliebigem z € M wahlen wir eine stiickweise reguldre Kurve
¢: [a, b] = M mit Anfangspunkt ¢(a) = z und Endpunkt ¢(b) = z und setzen

F(z)=A +/ f(w)dw mit beliebigem A € C.
c
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Beispiele

27.7 Beispiele von komplexen Stammfunktionen

(a) f:C—C, f(z) = z¥ mit k € Ny hat als Stammfunktionen F(z) = A+ Z

(b)
(c)

(d)

k+1
k+1°

f:C—C, f(z) = e“ mit ¢ # 0 hat als Stammfunktionen F(z) = A+ %ecz.

f:C — C, f(z) = cosz hat die Stammfunktionen F(z) = A+ sinz,

g : C — C, g(z) = sin z hat die Stammfunktionen G(z) = A — cos z.

f:C\{0} = C, f(z) = % hat keine Stammfunktion in M = C\ {0}: die Kurvenintegrale zu
¢ [0, 7] = M, a(t) = e,
& [0,71] = M, S(t)=e't

ergeben unterschiedliche Werte, obwohl beide den Anfangspunkt 1 und den Endpunkt —1
haben (obere bzw. untere Hilfte des Einheitskreises):

U
/ —dz:/ —/e’tdt / idt =im,
qz elt 0
1 : 4
/ 7dz—/ —.(—ie*’f)dt:/ (—i)dt = —
G Z o et 0

Also ist das komplexe Kurvenintegral nicht wegunabhédngig, also hat f keine
Stammfunktion (in C\ {0}).
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Beispiele

27.7 Beispiele(Forts.):

(e)

Schrinkt man 1/z auf eine geschlitzte Ebene ein, z.B.
1
g:C\r‘fl'—>(C7 g(Z):;,
so existiert die Stammfunktion! Denn C \ 'y ist einfach zusammenhingend und g ist
holomorph. Stammfunktionen sind
G(z)=A+logz, zeC\ T,

wobei log z ein beliebiger Zweig der Logarithmus-Funktion zum Schnitt I sein darf.
(Verschiedene Zweige zum Schnitt ['; unterscheiden sich nur durch 2k~i, k € Z.)

Genau so lassen sich auch Stammfunktionen von
f:C\lx =C, f(z)=2"
mit a € C\ Np, a # —1, angeben. Damit f wohldefiniert ist, miissen wir beim Umschreiben
f(z) = e?'o8=

einen festen Zweig der Logarithmusfunktion zum Schnitt ' wahlen. Unter Verwendung
desselben Zweiges erhalten wir dann
z
F(z)= A+ ———e?l8z2 — A4 PR
(2) a+1 a+1
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Cauchy'scher Integralsatz (1. Formulierung)

Eine wichtige Rolle spielen die komplexen Kurvenintegrale zu geschlossenen

Kurven.

27.8 Cauchy'scher Integralsatz (1. Formulierung)

M C C sei einfach zusammenhangend und f : M — C sei holomorph. Dann gilt
fiir jede geschlossene stiickweise reguldre Kurve ¢ : [a, b] = M

Aﬂdﬂ:&
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze

Eine andere Version des Cauchy’schen Integralsatzes beweist man mit dem Satz
von Green in der Ebene, siehe 24.9.

27.9 Cauchy’scher Integralsatz (2. Formulierung)

Cauchy'scher Integralsatz (2. Formulierung)

M C C sei ein Gebiet und f : M — C sei holomorph. G sei ein Normalgebiet mit

G C M; also besteht der Rand ' = G aus endlich vielen geschlossenen
doppelpunktfreien Kurven Gy, ..., C,.

Wird jede dieser Kurven so durchlaufen, dass G links liegt, so gilt
/f(z)dz:/ f(z)dz—|—---—|—/ f(z)dz = 0.
r G G

G

G 5 e

Héhere Mathematik Ver. 11.11.2014

705




Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Cauchy'scher Integralsatz (3. Formulierung)

Eine noch allgemeinere Version des Cauchy’schen Integralsatzes funktioniert ohne
den Ubergang zu Teilgebieten G C M.

27.10 Cauchy’scher Integralsatz (3. Formulierung)

G C C sei ein Normalgebiet, f : G — C sei stetig in G und holomorph in G.
Der Rand I' = 0G besteht aus endlich vielen geschlossenen doppelpunktfreien

Kurven Ci, ..., C,. Jede dieser Kurven werde so durchlaufen, dass G links liegt.
Dann gilt
/f )dz = f(z)dz+- / f(z
G )
Beweis: Man nahert sich mit Kurven Dy, ..., D, von “innen” dem Rand von G.

Diese Kurven bilden den Rand eines Normalgebiets H C G, und hierauf ist 27.9
anwendbar.

Der Grenziibergang D — G und die Stetigkeit von f im Abschluss G liefern die
Behauptung.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Ein wichtiges Kurvenintegral

27.11 Ein wichtiges Kurvenintegral

Die Funktion f : M — C sei holomorph. Zu zy € M wéhlen wir einen Kreis K,(z)
vom Radius r um zp, der ganz in M liegt. Die Randkurve (in mathematisch
positiver Orientierung) ist

¢ :[0,27] = M, &(t) = z, + re'.

1. Feststellung
Das komplexe Kurvenintegral

/ﬂdz
C,Z_ZO

ist unabhingig vom Radius r, sofern K;(z) C M gilt.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Integralformel von Cauchy (1. Version)
Welchen Wert nimmt dieses Integral an?

27.12 Integralformel von Cauchy (1. Version)
Die Funktion f : M — C sei holomorph.

Fiir zp € M sei r > 0 so gewshlt, dass K.(z) C M gilt. Dann gilt

1 f(z) — f(z
_'w/C, dZ—f(0)7

2mi zZ—2

mit der geschlossenen Kurve ¢, : [0,27] — M, &,(t) = zo + ret, die den Kreisrand
(genau einmal) gegen den Uhrzeigersinn durchl3uft.

Hiermit ist die wichtigste Formel fiir holomorphe Funktionen gezeigt.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Integralformel von Cauchy (2. Version)
Die Verallgemeinerung wie in 27.10 bietet sich an:

27.13 Integralformel von Cauchy (2. Version)

G C C sei Normalgebiet, f : G — C sei stetig in G und holomorph in G.

Der Rand I' = 0G besteht aus endlich vielen geschlossenen doppelpunktfreien
Kurven Ci, ..., C,. Jede dieser Kurven werde so durchlaufen, dass G links liegt.

Dann gilt fiir jedes zp € G

2wl Jr z — 29

1 f(z) — f(y
—/r—dZ—f( 0),

G

@®z§
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Bemerkung

27.14 Bemerkung Die Integralformel erlaubt es, viele komplexe Kurvenintegrale
“ohne Integration” auszurechnen: z.B. ist fiir [ = 0K1(1) (gegen den

Uhrzeigersinn durchlaufen)
2z
/ € _dz = i2né,
rZ— 1

weil die Funktion f : C — C, f(z) = €*? holomorph ist.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Folgerung

Aus der Integralformel 27.13 folgt diese Aussage mit weitreichenden
Konsequenzen:

27.15 Folgerung
G C C sei Normalgebiet, f : G — C sei stetig in G und holomorph in G.

Dann ist f in ganz G allein durch die Funktionswerte auf dem Rand von G
eindeutig bestimmt.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen

In der Herleitung der Cauchyformel wurde der Spezialfall G = K,(zy) bereits
behandelt:

27.16 Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen

M C C sei ein Gebiet und f : M — C sei holomorph. Dann gilt fiir jedes zp € M
und r > 0 mit K,(z) C M

1
2

27
F(z0) = / F(zo + re't) dt.
0

Damit haben wir ein Maximumprinzip fiir holomorphe Funktionen!

27.17 Maximumprinzip holomorpher Funktionen

M C C sei ein Gebiet und f : M — C sei holomorph und nicht konstant. Dann
besitzt |f| in M kein lokales oder globales Maximum.

Insbesondere: Falls M beschrankt ist und f sogar stetig in M ist, so nimmt |f| sein
Maximum auf dem Rand OM an.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Eigenschaften harmonischer Funktionen

Die letzten Aussagen lassen sich auch fiir harmonische Funktionen treffen. Dazu
setzen wir manchmal voraus, dass G einfach zusammenhangend ist, damit die
harmonische Funktion u: G — R als Realteil einer holomorphen Funktion

f : G — C interpretiert werden darf (siche 25.16).

27.18 Eigenschaften harmonischer Funktionen

G C R? sei ein Normalgebiet, einfach zusammenhangend und beschrankt, Dann
ist jede Funktion u: G — R, die stetig in G und harmonisch in G ist, allein durch
die Funktionswerte auf dem Rand von G eindeutig bestimmt.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen

27.19 Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen
M C R? sei ein Gebiet und u: M — R sei harmonisch.
Dann gilt fiir jedes (xo, y0) € M und r > 0 mit K,(xp, y0) C M

1

27
u(xo, yo) = = / u(xo + rcost, yo + rsint) dt.
0

Man beachte, dass u reellwert_i_g ist, wir also Maxima und Minima von u
behandeln kénnen (ohne den Ubergang zu Betrigen durchzufiihren).

27.20 Maximumprinzip harmonischer Funktionen

M C R? sei ein Gebiet und u: M — R sei harmonisch und nicht konstant.
Dann nimmt u in M weder lokale noch globale Maxima oder Minima an.

Insbesondere: Falls M beschrinkt ist und u sogar stetig in M ist, so nimmt u sein
Maximum und sein Minimum auf dem Rand OM an.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Poisson-Kern, Lésung der Laplace-Gleichung

27.21 Poisson-Kern, Lésung der Laplace-Gleichung

Die Funktion f : K.(0) sei holomorph in K,(0) und stetig in K,(0).

Dann sind der Realteil v und der Imaginarteil v fiir alle

(x,¥) = (scos¢,ssing) € K,((0,0)) mit 0 <s < rund ¢ € [0,27) gegeben
durch

1 [ P2 =g
, = = cost,rsint dt,
u(x,y) 27 Jo u(r rsint) r? 4+ s2 — 2rscos(t — ¢)
i r2—s?
, = = cost,rsint dt.
vixy) 27 Jo v(r rsint) r? 4+ s2 — 2rscos(t — @)

u und v lassen sich also durch Integration ihrer Randwerte mit Hilfe des

Poisson-Kerns
2 _ g2

r? 4+ s2 — 2rscos(t — ¢)

px,y) = P(s,¢) =

bestimmen.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Poisson-Kern, Lésung der Laplace-Gleichung

Wir haben damit eine explizite Form der Lésung der Laplace-Gleichung
Au(x,y) =0 fir (x,y) € K.((0,0))
bei vorgegebenen (stetigen) Randwerten
u(rcost,rsint) = h(t) fir t € [0,2m).

Die schwierig aussehenden Integrale lassen sich mit dem im n&dchsten Abschnitt
enthaltenen Residuensatz berechnen.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Die Cauchyschen Integralformeln

27.22 Die Cauchyschen Integralformeln
Die Funktion f : M — C sei holomorph.

Dann ist f beliebig oft komplex differenzierbar.

Fiir zp € M sei r > 0 so gewshlt, dass K.(z) C M gilt. Dann gilt fiir n € Ng

F(N(z) = "_l/c Ldz

27i Je, (z — z0)"*t

mit der geschlossenen Kurve ¢, : [0,27] — M, &(t) = zo + re', die den Kreisrand
(genau einmal) gegen den Uhrzeigersinn durchliuft.

w

Bemerkung: Die Aussagen
@ f ist komplex differenzierbar im Gebiet M,
@ f ist holomorph im Gebiet M,
@ f ist beliebig oft komplex differenzierbar im Gebiet M

sind alle dquivalent.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Cauchysche Integralformeln (2. Version)

Eine Variante der Integralformel fiir die n-te Ableitung folgt wie in 27.13.

27.23 Cauchysche Integralformeln (2. Version)
G C C sei Normalgebiet, f : G — C sei stetig in G und holomorph in G.

Der Rand I' = 0G besteht aus endlich vielen geschlossenen doppelpunktfreien
Kurven Ci, ..., C,. Jede dieser Kurven werde so durchlaufen, dass G links liegt.

Dann gilt fiir jedes zp € G

f(n)(ZO)_2n_7T!i/r( f(2) dz

z — zO)n+1 :
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Ganze Funktion, Satz von Liouville

Weitere Anwendungen der Integralformel von Cauchy:

27.24 Ganze Funktion, Satz von Liouville

Eine holomorphe Funktion f : C — C heiBt ganze Funktion.

Falls die ganze Funktion f : C — C beschrankt ist (d.h. es gibt ein B > 0 mit
|f(z)| < B fiir alle z € C), so ist sie konstant.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Beschrankte ganze Funktionen

Die Integralformel von Cauchy liefert tiefliegende mathematische Resultate.

Zwei weitere Beispiele dafiir sollen noch angegeben werden.

27.25 Beschrinkte ganze Funktionen

Es existiert keine bijektive, holomorphe und konforme Abbildung von C auf den
Einheitskreis K1(0). (Vgl. hierzu den Riemannschen Abbildungssatz, C ist einfach
zusammenhingend, aber ohne Randpunkt.)

27.26 Fundamentalsatz der Algebra
Jedes nichtkonstante Polynom P : C — C hat mindestens eine Nullstelle in C.

Héhere Mathematik Ver. 11.11.2014 720



	Holomorphe Funktionen: Cauchy'sche Integralsätze
	Motivation
	Bemerkung
	Definition: Komplexes Kurvenintegral
	Grundlegende Eigenschaften des komplexen Kurvenintegrals
	Wegunabhängigkeit des komplexen Kurvenintegrals
	Definition und Satz zur komplexen Stammfunktion
	Beispiele
	Cauchy'scher Integralsatz (1. Formulierung)
	Cauchy'scher Integralsatz (2. Formulierung)
	Cauchy'scher Integralsatz (3. Formulierung)
	Ein wichtiges Kurvenintegral
	Integralformel von Cauchy (1. Version)
	Integralformel von Cauchy (2. Version)
	Bemerkung
	Folgerung
	Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen
	Eigenschaften harmonischer Funktionen
	Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen
	Poisson-Kern, Lösung der Laplace-Gleichung
	Die Cauchyschen Integralformeln
	Cauchysche Integralformeln (2. Version)
	Ganze Funktion, Satz von Liouville
	Beschränkte ganze Funktionen


