Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Einleitung

32: Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung

Die Fourier-Entwicklung ist eines der wichtigsten mathematischen Werkzeuge in

fast allen technischen Bereichen. Sie wurde vom franzésischen Mathematiker und
Physiker Jean Baptiste Joseph Fourier (geb. 21. Marz 1768 bei Auxerre; gest. 16.
Mai 1830 in Paris) eingefiihrt. Auf ihn geht die Theorie der Warmeleitung zuriick.

32.1 Einleitung Fourier stellte fest, dass man durch die “unendliche” Linearkombinationen der
Funktionen
1, sint, cost, sin2t, cos2t,...,

also durch die nach ihm benannten Fourier-Reihen

ao

o0
+ ay cos kt + by sin kt
5 2 (a i sin k)

k=1

(fast) jede periodische Funktion mit der Periodenlinge T = 27w “erhilt”. Durch Wabhl der
Koeffizienten a, und by gelang es ihm, einige Differentialgleichungen fiir periodische Funktionen
zu lGsen.

Fourier gab damit einen wesentlichen Impuls fiir die Untersuchung der Konvergenz von Reihen.
Die heute klar formulierten Begriffe wie “punktweise Konvergenz” bzw. “gleichmé&Bige
Konvergenz” von Funktionenreihen waren zu seiner Zeit noch unbekannt; durch die fehlende
Prazisierung erschienen unendliche Reihen noch als “mysteriés”.
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Eigentlich reicht hier eine Untersuchung reellwertiger Funktionen. Durch die
Benutzung komplexwertiger Funktionen werden allerding die Beweise sehr
vereinfacht.

Der “richtige” Skalarproduktraum fiir die Fourier-Analyse:

32.2 Der Vektorraum L»([0, T])
@ Eine Funktion f : [0, T] — C heiBt quadrat-integrierbar, wenn das Integral

)
f IF(D)2 dt
0

existiert.

Der Vektorraum Ly ([0, T1)

9 Eine Teilmenge M c R heiBt Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0 Intervalle

I, b, u.s.w. gibt, so dass gilt

o0 a0
(@) Mc [ J I und dabeiist (b) > || <e
k=1 k=1
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32.2 Der Vektorraum L>([0, T])(Fortsetzung)

@ Zwei quadrat-integrierbare Funktionen f und g werden als gleich angesehen
(d.h. miteinander “identifiziert”), wenn

)
L I£(t) — g(t) P dt = 0

gilt. (D.h. die Funktion f steht als Reprisentant einer ganzen
Aquivalenzklasse von Funktionen.)

Dies ist genau dann der Fall, wenn sich die Funktionen nur auf einer
Nullmenge voneinander unterscheiden. Schreibweise:

f =g f. . (in englischsprachigen Texten a.e.)
@ Mit L([0, T]) bezeichnen wir den Vektorraum aller quadrat-integrierbaren

Funktionen f : [0, T] — R (unter Beriicksichtigung der Identifikation
“gleicher” Funktionen).
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32.2 Der Vektorraum L>([0, T])(Fortsetzung)
@ Das Skalarprodukt auf L([0, T]) ist

T -
(F.g) = jo F(1)g (D) dt.

und die zugehorige Norm ist die L,-Norm

T 1/2
]2 == (f |f(r>|2dr> .
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32.3 Periodische Funktionen und Fortsetzung

(a) Eine Funktion f : R — C ist periodisch mit der Periode T, wenn stets
f(t)=f(t+ T) gilt.

(b) Induktiv folgt dann f(t) = f(t + kT) fiir jedes k € Z.
(c) Ist f iiber das Intervall [0, T] integrierbar, so ist fiir jedes ty € R:

LT f(t)dt = fU+T f(t) dt.

0
(d) Die (Standard-)Periodisierung einer Funktion f : [0, T] — C ist gegeben durch die
Funktion f : R — C mit

f(t)=1f(t—kT) fir te[kT,(k+1)T) und keZ.

(e) Die ungerade periodische Fortsetzung einer Funktion f : [0, T/2] — C erhilt man,
indem man f auf das Intervall (—T/2,0) durch die Festlegung

f(t) = —f(—t), te (—=T/2,0),

fortsetzt und anschlieBend wie in (d) periodisiert.
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32.3 Periodische Funktionen und Fortsetzung(Fortsetzung)

(f) Die gerade periodische Fortsetzung einer Funktion f : [0, T /2] — C erhilt
man, indem man f auf das Intervall (—T/2,0) durch die Festlegung

f(t) = f(—t), te (—T/2,0),

fortsetzt und anschlieBend wie in (d) periodisiert.

Bemerkung:
(a) Bei der ungeraden Fortsetzung muss man ggf. f(0) := O setzen.

(b) Selbst wenn f : [0, T] — R stetig ist, kann die periodische Fortsetzung in (a) an den
Stellen kT mit k € Z unstetig sein. (Ebenso fiir die Fille (¢) und (f) und die Stellen kT
sowie (k +1/2)T.)
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Wir geben 3 verschiedene Orthonormalsysteme zur Periodenléange T > 0 an.

324 ONS in Ly([0, T])

Zur Periodenlange T > 0 definieren wir die Grundfrequenz w = 27”
(a) Fir Ly([0, T]) definieren wir das ONS

do(t) = \/Iv Pok—1(t) = \/gsin (kwt)
2k (t) =\/gcos(kwt), k=1,2,3,....

(b) Fiir L»([0, T/2]) definieren wir das ONS

ok(t) = \/7sm (kwt), k=1,2,3,...

(bezogen auf die ungerade periodische Fortsetzung) und als Alternative

@o(t) =\/§, ok (t) =\/§cos(kwt), k=1,2,3,...

(bezogen auf die gerade periodische Fortsetzung).
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32.4 ONS in Lx(]0, T])(Fortsetzung)
(c) Dasin (a) angegebene System ¢g, ¢1, . . . ist ein ONS bzgl. des Skalarprodukts

-
G NICHCE
(d) Beide in (b) angegebenen Systeme sind ONS bzgl. des Skalarprodukts

T/2
(F.g) = fo F(6)g() dt

(e) Schrankt man sich auf reelle Koeffizienten ein, ist jedes der angegebenen
Systeme ein ONS auf dem entsprechenden Teilraum der reellwertigen
Funktionen.
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Die allgemeine Aussage zur Orthogonalprojektion in Satz 31.17 liefert die
Grundlage der Fourier-Analyse.
Die Konstanten in den Funktionen werden dabei in die Koeffizienten gezogen.

32.5 Definition der Fourier-Analyse

Wir wihlen das ONS in 32.4(a) auf Ly([0, T]). Zur Funktion f € L»([0, T]) und
der Grundfrequenz w = 277’ definieren wir die Fourier-Koeffizienten

%JT f(t)dt

—= J ) cos(kwt) dt,

= %<f,¢o>

a = \/g<f;¢2k>
by = \/g<f;¢2k—1> = ;L f(t)sin(kwt) dt,

k=1,2,3,...
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32.5 Definition der Fourier-Analyse (Fortsetzung)
Die Orthogonalprojektion

Swlf](2)

2N N
IR % > (ak cos(kwt) + by sin(kwt))
k=0 k=1

N
Z Ckelwkt

k=—N

heiBt die Fourier-Partialsumme von f, und die Reihe

Z<f7 ¢k>¢k

Z (ak cos(kwt) + by sin(kwt))
k=0 k=1

Il
M:
(9}
(0]
£
&

heiBt die Fourierreihe von f.
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32.6 Komplexe Fourierreihe

Die komplexen Fourierkoeffizienten von f : [0, T] — R sind fiir k € Z definiert

durch

il 4 —ikwt
a(f)= =1 f(t)e dt.
T Jo
Die komplexe Fourierreihe von f lautet

0 .
f o~ ck(f)e™ et
k=—x

Zu den Koeffizienten ax und by in 32.5 bestehen die Beziehungen
a) =2cy, ak=Cck+c_k, bx=1i(ck—c_k), keN,
und umgekehrt

4o

0 = o ck = s(ak —ibk), c—k = 5(ak + ibk), keNl.

N —
N —
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Falls f reellwertig ist, so gilt
c_x =¢, firalle keN.
Daraus ergeben sich die reellen Fourierkoeffizienten

g = 2Re Ck, bk = —2Im Ck, k e N.
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32.7 Hauptsatz der Fourier-Analyse
Es sei f € L»([0, T]). Dann gilt die Konvergenz im quadratischen Mittel

)
Jim [~ Su[f3 = i f 1£(t) — Su[FI(£)2 dt = 0

—)’fJO

sowie die Parseval-ldentitat

T 0 w0
IFB = &+ +g L@ =T 3 laf
k=1 k=—x0
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BILDER von Sy, S1, Si0, S20, Sso0, Sioo fiir f(t) = t auf [0, 1], gezeichnet wird die periodische
Fortsetzung auf das Intervall [—0.5,1.5].

1 4 i
0| 08 08
0| 06 08
04 04 04
02 02 02
o o o
E 05 0 05 1 15 n—na 0 05 1 15 0. 0 0. 1 1
f 1 1
1 1 )
08 08 08
06 05 05
04 04 04
02 02 02
o o o
s o 05 T 15 b5 o 05 T 1s %5 o 3 T 15

Hier liegt tatsdchlich die Approximation im quadratischen Mittel vor! Weiter erkennt
man das Gibb’sche Phdnomen (Uberschwingen um 9% der Spunghdhe oben und unten)
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BILDER von Sy, S1, Sio0, S20, Sso, Sioo fiir g(t) = 1 — |t| auf [—1, 1], gezeichnet wird die
periodische Fortsetzung auf das Intervall [—1, 3].

1 1 1
0.5 0.5 0.5
o (0] (0]
-1 (0] 1 2 3 -1 [0} 1 2 3 -1 [0} 1 2 3
1 1 1
0.5 0.5 0.5
o (0] (0]
-1 o 1 2 3 -1 [o] 1 2 3 -1 [0] 1 2 3

Hier liegt sogar die gleichm&Bige Konvergenz der Fourierreihe gegen g vor.
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1. Beweisteil des Hauptsatzes 32.7:
Die Funktion Sy[f] ist die Orthogonal-Projektion von f auf den Teilraum, der von den
Funktionen ¢; in 32.4(a), j = 0,1,2,..., aufgespannt wird. Denn:

2= (F,00) b0,
agcos(kwt) = {f, Paky bok,
bysin(kwt) = (f,dok—1) pok—1, k=1,2,....

Mit der Besselschen Ungleichung 31.15 folgt

IF15 = ISwIfII = (ak + b)-

T o
— ap +
z %

Nl
0=

k=1
Die Identitit im Satz iiber Orthogonalprojektionen 31.17(i) ergibt
T T Y
If = Swlf1I3 = IF13 = ISwIFII3 = IF113 — (Z aj + > D (g + bf)) .
k=1

Dies zeigt, dass die Konvergenz limy_,o, |f — Sy[f]|3 = 0 &quivalent ist zur Parseval-Identitit in
32.7.
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2. Beweisteil des Hauptsatzes 32.7:

Es bleibt die Frage zu beantworten, ob es eine quadrat-integrierbare Funktion f gibt, die einen
positiven Abstand zu dem Teilraum besitzt, der von den Funktionen qu in 32.4(a),
j=0,1,2,..., aufgespannt wird. Das folgende Resultat verneint diese Frage.

32.8 Vollstindigkeit des Orthonormal-Systems 32.4(a)

Die Funktion f : [0, T] — R sei quadrat-integrierbar und es gelte
<f7 ¢j> =0

fiir alle trigonometrischen Funktionen ¢; in 32.4(a). Dann gilt f = 0.

Bemerkung; Fiir quadrat-integrierbare Funktionen gilt

f = lim Sy[f]

N—x

im Sinne der Konvergenz in der L>-Norm (“im quadratischen Mittel”). Man schreibt oft

2kt
F(t) by sin Sort )
(t) +Z(akcos + by s T)

obwohl diese ldentitat nicht immer fiir alle t € R erfiillt ist.
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32.9 Ergénzung: gerade und ungerade periodische Fortsetzung
Bisher wurde die periodische Fortsetzung einer Funktion f : [0, T] — R betrachtet. In

Anwendungen bevorzugt man manchmal die geraden und ungeraden periodischen Fortsetzungen

in 32.3. Die Grundfrequenz ist wieder w = 2%

@ Die Funktion f : [0, T/2] — R sei quadrat-integrierbar. Dann besitzt die ungerade
periodische Fortsetzung die Fourierreihe (auch Sinus-Reihe genannt)

o
F(t) = ), bisin(kwt)
k=1
mit den Fourier-Koeffizienten
4 T/2
b — —f £(¢) sin(kwt) dt.
T Jo

@ Die Funktion f : [0, T/2] — R sei quadrat-integrierbar. Dann besitzt die gerade periodische
Fortsetzung die Fourierreihe (auch Cosinus-Reihe genannt)

ve)
f(t) = L Z ay cos(kwt)
2 &

mit den Fourier-Koeffizienten

4 (T/2
a = — J' f(t) cos(kwt) dt.
T Jo
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Wie steht es um punktweise und gleichmiBige Konvergenz der Fourierreihe?

32.10 Punktweise Konvergenz der Fourierreihe

Die Funktion f : [0, T] — R sei stiickweise stetig differenzierbar, d.h. es gibt eine
Unterteilung 0 =ty < t; <--- < t, = T des Intervalls [0, T], so dass f auf jedem
Teilintervall [tx, tx+1] stetig und stetig differenzierbar ist (mit einseitigen
Grenzwerten der Funktion und der Ableitung am Rand).

Dann konvergiert die Fourier-Reihe von f an jeder Stelle t € [0, T], der Grenzwert
ist der Mittelwert des links- und rechtsseitigen Grenzwerts von f an dieser Stelle,
d.h.

lim Sny[f](t) = ;( lim f(t+h)+ lim f(t—h))

N—x h—0+ h—0+

Bei t = 0 oder T ist hierbei der Grenzwert der periodischen Fortsetzung von f zu
bilden.
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Wichtiger Spezialfall: Wenn f stiickweise stetig differenzierbar ist und die
periodische Fortsetzung von f an der Stelle t stetig ist, dann gilt

im Su[f](t) = f(t).

|
N—->x

Die Stetigkeit von f reicht nicht aus, damit die Fourierreihe konvergiert: Es gibt
stetige Funktionen, deren Fourierreihe an vielen Stellen gar nicht konvergiert
(sogar an iiberabzihlbar vielen Stellen!).

Die Zusatzvoraussetzung, dass f stiickweise stetig differenzierbar ist, ist wesentlich
fiir die Konvergenz der Fourierreihe.
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32.11 Rechenregeln fiir Fourierreihen
Fourierreihen konnen gliedweise differenziert und integriert werden: Sei T > 0 die
Periodenlinge und w = 27“ die Grundfrequenz. Dann gilt fiir f : [0, T] — R mit der

Fourierreihe
o0

~

EO (ak cos(kwt) + by sin(kwt)) :
k=1

(i) falls ap = 0 gilt, sind durch

F(t)=C+ i (;—; sin(kwt) — :—:} cos(kwt)>

mit C € R alle Stammfunktionen von f gegeben.

(ii) falls die periodische Fortsetzung von f stetig ist und f stiickweise stetig
differenzierbar ist, so besitzt die stiickweise gebildete Ableitung f’ die Fourierreihe

~ ) (—kwasin(kwt) + kwby cos(kwt)) .

Entsprechendes gilt fiir die komplexe Form.
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Die Geschwindigkeit der Konvergenz der Fourierreihe hdngt davon ab, wie schnell
der Betrag der Fourier-Koeffizienten abnimmt. Es besteht ein direkter
Zusammenhang zu der “Glattheit” der Funktion selbst.

32.12 Abnahme-Geschwindigkeit der Fourier-Koeffizienten
Es sei r € Ny. Die periodische Fortsetzung von f : [0, T] — C sei r-mal stetig
differenzierbar.
(i) Falls die r-te Ableitung noch stiickweise stetig differenzierbar ist, erfiillen die
Fourier-Koeffizienten von f
lim k"tla, =0, lim k"*1b, = 0.
k—x0 k—x0
(i) Falls die r-te Ableitung sogar zweimal stiickweise stetig differenzierbar ist,
erfiillen die Fourier-Koeffizienten von f

lal < 7m0 1B S g

v

Bemerkung: Anhand vom Beispiel zu f(t) = 1 — |t| (mit r = 0) erkennt man, dass
die Abnahme-Geschwindigkeit in (ii) nicht verbessert werden kann.
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32.13 Fourier-Analyse in den Anwendungen: lineare zeitinvariante Filter

Wir betrachten analoge periodische Signale der festen Periodenliange T > 0.
Sendet man ein Signal f : R — R durch einen Ubertragungs-Kanal, so entstehen
Transformationen des Signals. Ein einfaches Modell fiir das empfangene Signal h
wird durch lineare zeitinvariante Filter ausgedriickt:

h(t) = (f + g)(t Jf g(t—s)ds

Hierbei stellt die Funktion g : R — R (ebenfalls periodisch mit der gleichen
Periodenldnge T) die Wirkung des Kanals auf ein beliebiges Eingangssignal f dar
(g ist die “Impuls-Antwort” des Kanals). In der Mathematik spricht man von der
“Faltung” der Funktion f mit der Funktion g.

Aufschluss iiber die Wirkung des Kanals ergeben die Fourierkoeffizienten von g.
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32.14 Faltungssatz
f,g : R — C seien periodische Funktionen der Periodenlidnge T. Beide seien
quadrat-integrierbar tiber [0, T]. Dann ist die Faltung

h="f=g, J f(s)g(t—s) teR,

ebenfalls periodisch zur Periodenldnge T.
h ist stetig, und seine Fourierkoeffizienten sind

Ck(f *g) =T. Ck(f) © Ck(g).

Fir die reellen Fourierkoeffizienten bedeutet das

() = Zalha(e)
ah) = -+ (@(Nag) — bu(F)bu(g))
be(h) = ((F)be(g) + bu(Fan(a)) -
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