Diffusionsgleichung

33: Diffusionsgleichung

Motivation S
. Ausgangspunkt ist ein Randanfangswertpro-
blem der Diffusionsgleichung:
He = o (1) uy=un fiir0<x<m, t>0
u(m,t) =0 Diffusionsgleichung
u(0,8) =0 A (2) u(0,t) = u(m, t) = 0 Randbedingungen
</ (3) u(x,0) = f(x) fir 0 < x < 7
; — Anfangsbedingung. f ist dabei eine
u(x,0) = £() vorgegebene Funktion mit

f(0) = f(m) =0.

Losungsidee: (1) ist eine lineare partielle Differentialgleichung. Suche also einfache
" Bausteine”, die (1) erfiillen. Dazu betrachtet man zunéchst Funktionen der Form
u(x,t) = V(x)W(t), also Produkte, in denen V nicht von t und W nicht von x
abhéngt. Ableitungen nach x werden mit einem Strich, Ableitungen nach t mit
einem Punkt gekennzeichnet.

Up = Uy = V(X)W (t) = V" (x)W(t)
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Diffusionsgleichung

Annahme: Man kann durch u = V(x)W/(t) dividieren. Das ergibt
W W

w ooV
Da die linke Seite nicht von x und die rechte nicht von t abhingt, miissen beide
konstant sein,etwa gleich A. Es muss also gelten
V' =uV und W =puW.

Wir suchen jetzt Losungen von W” = W, die schon die Randbedingungen (2)
erfiillen:

W" —uW =0, W(0)=W(r)=0 Randeigenwertproblem

Anlogien zu Eigenwertproblemen bei Matrizen.
Dazu muss man fiir p drei Falle unterscheiden:

(A) p>0
Fundamentalsystem ist eV#* und e~ Vv#*, allgemeine L&sung ist

y = GeVi* 4+ Ge VI~

Bestimmung der Konstanten aus den Randbedingungen (2) fiir x = 0 und
X =T

Hohere Mathematik Ver. 27.01.2015 824



Diffusionsgleichung

G +G =0
GeViT  +GemVim =0
Losung, es gibt also keine Eigenfunktionen.
(B) p=0
Die allgemeine Lasung ist V(x) = C; + Gox, man sieht direkt, dass nur die
Nulllésung die Randbedingungen erfiillt.
(C) p<0
Die allgemeine Losung ist V/(x) = Cisin+/|p|x + Gy cosy/|ulx.
V(0) = 0 erzwingt C; = 0, aber diesmal gibt es die nichttriviale Losung
V(x) = sin nx, wenn p = —n? fiir n € N ist.

Das Gleichungssystem hat nur die triviale

Zu 1 = —n? hat man fiir W die Lésung W(t) = e~™t. Summation iiber die
Bausteine ergibt

0
u(x,t) = Z cnsin(nx) et
n=1
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Diffusionsgleichung

Nun muss noch die Anfangsbedingung (3) erfiillt werden:

u(x,0)=f(x) <= 3 cpsinnx = f(x).

n=1

Dazu schreibt man die vorgegebene Funktion f als Sinus-Reihe wie in 32.9
Fourieranalyse

Dariiberhinaus braucht man eine Kontrolle dariiber, wie gut die Partialsummen
der Reihe die Funktion anndhern, also passende Abstandsbegriffe in
Funktionenrdumen.

Konzepte dazu wurden im Abschnitt iber Normen besprochen.
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Und jetzt richtig: ....

33.1 Diffusionsgleichung

Gegeben sei ein Gebiet M < R". Die Funktion u: M x [0, co] sei eine (geniigend
oft differenzierbare) Funktion des Ortes x € M sowie der Zeit t € [0, o0]. Wir
bilden die partiellen Ableitungen u; nach der Zeitvariablen und Au
(Laplace-Operator in 24.1) nach der Ortsvariablen.

u erfiillt die Warmeleitungsgleichung oder Diffusionsgleichung (engl. heat
equation), wenn gilt

ur(x, t) — c2Au(x,t) =0 fiir alle xe M, te [0,00].
Hierdurch wird oft die Temperaturverteilung in einem Kérper modelliert.
Speziell bei nur einer Ortsvariablen x € [0, L]:
eine Funktion u(x,t) mit
Uy — e = 0, (x,t) € [0, L] x [0,0),

beschreibt die Spannung in einem Kabel oder die Temperatur in einem diinnen
Stab zur Zeit t = 0
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Eindimensionaler Fall:
Zuerst bestimmen wir alle Grundlésungen der Diffusionsgleichung

ue(x, t) — Cux(x, t) = 0,

die sich als Produkt u(x,t) = V(x)W(t) schreiben lassen (ohne Beriicksichtigung der Anfangs-
und Randwerte).
Der Produkt-Ansatz: Der Ansatz u(x,t) = V(x)W/(t) ergibt

ue(x, t) = V(x)W'(t), U (x, t) = V" (x)W(t).

Nach Einsetzen in die Diffusionsgleichung erhalten wir

VW (1) = SV ()W(t) =0 % - %

(mit der Aquivalenz, wenn W und V keine Nullstellen haben). Die Identitit soll fiir alle

x € (0, L) und alle t > 0 gelten.

Beobachtung: Eine Identitat der Form g(t) = h(x) kann fiir alle x und t in zwei nichtleeren
offenen Intervallen nur gelten, wenn g und h die gleiche konstante Funktion sind, also

g(t) = h(x) =p fiir alle x und t,

wobei 1 eine reelle Konstante ist.
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Diffusionsgleichung

Damit zerféllt der Produktansatz zur Lésung der Diffusionsgleichung in zwei gewdhnliche

Differentialgleichungen mit einem Parameter ;1 (wir setzen s = —u/c?):
W (t) = uW(t) =

W(t) = de't = de '  mit deR

AV'(x)—puV(x) =0 —

Acos (v/sx) + Bsin (v/sx), falls <0,

V(x) =<4 A+ Bx, falls u =0, mit A, B € R.

AeVislx 1 ge=v/slx, falls u >0,
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Diffusionsgleichung Gr 6 der Diffusi i im eindi ionalen Fall M = [0, L]

33.2  Grundlésungen der Diffusionsgleichung im eindimensionalen Fall M = [0, L]

Die Funktionen
Vs(x, t) = e (A, cos(v/5x) + Bs sin(v/5x)) mit s > 0,

Yo(x, t) = Ao + Box, (fir s =0),
sowie

be(x, t) = e~ (AeVIl 1 Be=VIl)  mit s <0

erfiillen die Diffusionsgleichung u; — c?u,, = 0.
Die Funktionen s mit s > 0 sind beschrankt auf dem Definitionsbereich
[0, L] x [0, c0).

Nochmals ein direkter Beweis: Nachrechnen mit

s
ot

02
= —c25'¢)5, t?):/;s = —ss.
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Diffusionsgleichung Die Diffusionsgleichung

t
Im physikalischen Modell der Temperaturverteilung u(k,®) = 252
in einem homogenen Medium liegen weitere Annah- Gl 8) = )
men vor: 552;” =gt) o
@ Die Temperaturverteilung zur Zeit t = 0 ist ux(0,t) = g(t)
bekannt: <
u(x,0) = f(x),  xeM, T -
Anfangsbedingung A L x
u(x,0) = f(x)

@ Die Temperatur oder der Warmeabfluss am Rand I' = O0M des Gebietes sind
bekannt, also entweder

u(x,t) = g(x,t), xe€l, t>0, Dirichlet-Randbedingung

oder

0
a—Li(x, t) = g(x, t), xel, t>0, Neumann-Randbedingung
I
wobei S—; die Richtungsableitung von u(x, t) am Rand von M in Richtung der
duBeren Normalen ist.
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33.4  Anfangs-Randwertproblem zur Diffusionsgleichung: allgemeine Form

Anfangs-Randwertproblem zur Diffusionsgleichung: allgemeine Form

M sei ein beschrénktes Gebiet im R". Gesucht ist eine Funktion u: M x [0,00) — R, die

die Diffusionsgleichung

u—Au=0  (mit c>0),
die Anfangsbedingung u(x,0) = f(x) und die Dirichlet- oder die
Neumann-Randbedingung erfiillt.

Im eindimensionalen Fall mit M = [0, L] (Stab der Linge L) lautet das
Anfangs-Randwertproblem:

ue(x,t) — e (x, t) = 0, xe (0,L), t>0
u(x,0) = f(x), x € (0,L), (Anfangsbedingung)
u(0, t) = g(t) L .
u(L.t) = h(t) t>0, (Dirichlet-Randbedingung)

oder

ue(x, 1) — e (x, t) = 0, xe (0,L), t>0
u(x,0) = f(x), x € (0,L), (Anfangsbedingung)
(0, £) = (1) .
(L, t) = h(t) t>0. (Neumann-Randbedingung)
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Diffusionsgleichung Anfangs-Randwertproblem zur Diffusionsgleichung: allgemeine Form

Loésungsansatz fiir homogene Dirichlet-Randbedingungen u(0, t) = u(L, t) = 0:
Uberlagerung geeigneter Grundlsungen 33.2, um die Anfangsbedingung zu
erfiillen.
@ Grundldsungen der Produktform u(x, t) = V(x)W/(t) mit hom. Dirichlet-Randbed. liegen
vor, wenn V eine Eigenfunktion des Rand-Eigenwertproblems

V" —pv =0, V(0) = V(L) =0,

ist. (Allg. Theorie hierzu in HM IV.) Durch Betrachten der allg. Ldsung und Beachtung der
Randbedingungen erhalten wir die Eigenwerte und Eigenfunktionen

B ke ?
Pk = — (T) )
ok(x) = sin (kLLX> ,

Setzen wir s, = —pui/c? = (krr/L)? in 33.2 ein, erhalten wir:

k=1,23,...

Die Grundlésungen der Diffusionsgleichung mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen sind

k
nk(x, t) = sin <%X) g Lyt K=1,203, ..
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Diffusionsgleichung Anfangs-Randwertproblem zur Diffusionsgleichung: allgemeine Form

@ Die Uberlagerung dieser Grundlssungen lautet

u(x,t) = Z by sin (ﬂ> e (km/L)%t

mit reellen Koeffizienten by, k =1,2,....

@ Die Anfangsbedingung u(x,0) = f(x) fiihrt zur Bestimmung der Koeffizienten by:

&, kmx
= Z by sin (—), x € [0, L].
k=1 L

Koeffizientenbestimmung

Falls die Funktion f : [0, L] — R der Anfangsbedingung u(x,0) = f(x)
quadrat-integrierbar ist, so sind die Koeffizienten by durch die Entwicklung von f
als Sinus-Reihe (zur Periodenlénge 2L bei ungerader Fortsetzung von f) bestimmt,

d.h.
Jf ( )dx k=1,2,3,...

Dies war Fourier's Entdeckung: die Anfangsbedingung l3sst sich durch “Uberlagerung” einfacher
Sinus-Funktionen darstellen.
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Diffusionsgleichung Losung des 1-dim. Anfangs-Randwertproblems mit homogenen Dirichlet-Randb
33.5 Loésung des 1-dim. Anfangs-Randwertproblems mit homogenen Dirichlet-Randbed.
Das Anfangs-Randwertproblem
ue(x, t) — Cu(x, t) =0, x € (0,L), te(0,00),
mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
u(0,t) =0, wu(Lt)=0, t € (0,00)
wird zu jeder Anfangsbedingung
u(x,0) = f(x), x € (0,L),

mit quadrat-integrierbarer Funktion f geldst durch die Funktion
= kmx 2 2
,t) = b, si —c“(km/L)°t

u(x, t) ;1 K Sin (—L > e

mit den reellen Koeffizienten

L
bk=%J f(x)sin(kLLX> dx, k=1,2,3,...

0
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Diffusionsgleichung Eigenschaften der Lésung

Bemerkungen zur Konvergenz der Reihe:

@ Fiir t = 0: Die Reihe konvergiert gegen f im Sinne der Konvergenz im quadratischen
Mittel. Falls f stetig ist, die Randbedingung 7(0) = f(L) = 0 erfiillt und sogar stiickweise
stetig differenzierbar ist, konvergiert die Reihe sogar punktweise gegen f.

@ Fiir t > 0: Die Reihe konvergiert gleichmiBig gegen die stetige Funktion u(x, t): denn die
Koeffizienten by sind beschrinkt (sie bilden sogar eine Nullfolge wegen der

Parseval-ldentitit), also ist
»

Z ‘bk ‘e—c2(k7r/L)2t
k=1
eine konvergente Majorante. Man zeigt sogar:

33.6 Eigenschaften der Losung

Die Lésung u(x, t) der Diffusionsgleichung zu quadrat-integrierbarer
Anfangsbedingung u(x,0) = f(x) und homogenen Dirichlet-Randbedingungen ist
im Streifen [0, L] x (0, 00) beliebig oft stetig partiell differenzierbar. Es gilt

lim u(x,t) =0 fir alle x € [0, L].

t—w0

(Abkiihlung des gesamten Stabes der Lange L auf 0 Grad.)
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Beispiel: Der Stab der Lange 10 cm besitze die Anfangstemperatur

0 flir 0 < x <3,
Flx) 4(x —3) fir3 <x <4,
4(5—x) fird <x<5,
0 fir 5 < x < 10.

Seine Enden seien konstant auf 0 Grad gekiihlt.
Rechnung: Die Sinusreihe von f hat die Koeffizienten

80 . [4rk . 3wk . 5k
b, = 2sin| — ) —sin|{ — ) —sin [ — .
w2k2 10 10 10

Die Lésung u(x, t) hat die Form in 33.5.
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Belspil ur Difusonsgleichung mit Dircet RS
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Diffusionsgleichung Eigenschaften der Lésung

Lésungsansatz fiir homogene Neumann-Randbedingungen ux(0, t) = ux(L, t) = 0:
Uberlagerung geeigneter Grundldsungen 33.2, um die Anfangsbedingung zu

erfiillen.
@ GrundIdsungen der Produktform u(x, t) = V(x)W/(t) mit hom. Neumann-Randbed. liegen
vor, wenn V eine Eigenfunktion des Rand-Eigenwertproblems

AV —puv =0, V/(0) = V'(L) =0,

ist. Wie vorher ergibt Einsetzen in die allg. Form der Losung die Eigenwerte und

Eigenfunktionen
3 (kwc)Q
Mk = L )

k=0,1,2,3,...
k
w00 = cos(1T),
L
(incl. pp = 0 und ¢o(x) =1).
Setzen wir s, = —py/c® = (kT”) in die Grundlésungen ein, erhalten wir:

Die Grundlésungen der Diffusionsgleichung mit homogenen
Neumann-Randbedingungen sind

k
Yk (x, t) = cos (?) g=¢ (km/L)’t k=0,1,2,3,...
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@ Die Uberlagerung der Grundlésungen oben ist
a = kmx 2 2
u(x, t) = 2 4 Z ay cos (—) e ¢ km/L)7t
2 4 L

mit reellen Koeffizienten ax, k =0,1,2,....

@ Die Anfangsbedingung u(x,0) = f(x) fiihrt zur Bestimmung der Koeffizienten a:

©
EN) - kmx

f = — —, e [0, L].

(x) > +kz=:1akcos< i > x € [0, L]

Koeffizientenbestimmung

Falls die Funktion f : [0, L] — R der Anfangsbedingung u(x,0) = f(x)
quadrat-integrierbar ist, so sind die Koeffizienten a, durch die Entwicklung von £
als Cosinus-Reihe (zur Periodenlange 2L bei gerader Fortsetzung von f) bestimmt,

d.h.
Jf ( )dx k=0,1,2,...
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Diffusionsgleichung Lésung des 1-dim. Anfangs-Randwertproblems mit homogenen Neumann-Randl

33.7 Losung des 1-dim. Anfangs-Randwertproblems mit homogenen
Neumann-Randbed.

Das Anfangs-Randwertproblem
u(x, t) — Cun(x,t) =0, x € (0,L), te(0,00),
mit homogenen Neumann-Randbedingungen
ux(0,t) =0, ux(L,t)=0, t € (0,0)
wird zu jeder Anfangsbedingung
u(x,0) = f(x), x € (0,L),

mit quadrat-integrierbarer Funktion 7 geldst durch die Funktion
a - kmx 2 2
Qo —?(km/L)%t
t) = — axcos [ — | e
e )= 3+ 3y aveos (“7)

mit den reellen Koeffizienten

L
akzzj f(x)cos<m> dx, k=0,1,2,...
L, L
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Die Bemerkungen zur Konvergenz der Reihe gelten wie in 33.6.

33.8 Eigenschaften der Losung

Die Lésung u(x, t) der Diffusionsgleichung zu quadrat-integrierbarer
Anfangsbedingung u(0, t) = f(x) und homogenen Neumann-Randbedingungen ist
im Streifen [0, L] x (0, 00) beliebig oft stetig partiell differenzierbar. Es gilt

1t
tll_)mx u(x,t) = % = ZL f(x)dx firalle x e [0, L].
(Temperaturausgleich entlang des Stabes der Lange L auf den Mittelwert der
Anfangstemperatur.) Durch die Neumann-Randbedingungen kommt bei einem
"verlaufenden Pudding” nichts dazu oder fillt weg, die Masse bleibt gleich und
verteilt sich nur gleichmaBig.
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Beispiel: Der Stab der Lange 10 cm besitze die Anfangstemperatur

0 flir 0 < x <3,
Flx) 4(x —3) fir3 <x <4,
4(5—x) fird <x<5,
0 fiir 5 < x < 10.
An den Enden finde kein Warmeverlust statt.
Rechnung: Die Cosinusreihe von f hat die Koeffizienten ag = % und

80 4tk 3wk 5wk
ax = 2cos| — ) —cos| — | —cos [ — .
m2k2 10 10 10

Die Lésung u(x, t) hat die Form wie oben.

Hohere Mathematik Ver. 27.01.2015 843



Diffusionsgleichung Eigenschaften der Lésung

Bespie 2ur Difusionsgleichung it Neunan B
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Diffusionsgleichung Inhomogene Randbedingungen

Wie konnen inhomogene Randbedingungen realisiert werden?

Antwort: Mit Hilfe der Laplace-Transformation bzgl. der Zeitvariablen

Wir behandeln die inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen ausfiihrlich: zuerst betrachten wir

ue(x, t) — Cuex(x, t) = 0, x € (0,L), t>0,
u(x,0) =0, x € (0,L), (%)
u(0,t) =0, u(L,t) = h(t), t>0.

Die Funktion h der rechten Randbedingung sei beschrinkt, also zul3ssig im Sinn von 29.1 mit
dem Parameter a = 0. Mit den Laplace-Transformierten H(s) und

00
U(x,s) = J u(x, t)e *t dt, x €[0,L], Re(s) >0,

0
wird aus der Anfangsrandwertaufgabe zur Diffusionsgleichung
sU(x, s) — 2Uw(x,s) = 0, x € (0,L), Re(s)>0,
U(0,s) =0, U(L,s) = H(s), Re(s) > 0.

Diese gewshnliche Dgl. bzgl. x wird gelést von U(x, s) = cLeXV5/€ 4 e xVs/e,
die linke Randbedingung ergibt c; = —cp, und die rechte Randbedingung ergibt

sinh(x+/s/c

U(x,s) = M H(s).

sinh(L+/s/c)
Es wére giinstig, die inverse Laplace-Transformierte ¢(x,t) des ersten Faktors zu kennen, dann
wiare u(x,t) = h * ¢(x, -)(t) eine Faltung. Allerdings ist ¢ keine Funktion, sondern eine
Distribution. Dennoch helfen in vielen Fillen unsere Techniken aus dem Kapitel zur
Laplace-Transformation.
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33.10 Losung des 1-dim. Anfangs-Randwertproblems mit inhomogener
Dirichlet-Randbed.

Die Funktion H sei holomorph in C\{z, ..., zy} und erfiille [sH(s)| < B fiir alle
|s| > R mit Re(s) < a, mit Konstanten a, B, R > 0.

Dann ist die Lésung des Anfangs-Randwertproblems (*) gegeben durch das
komplexe Kurvenintegral zur Geraden C = {a + iy; y € R}

1 sinh(x+/s/c) H(s)e®t ds

t) = — | Q=<
ux, £) 27i J¢ sinh(Ly/s/c)
h
_ Z Res sinh(x+/s/c) H(s)e: w; )
< sinh(Ly/s/c)
w; Sing.
Dabei bezeichnet w; alle isolierten Singularitdten {z, ..., zy} sowie

{pk = —(kmc/L)? ke N}. (Diese Mengen kénnen gemeinsame Punkte haben,
das liefert dann Pole héherer Ordnung.)
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(Forts.)
Im Falle einfacher Polstellen ist
sinh(x+/s/c) . sinh(x\/zx/c) ,
H st — Z) - H .
Res(sinh(L\ﬁ/c) (s)e™: 2« sinh(L\/zi/C) © Res (H(s): z0).,

Inn{x 2 - X
(Z'n:ELj——Z; H(S)est;,uk> = 2(—1)“1% sin (kT> H () et

Bemerkung: Die Summanden zu p, k € N, liefern den Wert 0 fiir x = 0 und

x = L, da sie Vielfache der Grundldsungen der Diffusionsgleichung mit
homogenen Dirichlet-Bedingungen sind. Lasst man also die Anfangsbedingung
fir t = 0 in (*) auBer Acht, dann ist schon die zu den Singularitdten von H

gebildete Summe
sinh(x+/s/c)
ZR (smh (L/s/c) H(s)e™ zk)

eine Lésung der Diffusionsgleichung mit u(0,t) = 0 und u(L, t) = h(t).
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Diffusionsgleichung Lésung des 1-dim. Anfangs-Randwertproblems mit inhomogener Dirichlet-Rand

Beispiel:
uy = 4uxxfurO x < gt>0 aIsoc-%unszg.
u(x,0) = 0, u(Z, 1) = ¥

Mit H(s) = erhalten wir eine Losung

1
s+1/4
u(x,t) = sinx e /4,

Dabei wurde kein Anfangswert bei t = O beriicksichtigt.

Hohere Mathematik Ver. 27.01.2015 848



Diffusionsgleichung Lésung des 1-dim. Anfangs-Randwertproblems mit inhomogener Dirichlet-Rand

Bemerkung:

a) Eine inhomogene Dirichlet-Randbedingung bei x = 0 wird mit der gleichen
Methode behandelt. Man muss nur x durch L — x ersetzen.

b) Fiir eine inhomogene Neumann-Randbedingung u, (L, t) = h(t) ergibt die
gleiche Methode
Ulx,s) = cH(s) c?sh(x\/g/c).
\/s  sinh(xy/s/c)
Inverse Laplace-Transformation fiihrt zur Losung u mit homogener linker

Neumann-RB u,(0, t) = 0 und homogener Anfangsbedingung u(x,0) = 0.
Lasst man die Anfangsbedingung auBer Acht, ist schon

cosh(x\/s/c) cH(s)
ZR <smh L\/s/c) /s € 'Zk>

eine Lésung der Diffusionsgleichung mit u(0,t) = 0 und u(L, t) = h(t).

Hohere Mathematik Ver. 27.01.2015 849



Diffusionsgleichung Diffusi i mit ink Randbedingungen: Gesamtlésung

Zusammensetzen der Lésung (Superposition):

33.11 Diffusionsgleichung mit inhomogenen Randbedingungen: Gesamtlosung
Die Diffusionsgleichung mit der Anfangsbedingung u(x,0) = f(x) und
inhomogenen Randbedingungen

Ro(u;t) = auw(0,t) + Bux(0,t) = g(t),

Ri(uit) = ~u(L,t)+ dux(L,t) = h(t)

wird wie folgt geldst:

1. Bestimme eine Lésung ug der Diffusionsgleichung zu den Randwerten Ry(u; t) = 0,
Ry (u; t) = h(t), siehe 33.9(i). (ochne Anfangsbedingung)

2. Bestimme eine L3sung u; der Diffusionsgleichung zu den Randwerten Ry(u;t) = g(t),
Ry (u; t) = 0, siehe 33.9ii). (chne Anfangsbedingung)

3. Bestimme die (eindeutige) Lésung uy der Anfangs-Randwertaufgabe zu den homogenen
Randwerten Ro(u; t) = Ry (u; t) = 0 und der Anfangsbedingung

u(x,0) = f(x) — ur(x,0) — u;(x,0).

Die Gesamtlosung ist dann u = ua + ug + uy.
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Diffusionsgleichung Diffusi i mit ink Randbedi Gesamtldsung

Beispiel von vorher wird erweitert:

1
U = = U fUrOsxsg, t>0 alsoc=32und L =3.
u(x,0) = sin x + sin 2x + cos 3x
u(0,t) = e™*/* und u(g7 t) = e "
1. Bestimmung von ug wurde erledigt: ug(x, t) = sinx e™"/4.
2. Bestimmung von u; analog: u(x,t) = sin3(% — x) e °/* = cos3x e °*/*.

3. Die Anfangsbedingung fiir ua lautet nun
ua(x,0) = f(x) — ur(x,0) — ur(x,0) = sin x + sin 2x + cos 3x — sin x — cos 3x = sin 2x.
Dies ist schon die Sinus-“Reihe”, daher ist

ua(x,t) = sin2xe™".

Die Losung des Anfangsrandwertproblems ist also

—9t/4 t/4

u(x,t) = ua(x, t) + ur(x, t) + ur(x,t) = sin2x e™" + cos3x e +sinxe”
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Diffusionsgleichung Satz: Maximumprinzip
Weitere qualitative Aussagen stimmen mit der physikalischen Realitat tiberein:

33.12 Satz: Maximumprinzip

Die Funktion u : [0, L] x [0, c0) sei zweimal stetig differenzierbar in der offenen
Menge (0, L) x (0, ), stetig in der abgeschlossenen Menge [0, L] x [0, ) und
erfiille die Diffusionsgleichung

ue(x, t) — Cu(x,t) =0,  x€(0,L), t>0.
Fiir beliebiges T > 0 betrachten wir das Rechteck
Gr={(x,t)| 0<x<L 0<t<T}

Dann nimmt die Einschrénkung u|g, ihr Minimum und ihr Maximum auf der
Teilmenge '+ =1 U, U3 des Randes an, wobei

M ={x,0)]0<x<L} ={0,t)|0<t< T}
M3 ={(Lt)|0<t< T}

Bemerkung: Der Satz besagt, dass im “Zeithorizont” [0, T] das Maximum und Minimum
entweder am Rand des Stabes (bei x = 0 oder x = L) oder am “Anfang” t = 0 vorliegen.
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Diffusionsgleichung Satz: Maximumprinzip

Beweis ( fiir das Maximum von v |, ):

Die Funktion u ist stetig und die Menge I 1 ist beschrankt und abgeschlossen. Also gibt es ein
()(07 fo) et mit
A= max{u(x,t) | (x,t) e [t} = u(xo, to)-

Wir miissen zeigen:
A= u(x,t) fir alle (x,t) € Gr.

(i) Zu beliebigem € > 0 definieren wir v(x, t) = u(x, t) — et. Wir setzen
Ac :=max{v(x,t) | (x,t) € Gt}

und zeigen in (ii), dass die Einschrinkung v |GT ihr Maximum A in einem Punkt von '+
annimmt. Dann haben wir die Ungleichungskette

max u(x,t) < max v(x,t)+eT = max v(x,t) +eT
(x,t)eGT (x,t)eGT (x,t)el

< max u(x,t)+eT =A+eT
(x,t)el

fiir jedes ¢ > 0 gezeigt, also auch

max  u(x,t) < A.
(x,t)eGT
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Diffusionsgleichung Satz: Maximumprinzip

(ii) Fir die Funktion v(x,t) = u(x, t) — et gilt:

9 v ist zweimal stetig differenzierbar und erfiillt

Vf7C2VXX:Uf7€7C2UXX:7€, x € [0,L], te][0,0).

@ Annahme: v |, hat sein Maximum nicht in ['7. Dann existiert ein Punkt (x1, t1) mit

0<x; <Lund 0 < t; <T mit Ac = v(xq, t1). In x-Richtung liegt dann ein relatives
Maximum vor, also folgt

VX(XI’ tl) =0, VXX(XI’ tl) <0.

Fiir 0 < t; < T liegt in t-Richtung ebenfalls ein relatives Maximum vor; fiir t = T

wissen wir nur v¢(x1, t1) = 0. Beides ergibt einen Widerspruch zu v (x1, t1) < 0,
denn hiermit folgt

ve(x1, 1) = v (x1, t1) —e < 0.

Also nimmt die Einschrankung v |GT sein Maximum A¢ in einem Punkt aus 't an.
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Diffusionsgleichung Eindeutigkeitssatz

Hat man das Maximumprinzip, so folgen wichtige Eigenschaften “wie von selbst”:

33.13 Eindeutigkeitssatz

Besitzt das Anfangs-Randwertproblem mit inhomogenen
Dirichlet-Randbedingungen eine stetige Losung u : [0, L] x [0, 00), so ist diese
eindeutig.

Beweis: Sind u, v zwei stetige Losungen desselben ARWP, so ist w = u — v eine
Losung des ARWP zu homogenen Anfangs- und Randbedingungen. Wegen
w |r,= 0 folgt w |g,= 0 fiir beliebiges T > 0.
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Diffusionsgleichung Stabilitatssatz

Stetigkeit der Anfangs- und Randwerte sei im Folgenden immer gegeben.

33.14 Stabilitatssatz

Stetige Losungen u und & : [0, L] x [0, 00) von zwei Anfangs-Randwertproblemen
zu unterschiedlichen Anfangswerten und inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen
unterscheiden sich bis zum Zeithorizont T hochstens so viel, wie sich die Anfangs-
und Randwerte der beiden Probleme bis zu diesem Zeithorizont unterscheiden.

Beweis: Wie bei 33.13.
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