KAPITEL A

Grundlagen der Fourier—Analysis

Wir definieren wie iiblich die LP-R&ume

mez{ﬁmﬁ6|(/wuwwmym=wﬂu<m}
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1. Fourier—Transformation in L!(R)
DEFINITION A.1. (Fourier—Transformation, inverse FT)
a) Die Fourier—Transformierte einer Funktion f € L*(R) ist definiert als
f =N = [ soea
b) Gegeben sei f € L'(R) mit f € L'(R). Dann definiert
FPE) = [ i

die inverse Fourier—Transformierte von f.

Grundlegende Eigenschaften der Fourier—Transformierten auf L' (R):

SaTz A.2. Es sei f € LY(R) undf die Fourier—Transformierte von f. Dann gilt:
a) f ist gleichmapig stetig und beschrinkt, || fllos < ||f]1-
b) Falls f' existiert und in L*(R) liegt, so ist
(fV(w) = 2miwf(w), weR.
flw)=o0.

¢) Riemann-Lebesque: lim

li
w—Eoo

Beweis. (a) Fiir 6 > 0 gilt

szplf(w+5) —fw) = sup

w

/:X) o 2miwe <872m'6z _ 1) f(a;) dzx

(A1)

IN

oo .
/ |e=2715% _ 1. | ()] da.
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oo
Wegen |e~27%% _ ]| < 2 und / 2|f(z)|dx < oo folgt aus dem Satz liber die majorisierte
— 00

Konvergenz
Bl . S .
lim le=27% _ 1| .| f(z)| dz = / lim |e~27%% _ 1|.|f(z)| dz = 0.
6—0 /) _ oo 0—0
=0
Also ist die gleichmiBige Stetigkeit von f gezeigt. Die Ungleichung ||fHoo = sup,, | ffooo ft)e 2mwz gy <
S22 1 f(0)|dt = || f]|1 ist trivial.

oo

Zum Beweis von (b) benétigen wir den folgenden Hilfssatz.

HiLrssatz A.3. Aus f € LY(R) und der Existenz von f' € LY(R) folgt lirin flz)=0.
T—r LT 00

Beweis Durch Betrachtung von Re f und Im f kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass f reell-
wertig ist. Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Wir nehmen an, es existiere eine Folge (zr)
mit limz, = oo und ¢ > 0 so, dass f(zn) > ¢ > O fiir alle n € N gilt. Wahle R > 0 so, dass
S22 1f ()| de < § erfiillt ist. Weiterhin wiéhle ng so, dass Tn, > R gilt. Dann gilt fiir alle 2 > n,

F@) = Fang) + / (@) de > e - / I (@) de >

0

¢
5
Damit wire aber f ¢ L'(R). O

Nun folgt die Aussage (b) in Satz A.2 durch partielle Integration (wieder begriindet durch die
Lebesgue-Integrierbarkeit von f und f):

o0 ) o0 . "
(Y (w) = / F (B 2mietgy — 7/ FO) - (—2miw)e 29t dt = 2mios f(w).
—oo —o0
(c) 1. Falls f’ existiert und in L' (R) liegt, folgt fiir w # 0 sofort

@) = oy [ € ol 0, i ol o0

[27w|

2. Andernfalls withlen wir zu € > 0 eine Funktion g € L!(R) mit g’ € L'(R) so, dass ||f —g|l1 <€
gilt. Dann ist

fwl < 1fw) =g+ )]
< lf =gl +19(w)] < e +g(w)]-
Mit Teil 1. folgt limy—+00 §(w) = 0 und hieraus die Behauptung. |

BEMERKUNG A.4. Als Erganzung zu Teil a) des obigen Satzes formulieren wir die
folgende Verschdarfung: Falls fir ein 0 < a < 1 die Bedingung

Kot [ @]+l do < oo

erfiillt ist, so gilt f € Lip®(R). Zum Beweis schitzen wir den Ausdruck in (A.1)
weiter ab gemaf

sup |f(w+0) - f(w)]

IN

[ lemi 1 s @) da

N

< et | (o) da+ 20f ()] de.
|z[<1/(2m6)

|z|>1/(276)
Im ersten Integral folgt aus |2méx| <1 und o € (0,1] sofort |2mdz| < |27dx|®, und
im zweiten Integral folgt 2 < 2|2méx|“. Also erhalten wir die Abschitzung

sgp |f(w+0) — flw)| < 2(27”;)&/

o0

|z[*[f ()] dz < 2K (270)".
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Das Resultat ldasst sich sogar auf beliebige o > 0 und die zugehérigen Lip®-Rdume
ausdehnen. Auf einen Beweis verzichten wir hier.

BEISPIEL A.5. a) Obwohl |f(w)| — 0 fiir w — 400, muss nicht f € L*(R) gelten:

s ={ 57 VSN hat fe) =

z <0, T 1 omiw

b) Gauss—Funktion
Fiir a > 0 sei gq(z) := ae= ™" . Es gilt

—mw?/a

Jo(w) =e
(d.h. die Fourier—Transformierte der Gauss—Funktion ist wieder eine Gauss—

Funktion).
Beweis. Wir definieren die Funktion

hy) = va / e maw" =200) gy
= \/6/ emom(v=5)"em/agy

(oo}

e‘n’yz/a/ e—‘n’tzdt _ eTryQ/a
— 00

zundchst fiir y € R, damit die Substitution t = x — £ durchgefiihrt werden kann.

Beide Seiten der Identitit definieren aber eine ganze (holomorphe) Funktion

f:C = C, also gilt die Identitdt sogar fir alle y € C. Setzen wir y = —iw mit

w € R ein, so gibt dies die Behauptung. O

Der folgende Satz erklart, dass die formale Definition der “inversen Fourier-Transformieren”
in Definition A.1 tatsédchlich die inverse Transformation darstellt. Dies werden wir
spiter auf den Raum der L?-Funktionen verallgemeinern.

SaTz A.6. Fir f € L'(R) mit f € L'(R) gilt

f(.’E) — f_l(f)(.’t) _ f(w)eQﬂiwwdw

in allen Stetigkeitspunkten von f.

Beweis von Satz A.6. Sei f € L'(R) mit f € L'(R). Weiter sei f stetig in . Setze hq(t) =
e2mitze—mat? it ¢ > 0, t € R. Dann ist hq(y) = a~1/2e~(=2)?/a = 91/a(y — x), wobei g1/, wie
in Beispiel A.5(b) definiert ist. Wir verwenden die folgenden Eigenschaften von 91/at

(i) Normierung und gleichméfBige Beschranktheit:

1:/ gl/a(y)dy=/ l91/q(W)ldy =1, a>0.

(ii) Lokalitdt bei y = 0: fiir festes § > 0 ist
lim sup [g/4(y)| = 0.
a—0 ly|>6 /a

Man nennt die Familie (g;/,)a>0 eine approximative Einheit, weil fiir jede Funktion f € LP(R),
1 <p < oo, gilt
Jim I = (f * 91/0)llp = 0,
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und in Stetigkeitspunkten von f auch die punktweise Konvergenz vorliegt (Nachweis mit Satzen
der Integrationstheorie). Also ist

f@) =l feaya(@) = lim [ fG)era(e - v)dy
= tim [ o) dy.

Einfache Anwendung des Satzes von Fubini ergibt (beachte f, f ha, he € L1 (R))

[ t@hedy= [ s [ hatwe T dudy = [ hat) ) du.
Also haben wir

£@) = lim [ ha(a) f(w) du

Der Grenzwert a — 0 kann in das Integral hereingezogen werden, weil |hq(u)f(uw)| < |f(u)| fir
alle @ > 0 gilt und f € L1(R) ist (Satz von der majorisierten Konvergenz des Lebesgue-Integrals).
Mit limg—y0 he(u) = 2™ folgt die Behauptung. [

Weitere Eigenschaften und Rechenregeln der Fourier-Transformation fiir Funktio-
nen f,g € L'(R) lassen sich unter “natiirlichen” Voraussetzungen (etwa an die
Existenz der Ableitungen und deren Integrierbarkeit) formulieren.

EIGENSCHAFTEN UND RECHENREGELN A.7. Es gelten die folgenden Rechenregeln:

FEigenschaft Funktion Fourier—Transformierte
ft) fw)
Translation ft—u) e~ 2miuw £(4))

Modulation — e*™ €t f(t)  f(w—¢)
Skalierung f(t/s) |s| f (sw)

Ableitung in der Zeit-Komponente FE)(t) (2miw)* f(w)

Ableitung in der Frequenz—Komponente (—2mit)" f(t) dd—kf(w)

Komplex—Konjugierte m f (—w)

Reelle Funktion  f = Ref f(—w) = f(w)
Faltung — fxg(t)  f(w)i(w)
Produkt f®)g(t) if * g(w)

Inverse f@®) f(—w)

UBUNG A.8. Beweisen Sie folgende Eigenschaften der Fourier- Transformierten:
FIF® ()] (w) = (2miw)* f(w) (Ableitungsformel im Zeit-Bereich),

Fl(=2mit)* f ()] (w) = f®(w) (Ableitungsformel im Frequenz-Bereich).



2. FOURIER-TRANSFORMATION IN L2(R) 37
BEMERKUNG A.9. Fiir f,g € L'(R) ist die Faltung definiert als
feaa)i= [~ sgte —nar

Offensichtlich ist f * g eine Funktion in L*(R), denn mit dem Satz von Fubini gilt

/_ |fxg(x |dl‘</ / @) |g(z— t)|dtdx—/ \/ g(x —t)|dzx dt =

—Hg\ll

Auch fiir f € LY(R) und g € LP(R) ist f x g € LP(R): zum Beweis fiihren wir
mit % + % =1 die Aufteilung |f(t)| = [f(t)[Y9|f)|Y/? durch und erhalten mit der
Holder-Ungleichung

[ iresapa < [ ( | r@rsor g - t>|dt>” da

[ ([ vl dt)p/q (/" 1ronste- t>|pdt)p/p s

=[lF17/e

- ||f\|’{”/ |/ gz — )P da di

1
£ ® 2 gl

A

IN

Wegen 1+ £ = p(% + %) = p ergibt sich also
I1f = gllp = LAIT lgllp-

Noch etwas allgemeiner ist die Youngsche Ungleichung (siehe z.B. Zygmund, Trigono-
metric Series, Satz II.1.15, Seite 87):

Fiir 1 < p,q,r < oo gelte die Beziehung ; =
und g € LY

+ = — 1. Dann gilt fiir alle f € LP

141
P g

frgel’  sowie ||fxgl. <|flpllglle-

2. Fourier—Transformation in L*(R)

Der "natiirliche” Definitionsbereich der Fourier-Transformation ist der Raum L?(RR)
der quadrat—integrierbaren Funktionen. Wegen L?(R) ¢ L!(R) ist die Definition
der FT auf L?(R) etwas komplizierter, liefert aber dafiir eine Isometrie!

HiLFssATZ A.10. Die Autokorrelation von f € L%(R) ist definiert als

:/_Oo FOf(x+t)dt

F st gleichmifig stetig und beschrinkt mit |F(x)| < || f||3 fir alle z € R.

Den Beweis fithren wir in der Ubung.

gl 1l £1}-
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Satz A11. Fir f € L*(R) N LY(R) gilt f € L*(R); genauer: es gilt die Parseval-
Identitat

o0 oo
£112 £ 2 2 2
1913 = [ \Pdo= [ IrPa =13
— 00 — 00
Beweis. f ist stetig und beschrinkt nach Satz A.2 a). Wir verwenden den GauB-Kern gq(z) =
\/Ee_"a“2, a > 0, aus Beispiel A.5(b) zur Faltung mit f. Beachte o (y) = e—my?/a,

1. Wegen f € L2(R) ist §o|f|2 € L'(R) und

/°° G W)Pdy = /:” G0 () F ) () dy

) - [s([ o) (] T )

Fugini /_00 /_oo f(t)m (/_00 ga(y)egﬂy(uft) dy) du dt

=gaq (u—t), wie in Beispiel A.5

= /_o; f) /_o:omga(u—t)dudt

/fzga(m /jof(t)mdt dz.

—_—
=:F(z) (Autokorrelation)

2. Die Autokorrelation F' ist laut Lemma A.10 stetig und beschrankt. Fiir a — oo erhélt man
mit Mitteln der Integrationstheorie (hier: Approximation der §-Distribution)

oo

lim ga(z)F(z)dx = F(0) = ||f||%

a—oo [
3. Andererseits gilt die punktweise Konvergenz
lim ga(y)|f(W)[* = |f(v)?
a— 00
fiir alle y € R. Die Integrationstheorie (hier: Fatous Lemma) liefert zunédchst die Abschétzung
o0 oo oo o0
[Py = [ tm g ) f@)P dy < timint [ 5. i) dy = limin [ gu(e)F () do = 1115,
— 0 7a3a4ﬂm a—r o0 — oo a— oo —o0

Also gilt f € L*(R) und [|fl|2 < |I£]l2-
4. Wir verwenden schliellich ein weiteres Mittel der Integrationstheorie (Satz iiber die ma-

jorisierte Konvergenz): wegen 0 < §a(y) < 1 ist §a(y)|f@)|2 < |f(y)|? fir alle a € R.

Die Majorante |f(y)|? ist integrierbar, also gilt in der Rechnung in 3. sogar

[ wPda= [ tm af@Pd = tim [ a@liwPd =13 O
Betrachten wir im obigen Satz auch die L2-Norm im Definitionsbereich der Founrier-
Transformation F : L' N L? — L2, so ist hierdurch ein linearer beschrinkter Oper-
ator definiert. Seine Operatornorm ist

[Fllprnrz—r2 = sup ||Ffl2=1.

feLlnr?
Ifll2=1

Weil L' N L? dicht in L? liegt, kann F eindeutig auf L?(R) fortgesetzt werden, u.z.
unter Beibehaltung der Operatornorm. Konkret lasst sich diese Fortsetzung durch

—
verschiedene Approximationen f, L? f mit f, € L2 N L' angeben. Dies fiihrt zu
folgenden #quivalenten Definitionen der Fourier-Transformierten von f € L%(R).
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Die Fourier-Transformation F : L?(R) — L?(R) ist definiert als

(i) eindeutige Fortsetzung von F : L' N L? — L2, oder

(ii)
= lim / f@®) e~ 2T gt

N —oc0

oder
(iii)
— hm/ f —aTrt —ztw dt.

a—0

Fiir festes N € N existieren die Integrale in (i) und (iii) fir jedes w € R. Fiir
N — oo liegt Konvergenz in der L2-Norm gegen f vor.

Mit den bisherigen Vorbereitungen folgt nun der Hauptsatz der Fourier-Transformation.

SAaTz A.12. (Hauptsatz zur FT)

Der Operator F : L*(R) — L*(R) ist ein isometrischer Isomorphismus des Hilber-
traums L*(R); d.h. F ist eine lineare beschrinkte bijektive Abbildung mit

IFflz=fll,  fe€L*R).
Die Umkehrabbildung ist der adjungierte Operator F*,

Flg=F¢g= / g(w)e%i“' dw, g€ LZ(]R{).

— 00

Beweis. Zu beweisen ist nur die Surjektivitit und die Formel fiir F~!. Zu g €
L?(R) setze h(x) = (Fg)(—z) und zeige ||h — g||> = 0. |

KOROLLAR A.13. Fiir f,g € L?(R) gelten

a) [[fI2=IfI2 (Parseval-Identitit);

b) (f.9) = (f,9) (Plancherel-Identitit)

Beweis (a) wurde bereits gezeigt. Die tibliche Polarisierung gibt

F+9l3=Nf—gll3  If—igll3—If +igll3
<th>:|| ||24|| H2+H H24¢H 2

Damit folgt (b) aus (a). O
UBUNG A.14. Sei

1, —1<t<l,
o(t) = { 0, sonst.

a) Bestimmen Sie die Fourier—Transformierte von ¢.
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b) Bestimmen Sie den Wert des Integrals

< gin?
[t
)

unter Anwendung der Parsevalschen Gleichung.




