KAPITEL 2

Kontinuierliche Wavelet—Transformation

Bevor wir zur Konstruktion weiterer Wavelet-Basen (etwa von L%(R)) gehen, wollen
wir genauer auf den Informationsgehalt der inneren Produkte (f,e;x) wie in Be-
merkung 1.17 eingehen. Dazu fithren wir den folgenden Begriff ein.

DEFINITION 2.1. Gegeben sei ein Intervall I C R und eine (Lebesgue-)integrierbare
Funktion f: 1 — C.

a) Falls fiir v € Ny das Integral

M,(f) == /It”f(t) dt

existiert, heif$t es das v-te Moment von f.
b) Falls fiir ein L € N alle Momente M(f), 0 < k < L — 1, ezistieren und gleich
Null sind, so besitzt f mindestens L verschwindende Momente.

HILFssATZ 2.2. Sei I = (a,b) ein (beschranktes oder unbeschrinktes) Intervall.
FEine stetige integrierbare Funktion f : I — C besitzt genau dann ein verschwinden-
des Moment, wenn f = g’ mit einer stetig differenzierbaren Funktion g : I — C
gilt, die

lim g(t) = lim g(¢) = 0

erfillt.

Beweis: Die Stammfunktion g(t) = fat f(s) ds besitzt die geforderten Eigenschaften.
O

UBUNG 2.3. Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R,
falt) = 2v/a (1 — 2a%%) et
zwei verschwindende Momente besitzt. Diese Funktion heif$st im Englischen “Mex-

ican hat” (deutsch: Sombrero?), da der Graph bei Rotation wm die y-Achse ein
entsprechendes Bild liefert.

Eine weitere Moglichkeit, Funktionen auf I = R mit verschwindendem Moment zu
erhalten, wird in der folgenden Aufgabe behandelt.

UBUNG 2.4. Gegeben sei eine integrierbare Funktion f : R — C, fir die die ersten
L Momente existieren und die My(f) # 0 erfillt. Weiter seien ¢ € C, s € R,
1 <k < K. Dann gilt: Die Funktion

g(t) = enf(t — si)
k=1
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20 2. KONTINUIERLICHE WAVELET-TRANSFORMATION

2

BiLD 2.1. Mexican hat mit a =1

besitzt genau dann L verschwindende Momente, wenn
K
chsZ:Q 0<v<L-1,
k=1

gilt.

Wir kommen nun zur ersten, sehr allgemeinen Definition eines Wavelets.

DEFINITION 2.5. (Wavelet)

Eine Funktion 1 € L'(R) N L%(R) heifit Wavelet, wenn My() = 0 gilt.

Der englische Begriff “Wavelet” bezieht sich auf die Form des Grafen von v, den
man sich als “kleine Welle” vorstellen kann. Wie beim Haar-Wavelet wird die
Stauchung und Verschiebung der Funktion 1 eine wichtige Rolle spielen. Dazu die
folgende Kurzschreibweise.

BEZEICHNUNG 2.6. Gegeben sei eine Funktion ¢ : R — C. Fir a € R\ {0} und
b € R verwenden wir die Bezeichnung

e Gl (;b) :

Ohne die Gefahr von Verwechslungen werden wir spater fir j, k € Z auch
Gy = 279(27 - —k)

verwenden. Dies entspricht der Wahl a = 277 und b = 277k. Bild 2.6 zeigt
die Funktionen 40 2um Mexican-Hat Wavelet und a = 1,3,6 (links) sowie die
Fourier-Transformierten (rechts).

DEFINITION 2.7. Seit € LY(R)N L*(R) ein Wavelet. Die kontinuierliche Wavelet—
Transformation (CWT) ist der lineare Operator Wy, auf Lo(R) mit

(Wy f)(a,b) = (f,Yap) = |a|—1/2/_ f(t)y (t;b) dt, a#0,beR.
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BILD 2.2. Mexican-hat Funktion mit Skalierung a = 1,3,6 ohne
Shift (links), sowie die Fouriertransformierte (rechts).

UBUNG 2.8. Man berechne (mit Matlab) die kontinuierliche Wavelet- Transformation
Wy f zum Mezican-Hat Wavelet ¢ und der Funktion

1 — ¢, te[-1,1],

ft) =< 2/3, te(1,7/2),
2sin(50t) 4+ 3 - rand(1), t € [r/2,2m].

Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f. Zum Zeichnen der Wavelet—Transformation
Wy f verwende man die Darstellung der Funktionswerte auf einem Rechteck mit
Achsen —10 <logya <0 und —5 < b < 10 durch Grau- oder Farbwerte.

BEMERKUNG 2.9. (i) Fir festes a # 0 ist die Funktion b — (W f)(a,b) die Faltung
von f mit der Funktion

Ja) = la]20(=7),
d.h.

(W )(a:0) = {Fbas) = £ ) = [ T 0B 1) dr.

Fir die L1- und die Lyo-norm von 1/;(1 gilt

[allz = l[0ll2s [19all = a9
Die Cauchy-Schwarz Ungleichung liefert die punktweise Abschdtzung

(2.1) Wy f(a,0)] < [[9all2lf]2-

Weiterhin gilt mit den tblichen Abschdtzungen fir die Faltung von Funktionen

I(Wyf)(a, )2 = 11 *Pallz < [DallLl fllz = lal (111 -
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Insbesondere ist also die Funktion (Wyf)(a,-) : R — C quadrat-integrierbar.
Zur Integrierbarkeit iber den gesamten Parameterbereich (a,b) € R* xR werden
wir spdter eine genaue Aussage kenmen lernen.

(ii) Der Wert (Wy f)(a,b) bestimmt (im Fall ||1)||2 = 1) die Korrelation von f und

Ya.-

DEFINITION 2.10. Eine Funktion f : R — C heifst Holder— (oder Lipschitz—) stetig
zum Ezponenten 0 < a < 1, geschrieben f € Lip®(R), wenn K > 0 existiert mit

(2.2) |f(x) = fY < K- |z -yl

fir alle x,y € R. f heifit Hiolder-stetig zum Exponenten o an der Stelle xq, falls
K > 0 existiert mat

(2.3) |f(z) = fzo)| < K - |z — 20|

fiir alle x € R.

BEISPIEL 2.11. a) f:R — C mit f(x) = +/|x| ist in jedem Punkt xo # 0 Holder—

stetig zum FExponenten 1, in xg = 0 jedoch nur Holder—stetig zum FExponenten
1

5.
b) f: R — C differenzierbar und f' beschrinkt impliziert f € H*(R) (Beweis mit
MWS).

Die Einschrinkung des Holder-Exponenten « auf (0,1] in der obigen Definition ist
sinnvoll, da aus der Bedingung 2.2 mit > 1 sofort die Differenzierbarkeit von f
sowie die Beziehung f’ = 0 folgt, f also eine konstante Funktion ist. Um trotzdem
Holder-Klassen zu beliebigem Exponenten o > 0 zu betrachten, verwendet man
Ableitungen von f.

DEFINITION 2.12. Fira >0, a =1+ 8 mit r € Ng und 8 € (0,1], definieren wir
Lip*(R) := {f € C"(R); f") € Lip”(R)}.
f heifit Hélder-stetig zum Exponenten o« an der Stelle xg, falls f in einer Umge-

bung von xo r-mal differenzierbar ist und f") an der Stelle zo Holder-stetig zum
FExponenten 3 ist.

Sowohl fiir die globale wie auch fiir die lokale Holder-Stetigkeit liefert die kontinuier-
liche Wavelet-Transformation (fast) scharfe Charakterisierungen.

SATZ 2.13. (Globale Holder—Stetigkeit) Gegeben sei ein Wavelet ¢ mit r + 1 ver-
schwindenden Momenten sowie beschrinktem Moment M,,1(v). Weiter sei f €
L2(R) beschrinkt und stetig.

(i) Falls f Holder-stetig zum Exponenten r < a < r+1 ist und ") beschrinkt ist,
so existiert K > 0 mit

(2.4) Wy f(a,b)| <K -|a|*t2,  a,beR, a#0.

(ii) Die Umkehrung gilt fir r < a < r+ 1 und ¥ mit kompaktem Trager: Falls
eine Konstante K > 0 so existiert, dass (2.4) gilt, so ist f Hélder-stetig zum
FExponenten «.

Die Aussage iiber die lokale Holder-Stetigkeit wird etwas komplizierter.
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SATZ 2.14. Gegeben sei ein Wavelet 1 mit kompakten Trdager und r + 1 wver-
schwindenden Momenten (sowie beschrinktem Moment M,11(1))). Weiter sei f €
L?*(R) sowie 7o € R.

(i) Falls f Holder-stetig zum Exponenten r < a =1+ 8 < r+ 1 an der Stelle
ist, so existieren ag > 0 und K > 0 so, dass fir alle a,b € R mit 0 < |a| < ag
qgilt

(2.5) Wy f(a,b)] < K - |a]" "2 (|Ja]® + |b— 20]%).

(ii) Es gilt die folgende Umkehrung: Falls es Konstanten ag, KX > 0 sowie vy > 1 so
gibt, dass

(2.6) Wy f(a,b)] < K - |a"*2,

fir alle a,b € R mit 0 < |a| < ag gilt, und falls dariber hinaus 0 < f < 1
existiert mit

| b=
en Wl <& (o 4 e

fir alle a,b € R, 0 < |a| < ag, so ist f Holder-stetig zum Ezponenten o =r+ 3
an der Stelle xg.

Die Beweise der Umkehrungen (ii) der obigen Sétze konnen wir erst nach weiteren
Vorbereitungen (insb. Hilfsmittel aus der Fourier-Transformation) in Kapitel 3
angeben. Ohne weitere Vorbereitung kénnen aber die Teile (i) schon mit einfachen
Hilfsmitteln der Analysis bewiesen werden.

Beweis. Zu xyp € R wihlen wir eine Umgebung U so, dass f in U mindestens
r-mal differenzierbar und die r-te Ableitung Holder-stetig zum Exponenten  ist.
Unter den Voraussetzungen von Satz 2.13 kann U = R gewéhlt werden, ansonsten
werde U = (xg — 6,29 + ) mit § > 0 gewihlt. Die Taylorentwicklung von f mit
Entwicklungspunkt b € U lautet

VA O Sl L1 I
f(x)—jz:;) 7 (x—b) +/b (r—l)!(x t)" " dt, zeU.

Die Voraussetzungen an v liefern fiir beliebige a,b € R, a # 0, die Identitét
(2.8) [ tuslala~tyids=0.  0<jz<r
R

Hieraus folgt insbesondere fiir j = r und U = R

(29) L] (ﬁ(f(f))! (o= 077 (o) e =
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Dann erhalten wir weiter fiir U = R aus den Voraussetzungen von Satz 2.13(i)

[ @it

o [ (=) o (55)

<lw—bl#+r/(r—1)!
[+ / 1 ()| dy.

Die Existenz von M, () sichert zu, dass das letzte Integral endlich ist. Die
Konstante K in (2.4) héngt also nur von r, ¢ und der Lipschitz-Konstante K der
r-ten Ableitung von f ab. Damit ist Satz 2.13(i) bewiesen.

Wy fla,b)] =

IN

’dx

In Satz 2.14 wird vorausgesetzt, dass b kompakten Trager besitzt. Also existiert
ap > 0 so, dass fir alle |a] < ap und b € [xg — 0/2,2¢ + §/2] die Beziechung
supp ¥q,» C U gilt. Wegen 0 < 8 < 1 gilt die allgemeine Ungleichung

|z —y|? < |z — 2% + |2 —y|°.

Fiir alle |a| < ap und b € [xg — 6/2, 29 + /2] folgt dann wie beim vorherigen
Beweisteil

(W f(a;b)]

/ F(2)Pan(@) da
U

/U ( /b f(r)(t()r - Ji;?(zo)(x_t)m dt)W i

o [ ([t a) () o

<(lz=b1%-+ b0/ [z bl /(r—1)!
% 1 a r4+4 r
_ K(|a“+2 Lol + o= allaf [ 1o |w<y>|dy).

Hieraus folgt die Behauptung von Satz 2.14(i). O

IN

BEMERKUNG 2.15. Der Term |b—xo|* in der Charakterisierung der lokalen Lipschitz-
Stetigkeit gibt den “Finflussbereich” einer isolierten Singularitdt von f an einer
Stelle xy an. Nehmen wir an, dass f stetig differenzierbar in R\ {zo} und Hélder-
stetig zum Exponenten 0 < a < 1 an der Stelle xq ist. Weiter gelte supp ¢ C [—c¢, (]
mit einem ¢ > 0. Dann wirkt sich die Singularitat iberhaupt nicht auf die Werte
Wy f(a,b) mit |b—xo| > ac aus. Also erhalten wir die Abschitzung genau wie in
der globalen Lipschitz-Stetigkeit

Wy fla,b)| < Kla|*?,  falls |b— x0| > ac.
Fir kleine Werte von |a| wird sich die Singularitdt von f nur innerhalb des Kegels
Kuo.c{(a,b); a#0, b€ [rg—ac,zo + acl}
anhand der Grife O(|a|*t1/?) zeigen.
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Man kann also einen Schdtzwert fir den lokalen Hélder-Exponenten an der Stelle
xo erzielen, indem man

| b

liminf max In|Wyf(a, )] _ 1/2
a—=0  |b—zo|<ac In |al

bestimmit.

Hierbei ist eine natirliche Grenze durch die Anzahl L der verschwindenden Mo-

mente von ¥ gegeben. Will man also einen grofien Bereich von Hélder-Exponenten

abdecken, muss man von vornherein ein Wavelet 1) mit mehreren verschwindenden
Momenten verwenden.

BEISPIEL 2.16. Das Signal hoelder.mat lautet

z, 0<z<2
4—x, 2<z <4,

flx) = 5
2y/1—(7T—1x2)2, 6<z<8§,
0, sonst.

Wir haben die lokale Lipschitz-Ordnung o = 1/2 beix = 6 und x =8, a = 1 bei
x =0,2,4. Dazwischen ist die Funktion unendlich oft differenzierbar. Zur Wavelet-
Transformation rufen wir in matlab die Wavelet-Toolbox auf mit wavemenu, laden
die Funktion f mit dem Menieintrag £ile/load signal, und stellen das Wavelet
syméd ein. Die Standardeinstellung ist die Zeit-Schrittweite 1, so dass wir den x-
Bereich [0,10] auf t € [0,1024] gestreckt sehen. Damit ist a = 1 die kleinste
Skalierung, dies entspricht a = 2719 in unserer Definition. Mit analyze erhal-
ten wir den Graphen von |Wy f(a,b)] mit 1 < a < 64 und 0 < b < 1024. Die
gewdhlte Farbeinstellung verwendet weif8 fir die mazimalen Werte von Wy, f(a,-)|
und schwarz fiir die minimalen Werte von |Wy f(a,-)| entlang jeder horizontalen
Linie a = const. Man erkennt deutlich die Kegel der Einzugsbereiche zur kleinsten
Lipschitz-Ordnung o = 1/2 mit der weissen Spitze bei x = 6 und x = 8. Hier gilt
“nur” Wy f(a,-)| = O(la|). Die anderen drei Kegel bei x = 0,2,4 zeigen stirkeres
Abklingverhalten |Wy f(a,-)| = O(|a|*/?), dazwischen ist |Wyf(a,-)| nahezu null.

Wir benétigen als weiteres Hilfsmittel die Fourier-Transformation, um auch die
Umkehrungen der Sdtze 2.13 und 2.14 zu beweisen. Grundlagen der Fourier-
Transformation werden im Anhang ?7? gegeben. Mit Hilfe der Fourier-Transformation
wird nun die folgende neue Definition eines Wavelets angegeben.

DEFINITION 2.17. (Wawvelet)

Eine Funktion ¢ € L*(R) heifst Wavelet, wenn

(2.10) 0<Cy ::/Oo de<oo.

|l

— 00

BEMERKUNG 2.18. Wegen v € L2(R) ist das Integral in (2.10) genau dann endlich,

wenn
[ 2
[ I o

5 |l
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BILD 2.3. Die Funktion f (oben) und der Betrag der kontinuier-
lichen Wavelet-Transformation Wy, f.

[ ==
v

Info

View Axes

fiir ein § > 0 gilt. Entscheidend ist also das Verhalten von vfz in einer Umgebung
von w = 0.

a) Falls ¢ € L'(R) gilt (also ¢ stetig ist), so ist $(0) = My(v) = 0 notwendig
fir die Ezistenz des Integrals. Also hat b mindestens ein verschwindendes Mo-
ment. Dies zeigt, dass beide Definitionen 2.5 und 2.17 ungefdhr die gleiche
Funktionenklasse beinhalten.

b) Mit Hilfe der Rechenregeln A.7 lassen sich auch héhere verschwindende Mo-

mente von ¢ durch die Fourier-Transformierte angeben: Falls t¥1 ebenfalls in
LY(R) liegt, gilt

M) = [ eutyde=(-2mi) v [ (2mity o) dt= (50,
UBuNG 2.19. Sei ¢ € L*(R) so, dass
Z [h(279w)|? = konstant =: D,.
JEL
Zeigen Sie, dass ¢ ein Wavelet ist mit Cy, = 2In2 - Dy,.

BEMERKUNG 2.20. (Zusammenhang von Wavelet- und Fourier-Transformation)

Die kontinuierliche Wavelet-Transformation ist definiert als
_ x—b
@1 Wl = Gbash vusl) =l (220
Die Fourier-Transformierte von g ldsst sich mit den Rechenregeln A.7 berechnen
als

(2.12) Yap(w) = a2 (aw).
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Die Plancherel-Identitat fihrt (2.11) dber in
W)@ h) = (Fbos) = Vial [ F)blawyet™™ d

Dies kann als eine Formel der “Kurzzeit—Fouriertransformation” (oder Fenster—

FT) fiir f interpretiert werden, wobei die Fensterfunktion hq(w) := /|alt(aw) mit
dem Skalierungsparameter a gedehnt oder gestaucht wird.

Bei der Kurzzeit-F'T wirde das Fenster h, zusdtzlich noch verschoben. Stattdessen
wirkt hier der Skalierungsfaktor a auf die Fensterfunktion. Nun kommt die Gestalt
von hg ins Spiel: wegen h,(0) = 121(0) =0 hat h, seine “Zentren” auf der positiven
bzw. negativen w-Achse. Wir setzen z.B.

o wl@lPde o fy (@ = W) () de
Fpd W S @) 2do

Wird v nun mit a # 0 skaliert und b € R verschoben, so ergibt sich durch einfache
Rechnung

(213)  wi(i) =

~ w* (P ~ N2
Wi (Yap) = +(w)7 Af(Yap)? = Atl#).

a
Das Frequenz-Fenster von ¢ auf der positiven w-Achse ist das Intervall

Ji(¥) = [Wi () — Ap(9),wi(¥) + Ay ().

Die Skalierung mit a > 0 fihrt also sowohl zu einer Verschiebung als auch einer
Anderung der Breite des Fensters,

Wi () — Ay (¥) wi(¥)+ Ay ()

a a

J+ (’l[}a,b) =

Skaliert man z.B. mit Zweierpotenzen a = 2,4,8, ..., so entstehen “Oktaven” im
Frequenzbereich, die zur Analyse akustischer Signale sinnvoll verwendet werden
kénnen. Diese Bedeutung des Skalierungsparameters a als gleichzeitiger Dehnungs-
und Verschiebungs-Parameter im Frequenzbereich ist zentral zum Verstindnis der
Wavelet- Transformation.

Ahnlich zum Beweis der H eisenbergschen Unscharferelation fir die Fourier- Transformation
gilt (mit entsprechender Definition von A(v) iber die ganze Zeit-Achse)

(2.14) AWD)AL () >

ar
fuir alle ¥; Gleichheit wird nie erreicht.

Die Frage nach der Injektivitit von Wy wird durch die Calderon'-Identitéit beant-
wortet, die fiir die CWT von Grossmann und Morlet (1984) angegeben wurde.

Satz 2.21. Sei¢p € L*(R) N LY(R) ein Wavelet mit Cy, in (2.10). Dann gilt fir
alle f,g € L*(R)

/ h / (W), b Wog) (@ ) db™® = Cy (£, g).

a2

L Alberto P. Calderén, 19201998, beriihmt fiir Arbeiten zu “Singulédren Integralen”
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Beweis. Die Funktionen F,(w) = |a|'/2 f(w) -9 (aw) und Gq(w) = |a|'/2§(w) -1 (aw)
sind in L?(R) (weil ¢ € L, also ¢ beschrinkt). Die Plancherel-Identitét liefert

(Wwf)(t,a) = .fawta —<f wta>
— / F 27rztw — Fa(—t)

Ebenso erhalten wir (Wyg)(t,a) = G,(—t). Nochmalige Anwendung der Plancherel-
Identitat ergibt

| e iWgtaa = (.G
(Fu,Ga)

—0o0

w/ F)3(@) - 1 (aw) P

P(w %/1
co= [ M ds o [~ el
folgt weiter

| [ mpeaimataa = [ [ ji) )P

Kwﬂmmw[[mdﬁfFMLm

= Cy(f.g)=Cylf.9). O

BEMERKUNG 2.22. a) AufR* =R\ {0} (= multiplikative Gruppe von R) ist durch
Z—Z das kanonische Maf definiert. Das kartesische Produkt R* x R wird mit
dem Maf % dt versehen. Der Raum L? (R* x R, z—‘; dt) enthdlt alle quadrat—
integrierbaren Funktionen bzgl. dieses Mafes, d.h.

heLQ(R*xR ) / / —dt<oo

Die Bilder Wy, f des Operators Wy, bilden also einen Teilraum V C L? (R* x R, 42 dt).
Satz 2.21 erklart, dass \/%Ww eine Isometrie von L*(R) auf V ist, daher ist
P

Aus

V' sogar abgeschlossen.
b) Die Calderon-Identitit kann auch geschrieben werden als

@) r=g [ [ mpeaveal. rerm.

wobei die Gleichheit im Sinne der schwachen Konvergenz zu verstehen ist. De-
shalb wird die Formel auch "resolution of identity” (ROI) genannt.
¢) Die Calderdn-Identitdt gilt sogar allgemeiner: Seien 11 und 1 Wavelets. Falls

™ (W) (w)
thwz = [m 7‘0.)‘ dw 75 0
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gilt, so erhalten wir die Identitdt

Copr ([ 9) / / Wy, ) a)(VVw2 )(t,a) dt—

Damit kann (bei Wahl von 4y € L2(R), 1y € L2(R) mit t(t), wips(w) € L2(R))
sogar punktweise Konvergenz in der ROI-Identitat erzielt werden, i.e.,

. e da
01111,1/)2 f(.??) = lim / Wlbl f(t7a)w27t,a( )dti
Ar<|a|<As

A1—0
Ag—o00

fiir beschrinktes f € L?(R) in jedem Stetigkeitspunkt von f (siehe Daubechies
"Ten Lectures on Wavelets”, Proposition 4.2).

Wir kommen nun zu den noch ausstehenden Beweisen der zweiten Teile in Satz 2.13
und Satz 2.14.

Beweis. Esseien 7 € Ngund r < @« =7+ < 7+ 1 gegeben. Die Teile (ii) von
Satz 2.13 und Satz 2.14 werden in 4 Schritten bewiesen.

Schritt 1. Wir verwenden die Identitdt (2.15) mit einem zweiten Wavelet ¢, €
L*(R), das beschrinkt, (r + 1)-mal stetig differenzierbar ist und kompakten Triger
hat. Weiterhin sei ¢ so normalisiert, dass Cy 5, = 1 gilt. Aus (2.15) folgt dann

f(x) = fs(x) + fr(x) mit

fslo) = /mal‘%/_ Wy f(a, by (“””a_b) v %4

fiir ”feine” Skalen (engl. ’small scales’), und

-b da
A = ) / e (£37) 0

fiir "grobe” Skalen (engl. 'large scales’)

Schritt 2. Wir zeigen, dass fr und fs r-mal differenzierbar sind und dass alle
Ableitungen bis zur Ordnung r stetig und beschrinkt sind. Hierzu zeigen wir,
dass die Ableitungen durch Differenzieren des Integranden (nach x) erzielt werden.
Da 1; kompakten Trager besitzt, sind sowohl v; als auch die Ableitungen wgk),
0 < k < r+1, beschrankt. Aus |Wy f(a,b)] < ||¢]l2 || fll2 (siehe (2.1) folgt fiir

0<k<r+1
a*yf” (xa_b>‘dbda

[t [ wesan
= —b
<ol Il [ a0 [ o (220)

=

db da < 0.

Also ist die Funktion f;, sogar r 4+ 1-mal stetig differenzierbar. Die Ableitungen bis
zur Ordnung r + 1 sind beschrankt durch

7@ < o 190 1l 1]
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Zur Diskussion von fg verwenden wir den Parameter v aus (2.6) in Satz 2.14 bzw.
v := « aus (2.4). Dann erhalten wir fiir 0 < k < r ganz dhnlich

Jaenlal ™2 5 W f(a,b)] fa e (22)| b 2

—k— k
<K [z laP = Y[l da < oo

Die letzte Ungleichung folgt aus v —r — 1 > —1. Damit sind auch die Ableitungen
von fg bis zur Ordnung r gegeben durch die Differentiation unter dem Integral. Sie
sind jeweils beschrankt durch

k 2K k
7@ < 19

Schritt 3. Die Beschranktheit der r-ten Ableitungen ergibt bereits die Lipschitz
Bedingung zum Exponenten 1 fiir grofie Differenzen h := |z — y|. Ist suppy; C
[-R, R] mit R > 0, so wahlen wir hg = 1/(2R + 2) und erhalten fiir alle |h| > hg
und x € R (bzw. = = z fiir die lokale Abschitzung)

lg(z +h) = g(x)] < lg(z + h)| + |g(2)] < 2[|gllec < (4R +4)]|glloc - |-

Dartiber hinaus ist fg) sogar (global) Holder-stetig mit Exponent 1, da f(rH)
beschrankt ist.

Schritt 4. Wir betrachten nun die Holder-Stetigkeit der r-ten Ableitung

(2.16) () = /qawé/ Wy f(a,b) “")< - b) de—.

Dazu sei wieder supp ¢1 C [—R, R] vorausgesetzt. Unter der Voraussetzung Wy, f(a, b)| <

Kla|**2 aus Satz 2.13 folgt fiir 0 < h < 1, dass

118 @+ h) = 1 (@)

< Kf0<|a|§h |a|a—r ffooo (‘wgr) (m-‘r(flt b ‘ ‘wlr z; D db da

’(/JY) (.Z‘—i—h—b)_ Y) <x—b>‘ db;l—‘;
a a

=0, falls |z—b|>|a|R+h
—r r a r (r+1 a
< 2K J_poycn lal T 08 4 2K [ el (al R ) 4

CL2

+K fh<|a|§1 lal*=" [,

—4K||1ZJY)H1ha r +4I{||1/}§7"-i-1)||00 (Rhl h“ r +h2w)
= Cho.
Also ist auch fg Holder—stetig zum Exponenten «.

Wir verwenden nun die Voraussetzungen aus Satz2.14(ii) sowie die Bezeichnungen
v=7r+0,a=r+ 3 und die vereinfachende Annahme zy = 0. Weiterhin kénnen
wir 0.B.d.A. auch § > ¢ annehmen, da die Aussage sonst schon aus Satz 2.13 folgt.
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Dann ergibt sich
17 (h) = £(0)]

<K focjajznere ol 25 MT) <h2b)‘ db 53
[e%¢] bl[ ('r)
HE e ot S5 (Jal” + il ) o7 €
o0 |b]? b da
+Kf0<|a|§h oo (W’B + m) ‘wl = ‘ db %

o b|? ( ) (7") dg
+th<|a|§l ffoo (‘a|ﬁ + 1+||1(lg|b\|) ’w ' Ta ( a )‘ db

Bezeichnen wir die vier Integrale auf der rechten Seite mit 77 bis T}, so wird weiter
abgeschétzt

d
bz

LK [ ) hda < Gl

<l|a|<hB/o

Betrachten wir nun 7. Mit hg = 1/(2R + 2) aus Schritt 3 und |a| < |h| < hg folgt
aus w@ (2=2) # 0 sofort |b| < |a|R+ h < h(R+ 1) < 1/2. Die Monotonie der
Funktion 12" auf (0,1/2] ergibt

1+ log |b]]
B h(R+1)_ (h(R+D)
1+ |log|b]| = 14 |log(h(R+1))| — | log h|

Nun folgt

B T
Ty <K s al5=1 + [a| 7 RIS |97 1 da

<|a|<h ( [Tog ]

< Cy|hl? [1 + @/ la| 7t da]
hB/o<|a|<h

=2|log h| (/o 1)

< Cy|n|?.

Fiir T5 erhalten wir analog aus 1 (—b/a) # 0 die Beziehung |b| < |a|R < 1/2, also

auch
e (laR)?

1+ [log[bl| = 1+ [log(la|R)|
Daraus folgt einfacher als bei Ty die Abschétzung

< Clal?.

Tg S Cg/ \a|571 da = Céhﬂ
<l|a|<h

Bei Ty verwenden wir wieder
r (T+h—0b o (x—0b =0, falls |b| > |a|R + h,
Oy | ——— )|~ | —— (L)
a a < fo] I3 lloo, falls |b| < |a|R + h.

Wegen |a|R + h < (R + 1)|a| fiir alle h < |a|] < 1 ergibt sich nun

T, < 2Khllw§””Hoo/ la|=*(la| R+ h) (la|” + (la|R + h)”) da
h<la|<1
< Cyh la| 2P da < CyHP.

h<|a|<1
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Insgesamt folgt also die Behauptung von Satz 2.13(ii). O

BEMERKUNG 2.23. FEine Vermutung von Mallat besagt: Die relativen Extrema von
Wy f(27,t) mit j € Z (als Funktionen von t) liefern eine vollstindige Beschreibung
von f. Diese Vermutung ist falsch, dennoch fihren auf diesen Extrema basierende
Rekonstruktionsalgorithmen (dhnlich zur ROI) hdufig auf gute Approzimationen
von f.

UBUNG 2.24. Fihren Sie die Untersuchung zur Schdtzung des lokalen Holder-
Exponenten fiir die Funktion aus Ubung 2.8 durch.



