KAPITEL 3

Shift-invariante Raume

Die Calderén-Identiédt und (2.15) liefern eine Darstellung von f mittels aller Werte
der kontinuierlichen Wavelet-Transformierten Wy, f auf R* x R. Diese Darstellung
ist stark redundant: das Ziel der folgenden Kapitel ist, f bereits aus abzahlbar
vielen Werten Wy, f(a;, b; 1) mit geeigneten a;, b; 5 (und j, k € Z) zu rekonstruieren.
Mit anderen Worten geniigt eine geeignete Abtastung der kontinuierlichen Wavelet-
Transformierten, um f hieraus zuriick zu erhalten. Ein wichtiger Schritt hierbei ist
die Einfiihrung shift-invarianter Teilrdume.

DEFINITION 3.1. Es sei G C R eine Untergruppe der additiven Gruppe (R,+).
Ein Funktionenraum V' komplezer Funktionen auf R heifit G-shift-invariant (oder
G-verschiebungsinvariant ), wenn fir alle f € V, y € G auch f(- —y) € V gilt.

BEISPIEL 3.2. (i) Die diblichen Funktionenriume C(R), C*(R), k € N, C*®(R),
Co(R), CER), k € N, C°(R), L,(R), 1 < p < oo, sind shift-invariant bzgl.
G=R. ZB. gilt

”f”p = |If(- - y)”p fiir alle y € R.

(ii) Der Raum der bandbeschrinkten Funktionen
PWg :={f € L*(R) | f(w) =0 fiir alle |w| > B}

ist ebenfalls R-shift-invariant. Dies folgt sofort aus den Rechenregeln fiir die
Fourier-Transformierte.

Die Umkehrung ist das folgende berihmte Resultat (vgl. H. Helson, Lec-
tures on Invariant Subspaces, New York [u.a.] Acad. Press, New York, 1964):
Zu jedem shift-invarianten abgeschlossenen Teilraum V C L?(R) existiert eine
messbare Menge (), so dass

V={feL*R)| f(w) =0 fiir allew ¢ Q}.

(ili) Z C R ist eine additive Untergruppe. Der Raum der Treppenfunktionen mit
Sprungstellen in Z ist Z-shift-invariant.

UBUNG 3.3. Zeigen Sie, dass der Raum
Vo = {f € Li(R); f(0) = 0}
shift-invariant bzgl. R ist.

Wir behandeln im Folgenden spezielle shift-invariante Raume zu diskreten Unter-
gruppen von R der Form G = hZ mit h > 0. Der Einfachheit halber setzen wir
zuerst h = 1, also G = Z.
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42 3. SHIFT-INVARIANTE RAUME

DEFINITION 3.4. Zur Funktion ¢ : R — C definieren wir den Vektorraum der
endlichen Linearkombinationen ganzzahliger Shifts

(3.1) So(¢) = span(¢(- — k); k € Z),

sowie fur 1 < p < oo den Vektorraum

(32) Sp(¢) = {Z k(- — k); (ck)rez € ZP(Z)} :

keZ

Die (unendliche) Linearkombination in (3.2) wird als “semidiskrete Faltung” der
Folge ¢ = (ck)kez mit der Funktion ¢ bezeichnet; wir schreiben dafir

(3.3) cko=> ckp(-— k).

kEZ

HivrssaTz 3.5. Es sei ¢ : R — C und 1 < p < oo gegeben. Die 1-periodische
Funktion 0(x) = 3 .oy |9(x + k)| sei in LP(0,1).

(a) Dann ist Sp(¢) C LP(R) und es gilt

llexllp < lellp 1101l zr0,1)-

Weiterhin ist So(¢) dicht in Sp(¢).
(b) Die Riaume So(¢) und Sp(¢) sind Z-shift-invariant.
¢) Fiir p=2 hat die Funktion ck¢ € L*(R) die Fouriertransformierte

(3.4) (ckg) (W) = éw)p(w)  fii.,

—2mikw

wobei E(w) = Y, oy Cre die zugehdrige Fourier-Reihe zur Folge ¢ € (*(Z)

bezeichnet.

Beweis: (a) Die Funktion 6(x) = 3, ., [¢(x + k)| ist 1-periodisch. Die Zusatzvo-
raussetzung 6 € LP(0,1) impliziert, dass 0(z) fast iiberall als Grenzwert der kon-
vergenten Reihe definiert ist.

Zur Abschéitung der LP-Norm gehen wir &hnlich vor wie beim Beweis zur gewohlichen
Faltung in Bemerkung A.9. Fiir 1 < p < oo verwenden wir dazu die Aufteilung

6o = k)l = lota = )7 fota =R, ko=

Dann folgt mit der Holder-Ungleichung fiir Reihen

kEZ keZ keZ keZ

1/p 1/q
Z|ck¢<x—k>|s<Z|ck|p|¢<x—k>|> (Zw(x—kn) —9<x>1/q<z|ck|p|¢<x—k>

1/p
|> .
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Damit ist
p
/ > eple—k)| dx < /9(x)m > ekl |g(z — k)| da
R |kez R kEZ
1
_ Z/ 0@+ 071 3 [enl? |o(x + € — k)| de
¢ez’0 kezZ

1
= / 0(x)P/ Z lex P Z |¢p(xz + € — k)| dx Periodizitat von 6
0

keZ LEZ

1
= / 0(2)P/ 7 60(x) Z |ek|P dz Periodizitét von 0
0 keZ

1
= ellf / 6(z)? dxz  wegen 1+ p/q=p.
0

Die Voraussetzung an 6 liefert ¢ % ¢ € LP(R) und die Abschétzung der Norm in (a).
Die Dichtheit von So(¢) in Sp(¢) folgt nun aus der Dichtheit der endlichen Folgen
in ¢P(Z).

(b) ist klar. (c) folgt aus den Rechenregeln (A.7); hierbei kann man sich wegen der
Dichtheit in (a) auf endliche Linearkombinationen beschranken. O

Wir wollen nun angeben, in welchem Sinne die Funktionen ¢(- — k) den Raum
Sa(¢) aufspannen. Zur Vereinfachung vieler elementarer Rechnungen fithren wir
die folgende Notation eines “Klammerprodukts” ein.

BEZEICHNUNG 3.6. Fiir f,g € L?(R) definieren wir das Klammerprodukt (engl.
“bracket product”)

(3.5) [f.9)(x) =) fle+kglz+k), xR

keZ

Einige Eigenschaften des Klammerprodukts fasst der folgende Hilfssatz zusammen.

HILFSSATZ 3.7. Es seien f,g € L*(R).

a) [f,g] ist eine 1-periodische Funktion in L*(0,1) mit

1
(3.6) / 1, 6@ dz < Ifll2 llgll

Insbesondere ist [f, g](x) fast iberall als Grenzwert der Reihe definiert. Weiter-
hin gilt die punktweise Abschdtzung

(3.7) I1f,9)(@)| < (If: £1(=) - [9, g} (2))* .
b) Es gilt

1 - L
(3.8) / 1f. )(x) der = / f(2)g(@) de = / F()5(@) dw = / [F 6] w) do.
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c) FEs gelten die Figenschaften eines inneren Produkts, also

Lo [f,f1z0und ([f,f]=0<+=f=0)

2' [fug]:[gvf]a

3. lafi+bf2, 9] =alfi,9] +b[f2,9], abeC.
d) Fir 1-periodische Funktionen o,7:R — C ist
(3.9) [of,79)(z) = o(@)7(2) - [f, g)(=).

Zur Berechnung des Klammerprodukts bietet sich in manchen Féllen die Anwen-
dung der Poissonschen-Summenformel an: das Klammerprodukt [f, g] ist ja eine
Periodisierung der Funktion h = fg bzgl. x. Mit der Poissonschen Summenformel
wird hieraus eine Fourierreihe mit den Koeffizienten h(k) = f % g(k). Falls f und
g bandbeschrinkt sind, ist auch & bandbeschrinkt und fast alle Koeffizienten h(k)
sind Null.

HILFSSATZ 3.8. E seien f,g € L2(R). Fulls die periodische Funktion [f,g] stetig in
R und von beschrankter Variation in [0,1] ist, so gilt die Identitdt

JJ) _ Z Ck€727rikz
kEZ
fir alle z € [0, 1], wobei

cr = / fwilw—k)dw, keZ
R
Insbesondere ist

[fvf](w)zz flw+k)? ZF o—2mikw
kEZ ez

mit der Autokorrelaton F von f in Lemma A.10.

Beweis: Die Poissonsche Summenformel lautet (Ubung)
> h(x+k) =Y h(k)e >,
kez keZ

Die Identitat gilt punktweise, wenn die periodische Funktion der linken Seite stetig
in R und von beschriankter Variation in [0, 1] ist.

Mit den Rechenregeln A.7 ist fiir h = fg

k) = (250 = [ )i —w)dw = [ )Tl =T)

Hieraus folgt die erste Identitdt im Lemma. Ersetzen wir f und g beide durch f
und beachten f ( ) = f(—x), so erhalten wir

/f —xdx—/f k—i—:v

Dies ergibt die zweite Indentitdt im Lemma.

Besonders schone Basen von shift-invarianten Raumen S3(¢) sind natiirlich wieder
die Orthonormalbasen. Allerdings kommt man fiir viele Zwecke auch mit allge-
meineren Basen aus, die jetzt definiert werden sollen.
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DEFINITION 3.9. H sei ein separabler Hilbert-Raum und I eine endliche oder abzdhlbare

Menge mit |I| = dim H. Weiter sei X = (z;)jer eine Familie von Elementen
T; € H.

Die Familie X heifit Riesz-Basis von H, wenn folgende zwei Bedingungen erfullt
sind:

(i) Die Menge der endlichen Linearkombinationen von Elementen von X ist dicht
in H; d.h. fir jedes h € H und € > 0 existiert eine endliche Menge J C I und
Koeffizienten c; € C, j € J, so, dass

h—ZCjJJj < €.

jedJ
(ii) Es gibt Konstanten A,B > 0 so, dass fir jede endliche Menge J C I und
Koeffizienten c; € C, j € J, gilt

2
(3.10) AN lelP <D eyl < B el

jeJ jeJ jeJ
Die Konstanten A, B > 0 heiffen Riesz-Schranken der Familie X .

BEMERKUNG 3.10. Beide Bedingungen garantieren, dass jedes Element h € H als
Grenzwert einer (in H) konvergenten Reihe

h = Z C; Ty
iel

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten ¢; € C geschrieben werden kann. Weiterhin
sichert (i) die Norm-Aquivalenz

All(ed)ier iy < 1017 < Bll(caier 721y
Durch die Riesz-Basis X ist also ein Hilbertraum-Isomorphismus

D:*(I)— H, D((ci)icr) = Y _ cixi,

i€l

gegeben. An die Stelle der Parseval-Identitdt fir Orthonormalbasen treten hier die
obigen Ungleichungen.

Der Operator D wird Synthese-Operator genannt, da er die Basiselemente zu einer
Funktion h zusammensetzt. Er besitzt die Operatornorm ||D| = vB. Der ad-
Jungierte Operator ist

C=D*:H—*(I), Ch= ({h,z;)

C wird Analyse-Operator genannt. Solche Operatoren haben wir im Kapitel 1 im
Umgang mit Orthonormalbasen bereits kennengelernt.

icl -

Die duale Basis zur Riesz-Basis X ldisst sich auf mehrere Arten bestimmen:

1. Y = (y;)jer mit Elementen y; € H ist duale Basis von X genau dann, wenn

(Yj, 2) = i, gk el,
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gilt. Fiir jedes j € I legen diese Bedingungen y; € H eindeutig fest.
2. Das Element y; der dualen Basis ist das eindeutige Element in H, das die
Darstellung des Koeffizientenfunktionals
ijH—>(C, h:ZCj,Tj)—}Cj
JeI
im Rieszschen Darstellungssatz liefert: £;(h) = (h,y;).
3. Das Element y; der dualen Basis ist gegeben als

=(C*C) 'y, jelL

Damit gelten die Darstellungen
h = Z<h,yj>$j = Z<h7xj>ij
Jjel jel
und Y ist eine Riesz-Basis von H mit den Schranken 1/B,1/A.

Das Klammerprodukt erweist sich als besonders hilfreich zur Formulierung von
Aussagen iiber die shift-invarianten Rédume S3(¢). Hierbei kommt die Darstellung
der Funktionen in S2(¢) mit Hilfe der Fourier-Transformation aus Lemma 3.5(c)
zum Einsatz.

SATZ 3.11. Gegeben sei eine Funktion ¢ € L*(R). Wir betrachten die Familie
O ={p(- — k);k € Z} als Teilmenge des Raums Sa(p).

a) Die Familie ® ist genau dann eine Riesz-Basis von Sa($), wenn
0 < A= essinf[p, @] (w) < esssup[d, @] (w) =: B < oo
we(ovl) wG(O,l)

gilt. In diesem Fall gilt weiter:
— Sa(¢) ist abgeschlossener Teilraum von L?(R).
— A, B sind die optimalen Riesz-Schranken von ®.
b) Die Familie ® ist genau dann eine Orthnormalbasis von Sa(¢), wenn

6, 0)(w)=1 [

Beweis: a) Wir betrachten zuerst endliche Linearkombinationen

=> (- —k), o =0fiir k¢ J CZ endlich.
keZ

Mit Lemma 3.5(c) ist
fe(w) = éw)p(w), éw) = chefkrikw.

kEZ
Die Rechenregeln in Lemma 3.7 ergeben

||fc||2=/[fc,fc dw—/| 216, 8)(w) d

Damit erhalten wir sofort

essinf [, @] (w /| |2dw<||fc||2<esssup¢ /| ))? dw.

we(0,1)
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Die Parseval-Identitat fiir periodische Funktionen besagt

/ 6@ 2w = 3 e 2 = [Jel2

jeJ

Im Fall A := essinf,,¢(q, 1)[(;3 ¢J(w) > 0 und B := = essSUPy¢(0,1) [0, §](w) < oo sind
also die Ungleichungen (3.10) mit diesen Konstanten A, B fur alle endlichen Lin-
earkombinationen erfiillt.

Hieraus folgt dann sowohl die L2-Konvergenz der Reihen
fe=Y cud(-—k) mit c=(cr)rez € 2(2)
kEZ

als auch die Dichtheit von Sy(¢) in S2(¢) und die Abgeschlossenheit von Sa(¢).
Also ist die Familie ® eine Riesz-Basis von Sa(¢).

Gilt andernfalls essinfwe(o)l)[d;, giA)] (w) = 0, so kann zu jedem e > 0 eine endliche
Folge ¢ konstruiert werden mit

I1fell3 —/O () (6, d)(w) dw < elell3.

Damit ist die erste Ungleichung in (3.10) fiir keine Konstante A > 0 erfiillt, also ist ®
keine Riesz-Basis von S2(¢). Ebenso argumentiert man, falls esssup,,¢ o, 1) [0, d](w) =
oo gilt. Weiterhin wird mit gleichen Mitteln die Optimalitdt der Konstanten A, B
im Satz gezeigt.

b) Ist ® sogar eine Orthonormalbasis, so erfordert die Parseval-Identitét

ch(b —k Z|Ck|2

kEZ

fiir alle £2-Folgen (cx)rez. Also gilt (3.10) mit Konstanten A = B = 1. Wegen
Teil a) stimmen damit wesentliches Infimum und wesentliches Supremum von [¢, ¢)
iiberein, diese Funktion ist also (f.ii.) konstant 1.

Andererseits liefert [¢, ¢] = 1 mit den Rechenregeln 3.7(b) und (d) die Beziechung

1 1
(6.6( — k) = / 16,27 8] (w) duo = / 27K Gy — Gy

Also ist @ ein Orthonormalsystem und damit auch eine Orthonormalbasis von

Sa(g). O

Die Berechnung von [QAS, ¢E] wird fiir ¢ mit kompaktem Trager besonders leicht: Die
Autokorrelationsfunktion
/ o(x)p(xz + k) d

hat dann kompakten Tréger und die Fourierreihe in Hilfssatz 3.8

2 w) — Zmefkrikw

keZ
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ist ein trigonometrisches Polynom. Mit Mitteln der Kurvendiskussion lasst sich
dann das Minimum und Maximum von [¢, ¢] bestimmen.

Drei wichtige Beispiele shift-invarianter Rdume S3(¢) sollen nun erlautert werden.

BEISPIEL 3.12. (Shannon- Whittaker)

Der Vektorraum PW, o der bandbeschrdinkten Funktionen wurde in Beispiel 3.2(ii)
beschrieben. Er besitzt die Orthonormalbasis ® = (¢(- — k);k € Z) zur Sinus-
cardinalis Funktion

_ = 2 A0,
(3.11) () = {17 o

d.h. es gilt PWy,5 = S2(¢). Um dies einzusehen, beachtet man zundchst ¢ € L?(R)
und beweist mit der Formel zur inversen Fourier-Transformation

QE(W) = X(-1/2,1/2) (w), w € R.

Hieraus ergibt sich sofort (¢, dl(w) = 1 (f.i.), also ist ® eine Orthonormalbasis von
Sa(¢). Alle Funktionen f € Sa(¢) besitzen die eindeutige Darstellung
(3.12) f=ck¢ mit cel*(Z),

also lautet ihre Fouriertransformierte

fw) = éw)p(w) = &w)x(_1/2.1/2)(w) mit &€ L*(—1/2,1/2).
Dies ist genau die Eigenschaft der Funktionen in PWy 5. Damit ist die Gleichheit
PWy 5 = Sa(¢) gezeigt.

Sehr interessant ist noch die folgende Feststellung: die Sinus-cardinalis Funktion
hat die Funktionswerte ¢(k) = 0o fir k € Z. Deshalb ist die Darstellung von f in
(3.12) ganz konkret gegeben durch die Reihe

(3.13) f=>fk)e(—k).

keZ
Diese Identitdt ist das Fundament der digitalen Signalverarbeitung, das Shannon-
Whittaker Abtasttheorem: FEine bandbeschrinkte Funktion f € PWpg ist bereits
durch ihre Funktionswerte f(k/(2B), k € Z, eindeutig bestimmt! (Dass diese Folge
auch tatsachlich quadrat-summierbar ist, ergibt sich durch Betrachtung von f als

Funktion in L?(—B, B) und ihrer Fourier-Koeffizienten.)

BEISPIEL 3.13. (Meyer)

Y. Meyer' konstruierte die folgende Familie von Orthonormalbasen. Die Funktion
¢ € L?(R) wird definiert durch Angabe der Fouriertransformierten

1 fir 0 < |w| <1/3,
(3.14) ow) =< o(lw|) firl/3 <|w| <2/3,
0 fiir 2/3 < |wl,

Ly ves Meyer, geb. 1939, ist emeritierter Professor der Ecole Normale Supérieure de Cachan
und Mitglied der Académie des Sciences. Er wird als Mitbegriinder der Wavelet-Theorie (franz.
“Ondelettes”) betrachtet.
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BILD 3.1. Die Sinus-cardinalis Funktion (links) und ihre Fourier-
Transformierte (rechts)

wobei 0 < o(w) < 1 so gewdhlt wird, dass

(i) ¢ € C"(R) fiir ein r € Ny und
(i) o?(w)+0?(1 —w) =1 fir1/3 <w < 2/3 gilt.

Fur r =0 kann beispielsweise

3
0(w)=sin7r(1—7w> >0, 1/3<w<2/3,

gewdhlt werden. Wegen
o(1/3)=1, o(2/3)=0
ist ¢ € C(R) und es gilt

3 3
0?(w) + o%(1 —w) =sin’* 7 (1 - g) +cos®m (1 - 7&)) =1

Mit dieser Figenschaft von o folgt nun fiir ein volles Periodenintervallw € [—1/3,2/3]
der Lange 1, dass

b, ¢ fir —1/3<w <1/3,
k)]
ol k%kboﬂr { 2wy +ot(l—w)=1 firl/3 <|w| <2/3,

wobei im ersten Fall nur der Summand mit k = 0 und im zweiten Fall die Sum-
manden mit k = 0,—1 von Null verschieden sind. Damit ist gezeigt, dass ® =
(¢p(- — k); k € Z) eine Orthonormalbasis von Sa(¢) ist.

Weil ¢ bandbeschrankt ist mit B = 2/3, ist Sa(¢p) ein abgeschlossener Teilraum
von PWs,3. Es kann nicht der ganze Raum sein, weil die Fouriertransformierten

f = ch mit 1-periodischen Funktionen ¢ gebildet werden, ihr Trager aber die Linge
4/3 hat; also besteht die Beziehung

flw+1)= 7¢(6}+1) f
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BIiLD 3.2. Meyer Funktion mit » = 0 (links) und ihre stetige
Fourier-Transformierte (rechts); die Funktionen sind hinterlegt mit
den Graphen zur Shannon-Funktion aus dem vorherigen Beispiel

BEISPIEL 3.14. Die kardinalen B-Splines sind definiert durch

Ni(z) = Xjo,1) (@), Npi1(z) = Ny * Ny(o /N (x—t)dt, meN.

(Beachte: Manchmal fingt die Nummerierung auch beim = 0 an.) Es gilt supp N,,, =
[0, m] sowie die Symmetrie N,,(m—x) = N, (x). Die Autokorrelationsfunktion F,
von Ny, ist selbst wieder ein (zentrierter) B-spline, denn

Fuly) = /N et p)de = [ Nu(a)Noly o) do
= (Nm(=)) * N (y) = (N (- +m)) % Ne(y) = N * N (y +m) = Nom (y +m).
Also hat Fm den Trager [—m,m), ist stetig und erfillt F,, > 0. Es gilt

m—1 m—1
[Ny, N (w) = Z Fo (k)e=2mike — Z Nop (k + m)e~ 27k
k=—m+1 k=—m+1

FEine Rekursion fir Fp, (k) wird in den Ubungen behandelt; es besteht ein Zusam-
menhang zu den sog. Euler-Zahlen. Bild 3.14 zeigt die periodische Funktion

S 9 1 .. ‘
[N27N2](CU) = — + _(627le + e—27‘r7,w) _

2 1
315 -+ 3 cos(27w).

3

Die obere Riesz-Schranke fir beliebiges m ist 1, denn

m—1 m—1
B = esssup|[ Ny, Nyl (w) = esssup Z Nop (k4m)e 2Tk — Z Nop (k+m) =1,
wel0,1] wel0,1] T ke —ma1l

wegen der Positivitdt der Werte Noy, (k) und der “Teilung-der-Eins” Eigenschaft
der B-Splines.

Um die untere Riesz-Schranke zu berechnen, verwenden wir die Fouriertransformierte
(berechnet mit dem Faltungssatz)

N (w) = <ﬂ)m w #0.

2miw
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BILD 3.3. Die Funktion [Ny, No]

Fiir |w|] <1/2 ist dann

2m

23

kEZ

[Ny, M) = 3 Tj@\ >0,

’ 1— e—27ri(w+k)
kEZ

2mi(w + k)

Das Minimum tritt bei w = 1/2 auf (ohne Beweis). Die untere Riesz-Schranke ist
also

R . 1 m—1 . m 1
A, = (K ) (5) _ k:;H(_l) N (k +m) = 22 k% CEETI

Fiir kleine m wdhlen wir die erste Darstellung und erhalten mit Hilfe der Funktions-
werte von Nopy,

1 2 1 1
A1=N2(1):1, A2:—N4(1)+N4(2)—N4(3)=—6+§—EZg.

Fiir groffere m erhalten wir den Reihenwert in der zweiten Darstellung als ein
Vielfaches der Bernoulli-Zahl Bay,, genau

22m(22m _ 1)
Ap = (1)t ——— _ B, N.
(=1) @myi o M€
(Vgl. hierzu Ay und Ay mit Hilfe der Bernoulli-Zahlen By = %, By = —%).

Beachte: Mit Riesz-Schranken A = B =1 fir m = 1 ist die Familie ® = (Ny(- —
k; k € Z) tatsdchlich eine Orthonormalbasis von So(Ny). Fir m > 2 ist dies nicht
mehr der Fall.

Falls ® eine Orthonormalbasis von S2(¢) ist, haben alle Funktionen in Sz(¢) die
Reihendarstellung
F= (100 —k)o(—k).
kEZ
Zu einer Riesz-Basis existiert eine dhnliche Darstellung, allerdings benétigen wir
dazu eine duale Basis zur Riesz-Basis ®. Wir suchen hier speziell nach einer Funk-
tion v € Sa(¢), fir die die Beziehungen

(0( —k),v(- = 0) =bke, K LEL
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erfiillt sind. Dann haben wir fiir jede Funktion f € S2(¢) die Darstellungen
F=2 AfAC=R) o = k) =Y (60 = k) — k).
kez kezZ

Alternativ kénnte man auch die gegebene Riesz-Basis ® orthonormieren. All dies
wird mit dem Klammerprodukt einfach moglich.

SATZ 3.15. Es sei ¢ € L*(R) sowie ® = (¢(- — k);k € Z) eine Riesz-Basis von
Sa(¢) mit Schranken A, B > 0.

a) Die duale Basis T' = (y(- — k); k € Z) ist gegeben durch die Funktion v € Sa(¢)
mit
’?(W) = ==
[0, ¢](w)
T ist ebenfalls eine Riesz-Basis von Sa(¢) mit den Riesz-Schranken B~' und
AL
b) Durch

¢7J\-(w) = (O , w € R,

[, 9](w)
ist eine Funktion ¢ € So(¢) definiert, fiir die die Familie ®+ = (¢ (- —k); k €
Z) eine Orthonormalbasis von S2(¢) ist.

Weiterhin gilt
S2(¢) = Sa(y) = Sa(6h).

Beweis: Aufgrund der Voraussetzung an ¢ ist der Kehrwert
1 .
———— = age ™ e L1(0,1) N L>(0, 1),
[d)v ¢] (w) keZ

also auch quadrat-integrierbar auf [0,1]. Die Koeffizientenfolge (ay)rez ist also
quadrat-summierbar. Daher ist

vi= Y (- —k) € Sa(9),
kEZ
und die Rechenregeln ergeben
. $(w
(¢, ¢](w)
Die Biorthogonalitat der Familien ® und I folgt mit den Rechenregeln 3.7:

1 —2mikw 1
L _ € n W) dw = e—27rikw o = .
R s e Ly des = G

Die Riesz-Schranken von I' ergeben sich mit

o381
A= 692 = Ba

>

-
=

-
-
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Analog erhiilt man auch ¢ € S2(¢) und die Orthonormiertheit der Familie ®-.
Auflerdem lassen sich die Beziehungen

S2(¢) = Sa(7) = Sa(¢™)

durch das Umrechnen der entsprechenden Koeffizientenvektoren (besser: ihrer Fouri-
erreihen) bestimmen:

f = ci¢ = diy = ekgt
gilt mit

d=2¢p, ¢, é=e&\[o, e,

wobei alle Folgen quadrat-summierbar sind. O

BEISPIEL 3.16. Wir wollen den Satz auf die Riesz-Basis der B-Splines der Ordnung
2 anwenden. Zu bestimmen sind dabei die Koeffizienten ay, in der Darstellung der
dualen Basisfunktion

v = ZakNg(' — k).

kEZ

Die Uberlegungen in Beispiel 8.1/ liefern
NS 1
[Na, NoJ(w) = 5(2 + cos 27w), weR,
also ist die Fouriertransformierte von v gegeben durch

. 3Na(w)
lw) = 2 + cos2mw’

Wir bendtigen deshalb die Koeffizienten der Fourierreihe

3 o
— E age 27rz}’cw7
2 4+ cos2mw
keZ

die wir mit einem Trick aus der Funktionentheorie (Stichwort Laurent-Reihen) ex-
plizit bestimmen konnen.

Wir verwenden hierzu die komplexe Variable z = €*™ und schreiben 2 cos2mw =
24271 also

3 6 62

2fcos2mw Ad+tztzl Z2tdzt+l
Dann bilden wir die Partialbruchzerlegung

1 A A

2 - L _p3 S, _ 1
z224+4z4+1 z-— B z— g

Bi=-2-V3 A=—-2",

=%

Fir |z| =1 konvergieren die folgenden geometrischen Reihen:

1 1 1 >
- _ = ﬂ_k_lzk,
z—= B B1 ~ B kZ:o !
1 1 1 — —k_—k—1
—1 = — 1 :Zﬁl z .
T z 1= Biz k=0
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15 T T T T T T T 2

15+

051

BILD 3.4. B-Spline N3 (links) und dualer Spline v (rechts)

Insgesamt ist also

3 62z \/gz n \/gz

2tcos2mw | 2+4z+1 z- B z—%

— \/g <i ﬂl—k—lzk+1 + iﬂl_kzk>
k=0 k=0
= V3> gk,

k=—o0

Damit erhalten wir schlief$lich

v=v3> (-1)F2+ V3)THNy(- — k).

kEZ

Die Funktion ~ klingt exponentiell ab mit der Rate vy(x) = O(e~°*l) und ¢ =

In(2 +/3).

BEMERKUNG 3.17. Eine néhere Analyse liefert auch fiir die B-Splines héherer Ord-
nung ein entsprechendes Resultat. Die Funktion [Nm, Nm] ist ein trigonometrisches
Polynom. Durch Ubergcmg zur Variablen z = 2™« entsteht ein Laurent-Polynom
mit negativen reellen Nullstellen der Form

1 1
m < e < <-l<—=—<---<=—x<0.
ﬂ ﬂl ﬂl ﬂm

Durch Partialbruchzerlequng des Kehrwerts und Umschreiben in geometrische Rei-
hen ergibt sich die explizite Darstellung

v = ZakNm(' — k)
kEZ
sowie das Abklingverhalten v(z) = O(e=¢*l) mit ¢ = In(|B1).

Weitere Uberlegungen liefern das gleiche Abklingverhalten fiir die orthonormierte
Basisfunktion N;-. Hierbei wird zusdtzlich ein Satz der Funktionentheorie verwen-
det, der den Konvergenzbereich von Laurent-Reihen beinhaltet.
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BILD 3.5. B-Spline Ny (links) und orthogonaler Spline N3~ (rechts)
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KAPITEL 4

Multiskalen-Analyse und diskrete
Wavelet-Transformation

Die Betrachtungen im vorherigen Kapitel haben bereits ein Merkmal beim Ubergang
von der kontinuierlichen zur diskreten Wavelet-Transformation dargelegt: die Dis-
kretisierung des Verschiebungsparameters b in der CWT W1 f(a, b) fihrt auf shift-
invariante Teilriume von L?(R). Nun tritt als zweites Merkmal die Diskretisierung
des Skalierungsparameters a hinzu.

Als Grundlage fiir die diskrete Wavelet-Transformation dient die Multiskalen-Analyse,
die vorwiegend aus der Bildverarbeitung stammt. In der Bildanalyse ist es iiblich,
dasselbe Bild in verschiedenen “Auflésungen” (engl. resolution) zu betrachten, um
die Geometrie, ein Muster oder Kanten zu erkennen. Diese Methode wird mathe-
matisch als Multiskalen-Analyse formuliert. Dabei werden Funktionen f € L?(R)
durch eine Folge ineinander geschachtelter Teilraume V; C Vj4q, j € Z, approx-
imiert; bei Bildern wird z.B. die Auflésung in z- und y-Richtung verdoppelt. Die
Orthogonalprojektionen P; f € V; sollen dabei

lim P;f=f in L?(R)
Jj—o0

erfilllen. Mit dieser Folge von Approximationen lasst sich sofort die orthogonale
Zerlegung von f konstruieren: die Verschachtelungs-Eigenschaft V; C Vji1 ergibt
(mit wenigen zusétzlichen Bedingungen) die Zerlegung von f in eine Teleskopsumme

f=Y (Pis1—Pj)f.
JEL
Hierbei gilt die paarweise Orthogonalitdt
(Pis1 = Pi)f,(Pegr —Pi)f) =0 fiir j#k
denn wegen der Verschachtelung gilt fir j > k
(Pj+1=Pif =T =P)Piif € Vit (Prsr = Pu)f € Vi1 C Vi

Zwei weitere wichtige Eigenschaften der Multiskalen- Analyse sind die Shift-Invarianz
der Raume V; sowie die “Verfeinerbarkeit” der Basisfunktionen von Vj. Sie be-
wirken, dass die Berechnungen der paarweise orthogonalen Komponenten (P41 —
P;)f besonders effizient durchgefithrt werden konnen.

Nach dieser kurzen Motivation wird in Abschnitt 4.1 die Multiskalen-Analyse erldutert.
In Abschnitt 4.2 wird dann die diskrete Wavelet-Transformation behandelt.

57
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1. Definition und Eigenschaften der Multiskalen- Analyse

Die Multiskalen-Analyse (MSA) (engl. multiresolution analysis (MRA), multiscale
analysis or multiscale approximation (MSA)) wurde in ihrer heutigen Form von Y.
Meyer und S. Mallat! in den Jahren 1988/89 formuliert. Sie dient als wichtigste
Grundlage der Wavelet-Theorie.

DEFINITION 4.1. (Multiskalen-Analyse (MRA))

Eine Multiskalen—Analyse von L2(R) ist definiert durch eine Folge abgeschlossener
Teilrdume V; C L*(R), j € Z, mit folgenden Eigenschaften.

(i) Verschachtelung:
(4.1) V; C Vjp1  fir alle j € Z.
(ii) Dichtheit und Trennungseigenschaft:

(4.2) dospow [ |J Vi | =L*®R), N Vi ={0}.
j=—o0 j=—o00
(iii) Skalierungsinvarianz:
(4.3) fev, = f279)eW.

(iv) Shiftinvarianz von Vo und Basisbedingung: Es existiert ¢ € Vg so, dass ® =
(¢(- — k) : k € Z) eine Riesz-Basis von Vj ist.

¢ heifit Skalierungsfunktion der Multiskalen-Analyse.

BEMERKUNG 4.2. Mit dem Skalierungsparameter j € Z und dem Verschiebungspa-
rameter k € 7 bilden wir die Funktionen

Gk =262 —k), ke,
sowie die Familien
(I)j = (d)j’k;kGZ), jEZ

Dann folgt aus der Skalierungsinvarianz (iii) und der Basiseigenschaft (i), dass
®; eine Riesz-Basis von V; ist, also auch

(4.4) V; = clos 2ryspan (¢ x; k € Z).
Denn fiir f € V; gilt 279/2f(273.) € Vp, also existiert wegen Eigenschaft (iv) eine
eindeutige Folge ¢ € (?(Z) mit

272279 ) = cxg, Alle|* < 27921277 < B,

wobei A, B > 0 Riesz-Schranken von ®g = ® sind. Direkte Umrechnung des Argu-
ments ergibt

F=Y eadin Al <IIfI? < Blell,

kEZ

1Stephane Mallat, geb. 1963, ist Professor fiir Informatik an der Ecole Normale Supérieure
in Paris.
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mit denselben Schranken A,B. Also ist die Familie ®; eine Riesz-Basis von Vj;
der Raum V; ist G;-shift-invariant mit der diskreten Untergruppe G; = 2797 von
R.

Eine Formulierung mit Hilfe der Fourier-Transformation lautet

flw) = 279/27(279w)$(277w) mit 1-periodischer
45) Vi={fer?m)|fw=27"72"w P .
(45) {f € L(R) Funktion T € L?(0,1)

Einige Aussagen zur Redundanz der geforderten Eigenschaften (i)—(iv) wurden erst
Jahre nach der ersten Definition einer MRA bewiesen. So folgt die Trennungseigen-
schaft in (ii) aus den Eigenschaften (i), (iii) und (iv).

SATZ 4.3. Gegeben sei ¢ € La(R) so, dass {¢(- — k); k € Z} eine Riesz-Basis von
Sa(¢) ist und die Raume

V; = clos r,ryspan {@; r; k € Z}
die Verschachtelung V; C Vi1, j € Z, erfiillen. Dann gilt die Trennungseigenschaft

M Vvi={o}.

j=—o00

Beweis: (siche Jia, Shen: “Multiresolution and Wavelets”, Proc. Edinburgh Math.
Soc. 37 (1994), 271-309, Satz 2.2)

Sei P; : L?(R) — V; die orthogonale Projektion auf V;. Es geniigt zu zeigen, dass
lim;,_ o |Pjfll2 = 0 gilt, denn fiir f € N2 __ V; ist ja f = P;f fiir beliebiges
Jj € L.

j=—00

1. Fiir f € L*(R) gilt
Pif = (fivik)bin

keZ

mit der dualen Basisfunktion « in Satz 3.15. Mit den gemeinsamen Riesz-Schranken
A, B aller Familien ®; gilt dann
/ f(2)y(27z — k) dx

2. Falls f kompakten Tréger supp f C [—R, R] hat, folgt

BUPSE < Y (/ LS >|dw>

kEZ

ZTIIfIIz/ h(@a = K do

kEZ

- EY / D de= £ [ @) da,

keZ Ej

2

P13 < BY [(foyu)P=B> 2

kEZ keZ

IN
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wobei wir die Mengen

Lix:=[k—2Rk+2R], E;j:=]ILx

keZ
verwenden. Wegen F; C ;41 und
0
() Ei=z
j=—00
konvergiert die Folge der Funktionen h; := |y|*xg, fiir j gegen —co punktweise

fast iiberall gegen 0. Die Funktion h := |y|? ist integrierbare Majorante. Also folgt
nach dem Satz von Lebesgue

(4.6) lim ||P;f|3 = 0.

j——o00

3. Die Folge der Orthogonalprojektionen P;, j = 0, —1, .. ., ist gleichmaBig beschrénkt,
denn die Operatornorm ist ||P;|| = 1. Da die Funktionen mit kompaktem Trager
dicht in L?(R) liegen, folgt aus dem Prinzip der gleichmifBigen Beschriinktheit, dass
(4.6) fiir jedes f € L?(R) gilt. O

Fiir die Dichtheitseigenschaft in (ii) geben Jia und Shen in der angegebenen Arbeit
ebenfalls ein einfaches Kriterium an.

SATZ 4.4. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.3 gilt die Aquivalenz

oo

(4.7) clos 1,(w) U Vi | = Lo(R) <= AR\ U (2jsupp¢3) =0,

j=—o00 j=—o00

wobei A das Lebesgue-Maf$ auf R bezeichnet.

Beweis: Wir skizzieren den Beweis, der im Wesentlichen auf der von Helson
angegebenen Charakterisierung der R-shift-invarianten abgeschlossenen Teilraume
von Ls(R) beruht, die in Beispiel 3.2 kurz erwahnt wurde.

Sei also

oo

X = clos p,(r) U V;

j=—o0

Laut Definition ist X ein abgeschlossener Teilraum von Lo (R).
1. Wir zeigen, dass X sogar R-shift-invariant ist.

Seien dazu f € X und y € R beliebig. Wir zeigen f(- —y) € X. Zu beliebigem
€ > 0 existieren jo € Z und g € Vj, mit ||f — g||2 < e. Weiter folgt

o aufgrund der Verschachtelung der Raume Vj, dass g € V; fiir alle j > jp gilt;
e aufgrund der Shiftinvarianz der Raume V;, dass g(- —277k) € X fiir alle j > jo
und k € Z (und damit fiir alle 5,k € Z) gilt.



1. DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN DER MULTISKALEN-ANALYSE 61

Die Menge der rationalen Zahlen der Form {27k; j, k € Z} ist dicht in R. Weiterhin
gilt fiir jedes f € Ly(R) und jede konvergente Folge ¢, — y

T £ = ta) = £~ ) = 0.

(Der Beweis wird zuerst fiir stetige Funktionen mit kompaktem Trager gegeben,
dann folgt die Aussage aus der gleichméfigen Beschranktheit der Operatorenfolge
h s h(- —t,) auf L?(R).) Also existiert ein rationaler Punkt t = 27k mit

IfC=y) = fC=t2<e
Insgesamt erhalten wir fiir die Funktion g(- — ¢) € X die Abschitzung

1f(=y)=g(-=DI < Nf =)= =D+ (=) =g(-=D = [ F(-=y)=F =D+ f=gll < 2e.

Also existiert zu jedem € > 0 eine Funktion g € X mit || f(-) — g|| < 2e. Weil X
abgeschlossen ist, folgt f(- —y) € X.

2. Helson’s Charakterisierung besagt, dass eine messbare Menge B = B(X) C R
existiert, so dass

X ={f € La(R); f(w) =0 fiir alle w ¢ B}.
Um die Aquivalenz in (4.7) zu beweisen, miissen wir nun die Aquivalenz

B(X)=R <= AR\ |J (@supp¢) | =0

j=—o0

zeigen. Dies folgt aus der expliziten Angabe von V; in (4.5) und wegen

supp ((27+)) = 2~ 7supp ¢.
0

BEMERKUNG 4.5. a) Die Dichtheitsbedingung in Definition 4.1 ist automatisch erfillt,
wenn die Skalierungsfunktion ¢ kompakten Trager hat: Dann ist gZA) eine ganze
Funktion (Satz von Paley-Wiener), also (w) # 0 fiir fast alle w € R (sogar C).

b) Die Dichtheitsbedingung ist ebenfalls erfillt, wenn suppq@ ein Intervall [—6, 0]
mit § > 0 enthalt. Denn dann gilt die Bedingung auf der rechten Seite in (4.7).
Dies ist insbesondere der Fall, wenn ¢?(O) # 0 und QAS stetig bei w = 0 ist.

Eine wichtige Folgerung aus den Eigenschaften einer MRA ist die Tatsache, dass
die Skalierungsfunktion ¢ sowohl zu V;, als auch zu V; gehort. Wir kénnen ¢ also
durch die Basis ®; von V; ausdriicken.

SATZ 4.6. Sei ¢ die Skalierungsfunktion einer MRA {V;}jecz. Dann gilt
(48) o(a) =Y _prd(2r — k)
kEZ
mit einer Folge p = (pr)kez € (*(Z) sowie
2 — Wy 5 (W ; _ EA _ 1 —27ikw
(49 b =P (5)d(5) mit Psw)=5hw) =3 > e

Beide Identitaten (4.8) und (4.9) heiffen Skalierungsgleichung oder Verfeinerungs-
gleichung von ¢.
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Die Folge (pr)kez heifst die Skalierungsmaske und die 1-periodische Funktion Py
heifit das Skalierungs-Symbol von ¢.

Beweis: Die Identitdt (4.8) ist klar, (4.9) folgt sofort mit den Rechenregeln der
Fouriertransformation. O

Wir wollen noch Beziehungen fiir die duale Basisfunktion « von ¢ und die or-
thogonale Basisfunktion ¢ herleiten. Beide Funktionen erfiillen ebenfalls eine
Verfeinerungsgleichung.

FOLGERUNG 4.7. Gegeben sei eine MRA V;, j € Z, mit der Skalierungsfunktino ¢
und dem Skalierungssymbol Py € L?(0,1).

(i) Die duale Basisfunktion v von Vy ist ebenfalls verfeinerbar; ihr Skalierungssym-
bol ist
Ps(w) [, d)(w)
Py (w) = LA,
(9, 9] (2w)

und es gilt

(4.10)  Py(w)Py(w)+ Py (w + %) P, (w + %) =1 fir fast alle w e (0,1).

(ii) Die orthogonale Basisfunktion ¢ von Vy ist ebenfalls verfeinerbar; ihr Skalierungssym-

bol ist
L P 14.dw)
P (w) = ~ ~ )
(¢, 9] (2w)
und es gilt
2
(4.11) |PH(w))? + ’PL (w + %) =1 fir fast alle w e (0,1).

Beweis: Die Verfeinerbarkeit von v und ¢+ folgt durch direktes Nachrechnen der
Identitaten fiir die Fouriertransformierten.

Die Identitéten fiir die Skalierungssymbole ergeben sich aus folgender Uberlegung
zum Klammerprodukt: die Periodisierung zur Periodenlédnge 1 und die Skalierung
mit dem Faktor 1/2 hingen zusammen geméf

[F27 ), 927 )](z) =
=> f@ Nz +k)g2 Nz +k)

keZ
(412) =) f e+ kg etk + Y f@ Nz +1)+k)g@ (= +1)+k)
keZ keZ

=[f,9127"2) + [f.9)27 (z + 1)).
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Dabei wurde die Reihe in der ersten Gleichung aufgeteilt in die Reihe iiber gerade
und ungerade k € Z. Damit folgt aus den Verfeinerungsgleichungen fiir ¢ und ~

0.Aw) = [Pa@7)8271), P 27| @)

= [P PA] @27 W0) + [Pud, PA] @7 + 1)),

Die Faktoren Py, P, sind 1-periodisch und kénnen aus den Klammerprodukten der
letzten Zeile herausgezogen werden. Aufgrund der Dualitét ist

[9,91(w) = [$,4127'w) = (6,2 w+1) =1,
also erhalten wir
1= P2 W) + Py + )BT T T
fiir fast alle w € R. Damit ist (4.10) gezeigt. Der Nachweis von (4.11) erfolgt ganz
ahnlich. O

BEMERKUNG 4.8. Erwdahnenswert sind auch die folgenden Darstellungen der Skalierungs-
maske und des Skalierungssymbols. Die Koeffizienten der Skalierungsmaske von ¢
sind gegeben durch

Pe = V2(,y16) =2(0,7(2- —k)), k€L,

weil Ty die duale Riesz-Basis zu ®q ist. (Wir stellen also ¢ als Funktion in Vi dar
mit der Riesz-Basis ®1).

Das Skalierungssymbol Py ist wegen (4.9) gegeben durch

$(2w)
p(w)
Hierbei ist % = 0 zu setzen, falls der Nenner auf einer Menge von positivem Mafl

verschwindet. Fur die Verfeinerbarkeit von ¢ ist es also notwendig und hinreichend,
dass der Quotient auf der rechten Seite

w e R.

Py(w) =

e cine l-periodische Funktion definiert
e und im Intervall (0,1) quadrat-integrierbar ist.

So lésst sich in vielen Fillen die Verfeinerbarkeit einer Funktion ¢ € L?(R) priifen
und das Skalierungssymbol angeben.

BEMERKUNG 4.9. Die Konstruktion einer MRA geht tiblicherweise folgendermajen
vor. Zuerst wihlt man eine Funktion ¢ € L*(R) mit

(1) (;3(0) #£0 und b stetig an der Stelle 0,
(2) essinf[p, ¢] > 0 und esssup|o, ¢] < oo,
(3) ¢ ist verfeinerbar.

Dann definieren die Rdume
Vi={f=> adjk : (x)rez € *(Z)}, jEL,
keZ
eine MRA, wobei ¢j 1 = 21/2(27 - —k) gesetzt wird, eine MRA. Denn:
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o die Verschachtelung V; C Vjy1 folgt aus Eigenschaft (3),

die Shiftinvarianz und Basiseigenschaft von Vi gelten wegen Vo = Sa(¢) und
der Bedingung (2),

die Dichtheit folgt aus Eigenschaft (1) (vgl. Satz 4.4),

die Trenmungseigenschaft folgt mit Satz 4.3,

die Skalierungsinvarianz ist per Definition der V; erfillt,

die Abgeschlossenheit aller Teilrdume V; folgt aus der Abgeschlossenheit von Vj.

BEMERKUNG 4.10. FEin weiterer Zusammenhang zwischen dem Skalierungssym-
bol einer verfeinerbaren Funktion ¢ und der Fouriertransformierten ¢ soll noch
erlautert werden. Die Skalierungsgleichung

-2 (3)4()

in (4.9) kann iteriert werden zu
~ N J i
P(w) = ¢(2_JW) H P(277w), J eN.

j=1

Falls ¢ an der Stelle 0 stetig ist, ergibt sich sofort
(4.13) dw)=¢(0) [[ P2 7w), weR.
j=1

Dies liefert eine wichtige Erkenntnis fiir die Konstruktion neuer verfeinerbarer
Funktionen ¢: wir kénnen eine periodische Funktion P € L?(0,1) wdhlen, fiir die
das unendliche Produkt in (4.13) fir fast alle w € R konvergiert und eine Funk-
tion in L?(R) liefert, und bestimmen ¢ sodann als inverse Fouriertransformierte des
Grenzwerts. Diese Konstruktion von ¢ ist das Herzstick der Wavelet-Konstruktionen
von I. Daubechies, die wir detailliert im Kapitel 5 behandeln werden.

Zum Abschluss des Abschnitts {iber Multiskalen-Analyse geben wir noch mehrere
Beispiele an.

BEISPIEL 4.11. Als Skalierungsfunktion wdhlen wir ¢ = x(o,1y. Offensichtlich ist ¢
verfeinerbar, denn

o(z) = ¢(22) + p(22 — 1), z € R,

ist die Verfeinerungsgleichung mit der endlichen Skalierungsmaske (po,p1) = (1,1).
Gleichbedeutend ist die Identitat der Fouriertransformierten

R 1— e—27riw 1+ e—friw 1— e—friw
ow) = 2w B 2 miw
—_——— ————

=P(w/2) =d(w/2)
woraus wir ebenfalls das Skalierungssymbol und die Skalierungsmaske

1+6727riw 1 i
P(w)=72 25(]?0 +pre?)

ablesen.
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Wir wissen bereits, dass ®o = (¢(- — k); k € Z) eine Orthonormalbasis von Vo =
Sa(@) ist (vgl. Beispiel 3.14). Weil ¢ stetig ist und ¢(0) = 1 erfillt, definieren die

Rdaume
{f ch¢3k5 Ckkezeé()}a JEZ,

kEZ
eine MRA. Man beachte, dass V; der Vektorraum aller quadrat-integrierbaren Trep-
penfunktionen mit Sprungstellen in 2797 ist. Anhand dieser Darstellung mache
man sich die Eigenschaften der MRA noch einmal klar.

Die Identitit (4.11) ist einfach
2 2

1 —2miw
te = cos?(mw) +sin?(mw),

1= [P +|P(w+1/2)] = )

‘ 1— e—27riw

2

also ein typisches cos® .. +sin® .. = 1. Schoner ist die Identitit (4.13)

1 — ¢ 2miw —21 I riw

1+e
 2miw H
Sie lasst sich auch direkt beweisen durch die Darstellung der endlichen Produkte
—21 I riw —1 1— e—27riw

-J —k2" miw _
H =2 kz:%) ¢ T 9Tl 2 Tmiwy

.. . s _ol—J
wobei im ersten Schritt nur ausmultipliziert und nach Potenzen wvon e~ 2

sortiert wird und im zweiten Schritt die Formel fir endliche geometrische Sum-
men verwendet wird. Der Grenzibergang J — oo liefert im Nenner des letzten
Bruches 2miw.

BEISPIEL 4.12. Nun geben wir die Skalierungsfunktion ¢(x) = sinca = % aus
Beispiel 3.12 vor, die im Nullpunkt durch ¢(0) = 1 analytisch fortgesetzt wird. Wir

kénnen die Verfeinerungsgleichung auf zwei Arten ermitteln:

e Wegen supp¢ = [—1/2,1/2] ist ¢ eine bandbeschrinkte Funktion im Paley-
Wiener Raum PW, 5, und damit erst recht in PWi. Das Abtasttheorem zur

Bandbreite B = 1 liefert die Darstellung

Z¢< >smc (22 — k),

kEZ

die wir auch als Verfeinerungsgleichung

. 1 fiir k=0,
= Zpkqﬁ@:v —k) mit pp =sinc (§> =<0 fur k =2m # 0,
kez D" fir k= 2m + 1,

7(m+1/2)
schreiben konnen.
e Alternativ berechnen wir das Skalierungssymbol

b(2w) _ {1 fir w| < 4,

Plw) = =
) 0 firg<|wl <3,

P(w)
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im Periodenintervall [—1/2,1/2] und setzen P periodisch fort mit der Perio-
denldnge 1. Dann gilt

$(2w) = P(w)d(w) fiir alle w € R.

(Per Konstruktion gilt die Identitit zundchst fir |w| < 1/2, und fir |w| > 1/2
steht hier 0 =0.)

Wiederum liegt mit @9 = (¢(- — k); k € Z) eine Orthonormalbasis von Vo = Sa(¢)
vor (vgl. Beispiel 3.12); dies wird ebenfalls durch die Identitat (4.11) ausgedriickt.
Die Skalenrdume der MRA sind die Paley- Wiener Rdume

Vi = PWyi-1, Jj €.
Weil P(w) =0 fir + < |w| <3 gilt, hat das unendliche Produkt

H P(277w)

in Identitdt (4.13) den Wert O fir

1
3 < lw] < g (Faktor P(w/2)), 1< |w|< 3 (Faktor P(w/4)), etc.

Daher ist das Produkt gleich x(—1/2,1/2) = -

BEISPIEL 4.13. Wir gehen kurz auf die Klasse der Meyer-Funktionen ¢ in Beispiel
3.18 ein. ¢ ist verfeinerbar mit dem Skalierungssymbol

1 fiir |w| < %,
Pw) =< o(2w|) fir % < |w| < %,
0 fiir 3 < |w| < 3.

Wir wissen bereits, dass ®g = (¢(- — k); k € Z) eine Orthonormalbasis von Vo =
Sa(¢) ist. Der Skalenraum V; der MRA ist echter Teilraum des Paley- Wiener
Raums PW2j+1/3.

BEISPIEL 4.14. Auch der B-Spline Ny, ist verfeinerbar. Die Verfeinerungsgleichung

Ny (z) = 21™ kzm:_o (’Z) Ny (22 — k)

wurde bereits in den Ubungen bewiesen. Ein zweiter Beweis erfolgt wieder mit der
Berechnung des Skalierungssymbols

Np(2w) [ 2miw(l — e *™)
N (w) - \4miw(1 — e—2miw)
hier kommt die 3. binomische Formel zum FEinsatz:

1— 6747”@ _ (1 _ 6727”@)(1 + 6727”@).

P(w) =

) —9—m (1 + e*Qﬂ'iw)m7

Der Quotient ist tatsachlich periodisch, also ist ¢ verfeinerbar. Die Fourierreihe
von P wird direkt mit der binomischen Formel angegeben:

7mm m —2mikw
Pw)=2 Z(k)ezk.
k=0
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Hieran liest man die Verfeinerungsmaske (px)rez ab:

pr=21"" (7;) fir 0 <k <m, pr = 0 sonst.

Der Skalenraum V; besteht aus Splines der Ordnung m mit Knoten in 2797Z. Die
Approzimationstheorie behandelt nicht nur die Dichtheitseigenschaft, sondern gibt
auch viele quantitative Aussagen zur Approzimation mit Splinefunktionen.

UBUNG 4.15. Seien X; und Y; definiert durch
X; = {feL*R) : f(t)=0 fir fast alle [t| <277},
Y, = {feL?R) : f(w)=0 fir fast alle |w| < 277}.
Welche der Aziome einer MRA sind jeweils verletzt?

UBUNG 4.16. Die Funktion ¢ € L*(R) sei die Skalierungsfunktion einer MRA mit
dem Skalierungssymbol Py. Weiter sei ¢ stetig an der Stelle w = 0 und ¢(0) # 0.
Beweisen Sie:

a) P, ist stetig an der Stelle 0 und es gilt P(0) = 1.
b) Es gilt
2

(6, 9] (w+ %) .

) =0, also erfullt die Skalierungsmaske die sog. Summenregel

1= por = poki1-

k€EZ keZ

6.8120) = 1PoPI6. 60) + [P (10 + 5 )

¢) Es gilt Py (

1
2

d) Im Fall [$, ] = 1 gilt fir die Skalierungsmaske

Zpkkarze = 20¢,0, leZ.
kez

2. Diskrete Wavelet-Transformation

Wir kommen nun zu unserem Ziel dieses Kapitels, namlich der passenden Diskretisierung
der Wavelet-Transformation Wy, f(a, b) aus Definition 2.7.

Dazu sei ¢ € L?(R) ein Wavelet gemif Definition 2.17, also gilt

(4.14) 0<Cy= /OO O

oo |l

dw < 00

Wie schon im vorherigen Abschnitt verwenden wir die Notation
(4.15) Vi = 2724p(27 - —k) = 2/ 2p(2(- — k277)), g ke

DEFINITION 4.17. (Wauvelet-Basis)
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Die Funktion ¢ € L*(R) erfiille die Bedingung (4.14)%. Dann heifit die Familie

U= ] U= ikel)

j=—o0

Wavelet-Basis, wenn sie eine Riesz-Basis von Lo(R) ist. Die Funktion 1 heifst
Mutter-Wavelet der Wavelet-Basis V.

Zu dieser speziellen Riesz-Basis von L?(R) bekommt der Analyse-Operator in Be-
merkung 3.10 einen eigenen Namen.

DEFINITION 4.18. (Diskrete Wavelet- Transformation (DWT))

Zu einem Mutter-Wavelet 1 € L*(R) heifst der lineare Operator
Cy: LA(R) = £2(Z%),  Cyf = ({f,jn)jrez

diskrete Wavelet-Transformation.

Neben den Eigenschaften und der Charakterisierung von Wavelet-Basen werden wir
auch Methoden der Konstruktion solcher Basen behandeln. Besonders wiinschenswert
sind dabei gewisse Zusatz-Eigenschaften von :

beliebig hohe Anzahl verschwindender Momente,
beliebig hohe Glattheit,

die Eigenschaft, dass 1) kompakten Tréger hat, oder
die Eigenschaft, dass 1) bandbeschrénkt ist.

Die Konstruktion von Wavelet-Basen mit den ersten drei Eigenschaften wurde in
den 1980’er Jahren als wichtiges Problem der “Harmonischen Analysis” angesehen.
1988 gab I. Daubechies® die erste erfolgreiche Konstruktion solcher Funktionen 1)
an. Ahnliche Konstruktionen wurden unter dem Namen “¢p-Transformation” fast
zeitgleich von M. Frazier und B. Jawerth* angegeben. Seither nimmt die Wavelet-
Analysis (oder Wavelet-Theorie) einen wichtigen Platz in der Angewandten Math-
ematik ein.

Wir fiithren die folgenden Notationen ein.

BEZEICHNUNG 4.19. Zu einem Wavelet ¢ € L?(R) definieren wir die Waveletriume

(4.16) W; := clos 2(gyspan {¢;x; k € Z}, JjEeZ,
Zu f € L*(R) setzen wir
(4.17) di(f) = (djr(fNrez,  djw(f) = (f,¥5)

Einige einfache Aussagen folgen direkt aus der Definition.

2Die Bedingung (4.14) folgt bereits daraus, dass ¥ eine Riesz-Basis von L?(R) ist; man
kann also auf diese Voraussetzung komplett verzichten [C. K. Chui und X. Shi, Inequalities of
LittlewoodPaley type for frames and wavelets, STAM J. Math. Anal. 24, (1993), 263277)

3Ingrid Daubechies, geb. 1954 in Belgien, seit 1993 Professorin an der Princeton University

4Michael Frazier, Michigan State University, Bjorn Jawerth, University of South Carolina
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FESTSTELLUNG 4.20. Die Funktion v € L*(R) sei Mutter-Wawvelet einer Wavelet-
Basis U mit Riesz-Schranken A, B > 0. Dann gilt:

a) Die Familie W; ist skalierungsinvariant gemaf

few; < f(27)ew,,.

b) Fir j € Z ist die Familie (Vj;k € Z) eine Riesz-Basis von W; mit Riesz-
Schranken A, B, und W; ist G;-shift-invariant zur Untergruppe G; = 279 Z.
c) FEs gilt die Zerlegung

wobei @& die direkte Summe der Vektorrdume W; bezeichnet. Mit anderen
Worten: jedes f € L*(R) besitzt eine eindeutige Darstellung

f=> fi mit fjew

j=—0c0

als Grenzwert der Reihe in L*(R).

Der Skalierungsparameter a = 277, j € Z, aus der Wavelet-Transformation
(fsjn) =Wy f(279,277k), ke,

wird also zur “Sortierung” der Wavelet-Basis ¥ verwendet. Wir zeigen zuerst, dass
die Struktur der Wavelet-Basis sich auf die duale Riesz-Basis von L?(R) iibertrigt.

SATZ 4.21. Die Funktion v € L*(R) sei Mutter-Wavelet einer Wavelet-Basis ¥ mit
Riesz-Schranken A, B > 0. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Die duale Basis von W ist ebenfalls eine Wavelet-Basis, d.h. es existiert eine

Funktion 1 € L?(R), so dass ¥ = (ﬂjﬁk;j,k € Z) die duale Basis von U ist.
Hierbei ist wie ublich

Vjp =292 - —k),  j ke

(ii) Der Vektorraum

ist Z-shift-invariant
In diesem Fall gilt weiter:

° 15 ist die eindeutige Losung der Biorthogonalitatsrelationen
(4.18) (i Vi k) = 0.4 0kpr, ik, j K € L.

e U ist eine Riesz-Basis von L2(R) mit Riesz-Schranken 1/B, 1/A.
e Die Raume

(4.19) ﬁ//j = clos 2(r)Span {1/13,1@; keZ}, jEeZ,
besitzen die Eigenschaften in Feststellung 4.20.
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o Fliir jedes f € L*(R) gelten die Darstellungen
(4.20) F= D biwdbin =Y (frwim)vin
JkeZ J,k€Z

mit unbedingter Konvergenz beider Reihen in L?(R).

Man nennt dann ¢ und 15 biorthogonale Wawvelets.

Beweis: Die Riesz-Basis ¥ von L?(R) besitzt eine duale Basis, deren Elemente
vk durch die Biorthogonalititsrelationen

VF b)) =550k, G5 kK €L,

eindeutig gegeben sind. Man beachte, dass die hochgestellten Indizes noch nicht
ausdriicken sollen, dass es sich hier um Skalierung und Shift einer Funktion handeln
soll. Die allgemeine Erlauterung zur dualen Basis einer Riesz-Basis in Bemerkung
3.10 besagt, dass I' = (7/*;j, k € Z) ebenfalls eine Riesz-Basis von L?(R) ist und
dass 1/B und 1/A Riesz-Schranken von T vorliegen.

Es sei die Voraussetzung (i) erfiillt, also
R = Gy = 2R,

Dann sind die Wavelet-Rédume WJ— in (4.19) shift-invariant bzgl. 2777, also alle

Réume WJ— mit j > 0 zumindest Z-shift-invariant. An der Darstellung in (4.20)

liest man sofort
1

Vo= | EPW,
§=0

ab. Also ist auch V; als orthogonales Komplement eines Z-shift-invarianten Raumes
Z-shift-invariant.

Sei nun die Voraussetzung (ii) erfiillt. Wir definieren

b i="0
und weisen fiir beliebiges (j, k) € Z? die Biorthogonalitiit
(4.21) (js i) = 0550k, 5K €L,

nach. Dann ist ndmlich 1/~)j1k = ~7k aufgrund der Eindeutigkeit der dualen Basis.
Durch Anwendung der Substitutionsregel erhalten wir

Gisstiya) = [ 2042500 — = W) do
R

_ / 26" =D/ — kYD (2 Tz — ) dar
R

= (00— k), vy—jw).

Damit folgt (4.21) bereits fiir alle (57, k') € Z* mit j' > j, denn erneute Substitution
ergibt

Wjher i k) = (YO0, 050 i) = 050 O



2. DISKRETE WAVELET-TRANSFORMATION 71

Fiir j/ < j verwenden wir die Voraussetzung (ii), dass ndmlich
Yir—jk (- + k) € Vo
gilt. Also erhalten wir wegen +%° L V4 auch

(s i pr) = (V0 0y (- + K)) =0,
Insgesamt folgt also (4.21) fiir alle (j/, k') € Z?* aus der Voraussetzung (ii).

Die zusétzlichen Aussagen ergeben sich sofort als Eigenschaften der Wavelet-Basis
v. O
BEMERKUNG 4.22. Bedingung (ii) in Satz 4.21 ist im Weiteren von groffer Bedeu-

tung: sie stellt den Zusammenhang einer Wavelet-Basis zu einer verallgemeinerten
Multiskalen-Analyse her. Wir definieren die Skalenrdume V;, j € Z, mit

Jj—1
V= @ W,

{=—00
zu den Waveletraumen W; einer Wavelet-Basis W. Die V; sind abgeschlossene
Teilrdume von L*(R) mit den Eigenschaften der

i erschachtelung V; C V41 per Definition,
i) Verschachtelung V; C V4 D
(ii) Dichtheit

dosrae | | Vi | = D Wi=L®R),

j=—o0 j=—c0

und Trennungseigenschaft

N vi=L*®)\ P w;={o},

j=—o0 j=—c0

(ili) Skalierungsinvarianz, wegen der Skalierungsinvarianz der W,

Es fehlt nur noch die Eigenschaft (i), also die Z-Shift-Invarianz von Vo UND
die Bedingung, dass Vi eine Riesz-Basis ®o = (¢(- — k); k € Z) mit zugehiriger
Skalierungsfunktion ¢ € Vi, besitzt. Beide Bedingungen oder auch nur die zweite
Bedingung kénnen verletzt sein. (Zur zweiten Bedingung werden wir ein Beispiel in
den Ubungen behandeln, siche “Wavelet-Sets”.) Bei fast allen praktisch relevanten
Wavelet-Basen gibt es aber eine solche Skalierungsfunktion ¢ € Vy. Man nennt
diese Mutter- Wavelets v dann MRA-Wavelet.

Mit dieser Uberlegung zum Zusammenhang von Wavelet-Basen und Multiskalen-
Analyse lassen sich nun ganze Klassen von Wavelet-Basen konstruieren. Dahinter
steckt die Beziehung zweier benachbarter Skalierungsstufen

(4'22) Vipi =V 0 Wj, JEZ,
die die Skalenrdume V; = P 0<j—1 Wy einer Wavelet-Basis ¥ offensichtlich erfiillen.
Gehen wir andersherum vor, indem wir die Skalenrédume einer MRA direkt vorgeben,

so suchen wir nach den Wavelet-Raumen W;, die die Identitit (4.22) erfiillen. Die
Skalierungsinvarianz reduziert diese Aufgabe auf die Zerlegung

(4.23) Vi =Voa W,
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und die Shift-Invarianz von Wy reduziert dies weiter auf die Suche nach einem
Mutter-Wavelet ¢ € V1 \ Vp mit Wy = Sa(). Hierbei haben wir aber eine wichtige
Eigenschaft aufler Acht gelassen: am Ende muss die Stabilitat der gesamten Familie
U iiber alle Skalierungsstufen und Shifts (j,k) € Z? als Riesz-Basis von L*(R)
vorliegen.

Eine Situation, in der diese Stabilitat wieder leicht zu priifen ist, liegt vor, wenn
(4.24) Wy LV, Vi=Vho&Wy

gilt.

SATZ 4.23. Es sei (V;)jez eine Multiskalen-Analyse mit Skalierungsfunktion ¢.
Weiter sei Wy das orthogonale Komplement von Vg in Vi, siehe (4.24).

Zur Funktion ¢ € Vi sei die Familie Vo = (4(- — k); k € Z) eine Riesz-Basis von
Wy mit Riesz-Schranken A, B > 0.

Dann ist i ein Mutter- Wavelet mit Riesz-Schranken A, B der Wavelet-Basis ¥ von
L?(R).

Die Funktion v heifit semi-orthogonales Wavelet zur gegebenen MRA.

Beweis: Nach Voraussetzung ist Wy = Sa2(¢)) und die Wavelet-Raume sind
Wi ={f; f(277:) € Wo}.

Dann gilt wie in Bild 4.1 veranschaulicht

Wy LV, Vip=V;eW;, jel
Wir zeigen nun die paarweise Orthogonalitat
(4.25) W; LW, fiir k#j.
Mit der Skalierungsinvarianz geniigt es, dies fiir j = 0, k # 0 zu priifen. Fir £ < 0
erhalten wir

Wi C Vg1 C Vo L Wy, also Wi L Wy.
Fiir £ > 0 gilt entsprechend

Wy Vi Cc Vi LWy, also Wy L Wyg.

Also ist (4.25) erfiillt.

Mit den Riesz-Schranken A, B > 0 der Familie ¥y von W, folgt aus der Skalierungsin-
varianz

AY el <

kEZ

2
< BZ |Cj7k|2, ¢; = (¢ k)kez € EQ(Z).
kEZ

> it

kEZ

eEWy

Die paarweise Orthogonalitit (“Satz des Pythagoras”) ergibt

2
AN S ekl < DD Deintin]| B Il (ein)inen € C(Z).

JEZ kEZ JEZ kEZ JEZ kEZ
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Vg — V1 —— V; o - — Vij_p41 = VJ-L -

SN . S .

Wjy_1 Wy_2 e Wi_rs1 Wi—r

BiLD 4.1. Orthogonale Zerlegung der Skalenrdume V; mit einem
semi-orthogonalen Wavelet

Also sind A, B auch Riesz-Schranken der gesamten Familie .

Dass der Abschluss des Aufspanns von ¥ der gesamte Raum L?(R) ist, priift man
anhand der Dichtheits- und Trennungseigenschaft der MRA. Denn es gilt

(4.26) L’(R) =closy | ) Vi= € Wi
j=—00 Jj=—0
Dies wird in Bild 4.1 veranschaulicht. O

BEMERKUNG 4.24. Die rekursive Anwendung der orthogonalen Zerlegung Vi1 =
V; @ W; fiihrt auf die Baumstruktur in Bild 4.1, also

J-1
Vi=VisieWai=Vise Wi oW, ==V @ @ Wj.
j=J—L

Die Grenziiberginge J — oo und L — oo zeigen, dass die Identitat (4.26) gilt.

Die konkrete Konstruktion semi-orthogonaler Wavelets gelingt wieder mit den Meth-
oden aus Kapitel 3.

Satz 4.25. (Konstruktion von MR A-Wavelets)
Es sei (Vj)jez eine Multiskalen-Analyse mit Skalierungsfunktion ¢ € Vy. Weiter
sei Py das Skalierungssymbol von ¢.

Die periodische Funktion Q € L?(0,1) erfiille

420)  PAIQ@I W) + Py (w5) @ (w43 )00 (w43 ) =0
1) 0< A<+ [0 (v 1) 16 (w1 5) < B

fir fast alle w € (0,1). Dann ist p € Vi mit
(4.29) b =0 (3)%(3)

ein Mutter-Wavelet, und die Wavelet-Basis ¥ von L?(R) besitzt die Riesz-Schranken
A, B.
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BEMERKUNG 4.26. Die Darstellung von 1 im Zeitbereich erhalten wir mit der
Fourier- Entwicklung
1 _ .
— 5 que 2k7rzw'

kEZ
Dann ergibt (4.29) die Darstellung

=Y ad2r—k

keZ

Wegen (qx)rez € €2(Z) ist 1 € V4. Die Folge (qi) nennen wir auch Waveletmaske,
die Funktion QQ nennen wir Waveletsymbol von 1.

Beweis: Die Rechenregeln fiir das Klammerprodukt ergeben fiir beliebige k,/ € Z

1
(O = 0w~ 0) = [R5, )0 d
0
Mit der gleichen Umformung des Klammerprodukts wie in (4.12) erhalten wir
- S N 1\, 1
6.01(2) = Pl Q6. 810 + Py (w4 5) @ (1w 5 )06 (w+ 3 ).
Also impliziert die Eigenschaft (4.27) die Orthogonalitét
(- —4L) LV, leZ.
Weiterhin folgt mit der gleichen Rechenregel
40) i) = G e +[@ (w+ 1) 1561 (0 3).

Die Bedingung (4.28) ist also dquivalent dazu, dass Uy = (¢(- — k); k € Z) eine
Riesz-Basis von Sy (¢) mit den Riesz-Schranken A, B ist.

Wir miissen nur noch beweisen, dass Vi die Zerlegung
Vi=Vo® S, (1/))

besitzt, dann sind alle Voraussetzungen von Satz 4.23 erfiillt. Weil dies auf eine
praktisch relevante Zerlegungsformel fiir f € V; fiithrt, formulieren wir dieses Ergeb-
nis separat. O

SATZ 4.27. (Zerlegungsformel)
Die Voraussetzungen in Satz 4.25 seien erfillt. Weiter sei f € Vi, d.h. es gilt

fwr=(3)%(3)

mit einer periodischen Funktion T € L*(0,1) der Periodenlinge 1. Dann gilt

(4.31) Fw) = a(w)d(w) + d(w)p(w)
mit den 1-periodischen Funktionen a,d € L*(0,1)
(4.32)

aw) = o35 (B (9)6.4(5)7 (%)
dw) = W(Q(%)W@] (%)

\]
—
SIS
SN—
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Beweis: Formen wir (4.31) mit dem Skalierungs- und Wavelet-Symbol um und
ersetzen w durch 2w, so erhalten wir die Gleichung

T(w)d(w) = (a(2w)Py(w) + d(2w)Q(w)) d(w)

zur Bestimmung der Funktionen a und d. Schreiben wir diese Gleichung erneut fiir
w + %, so erhalten wir wegen der Periodizitét von a,d das Gleichungssystem

(r ey @C%y) () = ()

Mit der Rechenregel in (4.12) haben wir die Identitét
2 s 1
(6.0l |w+ 5

(vgl. auch Ubung 4.16). Zusammen mit (4.27) und (4.30) erhalten wir, dass die
Inverse der obigen Matrix gegeben ist durch

[6,8]2w) = [Ps(w)l[e,d)(w) + ‘Paﬁ (W + %)

1
ER TS (M P¢(w+%)> (ede oY,
0 1 \Qw) Q+3i) 0[5 (w+1)

[¢, ¥](2w)

Die Darstellung von a, d ergibt sich nun durch Multiplikation der rechten Seite des
obigen Gleichungssystems mit dieser Matrix. O

FOLGERUNG 4.28. FEs sei (V})jez eine Multiskalen-Analyse mit Skalierungsfunktion
¢ € Vo. Weiter sei Py das Skalierungssymbol von ¢.

a) Die periodische Funktion

(4.33) Qi(w) = 62’””@[03’ d (“ + %)

erfillt die Identitat (4.27) und liefert die Schranken

sy ph={heon i3 66,4 (v 1) (631 o).

eSSSupw€(07 1)

b) Die periodische Funktion

2B, (w1 1)

4.35 _ R
- @ =T G
erfullt die Identitat (4.27) und liefert die Schranken
(4.36) A} _ {essmfwem,l)} 84w .
B esSSUPye(0,1) ) (¢, ¢ (w) [, @] (w + 3)

Die Darstellung der Schranken A, B weisen wir in den Ubungen nach. Man beachte,
dass wir zwar verschiedene Mutter- Wavelets 11 und o erhalten, aber die Wavelet-
Réiume W;, j € Z, die gleichen sind: Diese sind bereits durch die MRA (V;) und
die Orthogonalitatsbedingung (4.24) eindeutig festgelegt.
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BILD 4.2. Das Spline-Wavelet ; (links) und der Betrag der
Fourier-Transformierten (rechts)

BEISPIEL 4.29. Im konkreten Beispiel ¢ = Ny ist

1 : : . 1, _
P¢(w) — Z (1 + 267271-1“1 + 6747rzw) , [¢7¢](w) _ 6 (627r1w 444+ 6727rzw) )
Das Waveletsymbol
1 _ _ _
Ql (W) _ ﬂ (_e4mu + 66727714.0 — 10+ 667271'1“' _ 67477100)

erfillt die Bedingungen (4.27) und (4.28). Das Mutter-Wavelet ist der lineare
Spline

o (z) = % (= No(@ + 2) + 6Na(z + 1) — 10N5(x) + 6Na(@ — 1) — No(z — 2))

mit kompaktem Triger suppp ¢y = [—1,2], Knickstellen in $Z und Werten 15 (—1,6,—10,6, 1)
an den Stellen %(—1, 0,1,2,3). Die Riesz-Schranken berechnet man als
~ 4 -1
A=— B=-.
27’ 3

Alternative: mit Hilfe der Darstellung von 1/[Na, No| in Beispiel 3.16 ist das
Waveletsymbol

V3

(6271'w —24 672771'00) Zﬁl—|k|672kﬂiw — quefﬂcﬂ'iw
4

kEZ keZ

Q2(w) =

mit By = —(24V/3) und g, = @(ﬁf“ﬁl' — 287 ™ 4 g7 ¥ Das Mutter- Wavelet

Ya(x) =Y qeNa(x — k)

kEZ

hat unbeschrankten Trager, klingt aber zumindest exponentiell ab. Die Riesz-Schranken
der zugehorigen Wavelet-Basis sind

3

A== B=3.
47
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Die duale Wavelet-Basis zu einem semi-orthogonalen Wavelet ¢ erhilt man durch
die Dualisierung der Riesz-Basis Uy auf der Skalierungsstufe j = 0. Dies ist ein
weiterer Vorteil der Orthogonalitéitsbedingung (4.24).

SATZ 4.30. Es sei (V;) ez eine Multiskalen- Analyse mit Skalierungsfunktion ¢ € Vj.
Weiter sei 1 € V1 ein semi-orthogonales Wavelet wie in Satz 4.28 und W; bezeichne
die zugehorigen Wavelet-Rdume.

a) Dann ist 1 mit

-~ 1/; w
Py = 2L
[, 9](w)
das Mutter-Wavelet der dualen Waveletbasis in Satz 4.21; die Wavelet-Raume
zu v sind ebenfalls W;, j € 7.

b) Die Funktion - mit

<

(w)

[, ¥](w)
ist Mutter- Wavelet einer orthonormalen Waveletbasis mit den gleichen Wavelet-
Raumen W;, j € Z.

Pl(w) =

Beweis: Die Semi-Orthogonalitdt der Wavelet-Basis ¥ ist gleichbedeutend mit der
Orthogonalitéit verschiedener Wavelet-Raume

W; L Wy, j#k.
Um die Biorthogonalitdt
<¢j,kﬂ/~1j’,k’> = 6j,j’5k,k’7 jujlakuk/ S Z7
iiber alle Skalierungsstufen zu erhalten, benotigt man also nur die Dualitét inner-
halb der einzelnen Stufen. Durch Skalierungsinvarianz geniigt hierzu die Betrach-

tung der Stufe j = 0, und dafiir verwendet man das Ergebnis in Satz 3.15 fiir den
shift-invarianten Raum W,. O

BEISPIEL 4.31. Zum Mutter- Wavelet 11 in Folgerung 4.28 erhalten wir
. o . 1\ . .
. ](20) = 16,81 6.0] (w4 3 ) 1,31 2.

Das duale Mutter-Wavelet 1@1 ist gegeben durch
= ~ W\ 1+ W
hiw = (3)9(3)
mit dem Wavelet-Symbol
_ 67277in W+ 1
Ql(w) = ¢A( _ 2).
[¢, 0] (w) 9, ¢](2w)

Im konkreten Beispiel ¢ = No ergibt sich exponentielles Abklingverhalten fir x —
00.

Alternative: das duale Mutter- Wavelet 152 ist gegeben durch das Wavelet-Symbol

S e 2Py (W + 1) [, 4] (w+ 1)
Qa(w) 3.0)(2) |
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Im konkreten Beispiel ¢ = No ergibt sich sowohl fir 1/;1 als auch fur 1/;2 exponen-
tielles Abklingverhalten fir © — oco.

Die Konstruktion wird besonders einfach, wenn ®( bereits eine Orthonormalbasis
des Skalenraums Vj ist, wenn also

[6,9] =1
gilt. Dann ergeben sich stark vereinfachte Formeln fiir die Wavelet-Konstruktion.

FOLGERUNG 4.32. Es sei (V;) ez eine Multiskalen-Analyse mit Skalierungsfunktion
¢ € Wy, fir die ®¢ eine Orthonormalbasis von Vy ist.

Wir wdihlen das Wavelet-Symbol Q € L?(0,1) so, dass

(4.37) Py(w)Q(w) + Py (w + %) Q (w + %) =0
(438) QP+ | (w+ ) oy

fiir fast alle w € (0,1) gilt. Dann ist ¥ eine orthonormale Wavelet-Basis von L*(R).

Beweis: Die Familie ¥y ist eine Orthonormalbasis von Wy, weil [7,/;,1/;] =1 gilt.
Mit der Orthogonalitat der Wavelet-Raume folgt dann, dass die Familie ¥ eine
Orthonormalbasis von L?(R) ist. (Alternativ hitte man auch die Riesz-Schranken
A= B =1 als Argument verwenden konnen.) O

BEISPIEL 4.33. Hdufig wdhlt man

= r, (oo 1)

wie in (4.33). Dann sind beide Identitaten (4.37) und (4.38) erfullt. Besonders
schon ist hieran auch die Darstellung von 1 im Zeitbereich. Mit der Skalierungs-
maske (pr) von ¢ erhalten wir

Y(z) = Z(—l)lfkplfkéf’(zf — k).
kEZ
In den folgenden konkreten Beispielen haben wir also orthonormale Wavelet-Basen:

a) Shannon- Wavelet: Zur Skalierungsfunktion ¢(x) = sincx in Beispiel 4.12 er-
halten wir das Mutter-Wavelet 1 mit der Fouriertransformierten

o = n(27)a(3)

—iTw ( eiiﬂ-w, % < |CU| <1,

0, sonst.

— &

X(-1.1) (@) = X(—1/2.1/2)(W)) = {
Mit Hilfe der ersten Darstellung erkennt man

v(x)=h <:1: - %) mit  h(z) = 2sinc(2x) — sinc(z).
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BiLD 4.3. Das Shannon-Wavelet (links) und der Betrag der
Fourier-Transformierten (rechts)

BILD 4.4. Die Faktoren P((w + 1)/2) (rot) und ¢(w/2) (schwarz)
zur Fouriertransformierten des Meyer-Wavelets.

79

Der Wavelet-Raum Wy = S2() ist der Raum der bandbeschrankten Funktionen
in PW1, die orthogonal sind zum Teilraum Vo = PWy,5. Die Orthogonalitat
der Wavelet-Rdaume erkennt man sofort daran, dass die Trager der Fourier-

Transformierten zu Funktionen aus verschiedenen Wy, disjunkt sind.

b) Meyer-Wavelet: Das Mutter- Wavelet zur Meyer-Skalierungsfunktion in Beispiel

4.18 hat die Fourier-Transformierte

e Mol —wl), 3 <lwl <3,
e "o (|lwl/2), 2 < w| < 3,

0, sonst.

Pw) =

Dies wird in Bild 4.33 veranschaulicht, das die beiden Faktoren P((w + 1)/2)

und ¢p(w/2) darstellt.
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BILD 4.5. Das Meyer-Wavelet (links) und der Betrag der Fourier-
Transformierten (rechts)

3. Algorithmen zur diskreten Wavelet-Transformation

Wir haben bereits in Satz 4.27 die Zerlegung von Funktionen f € V; in ihre beiden
Komponenten f = fy + go mit fo € Vo und g9 € Wy kennengelernt. Weiterhin
wurde in Bild 4.1 die rekursive Zerlegung von f € V; gemafl

(4.39) f=9r-1+g95—2+ 49—+ fr-1

mit g; € W; und f;_1 € Vy_p dargestellt. Wir nennen f; die Approzimation der
Stufe j sowie g; die Detailkomponente der Stufe j von f.

Mit Hilfe der Riesz-Basen von V; und W; schreiben wir im Folgenden

fi = Zaa‘,k%ka kurz a; = (aj)kez,

(4.40) -—
g = Zdj,k1/)j.,ka kurz d; = (d; x)kez,
keZ

Die Berechnung der Folgen aj, d; soll nun in Form von Algorithmen herausgear-
beitet werden.

Fiir die Beschreibung der Algorithmen bendétigen wir insgesamt 4 Masken, davon
sind zwei die Skalierungsmaske p und die Waveletmaske ¢ aus den Gleichungen

dx) = Y ped(2r — k),
kEZ

@) = > ad(2x —k),
kEZ

die wir auch durch die zugehorigen Sympole P, ) ausdriicken konnen. Hinzu kom-
men die zwei Masken aus der Zerlegungsformel (4.32), die wir mit p, § bezeichnen
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wollen. Thre Symbole sind

- I~ o P(w)[¢, 3] (w)
4.41 Plw)= = e 2mikw — Z LT PIVET
) ) 2,;”’“ 3, 9](2)

~ I _om Q(w)[9, 9](w)
4.42 OJ = = € 271'1]{30.): -~ ~.
(4.42) Qw) Qk%% 9 0] (20)

HiLFssATZ 4.34. Es sei ¢ Skalierungsfunktion einer MRA mit Skalierungssymbol
P = P, und v ein semi-orthogonales Wavelet dieser MRA mit Waveletsymbol Q.
Weiter seien g?) und 1/; die dualen Basisfunktionen von Vo bzw. Wy in Satz 3.15.
Mit den Symbolen P, Q in (4.41) gilt dann

(4.43) $(2w) = P(w)d(w),
h(2w) = Q(w)d(w),
Beweis: Die Identitaten auf der linken Seite sind durch die Definitionen von P und

@ erfiillt, die erste Identitat der rechten Seite wurde in Folgerung 4.7 bewiesen, die
zweite folgt mit der Darstellung von ¢ in Satz 4.30. O

Mit diesen Symbolen lasst sich nun die Zerlegung (4.39) in Form der Fourier-
Transformierten von f;, g; angeben.

SATZ 4.35. (Wavelet-Zerlegung im Frequenz-Bereich)
Zur Funktion f = f; € Vj mit f(w) = a;(277w)277/2¢(277w) sind die Kompo-
nenten f;, g; der Zerlegung (4.40) gegeben durch

(444) a;(w) % (@aﬂl (£)+P <”T“)aj+1 <WT+1>> :

d(w) = %(Wg)aﬁl (g%@% <T

S
_|_
—_
S~
~—

Beweis: Die Zerlegungsformel in (4.32) verwendet j = 0 und 7 = v/2d;. So ergibt
sich die Form von d¢ und dy direkt aus (4.32). Durch Skalierung erhalten wir die
Giltigkeit fiir beliebiges j < J. O

Als Ubergang zum Zeitbereich schicken wir das Beispiel des Haar-Wavelets voraus.
BEISPIEL 4.36. Die Skalierungsfunktion ¢ = x[o,1) hat das Skalierungssymbol P(w) =
114 2) (mit z = e2™%) und erfillt [6,¢] = 1. Das Wavelet-Symbol Q(w) =

%(1 — z) liefert die orthonormale Wavelet-Basis ¥ zum Haar- Wavelet

b= X[0,1/2) — X[1/2,1)-
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Aufgrund der Orthonormiertheit ist P =P und @ = Q. Wir erhalten

a;(2w) = 2—\1/5 ((1 + %) > a4+ (1 -~ %) Z(—1)kaj+1,kzk>

kEZ kEZ

1
= —= (@416 + ajr1p41) (2" + (=1)F25)
A

1
= ﬁ Z(ajJrl,Qk + aj+1,2k+1>z2k;
kEZ

also sind die Koeffizienten von a; gegeben durch

1
ajx = ﬁ(aﬂl,zk + aji1,2k41), keZ.

Ganz analog erhalt man

1
dj ) = E(%‘H,% - aj+1,2k+1)7 k € Z.

Die wichtigste Erkenntnis im obigen Beispiel ist die Form der neuen Koeffizienten
a;, und d; : die Folge a;11 wird mit der Maske p = (1,1) bzw ¢ = (1, —1) gefaltet,
anschliefend wird das Ergebnis der Faltung ausgediinnt, indem nur Koeffizienten
mit geradem Index erhalten bleiben. Diese beiden Operationen liefern die Bausteine
zur diskreten Wavelet-Transformation.

DEFINITION 4.37. (Faltung, Downsampling, Upsampling)

a) Zu c € (*(Z) definieren wir den linearen Operator

F.:(*(Z) - (>*(Z), F.z)=cxx= <Z ckxmk> ,
meZ

keZ

also die Faltung mit c.
b) Wir definieren die linearen Operatoren D,U,S : *(Z) — (*(Z) mit

D("'v'ff?;a?fla5I17$27"') = ("'7':6*6517745177277$27x4;:176"')7
U("'v'ff?;Ifla5I17$27"') = ("'7$72507$*1507507$1507$25"')5
S(...,I'_Q,(E_l,,(El,.’IIg,...) = (...,$_3,(E_2,(E_1,,$—_1,$—_2,I_3...).

Wir nennen D den Downsampling-, U den Upsampling-Operator und S eine
Involution. Die Box soll jeweils den Koeflizienten mit Index 0 angeben.

Der Ubergang vom Frequenzbereich zum Zeitbereich wird durch die Identitéten fiir
die Fourierreihen klar, die wir in den Ubungen behandeln:

() (55)

Uz) (w) = &(2w),

(Dz)" (w)

(S2)Mw) = &(w).
Damit ergibt sich sofort der folgende Satz zur Wavelet-Zerlegung.
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SaTz 4.38. (Algorithmus: Wavelet-Zerlegung im Zeit-Bereich)
Zur Funktion f =3, , ajrdsk € Vy sind die Komponenten f;, g; der Zerlegung
(4.40) gegeben durch die Koeffizientenfolgen

a; = DoFsplaji1), k= P majr125—m,
meZ

d;j = DOqu(aj+1), djr = g G—mQj+1,2k—m,
meZ

mit den Masken p und G in (4.41).

Bei praktischen Anwendungen gibt man noch die Anzahl L € N der gewiinschten
Zerlegungsschritte vor. Ein typischer Befehl in matlab zum Eingabevektor A = a
lautet

[D,K] = wavedec(A,L,’Haar’)

Dabei kann ’Haar’ durch andere verfiighare Typen von Wavelets ersetzt wer-
den (siehe wfilters-Befehl). Der Ausgabevektor D enthélt die Vektoren aj_y,
dj_r,...,dy—1 in dieser Reihenfolge und der Vektor K gibt die Langen der einzel-
nen Vektoren sowie als letzten Eintrag die Lange des Eingabevektors A an.

BEMERKUNG 4.39. Der Rechenaufwand der Wavelet-Zerlegung wird meist mit O(N)
angegeben, wobei N die Anzahl der Koeffizienten des Vektors ay ist (N=length(A)
in matlab). Damit ist die Wavelet-Zerleqgung sogar effizienter als die “schnelle
Fourier-Transformation” (FFT), deren Rechenaufwand bei O(N logy N) liegt. Sie
wird daher in vielen Anwendungen eingesetzt, z.B. bei der Signal- und Bildanal-
yse, Datenkompression, Statistik. Bild- und Videostandards wie JPEG2000 und
MPEG/ verwenden die Wavelet- Transformation ebenso wie die statistische Anal-
yse von Zeitreihen.

Die Abschitzung des Rechenaufwands erfolgt unter der Voraussetzung, dass die
Masken p und § nur m von Null verschiedene Koeffizienten haben. Dann erfordert
die Berechnung eines Koeffizienten

1
aj—1,k = ﬁ Zp—maJ,2k—m
m

m Operationen (= Multiplikation und anschlieffende Addition). Die Anzahl der von
Null verschiedenen Koeffizienten bei der Faltung ist hochstens
length((SpP) x ay) = length(ay) +m — 1.

Durch das Downsampling bleiben mazimal (N +m)/2 = N/2 von Null verschiedene
Koeffizienten von aj_1 und dj_1 tubrig, so dass im ersten Zerlequngsschritt ca.
mN Operationen anfallen. Da der Vektor aj_1 ca. die Linge N/2 besitzt, ergeben
sich im zweiten Schritt dann mN/2, im dritten Schritt mN/4 Operationen usw.
Insgesamt sind also (unabhdngig von der Anzahl L der Zerlegungsschritte) nur

L
mN
=0

Operationen erforderlich.
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Konkret: Das Wavelet ‘db4’ in der Wavelet- Toolbox von matlab hat m = 8 Koef-
fizienten in p, G. Fir das Signal hoelder.mat der Ldnge 1025 erhalten wir bei 5
Zerlegungsschritten die folgenden Vektorldngen:

ao d_l d_2 d_3 d_4 d_5 a_s5

1025 | 516 | 261 | 134 | 70 | 38 | 38

Die Abweichung von der jeweiligen Halbierung in jedem Schritt ist mazimal m/2 =
4. Fir jeden Koeffizienten gab es 8 Operationen, also insgesamt

8% (516 + 261 4+ 134+ 70 + 38 4+ 3) = 8% 1057

Operationen.

Nun wollen wir noch die urspiingliche Funktion f € V; aus ihren einzelnen Kom-
ponenten wieder zusammensetzen (sog. Rekonstruktion, Synthese). In der Praxis
wird man die einzelnen Koeffizientenfolgen d; der Detailkomponenten g; von f mit
gewissen Methoden behandeln (z.B. fiihrt Thresholding ein Annullieren einzelner
Koeffizienten d;; von sehr kleinem Betrag durch, um Speicher zu sparen oder um
Rauschen im Signal f zu unterdriicken, siehe spéteres Kapitel). Liegen sowohl
die Koeffizientenfolgen einer Approximation a;_; und der Detailkomponenten d;,
J—L<j<J-—1, vor, so lasst sich mit den Skalierungs- und Waveletmasken p
bzw. ¢ die Folge a; der Approximationsstufe J rekonstruieren. Die Skalierungsgle-
ichungen fiir ¢ und 1 werden zunichst auf die Skalierungsstufe j € Z tibertragen
gemalf

Ginlx) = =22z —k) =272 pno(2 e -2k —m)
meZ

1
E Z pm¢j+1,2k+m

meZ

1
Yik(r) = ﬁzqm%ﬂgmm-

mEeEZ

Dann erhalten wir fiir die Komponenten

Z aj ki = % Z aj.k Z Dm®Pj+1,2k+m

kez k€Z ~ meZ
1
= 7 Z (Z aj,kpm—2k> Gj+1,2k+m
meZ \k€EZ
1
> diktin = 7 > (Z dj,kpm2k> Pjt1,2k+m-
keZ mez \keZ

Die innere Summe kann sofort als Faltung der Maske p (bzw. ¢) mit der aufgeiillten
Koeffizientenfolge Ua,; (bzw. Ud;) identifiziert werden.

SATZ 4.40. (Algorithmus: Wavelet-Rekonstruktion im Zeit-Bereich)
Zur Funktion f € Vy und L € N seien die Koeffizientenfolgen aj_1, der Approxima-
tion der Stufe J — L sowie dj, J — L < j < J —1, der Detailkomponenten gegeben.
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Gy —— 4j-1 —— aj-2 .- — Aj-L4+1 — aj-L

dr-1 dy_o e dj—r+1 dr—r
aj_p —> Qj_L41 —= Qj_L42 --- ay-1 ay
dr-r dr—r4+1 e dy—o dr_1

BILD 4.6. Wavelet-Zerlegung (oben) und Rekonstruktion (unten)

Dann sind die Folgen a; der Approzimation der Stufe J — L+ 1 < j < J gegeben
durch

(4.45) (FpoUl(a;) + FyoU(dy)),

1
a; = —
TR

mit der Skalierungsmaske p von ¢ und der Waveletmaske q von 1.

Der entsprechende Befehl in matlab zur oben beschriebenen Datenstruktur aus der
Wavelet-Zerlegung lautet

A = waverec(D,K, ’Haar’)

Zerlegungs- und Rekonstruktions-Algorithmus bilden zusammen eine “Perfect Re-
construction Filter Bank”; damit bezeichnet man die Anwendung von digitalen
Filteroperationen (z.B. der Faltung mit vorgegebenen “Masken”, hier (pj) und
(gr)), die nach vollstdndiger Ausfithrung wieder zum Ursprungssignal (hier ay)
zuriickfithren. Eine einfache Darstellung dieser Filterbank ist durch den Graphen
in Abbildung 4.6 gegeben.

In der Signalverarbeitung sind Diagramme iiblich, um die verwendeten Operationen
in diesem Schema zu veranschaulichen. Die Faltung wird dabei durch Angabe des
Symbols P bzw. @ bezeichnet. Zahlen an Knotenpunkten des Graphen bedeuten
Multiplikation der Folge mit dem Skalar, das Rechenzeichen + bedeutet Addition
der Folgen, die sich in diesem Knoten treffen. Statt der Buchstaben D und U
fiir die Down- bzw. Upsampling-Operatoren verwendet man lieber die Symbole |
und T2. Die Wavelet-Zerlegung wird dann durch die Filterbank in Abbildung 4.7
dargestellt, die Rekonstruktion in Abbildung 4.7.

Eine zweite Beschreibung des Algorithmus zur Rekonstruktion in Satz 4.40 ist in
Anwendungen des Computer Aided Design (CAD) unter der Bezeichnung Unter-
teilungs-Algorithmus (engl. Subdivision) bekannt. Dazu schreiben wir die Gleichung
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9—1/2 — 9-1/2 — 9—1/2 9—1/2 —

aj-r ».—>| P '—2716/92*% T2 H P '—2716/92 LT TP S
<] <] <]

dr-r dr—p+1 e dy—1

BILD 4.7. Filterbank der DWT-Zerlegung (oben) und Rekonstruk-
tion (unten)

(4.45) getrennt fiir gerade und ungerade Indizes k € Z auf, also

(4.46) Aji12k = 97 1/2 Z(pZEaj,kfl + qaedjk—e),
ez

(4.47) Aj+1,2k+1 = 971/2 Z(p2é+1aj,k—e + qae+1dj k—20)-
ez

Mit den Teilmasken (engl. stencil)

P = (pak)kez, PV = (part1)kezs
¢ = (g21)kez, qY = (qar+1)kez,

erhalten wir “richtige” Faltungen ohne Verwendung des Upsampling-Operators,
apeae = 272 (0O xay)(k) + (@0 d)(h))
arioers = 272 (0 5 a) (k) + () + d;)())

Die Gesamtfolge a; kann also durch Berechnung der Teilfolgen (a; o) und (a; 2x+1)
und anschliefendes Zusammenfiigen berechnet werden. Die Teilmasken werden wie
in Abbildung 4.8 grafisch dargestellt.

4. Erweiterungen

Wir wollen zwei Erweiterungen der semi-orthogonalen MRA-Wayvelets betrachten.
Zuerst wird die Klasse der biorthogonalen Wavelets erklart, dann wird auf die
Skalierung mit Faktoren m > 2 eingegangen.
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P4 P2 Po pP-2 P-a p3 P1 pP-1 pP-3
—0 o— —O o—
q4 q2 q0 q-2 qg—4 q3 q1 qg-1 q-3
—0O O— =+« R —e } O—

BILD 4.8. Teilmasken (Stencils) der Skalierungsmaske (oben) und
Waveletmaske (unten) zur DWT-Rekonstruktion (ohne Faktor
271/2), Der Auswertungspunkt 2k (links) bzw. 2k + 1 (rechts)
ist mit dem Kreuz markiert.

In Bemerkung 4.22 wurde der Begriff des MRA-Wavelets eingefithrt. Dazu sei die
Funktion ¢ € L?(R) ein Mutter-Wavelet und ihr Skalenraum

-1
o= P w;

j=—0c0

ein Z-shift-invarianter Raum mit Riesz-Basis ® = (¢(- — k);k € Z). Wir wissen
nach Satz 4.21, dass ein duales Mutter-Wavelet ¢ € L*(R) existiert, so dass ¥ und
U duale Riesz-Basen von L?(R) sind. Die Beziehungen in (4.20)

f= Z (560050 = Z (f1 ) k)5
J,keEZ j,kEZ

driicken unter anderem den folgenden Sachverhalt aus:

(i) Der Skalenraum
—1
o=@ W
j=—00

ist ebenfalls Z-shift-invariant; denn die duale Riesz-Basis von U in Satz 4.21 ist
ja die Wavelet-Basis W.

(ii) Die Waveletraume W; (von 1) und WJ— (von ¢)) erfiillen die “Kreuz-Orthogonalitéit”
(4.48) W, LWy,  j#k jkeZ

Wir definieren wie vorher alle Skalenrdume

j—1 B =1
Vi= P W, Vi= P W
l=—o0 l=—o0

Aus den Beziehungen in (ii) folgt als Erweiterung gegentiber den semi-orthogonalen
Wavelets, dass fiir alle j € Z

(4.49) Vin=V; @ Wj, W, LV,
(4.50) Vi = V; @ W, W, LV

gilt. Die paarweise Orthogonalitat der Waveletrdume W; aus der semi-orthogonalen
Situation taucht hier also als “Kreuz-Orthogonalitdt” der beiden Sequenzen W; und
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WJ— auf. Entsprechend wird auch die Konstruktion von biorthogonalen Wavelet-
Basen aus zwei miteinander verkniipften MRA’s erzielt. Ohne Beweis formulieren
wir das folgende Hauptresultat.

SaTZ 4.41. (Konstruktion biorthogonaler Wavelets)

Durch (V) jez und (V;)jez seien zwei Multiskalen-Analysen gegeben, deren Skalierungs-
funktionen ¢ € Vi und ¢ € Vi die Beziehung

(4.51) 6, 8l(w) =1 fi.

erfiillen. Weiter sei P bzw. P das Skalierungssymbol von ¢ bzw. ¢.

Dann sind 1, 1/~) mit

und den Wavelet-Symbolen

(4.52) Qw) = e 2™« p <w + %) Qw) = e 2™ p (w + %)

ein Paar biorthogonaler Mutter- Wawvelets.

Fiir die Wavelet-Zerlegung verwenden wir ein Analogon von Satz 4.27. An die Stelle
der Klammerprodukte [¢, ¢] und [¢), 9] tritt dabei

-~

[6,0] = [¥, 9] =1,
wodurch sich die Formeln vereinfachen.

SATZ 4.42. Es f € Vi, d.h. es gilt

fwr=(3)%(3)

mit einer periodischen Funktion 7 € L*(0,1) der Periodenlinge 1. Dann gilt

flw) = a(w)d(w) + d(w)y(w)

mit den 1-periodischen Funktionen a,d € L*(0,1)

alw) = P(3)
dw) = Q(%)

Der wesentliche Teil des Beweises steckt in den folgenden Relationen der Skalierungs-
und Waveletsymbole.
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FOLGERUNG 4.43. Die Skalierungs- und Wavelet-Symbole in Satz 4.41 erfillen die
Gleichungen

Q(w)%JrQ(wwL%)@(w%) =1

In Matrizschreibweise bedeutet dies L L
(P(w) P(w+%)> P(w) Q(w) _<1 o>.
) Qut2)/\Plw+y) Quy) \0 !

Mit diesen Ergebnissen sieht man, dass die Algorithmen und Filterbénke zur Zer-
legung und Rekonstruktion in Abschnitt 4.3 wortlich ibernommen werden.

Unsere zweite Verallgemeinerung bezieht sich auf den Skalierungsparameter 27 in
den bisherigen Konstruktionen. An Stelle der Basis 2 kann jede natiirliche Zahl m >
2 verwendet werden. Dadurch &ndert sich der Begriff der “Skalierungsinvarianz”
bei der Definition der MRA in

fev, < fm7)eW.

Die Skalierungsgleichungen lauten dann

) ) 1 .
d(w) = Py(m™tw)d(m™tw), Py(w) = — pre” 2Tk
(w) = Py( )o( ) b(w) = — k%
im Frequenzbereich, bzw.
¢(x) = Zpk(b(mx — k).
kEZ
An die Stelle eines Mutter-Wavelets ¢ treten nun m—1 Wavelets @[J(T), 1<r<m-—1,
mit -
YO(W) = Qr(m ' w)g(m~'w),  I<r<m-—1
Die m — 1 Wavelet-Symbole @1, ...,Qm,—1 sind 1-periodische Funktionen, fir die
die m x m-Matrix

P(w) P(w+n%1) o Pw L)
Q1(w) Qw+) - Q1w+t

Qm;l(W) mel(w—F%) Qm71(u1'+m771)

iiberall invertierbar ist. Die inverse Matrix definiert dann die Symbole P und
@1, cee C,jm,l fiir die Zerlegung analog zu Satz 4.27. Im Algorithmus zur Wavelet-
Zerlegung findet an den Knoten jeweils eine Verzweigung in m Aste statt, die
Multiplikatoren in den Knoten sind m~'/2. Analoges gilt fiir die Rekonstruktion.



