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Aufgabe 30 Vom v zum ¢
Zum MRA-Wavelet ¢ € L*(R) ist der Raum
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ein Z-shift-invarianter Raum mit Riesz-Basis ® = {¢(- — k) : k € Z}. Beweisen Sie die
folgenden Aussagen:

(i) Es existiert eine 1-periodische Funktion 7 mit ¢)(4w) = 7(w)$h(2w), w € R.
(ii) Es existieren @ € L?(0,1) und A, B > 0 derart, dass
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(iii) Die Funktion 5 mit fj(w) = 1)(2w)/Q(w) ist verfeinerbar.
(iv) {n(- — k) : k € Z} bildet eine Riesz-Basis von Vj.

Aufgabe 31 Down- und Upsampling im Zeitbereich...
Gegeben seien D, U, S : (*(Z) — (*(Z) mit

D(z) = (..., 2 4,7 9,[To],72,74,...) (“Downsampling”)
U@) = (..,0,22,0,21,0,[20],0,21,0,22,0,...) (“Upsampling”)
S(x) = (..., 72,71, , T1,T—3,...) (“Involution”)
fir z = (...,09,2_1,[%0| 21,72, .. .) € (*(Z). Dabei wird zur Kenntlichmachung des

Elements zum Index 0 verwendet. Desweiteren definieren wir zu ¢ € £?(Z) den Operator
F.:*(Z) — (>(Z) mit F.(z)=c*ux.
(i) Weisen Sie die folgenden Identitéten nach: F) = Fg), D* = U und D o U = idyp(y).
(ii) Zeigen Sie, dass U o D Orthogonalprojektion von ¢?(Z) auf den Unterraum
{x € *(Z) : x), =0 fiir k € 2Z + 1}

ist.



(iii) Priifen Sie, fiir welche j € Z die Operatoren U bzw. D mit dem diskreten Shift-Operator
T, : A(Z) — (3(Z) mit Tjz = (... ,T_1-j,[T=j ] ¥1-j; - . .) kommutieren.

Aufgabe 32 ... und im Frequenzbereich
Zu x € (*(Z) sei wie iiblich die Fouriertransformierte & = Y, _, zxe**™" definiert. Weisen Sie

die folgenden Identitéten fiir w € R nach:

(i) (D) (w) = 3(2(5) + 2(*33)),
(i) (Uz)(w) = 2(2w),

(i) (Sz)"(w) = Z(w),

(iv) (Fer) (W) = éw)z(w)



