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Aufgabe 1 Abbildungen
a) Gegeben Sei die Abbildung 7 : R — R~ mit f(z) = 2% +1

i) Zun&chst erstellen wir eine Wertetabelle:

z |-3 -2 -1 0 1 2 3
fl@y|10 5 2 1 2 5 10

Zeichnen dieser Funktion liefert dann:

—
s}

f(x) —f(x) =22 +1 (

N W k& gt & 3 o ©

-3 -2 —1 1 2 3

i) Um nun zu entscheiden, ob die Funktion injektiv, surjektiv oder gar bijektiv ist, schauen wir uns nochmal
die Definitionen dieser Begriffe an.

Jeder Wert aus dem Wertebereich wird hochstens ein-
mal getroffen

Jeder Wert aus dem Wertebereich wird mindestens ein-
mal getroffen.

Die Abbildung ist sowohl injektiv als auch surjektiv.

Injektiv

Surjektiv

Bijektiv
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Wir erkennen in unserer obigen Grafik, dass auf den Funktionswert y = 2 zweimal abgebildet wird.
Einmal von © = —1 und von z = 1 Die 2 € R, ist also Teil unseres Wertbereichs und wird zweimal
getroffen. Einmal von z = —1 und ein anderes Mal von x = 1.

Unsere Abbildung ist also nicht injektiv.

Hinweis: Dies hatten wir auch an unserer Wertetabelle erkennen kénnen. Hier sehen wir in der letzten
Zeile, dass wir zweimal die 2 haben aber zwei unterschiedliche z- Werte darauf abbilden.

Kurzer Ausblick: Spater braucht lhr nicht immer eine Wertetabelle oder die Abbildung vorher einzeich-
nen. Wir lernen spéter eine etwas formellere Definition von Injektivitat und Surjektivitat kennen, die uns
die Arbeit etwas erleichtert. Aber flr eine erstes Verstandnis fir die Definition dieser neuen Begrifflich-
keiten, ist dieses Verfahren ideal.

surjektiv

Hier mussen wir Gberprifen, ob es fur jeden Wert aus unserem Wertebereich (hier: R>1) ein z- Wert
gibt, welcher auf diesen abbildet. Aus der Schule wissen wir das wir eine nach oben gedffnete Parabel
haben, welche im Punkt SP(0|1) seinen Scheitelpunkt besitzt. Im weiteren Verlauf werden die Funk-
tionwerte immer gréBer als 1 sein. Deswegen kénnen wir sagen, dass wir zu jedem y € R>; ein z
finden, sodass gilt f(z) = y gilt. Insgesamt ist unsere Abbildung also surjektiv.

Da unsere Abbildung allerdings nicht injektiv ist, ist sie nicht bijektiv.

Fir das Bild einer Abbildung f : D — W mit f(x) = y gilt:

Bild(f):= f(D) :={y e W|3z € D mitf(x) =y} CW

Wir kénnen hier also sagen, dass unser Bild unser maximaler Wertebereich ist,sodass die Surjektivitat
nicht verletzt ist. Wir suchen also alle y auf die tatsachlich abgebildet wird. Mit ii) gilt also:

Bild(f)= R
Far das Urbild einer Abbildung f : D — W und U C W gilt:

fHU)={xz€D|f(x) €U} C D

Das Urbild von U ist also die Menge aller Elemente von D, deren Bild (deren Funktionswerte) in U liegt,
die also mit der Abbildung f auf eines der Elemente von U abgebildet werden.
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Wir missen jetzt f~'(R>2) bestimmen:

—
s}

N W k& Ot & 3 o ©

-3 -2 —1 1 2 3

Wir suchen also jetzt alle 2- Werte, welche auf die Funktionswerte y € R>, abbilden. Diese z- Werte
sind hier blau hervorgehoben. Wir erhalten also:

fHRx2) =R\ (=1;1)

b) Da es bei unserer Abbildung an der Injektivitdt gescheitert ist, miissen wir unseren Definitionsbereich
einschranken, sodass die Abbildung bijektiv ist. Die hier um eine Einheit nach oben verschobene Nor-
malparabel ist achsensymmetrisch zur y- Achse. (da f(z) = f(—=z). Das bedeutet wir brauchen fiir den
Definitionsbereich nur die positiven z-Werte inklusive der Null betrachten. Unsere bijektive Abbildung lau-
tet also:

[, R>0 = R>1 mit f(z) =22 +1
Aufgabe 2 Nullstellen
a)

Te? — 280 4+21=0<=22—42+3=0

<:>x1:2+\ﬁ und a:2:2—\/1

<= x1=3 und 9 =1

Alternativ mit Quadratischer Ergénzung (q.E.)

Bei der Quadratischen Ergédnzung gehen wir immer so vor, dass wir die Terme mit einem = auf einer
Seite haben und die Konstanten auf der anderen Seite. Im Anschluss erganzen wir immer den Ausdruck

(5)"
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722 — 282 +21 =0 <= T7(2? —42+3)=0<= 22 —42+3=0

— ? —4x=-3

ey (1) a0 (3)

=t —dat4d=1

— (z—-27=1

= lr—-2|=1

—=z-2=1 V —(z—-2)=1

<~— =3 V xz=1

b)
62° — 62% = 120 <= 62° — 622 — 120 =0 <= 6x(2* —x —2) =0
<= 6x=0 oder > —z—2=0
~1 —1\?
21 =0 und z23 = _Ti 5 —(-2)
1 1 8 1 1 8
—0 und To==—41/=+° — - _,/z3°
— 1 una Tz 2+ 4+4undac3 5 4+4
1 3 1 3
<:)x1—0undx2—§+§undx3—§—§
<— 21 =0 und 2 =2 und r3=—1
c)
x6+3x4+2x2<:>x2(x4+3m2+2)=O<:>x220 oder z*+322+2=0
2_.
= =0 oder 2 +3t+2=0
2
3 3
< 1t=0 und to3=—- =% 2) —9
unN 2,3 5 (2>
3 9 8 3 9 8
<:>t—0undt2——§+ 171 ’LLTLdtg——§— 11
3 1

3 1
<= t=0 dito=—=+= dta=—=_—"=
una ta 2+2un 3 573

< t=0 und ty = —1 und tz3 = -2

Bei der Riicksubstitution erhalten wir fir ¢; und ¢3 keine reelle Lésungen. Deshalb erhalten wir die einzigen
moglichen reellen Nullstellen, indem wir ¢ = 0 rlicksubstituieren.

t=0<=2’=0<=|z|=0<=21=0A22=0

t=-1+=22=-1 ,f da es in R keine Losung gibt.
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Aufgabe 3 Lineare Gleichungssysteme

a)
x1+2x0 +3v3 = 7 12 3 | 7
Azy + 5o +6x3= 25 ew |4 5 6 | 25
5wy + Tog — 3 = 42 5 7 —1 | 42
=:(Alb)

Bestimme nun die Zeilenstufenform mit Hilfe von elementaren Zeilenumformungen:

1 2 3 7 ((—4) 7-(-5) 1 2 3 7
4 5 6 25 J+ o~ |0 -3 —6 -3 (=1) e
5 7 -1 42 + 0 -3 -—16 7 34—

Es gilt Rang(A) = Rang (A|b) = 3. Das LGS ist also |&6sbar. Da wir drei Variablen x;, z2, 5 haben, ist n = 3.
Die Anzahl der frei wahlbaren Parameter ist gegeben durch:

F=n—Rang(A)=3-3=0
Also wissen wir, dass wir keinen Parameter frei wahlen missen. Unser LGS ist also eindeutig l6sbar.

Mithilfe von RlUckwéartseinsetzen erhalten wir:

(I)  — 10z5 = 10 <= 23 = —1
(II) —3z5—6a3=-3"=" 32, = -9 12,=3

(I) x1+2x2+3x3:7m3;>;)1x1+6—3:7<:)x1:4
o=

Far die Lésungsmenge erhalten wir:
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b)
w3+ 81y + 4wy = 7 4 8 3 | 7
1+ 29+ x3 = 2 s 1 1 1 ’ 2
—2x3+ 312 —w1 = —3 -1 3 -2 | -3
=:(Alb)

Wir bringen (A|b) in Zeilenstufenform mittels elementarer Zeilenumformungen:

Aus der Zeilenstufenform folgt
Rang(A) = Rang(Al|b) = 2.

Da n = 3 (drei Variablen) gilt:
F=n—Rang(4)=3-2=1.

Das LGS ist also mehrdeutig I6sbar mit genau einem freien Parameter.

Setze z3 =: ¢

Mithilfe von Rlickwértseinsetzen erhalten wir:

- t—1
(I1) 4x2—x3=—1<3:£4x2=t—1<:>x2=T
x3=t t—1
(I) l’1+1’2+l‘3:2 <:t)ilml+T+t:2
To="7—
t—1+4t
<:>$1+74 =2
9 5t — 1
T = —
! 4
8§—5t+1
== —
4
L 95t
Ty
Far die Lé6sungsmenge erhalten wir:
95t 9 _5
4 4 4
L={zeR|z= =1+t 1 |.,teR
t 0 1
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c)
3r3 +8xo+4x1 = 7 4 8 3 | 7
1+ 29+ x3 = 2 “w |1 1 1 | 2
X1+ Tg +2x3 = 3 I 11 | 3
—.(Alb)

Bestimme nun die Zeilenstufenform mit Hilfe von elementaren Zeilenumformungen:

483|7j]
111 ] 2 o~
111 |3

Aus der Zeilenstufenform folgt Rang(A) = 2 # 3 = Rang(A|b)
Das LGS ist also nicht I6sbar.
Aufgabe 4 Betrdge und Betragsgleichungen

Fir eine reelle Zahl a € R ist der Betrag definiert als

a wenn a > 0,
la| =
—a wenna < 0.

Um also die Definition anwenden zu kénnen, miissen wir also zun&chst schauen, wann das Argument (in-
nere des Betrags) 0 wird. Dies nennen wir die kritische Stelle.

Zum Ldsen von Betrags(un)gleichungen kdnnt ihr euch an folgende 4 Schritte halten:

1. Bestimme alle méglichen kritischen Stellen

2. Stelle alle mdglichen Falle auf und I6se die entsprechenden Gleich.- bzw. Ungleichungen

3. Bestimme die Lésungsmenge der einzelnen Félle, indem du den Schnitt der Fallbedingung und der nach x
umgestellten Menge bestimmst.

4. Bestimme die Gesamte Ldsungsmenge, indem du die einzelnen Lésungsmenge miteinander vereinigst.

a) M+10:1<:>3x—3:—9-\ag+1|
|z + 1|

kritische Stelle: 2 + 1 =0 <=z = -1
Wir unterscheiden also zwei Félle:
Hier mussen wir aufpassen. Den Fall x = —1 durfen wir hier nicht betrachten, da wir sonst durch 0 teilen

wdarden.

Fall1:z < -1 Fall2: z > —1
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Fall 1: x < —1 | +— Fallbedingung zu Fall 1

30-3=-9-]z+1 53 32-3=-9(—(z+1)) <32 -3=92+9
<— —6r =12

<= r=-2

Mit Uberpriifung der Fallbedingung erhalten wir als Lésungsmenge
Ly = (—o0;=1)Nn{-2} = {-2}

Fall 2: z > —1|+«+— Fallbedingung zu Fall 2

30-3=-9-|z+1%332-3=-9(x+1)<32—-3=-92—9

< 12x = —6

== !
T
Ly = (~Li00) N{~4} = {3}
Insgesamt erhalten wir:

Lg ={-2}U{-3} ={-2,-3}

b) |22 + 3| — 20 = |3z — 12|

kritische Stellen:
20 +3 =0z =—
3r—12=0<«=x =4

[\SI[9N)

Wir unterscheiden also drei Falle:

FaII1:a:<—g FaII2:—g§x<4 Fall 3:x > 4

Fall1:z < -2

r<_3
20 +3] — 20 = |32 — 12] "E=F —(20+3) — 20 = — (32 — 12) <= —2z — 3 — 20 = —3x + 12
e 27 -23=-3z+12

<— =235

Ly = (—00;=3) N {35} = {}

Fall2: -3 <2 <4

—3<z<4
220 +3]—20= |3z — 12| =5 20 +3-20= —(3z — 12) <= 2z — 17 = —3z + 12

< H5r =29
29
<:>x:€:5,8

Ly =[-3;9n{&}={}
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Fall3: z > 4

120 +3|—20 =32 — 12] £22 22 +3 - 20 = 3z — 12 <= 2z — 17 = 32 — 12
<= —xr =5
= r=-95

L3 = [4;00) N {=5} = {}

Insgesamt erhalten wir:

Le={;u{iu{t=1{}

c) llz—2[-2/=1

kritische Stelle: z — 2 =0 <= 2 =2

Wir unterscheiden zunéchst zwei Falle:

Fall1: z < 2

Fall1: 2z < 2

Fall2: z > 2

-2/ -2 &2 |—(2-2)—2/=1<=|—a|=1

Hier erhalten wir nun zwei Unterfalle und zwar:

Fall1a:z <0

Fall1a:z <0

Fall 1b:z >0

|—x|:1<§>—x:1<:>x:—1

Lia = (=00,;2) N (=00;0) N {1} = {1}

Fall 1b: z >0

|—m|:1<x:20>—(—x):1<:>x=1

Lip = (—o00;2) N [0;00) N {1} = {1}
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Fall 2: z > 2

lt—2-2|=1<=|z—4|=1
Wir unterscheiden wieder zwei Unterfalle:

Fall2a:z <4 Fall2b:z >4

Fall2a: z < 4

lr—4 =122 (-4 =1+ —2-4=1 —2=-3
—x=3
Loq = [2;00) N (—00;4) N {3} = {3}

Fall 2b: z > 4

lr—4 =18 -d4=1es2=5

Loy = [2;00) N [4;00) N {5} = {5}

Insgesamt erhalten wir: Lo = {—-1} U {1} U {3} U {5} = {-1,1,3,5}



