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1 Charaktere

Alle Zitate beziehen sich auf das Werk �Theodor Bröcker, Tammo tom Dieck: Represen-
tations of Compact Lie Groups, Springer.�

1.1 De�nition Sei V eine Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe G. Die Abbildung

χV : G→ C, g 7→ Tr(lg)

heiÿt Charakter von V. Hierbei bezeichnet Tr(lg) die Spur der Linkstranslation lg : V →
V.

1.2 Satz Sei V eine Darstellung der kompakten Lie-Gruppe G und χV ein Charakter

von V. Dann gilt:

(i) χV ist eine C∞-Funktion
(ii) χV (ghg−1) = χV (h) für alle g, h ∈ G
(iii) Sind V und W irreduzible Darstellungen von G, so gilt

〈χW , χV 〉 =

∫
G

χWχV dg =

{
1 , V ∼= W

0 , sonst
(1.1)

(iv)
∫
G
χV (g)dg = dim {v ∈ V | gv = v ∀ g ∈ G}

(v) Zwei Darstellungen V und W von G sind genau dann isomorph, wenn χV = χW .
(vi) Für zwei Darstellungen V und W von G gilt χV⊕W = χV + χW und χV⊗W =
χV χW .

Beweis: s. II. 4.

1.3 Bemerkung Satz 1.2 (ii) zeigt, dass der Charakter auf den Konjugationsklassen
von G konstant ist. Allgemein bezeichnet man für eine Gruppe G eine solche Funktion
f : G → C, die auf den Konjugationsklassen von G konstant ist, als Klassenfunktion.

Charaktere von Darstellungen sind also stets Klassenfunktionen.

3



2 irreduzible Darstellungen von
SU(2), SO(3), U(2) und O(3)

Ziel dieses Kapitels ist es, die irreduziblen Darstellungen der in der Überschrift angege-
benen kompakten Lie-Gruppen zu beschreiben.

2.1 Darstellungen von SU(2) Für n ∈ N0 sei

Vn := {
n∑
k=0

akz
k
1z

n−k
2 | ak ∈ C}

der C-Vektorraum (mit den kanonischen Verknüpfungen) aller homogenen Polynome
vom Grad n in den beiden komplexen Variablen z1 und z2. Durch die Operation

SU(2)× Vn → Vn, (A,P ) 7→ AP (z1, z2) := P ((z1, z2)A)

wird eine Darstellung von SU(2) de�niert. Es stellt sich nun die Frage, ob die SU(2)-
Darstellungen Vn irreduzibel und ob dies sogar alle irreduziblen Darstellungen von SU(2)
(bis auf Isomorphie) sind? Dies soll im folgenden tatsächlich gezeigt werden.

2.2 Satz Die SU(2)-Darstellungen Vn sind für alle n ∈ N0 irreduzibel.

Beweis: Zunächst wird folgende Zwischenbehauptung gezeigt: Ist A : Vn → Vn ein
SU(2)-äquivarianter Endomorphismus, so gilt A = λidVn für ein λ ∈ C. Zum Beweis
sei A : Vn → Vn linear und äquivariant und a ∈ C, so dass |a| = 1 und a2k−n für
0 ≤ k ≤ n verschieden sind. Weiterhin sei

ga :=

(
a 0
0 a−1

)
∈ SU(2).

Aus der De�nition von Vn ist ersichtlich, dass Pk := zk1z
n−k
2 für 0 ≤ k ≤ n eine Basis

von Vn ist. Es gilt gaPk = Pk((z1, z2)

(
a 0
0 a−1

)
) = Pk(az1, a

−1z2) = a2k−nPk für alle

0 ≤ k ≤ n. Also ist Pk ein Eigenvektor der Linkstranslation lga zum Eigenwert a2k−n.
Nach Wahl von a sind die n + 1 Eigenwerte a2k−n für 0 ≤ k ≤ n alle verschieden und
wegen dim Vn = n+1 folgt, dass der Eigenraum zum Eigenwert a2k−n eindimensional und
somit von Pk für jedes 0 ≤ k ≤ n aufgespannt wird. Wegen gaAPk = AgaPk = a2k−nAPk
ist auch APk Eigenvektor zum Eigenwert a2k−n, so dass

APk = ckPk (2.1)
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für gewisse ck ∈ C und alle 0 ≤ k ≤ n gelten muss. Für t ∈ R sei

rt :=

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
∈ SU(2).

Unter Verwendung von (2.1) folgt:

ArtPn = APn((z1, z2)

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
)

= A(cos(t)z1 + sin(t)z2)
n

= A

n∑
k=0

(
n

k

)
cosk(t) sinn−k(t)zk1z

n−k
2

=
n∑
k=0

(
n

k

)
cosk(t) sinn−k(t)APk

=
n∑
k=0

(
n

k

)
cosk(t) sinn−k(t)ckPk

Wegen der SU(2)-Äquivarianz von A muss dies dasselbe sein wie:

rtAPn = rtcnPn =
n∑
k=0

(
n

k

)
cosk(t) sinn−k(t)cnPk

Koe�zientenvergleich liefert ck = cn für alle 0 ≤ k ≤ n und aus (2.1) dann A = cnidVn .
Damit ist die Zwischenbehauptung bewiesen. Zum Beweis der Irreduzibilität sei U ein
SU(2)-invarianter Untervektorraum von Vn. Nach Einführung eines SU(2)-invarianten
Skalarprodukts auf Vn, welches wegen der Kompaktheit von SU(2) existiert, sei A : Vn →
Vn die orthogonale Projektion auf U. Bekanntlich ist A linear. Es wird gezeigt, dass A
auch SU(2)-äquivariant ist. Es sei dazu g ∈ SU(2) und v ∈ Vn. v besitzt eine eindeutige
Zerlegung v = u+ w mit u ∈ U und w ∈ U⊥. Dann gilt Agv = Agu+ Agw und weil U
und somit auch U⊥ SU(2)-invariant sind, gilt gu ∈ U und gw ∈ U⊥ und daher Agu = gu
und Agw = 0, insgesamt also Agv = gu. Andererseits gilt gAv = gA(u+w) = gu, woraus
Agv = gAv und somit die SU(2)-Äquivarianz folgt. Nach der Zwischenbehauptung gibt
es dann ein λ ∈ C, so dass A = λidVn . Weil A die orthogonale Projektion auf U ist, ist
entweder λ = 0 und U = {0} oder λ = 1 und U = Vn. Dies zeigt die Irreduzibilität.

2.3 Man rechnet leicht nach, dass die Diagonalmatrizen aus SU(2) die Gestalt

e(t) :=

(
eit 0
0 e−it

)
∈ SU(2)

für ein t ∈ R besitzen. Weiterhin ist aus der linearen Algebra bekannt, dass jede Matrix
aus SU(2) konjugiert zu einer Diagonalmatrix und somit zu einem e(t) für geeignetes
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t ∈ R ist. Nachrechnen bestätigt weiterhin, dass e(t) und e(s) genau dann konjugiert
sind, wenn s ≡ ±t mod 2π. Die Überlegungen zeigen, dass für eine Klassenfunktion
f : SU(2)→ C die Abbildung

f ◦ e : R→ C, t 7→ f(e(t))

gerade und 2π-periodisch sein muss und umgekehrt, dass eine 2π-periodische und gerade
Funktion R→ C eine Klassenfunktion von SU(2) wohlde�niert. Im folgenden wird daher
der C-Vektorraum M der stetigen Klassenfunktionen von SU(2) mit dem der stetigen
2π-periodischen und geraden Funktionen R→ C identi�ziert.
Die Charakter χVn der Darstellungen Vn liegen gemäÿ Satz 1.2 in M. Für sie gilt
χVn(e(t)) = Tr(le(t)). Zum Berechnen der Spur werde die bekannte Basis Pk (0 ≤ k ≤ n)

von Vn betrachtet. Dann ist le(t)Pk = Pk((z1, z2)

(
eit 0
0 e−it

)
) = (eitz1)

k(e−itz2)
n−k =

ei(2k−n)tPk und somit

χVn(e(t)) =
n∑
k=0

ei(2k−n)t =

{
1 +

∑n
2
k=1 2 cos(2kt) , n gerade∑n−1

2
k=0 2 cos((2k + 1)t) , n ungerade.

(2.2)

Anhand dieser Gleichung erkennt man, dass sp {χV0 ; . . . ;χVn} = sp {1; cos t; . . . ; cosnt}
in M für alle n ∈ N0. Aus der Fourier-Analysis ist bekannt, dass sp {cosnt}n∈N0 dicht in
M ist, also folgt, dass auch sp {χVn}n∈N0 dicht in M ist. Aus dieser Tatsache folgt der
nächste Satz, der die eingangs gestellte Frage beantwortet.

2.4 Satz Ist W eine irreduzible Darstellung von SU(2), dann existiert ein n ∈ N0, so
dass W ∼= Vn.

Beweis: Sei W eine irreduzible SU(2)-Darstellung, die nicht isomorph zu Vn für alle
n ∈ N0 ist. Da Vn für jedes n ∈ N0 ebenfalls irreduzibel ist, gilt nach Satz 1.2 (iii)

〈χW , χW 〉 = 1 (2.3)

〈χVn , χW 〉 = 0 ∀ n ∈ N0. (2.4)

Nach Satz 1.2 (i) und (ii) liegt χW in der Menge M der stetigen Klassenfunktionen von
SU(2). Weil sp {χVn}n∈N0 in M dicht liegt existiert eine Folge (an) ⊆ sp {χVn}n∈N0 mit
lim
n→∞

an = χW . Aus (2.3) und (2.4) folgt nun der Widerspruch

1 = 〈χW , χW 〉 = lim
n→∞
〈an, χW 〉 = 0.

Mit den Sätzen 2.2 und 2.4 sind nun alle irreduziblen Darstellungen von SU(2) bekannt.
Es soll noch kurz auf weitere aus 2.3 folgende Resultate eingegangen werden.

Folgerung 2.5 Für eine stetige Klassenfunktion f : SU(2)→ C gilt
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∫
SU(2)

f(g)dg =
2

π

∫ π

0

(f ◦ e)(t) sin2(t)dt. (2.5)

Beweis: Für f = χVn steht auf der linken Seite nach Satz 1.2 (iv)

∫
SU(2)

χVn(g)dg =

{
1 , n = 0

0 , n ≥ 1.

Das gleiche Ergebnis liefert auch die rechte Seite, denn unter Verwendung von (2.2) gilt
zunächst für t /∈ πZ

χVn(e(t)) =
n∑
k=0

ei(2k−n)t

= e−int
n∑
k=0

(ei2t)k

=
1− (ei2t)n+1

1− ei2t
e−int

=
e−it − ei(2n+1)t

e−it − eit
e−int

=
ei(n+1)t − e−i(n+1)t

eit − e−it

=
sin((n+ 1)t)

sin(t)
.

Also hat man tatsächlich

2

π

∫ π

0

χVn(e(t)) sin2(t)dt =
2

π

∫ π

0

sin((n+ 1)t) sin(t)dt =

{
1 , n = 0

0 , n ≥ 1.

Also ist (2.5) richtig für alle f = χVn und wegen der Linearität des Integrals dann auch
für alle f ∈ sp{χVn}n∈N0 . Weil diese Menge aber dicht in der Menge M der stetigen
Klassenfunktionen liegt, gilt (2.5) dann wegen der Stetigkeit des Integrals auch für alle
f ∈M, was zu zeigen war.

2.6 Clebsch-Gordan-Formel Für k, l ∈ N0 gilt

Vk ⊗ Vl ∼=
q⊕
j=0

Vk+l−2j, (2.6)

wobei q = min{k; l}.
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Beweis: Zum Beweis überlegt man sich, dass eine Isomorphie gegeben ist durch:

ϕ : Vk ⊗ Vl →
q⊕
j=0

Vk+l−2j,

p⊗ q 7→
q⊕
j=0

1

j!

j∑
r=0

(−1)r
(
j

r

)
∂jp

∂zr1∂z
j−r
2

∂jq

∂zj−r1 ∂zr2

Der nächste Satz zeigt sich durch schlichtes Nachprüfen und aus dem Homomorphie-
satz:

Satz 2.7 Seien G und H kompakte Lie-Gruppen und f : G→ H ein Epimorphismus und

(V, ρ) eine irreduzible Darstellung von G mit lg = idV ∀ g ∈ ker f. Dann wird durch

σ(V,ρ) : H × V → V, (h, v) 7→ ρ(g, v)

für g ∈ f−1({h}) eine irreduzible Darstellung von H de�niert. Ist umgekehrt (W,λ)
eine irreduzible Darstellung von H, so existiert (V, ρ) ∈ Irr(G,C), so dass (W,λ) ∼=
(V, σ(V,ρ)).

2.8 Bemerkung In der Situation von Satz 2.7 sind also alle irreduziblen Darstellungen
von H (bis auf Isomorphie) gegeben durch die irreduziblen Darstellungen von G, für die
die Elemente aus ker f als Identität operieren. Dieses Resultat wird im folgenden zur
Au�ndung der irreduziblen Darstellungen der verbliebenen Gruppen SO(3), U(2) und
O(3) sehr hilfreich sein.

2.9 irreduzible Darstellungen von SO(3) Nach I. (6.18) existiert ein Epimorphis-
mus f : SU(2) → SO(3) mit ker f = {±E}, wobei E die 2x2-Einheitsmatrix in SU(2)
bezeichne. Nach 2.7 sind die irreduziblen SO(3)-Darstellungen gegeben durch diejenigen
irreduziblen SU(2)-Darstellungen Vn aus 2.1, für die E und −E als Identität operieren.
In einer Darstellung Vn operiert E als neutrales Element von SU(2) stets als Identität
und für −E gilt −E ·Pk = Pk(−z1,−z2) = (−1)nPk, so dass −E genau dann als Identität
operiert, falls n gerade ist. Dies führt auf:

2.10 Satz Die irreduziblen SO(3)-Darstellungen sind gegeben durch V2n für n ∈ N0.
Diese seien im folgenden mit Wn bezeichnet.

2.11 irreduzible Darstellunge von U(2) Man überprüft, dass

f : S1 × SU(2)→ U(2), (eit, A) 7→ eitA

ein Epimorphismus mit ker f = {(1, E); (−1,−E)} ist. Wieder aus 2.7 folgt, dass die
irreduziblen U(2)-Darstellungen gegeben sind durch die irreduziblen Darstellungen von
S1 × SU(2), für die (−1,−E) als Identität operiert. (1, E) ist neutrales Element und
operiert daher ohnehin als Identität. Die irreduziblen Darstellungen von S1×SU(2) sind
nach II. (4.15) gegeben durch Am ⊗ Vn, wobei Am
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S1 × C→ C, (λ, z) 7→ λmz

für m ∈ Z die irreduziblen Darstellungen von S1 bezeichnet. Es gilt (−1,−E) ·(1⊗Pk) =
(−1)m ⊗ (−1)nPk = (−1)m+n(1⊗ Pk), so dass folgt

2.12 Satz Die irreduziblen Darstellungen von U(2) sind gegeben durch Am ⊗ Vn für

m ∈ Z, n ∈ N0 und m+ n gerade.

2.13 irreduzible Darstellungen von O(3)

f : O(3)→ SO(3)× C2, A 7→ ((detA) · A, detA)

ist ein Isomorphismus (C2 bezeichnet die Gruppe ({±1}, ·)), so dass die irreduziblen Dar-
stellungen von O(3) genau die irreduziblen Darstellungen von SO(3)×C2 sind. Letztere
sind nach II. (4.15) gegeben durch Wn ⊗ Cm für n ∈ N0 und m ∈ {±1}, wobei Cm

C2 × C→ C,

{
(1, z) 7→ z

(−1, z) 7→ mz

die irreduziblen C2-Darstellungen bezeichnet. Es gilt also:

2.14 Satz Die irreduziblen Darstellungen von O(3) sind gegeben durch Wn ⊗ Cm für

n ∈ N0 und m ∈ {±1}.
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3 Harmonische Polynome

Die irreduziblen Darstellungen von SO(3) sollen in diesem Kapitel noch unter Verwen-
dung anderer Darstellungsräume beleuchtet werden.

3.1 Für l ∈ N0 sei

Pl := {
∑

m,n≥0,m+n≤l

amnx
m
1 x

n
2x

l−m−n
3 | amn ∈ C}

der C-Vektorraum (mit den kanonischen Verknüpfungen) der homogenen Polynome vom
Grad l in drei rellen Variablen. Mit der Operation

SO(3)× Pl → Pl, (A,P ) 7→ (AP )(x) := P (xA)

erhält man eine Darstellung von SO(3), die jedoch i.a. nicht irreduzibel ist. Es ist nämlich
etwa sp {x2

1 + x2
2 + x2

3} ein SO(3)-invarianter Unterraum von P2. Der Untervektorraum
der harmonischen Polynome vom Grad l ist de�niert durch

Hl := {f ∈ Pl | ∆f = 0}.

Es wird im folgenden untersucht, ob Hl SO(3)-invariant oder vielleicht sogar irreduzibel
ist.

3.2 Lemma Es gilt für l ∈ N0

dim Pl =
1

2
(l + 1)(l + 2)

dim Hl = 2l + 1.

Beweis: Eine Basis von Pl ist o�ensichtlich gegeben durch die Polynome xm1 x
n
2x

l−m−n
3

für m,n ≥ 0 und m + n ≤ l. Daher ist dim Pl =
∑l

m=0 l −m+ 1 = 1
2
(l + 1)(l + 2). Ist

f ∈ Pl, so kann f geschrieben werden als

f(x1, x2, x3) =
l∑

k=0

xk1
k!
fk(x2, x3)
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wobei fk homogene Polynome vom Grad l − k in den Variablen x2 und x3 sind. Also
gilt

∆f =
l∑

k=0

∂2

∂x2
1

xk1
k!
fk(x2, x3) +

l∑
k=0

xk1
k!

(
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

)fk(x2, x3)

=
l∑

k=2

xk−2
1

(k − 2)!
fk(x2, x3) +

l∑
k=0

xk1
k!

(
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

)fk(x2, x3)

=
l−2∑
k=0

xk1
k!
fk+2 +

l∑
k=0

xk1
k!

(
∂2fk
∂x2

2

+
∂2fk
∂x2

3

),

und somit ist ∆f = 0 genau dann, wenn fk+2 = −(∂
2fk
∂x2

2
+ ∂2fk

∂x2
3

) für 0 ≤ k ≤ l − 2 und

( ∂2

∂x2
2

+ ∂2

∂x2
3
)fk(x2, x3) = 0 für k = l− 1 und k = l. Letzteres ist aber stets erfüllt, da fl−1

ein Polynom vom Grad l − (l − 1) = 1 und fl ein Polynom vom Grad l − l = 0 in den
Variablen x2 und x3 ist. Ein Polynom f ∈ Hl ist also eindeutig festgelegt durch f0 und
f1, also zwei homogene Polynome vom Grad l und l − 1 in zwei Variablen. Daher ist
dim Hl = (l + 1) + l = 2l + 1.

3.3 Lemma Mit der Operation

SO(3)× C∞(R3)→ C∞(R3), (A, f) 7→ (Af)(x) := f(xA)

ist die Abbildung

∆: C∞(R3)→ C∞(R3), f 7→ ∆f

SO(3)-äquivariant.

Der Beweis ergibt sich durch einfaches Nachrechnen. Aus dem Lemma 3.3 ergibt sich
sofort das

3.4 Korollar Hl ist ein SO(3)-invarianter Untervektorraum von Pl.

3.5 Satz Die SO(3)-Darstellungen Hl sind irreduzibel.

Beweis: Es wird gezeigt, dass Hl
∼= Wl. Hl besitzt als SO(3)-Darstellung jedenfalls eine

Zerlegung in irreduzible Faktoren, d.h. es gilt

Hl
∼=
⊕
ν

Wnν .

Es ist dim Wnν = 2nν + 1 und dim Hl = 2l + 1, daher reicht es aus Dimensionsgründen
zu Zeigen, dass nν ≥ l für gewisses ν. Sei
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R(t) :=

1 0 0
0 cos t − sin t
0 sin t cos t

 ∈ SO(3)

für t ∈ R. Für den Charakter der SO(3)-Darstellung Wn erhält man χWn(R(t)) =∑2n
k=0 e

i(n−k)t, daher ist χHl(R(t)) nach Satz 1.2 (vi) eine Linearkombination von eikt, wo-
bei |k| ≤ maxnν . Andererseits kann auf Hl als SO(3)-Darstellung ein SO(3)-invariantes
Skalarprodukt eingeführt werden. Die Linkstranslation mit R(t) ist dann unitär und es
gibt somit eine Basis, so dass sie die Matrixdarstellung diag(eik1t, . . . , eik2l+1t) besitzt.
Für den Charakter gilt dann also χHl(R(t)) =

∑2l+1
j=0 e

ikjt. Man prüft leicht nach, dass
(x2 + ix3)

l ∈ Hl ein Eigenvektor der Linkstranslation lR(t) zum Eigenwert e−ilt ist, sodass
e−ilt in der Matrixdarstellung der Linkstranslation vorkommt und somit auch als Sum-
mand im Charakter auftaucht, woraus wiederum maxnν ≥ l und daraus die Behauptung
folgt.
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