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Zusammenfassung. Die mathematische Logik ist eine innerhalb der Mathematik etablierte und ausge-
sprochen erfolgreiche Disziplin. Thre Anwendung in der Wissensverarbeitung dagegen erweist sich als
durchaus problematisch. Daher soll ein Ansatz vorgestellt werden, in welcher Form Logik in der Wissens-
verarbeitung fruchtbarer eingesetzt werden kann. Um diesen Ansatz zu begriinden und zu erldutern, wird
die historische Entwicklung der mathematischen Logik im Hinblick auf die zunehmende Verengung der
Zielsetzungen untersucht, so dass sich das Ankniipfen an die traditionelle philosophische Logik als nahe-
liegender Zugang fiir eine der Wissensverarbeitung gerecht werdenden Logik erweist.

1. Von den Schwierigkeiten mit der mathematischen Logik

in der Wissensverarbeitung
Die mathematische Logik ist eine wichtige Disziplin der Mathematik, in der viele fiir die Mathematik
zentrale Resultate entwickelt wurden und die insbesondere fiir die Grundlegung der Mathematik eine ent-
scheidende Rolle gespielt hat. Aus diesem Grund war sie von Beginn an auch bei der Entwicklung von
Computern und computerunterstiitzten Methoden der Wissensverarbeitung sehr wichtig. Die Abhéngigkeit
der Programmiersprachen und Programmsysteme von mathematischer Logik wéchst immer weiter, wie
Keith Devlin in seinem Buch “Logic and Information” beschrieben hat (1991, S. 6).

Doch ist der Einsatz von mathematischer Logik in der Informatik nach Devlin von vielen Misserfolgen
gepragt gewesen. In vielen Feldern, insbesondere der kiinstlichen Intelligenz, konnten die formulierten
Erwartungen bei weitem nicht erfiillt werden. Auch Godela Unseld beschreibt in ihrem Buch “Maschinen-
intelligenz und Menschenphantasie” (1992), wie durch den mechanistischen Ansatz zur Problemlosung,
der in der Struktur der formalen Logik angelegt ist, in Computersystemen immer wieder Fehler mit
schwerwiegenden Folgen auftauchen. Fiir noch wichtiger als diese Misserfolge und Fehlfunktionen halt
sie jedoch den generellen Abbau kognitiver Autonomie, dem sich die Menschen durch Benutzung solcher
Computersysteme und durch das dahinterstehende mechanistische Weltbild unterwerfen (vgl. dazu auch
Wille 1995).

Die groflen Schwierigkeiten beim Einsatz von mathematischer Logik fiir die Wissensverarbeitung be-
griindet Devlin mit der Diskrepanz zwischen den engen mechanistischen Schlussweisen formaler Logik
und der Reichhaltigkeit menschlichen Denkens:

“Genuinely intelligent systems such as Man do not operate using classical, formal logic, rather they rely upon
far more sophisticated mechanisms for processing information. [...] What this amounts to is the development
of a logic that is far more general than that currently available.” (Devlin 1991, S. 6f)

Eine solche Diskrepanz ist allerdings nicht verwunderlich, wenn man die unterschiedlichen Zielsetzungen
bedenkt:

“Unfortunately, logic as it stands at present was not designed to handle the demands made of it by the compu-
ter designer or the software engineer. Computers are used to process information. Current logic was develo-
ped to deal with the concepts of truth and mathematical proof, and makes no attempt to cope with informati-
on. With the only available tool not equipped for the job at hand, it is scarcely to be wondered at that ambiti-
ous aims such as the search for artificial intelligence run into such horrendous difficulties.” (Devlin 1991, S.

6f)



Noch schirfer als in dem zitierten Buch hat Devlin in seinem spiteren Buch “Goodbye, Descartes. The
End of Logic and the Search for a New Cosmology of the Mind” (1997) daher die Logik als entscheiden-
des Werkzeug fiir die kiinstliche Intelligenz und die Kognitionswissenschaften verworfen:

“In recent years, faced with failure after failure in trying to apply logic in Al [artificial intelligence] and

cognitive science, a growing number of experts have become convinced that attempts to apply logic to reaso-
ning and communication are misguided.” (Devlin 1997, S. 20)

Und so betont er, schon im Titel des Buches, die deutlichen Grenzen der mathematischen Logik. Gleich-
wohl hebt er hervor, dass es nicht darum gehen kann, jegliche Mathematik aus den genannten Bereichen
zu verdringen. Zwar tendiere jede Mathematisierung zu Vereinfachungen, die einer verstéindigen Theorie
von Denken und Kommunikation oft nicht gerecht werden konne, aber dennoch solle man das Werkzeug
Mathematik nicht generell aufgeben:

“But to conclude on this basis, as some sociologists and linguists have, that the use of precise tools of mathe-
matics has no place in the study of language, is to turn one’s back on an extremely powerful product of three
thousands years of human intellectual development.” (Devlin 1997, S. 289f)

Doch genauso, wie das Aufgeben der Mathematik als Ganzes fiir die Wissensverarbeitung ein grofler Ver-
lust wire, halte ich es nicht fiir notwendig, das Ende der Logik zu postulieren und vollstidndig auf die Mit-
tel und Methoden der mathematischen Logik zu verzichten. Allerdings muss genauer analysiert werden,
welche Teile einer Logik in welcher Form fiir die Wissensverarbeitung fruchtbar eingesetzt werden kann.
Dafiir ist sowohl eine grundlegende Besinnung auf die Herkunft, Zielsetzungen und Moglichkeiten der
mathematischen Logik notwendig (was in den nichsten drei Abschnitten vorgestellt werden soll) als auch
eine Formulierung der Kriterien an ein adéquates mathematisches Werkzeug fiir die Wissensverarbeitung
(die im letzten Abschnitt versucht wird).

2. Urspriinge und Zielsetzungen der Logik

Ausgangspunkt der weiteren Uberlegungen ist die These, dass mathematische Logik nur dann eine iiber-
zeugende Rolle in der Wissensverarbeitung spielen kann, wenn sie restrukturiert wird. Das Konzept der
Restrukturierung der Wissenschaften geht auf Hartmut von Hentig zuriick, der in seinem Buch “Magier
oder Magister? Uber die Einheit der Wissenschaft im VerstindigungsprozeB” (1974) die Rolle der Wis-
senschaften in unserer Gesellschaft diskutiert und von den Wissenschaften fordert, sie sollen

“ihre unbewufliten Zwecke aufdecken, ihre bewuliten Zwecke deklarieren, ihre Mittel danach auswéhlen und
ausrichten und ihre Berechtigung, ihre Anspriiche, ihre moglichen Folgen 6ffentlich und verstindlich darle-
gen und dazu ihren Erkenntnisweg und ihre Ergebnisse {iber die Gemeinsprache (die von mir so genannte
Anschauung) zugénglich machen” (von Hentig 1974, S. 136f)

Diese Arbeit des Aufdeckens und Diskutierbarmachens nennt Hentig Restrukturierung. Dafiir ist es not-
wendig, nicht nur Forschungsergebnisse, sondern auch mathematische Entwicklungen in ihren Sinnge-
bungen, Bedeutungen und Bedingungen offenzulegen. Nur dann sind die Voraussetzungen geschaffen, um
sich tiber die Fachgrenzen hinaus explizit liber Ziele, Verfahren, Wertvorstellungen und Geltungsansprii-
che der Mathematik auseinanderzusetzen. (Eine solche Vorgehensweise ist in dem wissenschaftsphiloso-
phischen Konzept der Allgemeinen Mathematik formuliert, vgl. etwa Wille 1988.) Es soll daher mit einer
Untersuchung der Zwecke und Anspriiche der Disziplin begonnen werden, um dann ihre Mittel auf die
ZweckmaBigkeit hinsichtlich der Zielsetzung zu iiberpriifen.

Nach Auffassung vieler Philosophen ist die Logik die allgemeine Wissenschaft von den Formen des
Denkens. Dies driickt sich z.B. in dem Eintrag des Philosophischen Worterbuches von Walter Brugger
aus:

“Logik. Ihr Gegenstand ist das Denken, nicht als eine Eigenschaft oder Tatigkeit existierender Subjekte be-

trachtet (so ist das Denken Gegenstand der Psychologie), sondern die Beziehungen der Denkinhalte als sol-
cher, die identisch von vielen gedacht werden konnen. [...]” (Brugger 1976, S. 226)



Als solche Wissenschaft von den Formen des Denkens kann sie das Denken in vielféltigen Facetten unter-
suchen, fordern oder formalisieren. Diese Breite findet sich indessen in der mathematischen Logik nicht
wieder, denn diese Disziplin hat ihren Gegenstand erheblich eingeengt: In heutigen Einfiihrungen in die
mathematische Logik manifestiert sich eine exklusive Konzentration der Logik auf die Wahrheitsfrage
und die Lehre von den richtigen Schliissen:

“Unter Logik verstehen wir die Lehre von der Folgerichtigkeit, ihren Voraussetzungen und Anwendungen.”
(Menne 1991, S. 2)

Dabei ist es fiir die mathematische Logik ein entscheidendes Ziel, die Schliisse durch einen vollstindigen
Kalkiil zu mechanisieren. Diese Konzentration der mathematischen Logik auf die Folgerichtigkeit ging
einher mit der Zwecksetzung, eine Grundlegung fiir die Mathematik zu bieten. Und in der Tat hat sich die
gerade die Priadikatenlogik, gepaart mit der modernen Mengenlehre, fiir diese Zwecksetzung einer Grund-
legung als ausgesprochen erfolgreiches Mittel erwiesen, das viele fiir die Mathematik entscheidende Re-
sultate hervorgebracht hat.

Mit einer Umformulierung der Zielsetzung der Logik ist auch der Gegenstandsbereich der mathemati-
schen Logik verdndert worden, wie etwa der Eintrag in Meyers Lexikon vermerkt:

“Logik (griech.), im weitesten Sinne die Lehre vom schliissigen und folgerichtigen Denken und Argumentie-
ren, insbesondere vom richtigen SchlieBen (,Lehre vom Schluf3’), das dadurch gekennzeichnet ist, daf3 es zu
wahren Pramissen immer eine wahre Konklusion liefert. Gegenstand der Logik sind demnach Aussagen und
deren Beziehungen zueinander, soweit diese fiir Wahrheit und Falschheit relevant sind. Neben der Lehre vom
SchluB} kannte die traditionelle Logik noch die ,Lehre vom Begriff’ (Klassifikation von Begriffen) und die
,Lehre vom Urteil” (Struktur und Klassifikation von Aussagen). Heute wird Logik fast ausschlieBlich als for-
male Logik betrieben.” (Meyer 1992)

Solche oder dhnliche Beschreibungen kann man an vielen Stellen finden. Immer wieder bestétigt sich das
Bild, dass die mathematische Logik, die sich im Wesentlichen mit der Lehre vom Schluss beschéftigt, die
philosophische traditionelle Logik mit ihrer dreiteiligen Lehre von Begriff, Urteil und Schluss fast voll-
kommen abgel6st hat. Um diese Verdnderung zu verstehen, muss der Entwicklungsprozess nachgezeich-
net werden. Dazu ist es zunédchst notwendig, zumindest in knapper Form die traditionelle Lehre von Beg-
riff, Urteil, Schluss vorzustellen, deren Kenntnis heute nicht mehr vorausgesetzt werden kann.

3. Die traditionelle Lehre von Begriff, Urteil und Schluss

In ihrer Funktion als Wissenschaft von den Formen des Denkens untersuchte die traditionelle Logik die
einfachsten Formelemente des Denkens. Als solche werden die verschiedenen Arten der Begriffe (die
Grundeinheiten des Denkens), Urteile (Verbindungen von Begriffen) und Schlussweisen (Folgerungen
von Urteilen aus anderen) betrachtet.

Allgemein wird Aristoteles (384 - 322 v. Chr.) als Begriinder dieser Disziplin angesehen. Auf sein
Werk “Organon” haben sich fast alle Logiker der darauffolgenden Jahrhunderte immer wieder bezogen
und es weiterentwickelt. Doch auch wenn man bei Aristoteles eine gewisse Vorgliederung finden kann,
wurde die explizite Einteilung der Denkfiguren in Begriff, Urteil und Schluss erst von Petrus Ramus (1515
- 1572) vorgenommen (vgl. Grau 1918, S. 8). Seine Einteilung der Logik als Lehre vom Denken in diese
drei Bereiche ist bis ins 20. Jahrhundert in der philosophischen Logik die zentrale geblieben und soll daher
im Folgenden vorgestellt werden.

Neben der Lehre von den Formen des Denkens gehorte zur traditionellen Logik auch die Lehre vom
Untersuchen und die vom Erkennen, die spéter in der Wissenschaftstheorie und der Erkenntnistheorie auf-
gegangen sind (vgl. etwa die Einteilung in die drei Biicher der Logik bei Lotze, einem der einflussreichs-
ten Logiker des 19. Jahrhunderts: Lotze 1874). Diese Teilbereiche sind jedoch nicht Gegenstand dieser
Darstellung.



3.1 Die Begriffslehre

Begriffe wurden in der traditionellen Logik als die elementaren Formen des Denkens angesehen, aus de-
nen sich Urteile und Schliisse zusammensetzen. In der Philosophie wurde ihnen stets eine zentrale Funkti-
on zugeschrieben, sowohl fiir die Kommunikation als auch fiir Erkenntnis iiberhaupt. Dies manifestiert
sich etwa in Kants beriihmten Zitat “Anschauungen ohne Begriffe sind blind.” (1990, S. 75), womit er
darauf hinweist, dass die durch Anschauung gegebenen Gegenstinde des Denkens ohne Einbindung durch
Begriffsbildung nicht verstanden werden konnen. Typisch ist dabei auch der Ansatz, den Charakter der
Begriffe als durch Abstraktion gewonnene allgemeine Vorstellungen zu bestimmen. Dies hat immer wie-
der die Frage nach dem logischen und erkenntnistheoretischen Ursprung der Begriffe aufgeworfen, die un-
terschiedlich beantwortet wurde, hier aber nicht ndher erldutert werden soll (vgl. Wagner 1973).

Daneben hat sich die traditionelle Begriffslehre mit vielen weiteren Fragen beschiftigt. So wurden
Begriffe durch Haupttypen klassifiziert, z.B. indem sie, dem Inhalt nach, in einfache und zusammenge-
setzte Begriffe eingeteilt wurden, dem Umfang nach in Individual- und Kollektivbegriffe, oder der Relati-
on nach z.B. in soziable und insoziable Begriffe, d.h. in Begriffe, die miteinander verbindbar sind und sol-
che, die es nicht sind (vgl. Brugger 1976, S. 40f).

Breiten Raum nahm die Beschiftigung mit Begriffshierarchien ein, also den Strukturverhéltnissen der
Begriffe durch Uber- und Unterordnung (vgl. Wagner 1973). Schon Aristoteles hat diese Hierarchien be-
schrieben und hat versucht, mit seinen Kategorien zehn hdchste Gattungsbegriffe anzugeben, unter die
sich alle anderen unterordnen lassen.

Leichter zuginglich wurde die Beschreibung der Ober- und Unterbegriffsordnung, seit in der von An-
toine Arnauld und Pierre Nicole im Jahre 1662 verfassten so genannten Logik von Port Royal (Ar-
nauld/Nicole 1662) zum ersten Mal explizit zwischen Extension und Intension von Begriffen unterschie-
den wurde. Zwar wurden Begriffe implizit schon in Antike und Mittelalter hinsichtlich Umfang und Inhalt
betrachtet, doch ein prizises Verstdndnis vom Begriff in seiner Zweiheit von Extension und Intension hat
sich erst in einem langen Prozess herausgebildet, wie von Hamacher-Hermes (1994) und Wille (1995)
ausgefiihrt wird. Erst in der Logik von Port Royal wurden Inhalt und Umfang konkret definiert:

“Ich nenne Inhalt der Idee [d.h. des Begriffs] die Attribute, die die Idee in sich schliefit, und die man von ihr
nicht entfernen kann, ohne die Idee zu zerstoren, so wie der Inhalt der Idee des Dreiecks Ausdehnung, Ges-
talt, drei Linien, drei Winkel und die Gleichheit dieser drei Winkel mit zwei rechten usw. in sich schlief3t.

Ich nenne Umfang der Idee die Subjekte, denen diese Idee zukommt, die man auch die einem allgemeinen
Wort Untergeordneten nennt, wobei dieses auf sie das Ubergeordnete heifit, wie sich die Idee des Dreiecks
iiberhaupt auf alle verschiedenen Arten von Dreiecken erstreckt.” (Arnauld/Nicole 1662, S. 48)

3.2 Die Urteilslehre

In der Logik von Port Royal wurde das Urteil als inhaltliche, also nicht rein kombinatorische, Verkniip-
fung von Begriffen definiert:

“Man nennt Urteilen die Tatigkeit unseres Geistes, durch die er verschiedene Ideen [d.h. Begriffe] miteinan-
der verbindet.” (Arnauld/Nicole 1662, S. 25)

Dabei beschréinkte sich der Autor darauf, die (inhalts- und umfangslogischen) Identititen und Subsumpti-
on von Begriffen zu untersuchen, wéahrend spiter auch andere Relationen zwischen Begriffen betrachtet
wurden.

Den Kern der spiteren Urteilslehre bildete die Untersuchung der konstitutiven Elemente der Urteils-
struktur. Thr zufolge lisst sich das Urteil in Urteilssubjekt und Urteilspradikat aufspalten, die in unter-
schiedlichen Beziehungen zueinander stehen konnen (vgl. Flach 1973, S. 1557ff). Als Aufgabe der Ur-
teilslehre wurde daher angesehen, “die eigentlich prédikative Beziehung oder Form des Urteils ihrem We-
sen nach zu bestimmen” (Grau 1918, S. 37). In der philosophischen Tradition lassen sich seit der mittelal-
terlichen Logik der Scholastiker zwei rivalisierende Préddikationstheorien ausmachen, die die Beziehung
zwischen Subjekt und Priadikat unterschiedlich bestimmten: In der Inhdrenztheorie féllt das Subjekt unter
das Pridikat, in der Identitétstheorie wird ein Pridikat dem Subjekt zugewiesen, so dass Subjekt und Pra-
dikat zunéchst gleichen Status besitzen (vgl. Mittelstral 1980, S. 314).



Insgesamt nahm die Urteilslehre in vielen Logiken des 19. Jahrhunderts einen sehr grofen Teil ein
(vgl. etwa Lotze 1874). Dies hangt mit der Bedeutung zusammen, die dem Urteil in Abgrenzung von Beg-
riff und Schluss zugesprochen wurde und auch von Philosophen des 20. Jahrhunderts noch wird, wie sich
z.B. bei Brugger zeigt:

“Der Begriff bietet Erkenntnis nur im Ansatz, weil er lediglich Gehalte formt, ohne sie auf das Sein zu bezie-
hen und durch Setzung in ihrem Sein auszuprdgen. Das Urteil hingegen fiihrt die Erkenntnis zu ihrer Voll-
verwirklichung, weil es die Gehalte auf das Sein bezieht und durch Setzung in ihrem Sein auspragt.
Demgegeniiber bedeutet der SchluB nicht eine weitere Vervollkommnung der Seinssetzung als solcher,
sondern das Fortschreiten von einer Setzung zu anderen.” (Brugger 1976, S. 426)

Auch wenn diese Einschitzung iiber die Beziehungslosigkeit der Begriffe zum Sein kritisch gesehen wer-
den muss, weil sie die erkenntnistheoretische und kommunikative Funktion der Begriffe als Grundelemen-
te des Denkens unterschétzt, bleibt es dennoch richtig, dass Begriffe, die nicht zueinander in Beziehung
gesetzt werden, weniger Aussagekraft besitzen als Urteile, so dass der Entwicklung einer mathematisierten
Urteilslehre eine grofle Bedeutung zukommt.

3.3 Die Lehre vom Schluss

Eine Definition von SchlieBen findet man wiederum in der Logik von Port Royal:

“Man nennt SchlieBen die Tatigkeit unseres Geistes, durch die er ein Urteil aus mehreren anderen bildet, wie
wenn der Geist, nachdem er geurteilt hat, dal die wahre Tugend Gott zukommen muf3 und daf3 die Tugend
der Heiden ihm nicht zukam, daraus folgert, da die Tugend der Heiden keine wahre Tugend war.” (Ar-
nauld/Nicole 1662, S. 25)

Auch die Lehre vom Schluss geht bereits auf Aristoteles zuriick, der in seiner Syllogistik versuchte, alle
giiltigen Schlussregeln aufzuzidhlen und vier Schlussregeln zu kennzeichnen, aus denen man die anderen
ableiten kann. Dabei sprach er von einem Schluss, wenn sich die Konklusion “mit Notwendigkeit aus den
Pramissen ergebe” (Aristoteles: Analytica priora, zit. nach Patzig 1973, S. 1253). Lange Zeit hat sich die
Philosophie mit der Frage beschiftigt, von welcher Natur diese Notwendigkeit sei: Subjektiver Zwang des
Denkablaufs oder metaphysische Verkniipfung der in Prdmissen und Konklusionen ausgedriickten Sach-
verhalte? Diese Frage nach der Lokalisierung der Notwendigkeit soll hier jedoch nicht néher betrachtet
werden.

Heute wird in der philosophischen Logik zwischen inhaltlichen und logischen Schliissen unterschie-
den: Man nennt den Ubergang von gewissen Primissen zu einer Konklusion dann einen Schluss, so Pat-
zig, wenn es Regeln gibt, die sicherstellen, dass die Wahrheit der Pramissen mit der Falschheit der Kon-
klusion unvertraglich ist. Doch nur, wenn die benutzten Schlussregeln in einem logischen System explizit
aufgestellt wurden, spricht man von einem logischen Schluss (vgl. Patzig 1973, S. 1252). Fiir eine so ver-
standene Folgerichtigkeit ist nicht mehr die inhaltliche Bedeutung, sondern ausschlie8lich die Syntax der
Urteile relevant.

Wie schon Aristoteles es tat, versucht man in der Lehre vom Schluss, die fiir ein logisches System giil-
tigen Schlussregeln explizit zu formulieren und herauszuarbeiten, welche sich aus den elementaren
Schlussregeln ableiten lassen. In einer solchen Logik wird die “Notwendigkeit” der Schliisse auf die Her-
leitbarkeit aus elementaren Schlussregeln zurtickgefiihrt.

In der modernen Logik wurde der Lehre vom Schluss ein immer groer werdender Stellenwert einge-
rdumt, bis diese schlieBlich den Rest verdridngte. Damit einher ging die Ablosung der traditionellen Logik
durch die mathematische Logik, die im vierten Abschnitt in einem historischen Abriss dargestellt werden
soll.

3.4 Zum Unterschied zwischen traditioneller Logik und mathematischer Logik

Die traditionelle Logik in ihrer Dreiteilung in die Lehre vom Begriff, Urteil und Schluss ist als philosophi-
sche Disziplin bis in die 1950er Jahre neben der modernen, mathematischen Logik betrieben worden. In
dieser Phase ist von Seiten der mathematischen Logik immer wieder die Forderung formuliert worden, die
traditionelle Logik miisse in der mathematischen aufgehen.



Die daraus entstehenden Konflikte in den flinfziger und sechziger Jahren, in denen die philosophischen
Logiker versuchten, sich gegen die Vereinnahmung der mathematischen Logik zu verwehren, hat Peck-
haus treffend als “Riickzugsgefechte” bezeichnet (1997, S. 6). Sie wurden mit groBBer Heftigkeit und Po-
lemik gefiihrt, was hier nicht im Einzelnen nachvollzogen werden soll. Gleichwohl sind die Streitschriften
dieser Zeit von Interesse, um den Unterschied zwischen beiden Ansétzen herauszuarbeiten. Dies soll in
diesem Abschnitt getan werden, um etwas begriftliche Klarheit fiir die Darstellung der Herausbildung der
mathematischen Logik zu schaffen.

Authalten lieB sich die Verdrangung der Philosophen aus der Logik durch die Riickzugsgefechte nicht
mehr. Heute wird Forschung in der Logik fast ausschlieSlich an Mathematik- oder Informatikinstituten be-
trieben (vgl. Peckhaus 1997, S. 7), wéhrend die traditionelle philosophische Logik selbst in der Lehre der
Philosophie-Institute, nahezu verschwunden ist (vgl. Read 1997, S. 14f). Eine Ausnahme bilden nur die
Teile der Logik, die in anderen Teildisziplinen wie der Wissenschaftstheorie, der Erkenntnistheorie oder
auch der Psychologie aufgegangen sind.

Unterschiede aus Sicht der philosophischen Logik

Ein sehr plastisches Dokument des Konfliktes ist die 1962 erschienene Streitschrift des Philosophen Giin-
ther Jacoby mit dem Titel “Die Anspriiche der Logistiker auf die Logik und ihre Geschichtsschreibung”.
Er forderte dezidiert eine Unterscheidung zwischen der traditionellen Logik und der mathematischen Lo-
gik (die er, wie in dieser Zeit iiblich, Logistik nennt) und begriindet dies wie folgt:

“Gegenstand der Logistik sind mathematische Verbindungen zwischen Symbolen, logischen und nichtlogi-

schen. Gegenstand der Logik ist die ganz andere philosophische Ergriindung dessen, was Logisch heif3t.” (Ja-
coby 1962, S. 5)

Den Begriff “logisch” iibersetzt er mit “folgerecht” und erldutert, folgerecht sei zwar mit einem subjektge-
bundenen deduktiven SchlieBen verbunden, hinter dem aber “als sein subjektfrei objektives Fundament”
die logischen Verhéltnisse der Begriffe, Urteile und Annahmen stiinden. Fiir Jacoby ist Logik daher zual-
lererst die Lehre von den Identitéten und Teilidentititen der Begriffe (also Ober- und Unterbegriffstruktu-
ren), wobei er die Begriffe als objektiv gegeben annimmt. Urteile und Schliisse sind fiir ihn dann subjekti-
ve Verbindungen zwischen den objektiv gegebenen Begriffen bzw. Identititen (vgl. Jacoby 1962, S. 10-
17). Durch den unterschiedlichen Grundansatz ergeben sich fiir Jacoby auch unterschiedliche Operations-
basen, unterschiedliche Zielsetzungen, Methoden und Garanten:

“Operationsbasis der Logik sind die hinter unserem Erkennen stehenden, von uns als logisch bezeichneten
Identitdten. Operationsbasis der Logistik sind Symbole, logisch und anders deutbare. Zie/ der Logik ist die
Klarung des Logischen nach Wesen und Bereich. Ziel der Logistik ist Aufbau von Kalkiilen. Methode der
Logik ist Begriffsanalyse. Methode der Logistik ist Symbolsynthese.

Dementsprechend haben Logik und Logistik verschiedene Garanten, letzte Sicherheiten, auf die sie zuriick-
gehen, und die alles weitere verbiirgen. Die Garanten der Logik sind Feststellungen iiber von ihr unabhingige
Identitétsbeziehungen. Die Garanten der Logistik sind Festsetzungen iiber von ihr abhéngige Symbolbezie-
hungen. Die miissen, sollen sie fiir Verhéltnisse der Logik gelten, deren Feststellungen folgen. Logik ist das
Fundament, Logistik ihr Uberbau.” (Jacoby 1962, S. 29)

Insbesondere der Symbolgebrauch unterscheidet beide Wissenschaften, wie Jacoby betont: In der Logik
sind Symbole stets Kurzformen der Alltagssprache, die im Dienste der durch sie abgekiirzten Sachverhalte
stehen; daher ist ihr Gebrauch im Grunde auBlersymbolisch. Dagegen entspricht der Symbolgebrauch der
Logistik dem der modernen Mathematik: Er beschriankt sich auf inhaltslose Sprachausdriicke, und die
Theorie legt die Regeln ihrer Manipulation fest, rein intersymbolisch. Wie in der modernen Mathematik
allgemein werden Buchstaben formal gebraucht, also ihrer extrasymbolischen Bedeutung entkleidet. Wéh-
rend also die Definitionen der Logiker der philosophischen, extrasymbolischen Genauigkeit dienen, d.h.
der scharfen Erfassung der Einzelheiten von Sachverhalten, dienen die der Logistiker der intersymboli-
schen Exaktheit, in ihr sind die Symbole konstitutiv (vgl. Jacoby 1962, S. 41ff). Insgesamt kommt Jacoby
zu folgendem Fazit:
“Logik ist Sachdisziplin und treibt Sachdenken. Logistik ist Sprachdisziplin und treibt Sprachdenken. [...]

Logistik prézisiert exakt, was symbolgeméf in Kalkiilen gelten soll, Logik genau, was sachgemédf hinter
Folgerichtigem steht.” (Jacoby 1962, S. 42f)



gerichtigem steht.” (Jacoby 1962, S. 42f)

Aus Sicht der mathematischen Logik werden die Unterschiede etwas anders festgemacht. Und um zu ver-
stehen, warum sich die mathematische Logik so herausgebildet hat, wie wir sie heute kennen, ist es
fruchtbar, sich auch mit dieser Sichtweise zu beschiftigen.

Unterschiede aus Sicht der mathematischen Logik

Bochenski und Menne beschreiben in ihrer zeitgleich mit Jacoby geschriebenen Einleitung zu dem Lehr-
buch “Grundrif der Logistik” die Unterschiede zwischen mathematischer und traditioneller Logik auf fol-
gende Weise:

“Die Logistik ist die moderne Form der Logik. Sie unterscheidet sich von der élteren, ,traditionellen’ Logik
vor allem durch ihre Formalisierung (d.h. sie berticksichtigt nicht die inhaltlichen Bedeutungen der einzelnen
Ausdriicke, sondern nur ihre ,syntaktische Kategorie’ und deren strukturelle Beziehungen) und ihre Kalkiili-
sierung (d.h. die Ausdriicke kénnen nach festen Operationsregeln rein formal umgeformt werden, man kann
mit ihnen ,logisch rechnen’). Nicht notwendigerweise, aber aus praktischen Griinden doch meistens, ist sie
symbolisiert (d.h. den einzelnen Ausdriicken sind ganz bestimmte Zeichen zugeordnet) und axiomatisiert
(d.h. alle vorkommenden Zeichen werden durch einige Grundzeichen definiert und alle Gesetze werden durch
bestimmte SchluBiregeln aus einigen Grundgesetzen, den Axiomen hergeleitet).” (Bochenski/Menne 1962, S.
11, Hervorhebungen von mir)

Diese charakteristischen Unterscheidungsmerkmale geben ein gutes Raster, nach dem sich die historische
Entwicklung der Hauptstrémungen der mathematischen Logik nachvollziehen lésst. Sie tauchen zwar in
der Entwicklungsgeschichte der Logik nicht vollig getrennt voneinander auf, aber sie entwickelten sich in
unterschiedlichen Schiiben, wie im Folgenden Abschnitt ausgefiihrt werden soll. Dabei soll es keineswegs
um eine vollstdndige Darstellung der Geschichte der mathematischen Logik gehen, wie man sie etwa in
Kneale/Kneale (1962) nachlesen kann, sondern nur um die Beschreibung bestimmter Etappen, in denen
sich die von Bochenski und Menne zusammengefassten Charakteristika herausgebildet haben.

Eine historische Aufarbeitung einer solchen Frage ist insofern immer schwierig, als die Geschichts-
schreibung der Logik zwar auf eine ausgezeichnete ErschlieBung des Quellenmaterials zuriickgreifen
kann, diese jedoch in relativ einseitiger Weise, nimlich aus dem Blickwinkel der heutigen mathematischen
Logik, ausgewertet wurden (vgl. Jacoby 1962, S. 65 - 98). So geht z.B. Scholz soweit zu behaupten, dass
man eine liberzeugende Geschichte der Logik nur von einem “zuverldssigen Standort” aus schreiben kon-
ne, “auf welchen diese Geschichte bezogen und von dem aus sie iiberblickt werden” kann. Daher seien
“logistische Kenntnisse eine notwendige Bedingung” fiir eine Geschichtsschreibung der Logik (1959, S.
V). Die neueren Arbeiten der Logikgeschichte (wie etwa Kramer 1988, Peckhaus 1997) scheinen dieser
Gefahr inzwischen weniger zu erliegen und bilden daher den Schliissel zu einer verstdndigen Interpretati-
on und Einordnung der Quellen. Wie bei jeder ideengeschichtlichen Darstellung kann es dabei nur darum
gehen, an einzelnen Beispielen generelle Tendenzen der jeweiligen Vorstellungen iiber die Logik festzu-
machen, wohl wissend, dass es zu jeder Zeit auch Andersdenkende gab.

4. Zur Herausbildung der mathematischen Logik
und der Verdringung der traditionellen Logik

Die Geschichte der mathematischen Logik hat Sybille Krdmer in ihrem Buch “Symbolische Maschinen.
Die Idee der Formalisierung im geschichtlichen Abrif3” als Geschichte der Formalisierung der Logik iiber-
zeugend dargestellt (1988). Sie hat deutlich gemacht, dass die entscheidende Zasur in der Entwicklungs-
geschichte der formalen Logik durch die Herausbildung logischer Kalkiile markiert wurde. Dabei benennt
sie als Grundgedanken eines Logikkalkiils, “logische Folgerungen auf rein formale Weise, d.h. ohne Be-
zug auf die Bedeutung aus einfachsten Folgerungen herzustellen” (S. 86). Dies setze voraus, dass logi-
sches Folgern

“als ein Operieren im Medium von Zeichenausdriicken aufgefalit wird, gemal gewissen Vorschriften fiir den
,Jrichtigen’ Zeichengebrauch, nicht aber als ein empirisches Gesetz vom ,richtigen’ Denken.” (Krdmer 1988,



S. 86)

Diese Entwicklung soll anhand der Begriffe Kalkiilisierung, Symbolisierung, Formalisierung und Axioma-
tisierung nachvollzogen werden.

4.1 Kalkiilisierung: Die Kalkiil-Idee bei Leibniz

Die Idee, das logische Schlieen durch mechanische Verfahren zu erleichtern, fiihrt Bochenski urspriing-
lich auf Raimundus Lullus (1235 - 1315) zuriick. Lullus wollte eine Universalsprache schaffen, indem er
Logik durch kombinatorische Begriffsverbindungen gewissermaflen mechanisierte: Bestimmte Grundbeg-
riffe aus den wichtigsten Bereichen wurden auf Kreisen, Dreiecken usw. angeordnet, die um konzentrische
Kreise mechanisch drehbar waren und so eine Fiille von Kombinationen ermdglichten, mit denen die Um-
bildungsregeln von Urteilen erfasst und mechanisiert werden sollten. Die implizit dahinter stehende Idee
eines mechanisierbaren Kalkiils formulierte er allerdings noch nicht (vgl. Menne 1991, S. 8, Trettin 1991,
S. 64). Erst Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) wurde hier explizit und forderte ausdriicklich

“eine Charakteristik der Vernunft, kraft derer Wahrheiten der Vernunft gewissermaflen durch einen Kalkiil
wie in der Arithmetik und in der Algebra, so in jedem anderen Bereich, soweit er der Schlufifolgerung unter-
worfen ist, erreichbar wiirde.” (Leibniz, zit. nach Bochenski 1956, S. 321)

Dabei beschrieb er selbst die Idee des Kalkiils auf folgende Weise:

“Ein Kalkiil oder eine Operation besteht in der Erzeugung von Beziehungen, welche die Umwandlung von
Formen bewerkstelligt, wobei die Umwandlungen entsprechend gewil3 vorgeschriebenen Gesetzen vollzogen
werden.” (Leibniz, zit. nach Kramer 1988, S. 100)

Leibniz entwarf daher das Projekt einer ars characteristica, einer universalen Kalkiilsprache der Wissen-
schaft, die beliebige Sachverhalte und ihre Beziehungen formal auszudriicken gestattet, und eines calculus
ratiocinator, der die Folgerungsbeziehungen zwischen den Aussagen einer ars characteristica als Forma-
tions- und Transformationsregeln eines Kalkiils erfasst. Durch den Kalkiil sollte es moglich werden, alle
wahren Sétze automatisch herzuleiten sowie iiber die Wahrheit jedes vorgelegten Satzes zu entscheiden.
Diese Idee des calculus ratiocinator verdanderte in der weiteren Entwicklung den Wahrheitsbegriff der Lo-
gik erheblich, wie Krdmer betont:

“Im Leibnizprogramm wird die maschinenméBige Erzeugbarkeit eines wissenschaftlichen Satzes zum Krite-
rium seiner Wahrheit.” (Kramer 1988, S. 180)

Die unbestreitbare Bedeutung der Entwicklung eines solchen Kalkiils fiir die Mathematik hat Heinrich
Scholz deutlich hervorgehoben:

“Mit dem Blick des Genies hat Leibniz gesehen, dafl auf dieser Entlastung des Denkens der beispiellose Auf-
schwung der neueren Mathematik beruht; denn sie erleichtert das SchlieBen ganz ungemein, indem sie es
durch geistreiche Ansétze von allen unndtigen Denkleistungen befreit, und sie sichert es zugleich in einem
exemplarischen Sinne gegen die Fehler, von denen das inhaltliche Denken beim Schliefen unablissig bedroht
ist.” (Scholz 1959, S. 50)

Sowohl fiir Lullus als auch fiir Leibniz stand hinter der Entwicklung der Kalkiil-Idee die Vorstellung, die
Logik miisse einer neuen Aufgabe nachkommen: Sie solle als Instrument dienen, mit dessen Hilfe alle
wahren Sitze auf mechanische Weise erzeugt werden konnen. Krdamer hat diese Verédnderung der Zielset-
zung der Logik als einen Umschwung von der ars iudicandi, die iiber die Wahrheit bestehender Sétze zu
richten hat, zur ars inveniendi bezeichnet, die neue Sitze erfindet (1988, S. 88). Sie belegt dies etwa mit
dem Ausspruch von Leibniz, die Logik solle “nicht allein was fiirgestellet beurteilen, sondern auch was
verborgen erfinden” (Leibniz, zit. nach Krdmer 1988, S. 103).

Die Leibniz’sche characteristica universalis deutet Kramer als den ersten konsequenten Versuch, die
normale Sprache zu umgehen, indem eine Kalkiilsprache konzipiert werden sollte, die nicht durch Abs-
traktion aus der Alltagssprache, sondern durch Bereitstellung eines formalen “Gedankenalphabets” mit
festen Regeln gewonnen wird (1988, S. 135, 179f). Dies konne, so Leibniz, nur durch eine Abkehr von
den Alltagssprachen gelingen, wofiir er folgende Griinde angab:

“Die Alltagssprachen, obgleich sie meistenteils fiir das schluSifolgernde Denken von Nutzen sind, sind doch



unzdhligen Zweideutigkeiten unterworfen und koénnen den Dienst des Kalkiils nicht leisten, ndmlich daf3 sie
Irrtiimer der Schlufifolgerung, aus der Bildung und der Struktur der Worte, aufdecken konnten. Diesen hochst
bewundernswerten Vorteil bieten bisher nur Symbole der Arithmetiker und Algebraisten, bei welchem die
SchluBfolgerung allein im Gebrauch der Charaktere besteht.” (Leibniz, zit. nach Bochenski 1956, S. 321)

Wie sich hier andeutet, konnte diese Idee eines logischen Kalkiils nur auf dem Boden der Entwicklung in
der Arithmetik und Algebra entstehen, wo der formale Charakter des Rechnens als ein Operieren mit Zei-
chen nach rein syntaktischen Regeln bereits etabliert worden war. Doch ebenso wie Vieta in seiner Buch-
stabenalgebra noch immer die numerische Interpretation der Symbole mitgedacht hatte, kam auch bei
Leibniz die Idee einer streng formalistischen Logik als sinnfreies System, das erst nachtraglich gedeutet
wird, nur an wenigen Stellen vor. Vorrangig wurde die Logik von Leibniz mit stetem Bezug zur Realitit
gedacht, das heilit, die Zeichen hatten bei ihm nur Stellvertreterfunktion fiir bestimmte Begriffe oder Ideen
(vgl. Kramer 1988, S. 108).

Um den Charakter der Leibniz’schen Logik als vorsymbolische Logik besser einordnen zu kdnnen, soll
an dieser Stelle kurz auf den Gebrauch von Symbolen und Variablen in der Logik vor Leibniz eingegan-
gen werden:

4.2 Riickgriff zur Symbolisierung: Der Symbolgebrauch der vorsymbolischen Logik

Der Gebrauch von Symbolen an sich ist kein Charakteristikum der modernen Logik, denn wéhrend in der
Arithmetik erst im 16. Jahrhundert durch Vietas Buchstabenalgebra Variablen eingefiihrt wurden, waren
Variablen in der Logik seit ihrer Entstehung iiblich (vgl. Bochenski 1956). Schon in der antiken Logik,
namentlich bei Aristoteles und den Stoikern, wurden Symbole in Gestalt von Term- bzw. Aussagenvariab-
len benutzt, mit deren Hilfe Schemata aufgestellt wurden. Es zeigt sich hier eine Konzentration auf die
Formen unabhingig von einem konkreten Inhalt, die von Beginn an die Logik bestimmt hat. Die Giiltig-
keit einer Aussage, so der aristotelische Ansatz, hingt nur von der Form ihrer Zusammensetzung mit den
logischen Partikeln ab, nicht jedoch von der speziellen Bedeutung der Aussagenbestandteile.

Eine solche Logik war zwar bereits in gewissem Sinne formal, aber nicht formalistisch, denn die Sym-
bole hatten stets eine extrasymbolische Bedeutung: Zwar sollten sie manipuliert werden koénnen, ohne in
jedem Schritt Bezug auf den konkreten Inhalt nehmen zu miissen, aber dennoch standen die Zeichen und
ihre Manipulationsmdglichkeiten in einem Bezug zur Wirklichkeit, denn sie wurden bei Aristoteles durch
Abstraktion aus der Alltagssprache gewonnen. Und so resiimiert Kramer:

“Aristoteles steht dem Gedanken des Kalkiils und seinen formalsprachlichen Voraussetzungen fern. [...] Aris-
toteles’ Logik bezieht sich auf Zusammenhénge, die durch Abstraktion aus der Umgangssprache gewonnen
sind und letztlich auf diese bezogen bleiben. [...] Dieser extrasymbolische Bezug auf einerseits sinnvolle
Worter, denen andererseits Sachverhalte der Wirklichkeit selbst entsprechen, charakterisiert die aristotelische
Logik als eine nichtformalistische.” (Kramer 1988, S. 75f)

Die Variablen der symbolischen Logik, wie sie im 19. Jahrhundert entstanden ist, erfiillen eine andersgear-
tete Funktion, die Krdmer pragnant zusammenfasst:

“Sie sind nicht einfach Platzhalter fiir normalsprachliche Ausdriicke, sondern fungieren als Grundzeichen von
Kalkiilen bzw. formaler Systeme. Damit werden Variablen nicht durch Abstraktion gewonnen, sondern sind
Resultate eines operativen Verfahrens, welches die Konstruktion von Kalkiilen zur Voraussetzung hat.” (Kré-
mer 1988, S. 135)

Ein solches formal logisches System, das die Symbole vollig ihrer extrasymbolischen Bedeutung entklei-
dete, deutet sich erstmals in George Booles (1815 - 1864) “Algebra der Logik” an. Ebenso wie die Kalkiil-
Idee selbst wurde auch dieser Umbruch durch die Entwicklung in der Algebra vorbereitet. Hier hatte sich
ein konsequent formalistischer Standpunkt durchgesetzt, bei dem die Konsistenz algebraischer Verfahren

nicht linger angewiesen blieb auf numerische Interpretation, welche Vieta immer noch gewéhrt wissen
wollte (vgl. Krdmer 1988, S. 135).

4.3 Formalisierung: Algebra der Logik

Die Entstehung der “Algebra der Logik™ bildet die erste Phase dessen, was wir heute mathematische Lo-



gik nennen, denn sie ist nicht nur dadurch charakterisierbar, dass sie nahezu konsequent mit Zeichen einer
kiinstlichen Symbolsprache operierte (dies tat bereits Leibniz), sondern auch dadurch, dass die Operatio-
nen mit Symbolen nach “mathematischen Methoden” vollzogen wurden. Dabei beschreibt Boole sein Ver-
standnis von “mathematische Methoden” in seiner 1847 erschienenen “The mathematical analysis of lo-
gic” wie folgt:
“Jene, welche mit dem gegenwirtigen Stand der Theorie der Symbolischen Algebra vertraut sind, sind sich
bewuBt, dafl die Giiltigkeit der Verfahren der Analysis nicht von der Deutung der Symbole abhingt, die dabei
gebraucht werden, sondern ausschlieSlich von den Gesetzen ihrer Kombination. Jedes System der Deutung,

welches die Wahrheit der vorausgesetzten Relationen unberiihrt 14Bt, ist gleichermallen zuldssig.” (Boole
1847, zit. nach Bochenski 1956, S. 325)

Und jenes Verstindnis eines auf mathematischen Methoden aufgebauten formalen Systems, dessen Giil-
tigkeit nicht von der konkreten Deutung abhing, wollte Boole nun auf die Logik {ibertragen:

“Wir konnen gerade als den bestimmenden Charakterzug des Kalkiils angeben, dal er eine Methode ist, die
auf dem Gebrauch von Symbolen beruht, deren Kombinationsgesetze bekannt und allgemein sind und deren
Ergebnisse eine widerspruchsfreie Deutung zulassen. [...] Auf der Grundlage dieses allgemeinen Prinzips be-
absichtige ich den Kalkiil der Logik aufzubauen und fiir ihn einen Platz unter den anerkannten Formen der
mathematischen Analysis zu fordern.” (Boole 1847, zit. nach Bochenski 1956, S. 325)

So baute Boole einen Kalkiil auf, indem er fiir Buchstabensymbole und Operationen Zeichen einfiihrte,
deren Gebrauch Regeln unterstand, die bis zu einem gewissen Punkt mit den Regeln der Algebra iiberein-
stimmten. Das so entwickelte Zeichensystem mit seinen Regeln kann sowohl - durch Deutung der Zeichen
als Gegenstiande unseres Denkens - als klassenlogischer Kalkiil als auch als Aussagenkalkiil aufgefasst
werden, wenn man die Algebra auf zwei Werte beschrénkt, die mit wahr und falsch gedeutet werden.

Indem Boole auf diese Weise die Deutungsunabhingigkeit des algebraischen Kalkiils fiir den Aufbau
des logischen Kalkiils nutzte, fiihrte er das konstruktive Prinzip in die Logik ein. Die logischen Verfahren
beruhten fortan nicht mehr auf formaler Abstraktion der alltagsiiblichen Denkfiguren, sondern die Verfah-
ren sollten zuerst konstruiert und erst danach gedeutet werden. Fiir Bochenski kennzeichnet dies Booles
Algebra der Logik als erste mathematische Logik (1956, S. 311). Peckhaus schreibt diesen Rang bereits
Leibniz zu, bei dem das Konzept der Deutungsunabhéngigkeit zwar noch nicht ausgefeilt formuliert wer-
de, aber gleichwohl schon existiere (1997, S. 55ff, 305f). Dieser Konflikt soll an dieser Stelle nicht ndher
ausgefiihrt werden, da es hier nur um die prinzipiellen Entwicklungsstufen gehen kann, nicht um die exak-
te origindre Verortung einzelner Denkleistungen.

Der neue, konsequent konstruktive Ansatz hatte erhebliche Auswirkungen auf den Giiltigkeitsbegriff
der Logik. Wenn die zentralen Bausteine des logischen Systems nicht mehr aus der Abstraktion, sondern
konstruktiv gewonnen werden, so héngt die Giiltigkeit von Aussagen ausschlieBlich von der Herleitbarkeit
innerhalb des formalen Systems ab (vgl. Bochenski 1956, S. 326).

Wie der Zusammenhang dieser neuen Betrachtungsweise der Logik mit der traditionellen Lehre von
Begriff, Urteil und Schluss gesehen wurde, zeigt sich etwa bei Ernst Schroder (1841 - 1902), der die alge-
braische Behandlung der Logik systematisch ausgebaut und erweitert hat:

“Wenn wir uns der gebrauchlichsten Einteilung anschlieBen, wonach die Lehre von den Begriffen, den Urtei-
len und Schliissen den Vorwurf der (deduktiven) Logik {iberhaupt ausmacht, so charakterisiert es insbesonde-
re die mathematische Logik oder den Logikkalkiil, da3 darin die Begriffe oder auch Urteile allgemein durch
Buchstaben dargestellt und die SchluBfolgerungen in Gestalt von Rechnungen bewerkstelligt werden, die
man nach bestimmten einfachen Gesetzen an diesen Buchstaben ausfiihrt.” (Schroder 1877, S. 11)

Hier deutet sich also die Schwerpunktverschiebung innerhalb der Logik deutlich an: Begriffe und Urteile
werden durch Buchstaben dargestellt, deren Bedeutung innerhalb des formalen Systems rein intrasymbo-
lisch ist, und man beschéftigt sich in der Hauptsache mit den Gesetzen der Schlussfolgerung. Gleichwohl
spricht Schroder den Buchstaben mehr als eine rein symbolische Bedeutung zu und fiihrt aus:

“Unter einem Buchstaben verstehen wir stets eine Klasse oder Gattung von Objekten unseres Denkens. Der
sprachliche Ausdruck einer solchen ist in der Regel ein Gemeinname und gibt zugleich Veranlassung zur Bil-
dung eines Begriffes, in welchem wir uns die wesentlichen Merkmale, die allen zu der Gattung zugehdrenden
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Individuen gemeinsam sind, zusammengefafit denken. Im Gegensatz zu diesen Merkmalen, dem so genannten
JInhalte’ des erwdhnten Begriffes, stellt dann die Klasse dessen ,Umfang’ vor, so dal wir in Gestalt dieser
Klassensymbole in der Tat mit den hinsichtlich ihres Umfanges dargestellten Begriffen rechnen werden.”
(Schroder 1877, S. 1f)

4.4 Axiomatisierung der Logik durch Frege

Neue Zielsetzung: Begriindung der Mathematik

Mit der “Algebra der Logik” von Boole und Schréder lag eine Logik vor, die symbolisch, formalisiert und
kalkiilisiert war und somit als Mittel der Berechenbarkeit giiltiger Aussagen dienen konnte. Gleichwohl
differierten die Definitionen, was unter Logik zu verstehen sei, bei den Logikern des 19. Jahrhunderts zum
Teil erheblich. Eine Ubereinstimmung vieler Logiker des 19. Jahrhunderts lésst sich nach Hamacher-
Hermes in dem Punkt finden, dass es in der Logik um die Gesetze des Denkens gehe. Sie zitiert dazu
Bachmann, nach dem der Logik die Aufgabe zukomme,

“eine vollstdndige systematische Darstellung der Gesetze des Denkens zu geben. [... Sie habe sich mit Geset-
zen, Normen und Formen zu beschéftigen], in denen unser Denken sich bewegt, mittels deren unser Vorstel-
len iiberhaupt, unser Glauben und Meinen und insbesondere unser Erkennen und Wissen, unsere Begriffe,
Urteile und Schliisse zu Stande kommen.” (Carl Friedrich Bachmann, zit. nach Hamacher-Hermes 1994, S.
64)
Andere, wie der Logiker Moritz Wilhelm Drobisch (1802 - 1896) dagegen vertraten einen konsequent
formalen Standpunkt der Logik nach mathematischer Methode: “Die Logik ist in der Tat nichts anderes als
ein blofer Formalismus.” (Drobisch, zit. nach Hamacher-Hermes 1994, S. 80).
Der Anspruch, den Gottlob Frege (1848 - 1925) an die Logik formulierte, ging dariiber hinaus, denn er
suchte eine Grundlegung fiir liickenlose Beweisbarkeit. Dieses Ideal einer streng wissenschaftlichen Me-
thode der Mathematik beschreibt er so:

“Dal} alles bewiesen werde, kann zwar nicht verlangt werden, weil es unmdglich ist; aber man kann fordern,
daB alle Sétze, die man braucht, ohne sie zu beweisen, ausdriicklich als solche ausgesprochen werden, damit
man deutlich erkenne, worauf der ganze Bau beruhe. Es mufl danach gestrebt werden, die Anzahl dieser Ur-
gesetze moglichst zu verringern, indem man alles beweist, was beweisbar ist. Ferner, und darin gehe ich iiber
Euklid hinaus, verlange ich, daB3 alle SchluB3- und Folgerungsweisen, die zur Anwendung kommen, vorher
aufgefiihrt werden.” (Frege 1893, S. VI)

Frege forderte also, die Logik als eine axiomatisch-deduktive Theorie aufzubauen, damit sie als Grundlage
fiir die Mathematik dienen konne. Dies hat schon Scholz in seinem ersten Aufsatz iiber Frege betont:

“Frege ist nicht durch Leibnizstudien zur Schopfung seines Logikkalkiils gekommen, sondern durch eine phi-
losophische Frage. Diese Frage ist eine Entscheidungsfrage. ,Ist die Arithmetik der natiirlichen Zahlen aus der
Logik ableitbar oder nicht?’ Diese Frage ist eine Teilfrage der umfassenderen Frage nach der Ableitbarkeit
der Mathematik aus der Logik.” (Scholz 1961, S. 271)

Solange sich der Kalkiil der Logik jedoch auf die Algebra stiitzte, musste die Logik die Regeln der Deduk-
tion, die sie begriinden wollte, selbst voraussetzen. Fiir eine liberzeugende Axiomatisierung der Logik als
Grundlage der Mathematik musste Frege daher einen eigenen Logikkalkiil aufbauen, der sich vollstindig
von der Orientierung an algebraischen Strukturen 18ste. Ausgehend von prizisen Ausgangsbestimmungen
und Deduktionsregeln baute er daher in seiner Begriffsschrift eine axiomatische Quantorenlogik auf (vgl.
Kramer 1988, S. 131ff). Diese Schrift wird von Logikhistorikern immer wieder als eine der bahnbrechen-
den Arbeiten innerhalb der formalen Logik hervorgehoben. Thre Bedeutung und Genialitét kénne nur mit
den “Ersten Analytiken” von Aristoteles verglichen werden (vgl. etwa Bochenski 1956, S. 313), auch
wenn die Einfiihrung von Quantoren originér auf Charles Sanders Peirce zuriickgeht (vgl. Sowa 1998, S.
71). Dieser hatte allerdings die Axiomatisierung der Logik nicht im Blick.

Loslosung von der Alltagssprache und Konzentration auf Wahrheit

Der von Frege formulierte Anspruch an die Logik als Begriindung der Mathematik brachte ihn zu dem
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Schluss, dass die Logik nicht mehr als eine, wie auch immer geartete, Abstraktion aus den grammatischen
Strukturen der natiirlichen Sprachen gewonnen werden kdnne. Die explizite Unterscheidung zwischen der
(aus seiner Sicht) rein grammatischen Struktur und der logischen Struktur der Sprache fiihrte ihn zu einer
Abkehr von der Lehre von Begriff, Urteil und Schluss. Seine neue Konzeption der Logik ging im Gegen-
satz zu den Logiken vor ihm in seinem Aufbau von Urteilen und nicht von Begriffen aus, wie er in dem
Aufsatz “Uber den Zweck der Begriffsschrift” betont:

“In der Tat, es ist einer der bedeutendsten Unterschiede meiner Auffassungsweise von der booleschen, und
ich kann wohl hinzufiigen von der aristotelischen, daf ich nicht von Begriffen, sondern von den Urteilen
ausgehe.” (Frege 1971, S. 101)

Den Kern seines Ansatzes stellt die Revision der traditionellen Urteilslehre als Analyse von Urteilen in
Subjekt und Prédikat dar, denn diese Zerlegung von Urteilen sei rein grammatischer Art und nach inhaltli-
chen Gesichtspunkten nicht zu rechtfertigen. Dies begriindet er durch Betrachtung der beiden Sitze “bei
Plataeae siegten die Griechen iiber die Perser” und “bei Platacae wurden die Perser von den Griechen be-
siegt”. Zwar seien diese beiden Sitze hinsichtlich ihrer Subjekt-Prédikat-Struktur verschieden, doch haben
sie den gleichen “begrifflichen Inhalt”. Wolle man sich auf den begrifflichen Inhalt von Aussagen kon-
zentrieren, so sei eine Analyse in Funktion und Argument notwendig (vgl. Frege 1879, S. 3). Er definierte
daher die Hauptbestandteile einer Aussage auf folgende Weise:

“Wenn in einem Ausdruck [...] ein [...] Zeichen an einer oder an mehreren Stellen vorkommt, und wir denken
es an allen oder einigen dieser Stellen durch anderes, iiberall aber durch dasselbe ersetzbar, so nennen wir den
hierbei unverdnderlich erscheinenden Teil des Ausdrucks Funktion, den ersetzbaren ihr Argument.” (Frege
1971, S. 16)

Dabei macht er darauf aufmerksam, dass die Unterscheidung in Funktion und Argument eine inhaltliche
Bedeutung habe, durch die Grammatik der Aussage also nicht bestimmbar sei. Wie sie dann im einzelnen
zu treffen sei, ist allerdings nicht mehr Gegenstand seiner Betrachtung. Zu einer zentralen Fragestellung
innerhalb der von ihm entwickelten Formelsprache wurde stattdessen die Symbolisierung der Allgemein-
giiltigkeit einer Aussage durch den von ihm entwickelten Begriff “Wahrheitswert”, durch Variablen und
Quantoren. Dadurch, so stellt Krdmer heraus, verlieB Frege “die Orientierung der logischen Analyse am
umgangssprachlichen Diskurs irreversibel” (1988, S. 135).

Deutlich wird dies in seinen “Logische(n) Untersuchungen” (Frege 1976), deren Aufsétze als einlei-
tende Abschnitte einer Frege’schen Gesamtdarstellung der Logik, als Zusammenfassung seiner Theorien,
gelesen werden konnen (vgl. Patzig in der Einleitung zu Frege 1976, S. 7). In diesem Spétwerk beschreibt
Frege die Logik so:

“Wie das Wort ,schon’ der Asthetik und ,gut’ der Ethik, so weist ,wahr’ der Logik die Richtung. [...] Wahr-
heiten zu entdecken, ist die Aufgabe aller Wissenschaften: der Logik kommt es zu, die Gesetze des Wahr-
seins zu erkennen.” (Frege 1976, S. 30)

Um jedes Missverstidndnis auszuschlieBen und die Grenze zwischen Psychologie und Logik klar abzuste-
cken, weist er der Logik explizit “die Aufgabe zu, die Gesetze des Wahrseins zu finden, nicht die des
Fiirwahrhaltens oder Denkens” (Frege 1976, S. 30).

Die Abkehr von dem traditionellen Logikparadigma von Begriff, Urteil und Schluss lésst sich auch an
dem stark verdnderten Begriffsverstdndnis Freges festmachen: Wahrend Schrdoder in seiner Algebra der
Logik noch ein reichhaltiges Begriffsverstéindnis gezeigt hat, sind fiir Frege die Begriffe nur noch prédika-
tive Bestandteile einer Aussage, also Satzfunktionen, “deren Wert stets ein Wahrheitswert ist” (Frege:
Funktion und Begriff, zit. nach Ritter 1971, S. 378). Dies bedeutet in der Sprache der heutigen formalen
Logik, dass er sie als Aussageformen mit einer Variablen versteht: Setzt man fiir die Variablen einen Ge-
genstandsnamen ein, so geht sie in eine Aussage liber, die notwendig entweder wahr oder falsch ist. In
dieser Sichtweise sind Begriffsumfange nichts anderes als Wertverldufe einer Funktion, deren eigentlicher
Inhalt nicht Gegenstand der Betrachtung ist.

So entwickelte Frege eine Formelsprache, in der sich alle Aussagen mit Hilfe von nur drei Zeichen in
einem zweidimensionalen Symbolismus ausdriicken lieBen. In diesem Anspruch ging er {iber Boole nach
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eigenen Aussagen hinaus, denn wéhrend Boole eine mathematische Darstellungsweise logischer Schliisse
gesucht habe, wolle er eine lingua characteristica im Sinne Leibniz’ schaffen, die einen calculus ratioci-
nator lediglich als einen Bestandteil enthalte (vgl. “Uber den Zweck der Begriffsschrift”, in Frege 1971, S.
98). Dies deutet sich bereits in dem Untertitel seiner Begriffsschrift an: “Eine der arithmetischen nachge-
bildete Formelsprache des reinen Denkens” (1971).

Auf diese Formelsprache baute er ein axiomatisch-deduktives formales System auf, das auf neun Axi-
omen und vier Schlussregeln gegriindet war, und schuf so das erste Aussagenkalkiil im Sinne eines voll-
standigen Axiomensystems (vgl. Kneale/Kneale 1962, S. 489).

Seit Frege ist also die formale Logik nicht nur symbolisch und kalkiilhaft, sondern auch nach mathema-
tischen Mafstdben der Exaktheit und Vollstdndigkeit axiomatisiert. Allerdings ging diese Axiomatisierung
mit einer erheblichen Entfernung von der Alltagssprache einher, die den Bezug zur Realitét insgesamt
schwerer herstellen ldsst. Insbesondere kann eine solche Logik, die sich nicht mehr am alltagssprachlichen
Diskurs orientiert, nur schwer dazu dienen, diesen zu unterstiitzen. Vielleicht liegt es daran, dass sich Fre-
ges Optimismus, seine Begriffsschrift konne “den Philosophen ein brauchbares Werkzeug sein”, um

“die Herrschaft des Wortes {iber den menschlichen Geist zu brechen, indem sie [...] den Gedanken von dem-
jenigen befreit, womit ihn allein die Beschaffenheit des sprachlichen Ausdrucksmittels behaftet” (Frege 1971,
S. 84),

praktisch nicht eingeldst hat.

In ihrem Buch “Die Logik und das Schweigen” (1991) hat sich Kéthe Trettin mit der Frage beschiftigt,
was sich durch Freges Abkehr von der Alltagssprache und die einseitige Konzentration der Logik auf den
“beurteilbaren” Teil der Aussagen innerhalb der Logik alles nicht mehr ausdriicken ldsst, und wie dies un-
ser Denken beeinflusst:

“Die Selektion dessen, was ,beurteilbar’ ist, erweist sich als Ausgrenzungsverfahren, das von einer
interessanten Ambivalenz gekennzeichnet ist. Emphatisch ausgeklammert werden alle Sétze bzw.
sprachlichen Formen, die Wiinsche, Befehle, Exklamationen etc. transportieren. [...] Das Kriterium der
logischen Beurteilbarkeit im Sinne Freges fiihrt also zu einer peniblen Selektion, die praktisch den groften
Teil unserer ,Sprachspiele’ und ,Sprechakte’ ignoriert bzw. - was schlimmer ist - zurechtbiegt auf die
gewiinschte logikfdhige Form. [...] Freges Selektion ist mithin gekennzeichnet von einem seltsam starken
Impetus, innerhalb der ,wilden’ Sprache eine Insel der gezdhmten, beurteilbaren Gedanken anzusiedeln, einen
Ort abzustecken, der systematisch ,befreit’ ist von Wiinschen, Zweifeln, Vermutungen, von Aggressionen
und Faszination.” (Trettin 1991, S. 75)

Aus diesen Beobachtungen zieht Trettin fiir die Entwicklung der Logik bis Frege folgendes Resiimee, das

den zahlreichen euphorischen Einschitzungen der Frege’schen Leistungen fiir die Logik in der mathema-
tikhistorischen Literatur entgegengestellt werden soll:
“Das Leibnizsche Desiderat eines filum, der die Gedanken mechanisch leitet, wird von Frege weitgehend er-
flillt. Nur erweist sich dieser logische Ariadnefaden weniger als Band der Erlosung aus dem Labyrinth, son-
dern eher als Géngelband des Denkens.” (Trettin 1991, S. 91)
Zwar ist diese Kritik sehr harsch formuliert, doch finden sich hier die im ersten Abschnitt diskutierten Ge-
danken wieder, dass die Mechanisierung der Logik durch Kalkiilisierung und gleichzeitige Abkehr von
der Alltagssprache eine entscheidende Verengung bedeutet hat, deren Auswirkungen auf die kognitive
Autonomie nicht unterschitzt werden darf.
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4.5 Mathematische Logik in der Zeit nach Frege

Der Frege’schen Arbeit ging es wirkungsgeschichtlich dhnlich wie der von Leibniz: Sie wurde erst zur
Kenntnis genommen, nachdem schon andere Mathematiker dhnliche Ansdtze gemacht hatten. Auch
Charles Sanders Peirce hatte 1883 ein priadikaten-logisches System entwickelt, das nicht auf einer graphi-
schen Notation basierte wie das Frege’sche, sondern auf einer algebraischen, so dass sie fiir andere, wie
etwa Schroder, leichter zugidnglich war und deshalb eher adaptiert wurde (vgl. Sowa 1998, S. 7f).

Die wirkliche Bedeutung von Freges Arbeiten als Beginn einer neuartigen Entwicklungsform der mo-
dernen Logik wurde zuerst von Bertrand Russell erkannt. Er fiihrte das Programm, die Mathematik durch
die Logik zu begriinden, ausgehend von den in Freges Axiomensystem gefundenen Widerspriichen weiter
und schuf gemeinsam mit Alfred N. Whitehead um 1910 das monumentale Grundwerk der mathemati-
schen Logik, die “Principia Mathematica”. Dieses Werk bildete, nach Berkas Einschitzung, einerseits den
Abschluss der vorhergehenden, andererseits den unmittelbaren Ausgangspunkt der weiteren Entwicklung
der modernen Logik (vgl. Berka/Kreiser, S. 57).

Auf die weitere Entwicklung der mathematischen Logik, die insbesondere durch das Aufkommen der
Metalogik und mathematische Grundlagenfragen, spéter auch durch die Herausbildung vielgestaltiger lo-
gistischer Kalkiile und der Modelltheorie gekennzeichnet ist, soll hier nicht mehr niher eingegangen wer-
den (vgl. dazu Kneale/Kneale 1962).

4.6 Fazit

Insgesamt macht die Betrachtung der historischen Entwicklung der mathematischen Logik vor allem eines
deutlich: Die erheblichen Modifikationen der Gestalt der formalen Logik, die sich im Verlauf der Jahr-
hunderte verfolgen lisst, waren stets durch verdnderte Zielsetzungen bedingt. Die Gestalt der Logik dnder-
te sich jeweils mit den Zwecken, zu denen sie dienen sollte.

So stellte Kriimer als Motor der Kalkiilisierung der Logik den Ubergang von einem Verstindnis der
Logik als ars iudicandi zur ars inveniendi heraus. Von Lullus und Leibniz sei die generative Funktion
formaler Sprachen entdeckt worden. Thnen habe die Sprache nicht linger nur als ein Mittel gegolten, vor-
gegebene Sachverhalte darzustellen und sie der Kommunikation zugénglich zu machen, sondern sie haben
sie als ein Mittel zur Erzeugung von Sachverhalten erkannt (vgl. Kramer 1988, S. 135).

Wihrend auch fiir Boole die Logik noch hauptséchlich ein Mittel zur Berechenbarkeit darstellte, for-
mulierte Frege fiir die Logik eine neue Zielsetzung, nimlich die Begriindung der Mathematik. Seine unter
dieser Zielsetzung entwickelte Logik konzentrierte er daher konsequent auf Wahrheit und entfernte sich
demgemil stark von der Alltagssprache.

Jeder neue Ansatz zur Schaffung einer Logik sollte sich auf diesem Hintergrund konsequent Rechen-
schaft liber die dahinterstehenden Zielsetzungen ablegen. Aus diesem Grund beginnt das folgende Kapitel,
indem ein Ansatz fiir eine alternative mathematische Logik vorgestellt werden soll, mit einer kurzen Be-
schreibung einer moglichen Zielsetzung einer solchen Logik.

5. Mathematische Logik als Werkzeug
zur Unterstiitzung der Wissenskommunikation

5.1 Die Rolle der Mathematik in der Kommunikationsgemeinschaft

Grundlage fiir das Verstdndnis der Rolle einer wissenschaftlichen Disziplin ist stets ein bestimmtes Welt-
und Gesellschaftsbild, das daher zumindest kurz vorgestellt werden soll. Das hier zugrundegelegte Ver-
standnis von Gesellschaft ist wesentlich von der durch Charles S. Peirce begriindeten pragmatischen Phi-
losophie und der Idee einer menschlichen Kommunikationsgemeinschaft geprigt, wie sie Karl-Otto Apel
in seiner Abhandlung “Das Apriori der Kommunikationsgemeinschaft und die Grundlagen der Ethik”
(1976) ausfiihrlich diskutiert hat. Das von Apel entworfene Bild der Kommunikationsgemeinschaft hat
Jiirgen Habermas in seiner “Theorie des kommunikativen Handelns” (1981) als Gesellschaftstheorie wei-
ter entwickelt. Er spricht von kommunikativem Handeln, wenn
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“sich die Aktoren darauf einlassen, ihre Handlungspléne intern aufeinander abzustimmen und ihre jeweiligen
Ziele nur unter der Bedingung eines sei es bestehenden oder auszuhandelnden Einverstidndnisses tiber Situati-
on und erwartete Konsequenzen zu verfolgen”’ (Habermas 1991, S. 144).

Das kommunikative Handeln spielt fiir die intersubjektive Verstindigung eine konstitutive Rolle und steht
so im Zentrum des Bildes von Gesellschaft als Kommunikationsgemeinschaft, in der Konsensfindung
durch kommunikative Rationalitdt geprégt sein soll. Dieses Bild wird gestiitzt von dem triadischen Para-
digma der Peirceschen Philosophie, nach dem fiir das menschliche Denken und Handeln nicht nur das
Subjektive und das Objektive, sondern auch das Intersubjektive konstitutiv ist (vgl. Peirce 1985).

Auf dem Hintergrund dieses Gesellschaftsbildes ldsst sich auch die Rolle beschreiben, die die Mathe-
matik in der Kommunikationsgemeinschaft einnehmen kann: Aufgabe der Mathematik ist es im Wesentli-
chen, Mittel bereitzustellen, die eine rationale Kommunikation und Entscheidungsfindung unterstiitzen
konnen. Angesichts eines weit verbreiteten mechanistischen Bildes von der Mathematik als Instrument zur
moglichst automatischen Losung von Problemen ist dies keine Selbstverstindlichkeit (vgl. Wille 1995).
So betont auch Roland Fischer in seinem Aufsatz “Mathematik und gesellschaftlicher Wandel” (1991), die
Mathematik miisse ihren Charakter verdndern: Statt Probleme 16sen zu wollen, solle sie ein Instrument
sein, um Probleme mdglichst gut zu beschreiben, zu explorieren. Er begriindet dies auch mit ethischen Ar-
gumenten:

“Wihrend in der klassischen Vorgehensweise der Mathematiker versucht, die Komplexitit zu reduzieren und
Alternativen auszuschlielen, handelt er im anderen Fall entsprechend dem ,ethischen Imperativ’, der von
Heinz von Foerster so formuliert wurde:

,Act always so as to increase the number of choices.” ” (Fischer 1991, S. 335)

Ein solches Verstindnis von der Rolle der Mathematik hat Fischer in seinem Konzept der offenen Mathe-
matik expliziert (1984). Offene Mathematik setzt er gegen die iibliche geschlossene Mathematik, die mit-
tels in sich abgeschlossener Modelle stets eindeutige Losungen liefern will. Dagegen arbeitet die offene
Mathematik mit offenen Modellen, die stets auf Entscheidungen von Menschen angewiesen blieben:

“Offene Modelle liefern ein Angebot unterschiedlicher Darstellungen der Situation, sie bieten Strukturie-
rungshilfen, sie erfordern jedoch differenziertere Entscheidungen der Menschen (nicht nur die, ob ein Modell
angewendet werden soll oder nicht).” (Fischer/Malle 1985, S. 263)

Die Rolle, die die Mathematik in den jeweiligen Ansitzen gegeniiber den Menschen einnimmt, charakteri-
siert er pragnant hinsichtlich ihrer Kommunikationsstruktur:

“Hinsichtlich der Kommunikationsstruktur entspricht geschlossene Mathematik einem einfachen Mitteilen,
am zweckmaBigsten von einem Vorgesetzten an einen Untergebenen, von einem Lehrer an einen Schiiler.
Wer die Theorie hat, hat die Macht. Demgegeniiber beruht Kommunikation bei offener Mathematik auf Ge-
genseitigkeit, sie ist kreisformig, Riickkopplung findet statt. Darstellungsformen der offenen Mathematik sind
immer nur Angebote, sie haben nicht den Zwangscharakter geschlossener Mathematik.” (Fischer/Malle 1985,
S. 265)

Eine offene Mathematik soll vor allem Angebote von Begriffen und Darstellungsformen als Ausdrucks-
und Kommunikationsmittel liefern und ihre visuelle Komponente stirker in den Vordergrund heben sowie
die Moglichkeiten kultivieren, mit ihren Mitteln abstrakte Zusammenhinge zu visualisieren (vgl. Fischer
1984).

Eine dhnliche Vorstellung von der Rolle der Mathematik hat Devlin fiir die Untersuchung des Denkens
unter dem Namen soft mathematics vorgestellt. Soft mathematics solle keine globalen, alles erkldrenden
Theorien liefern, sondern stirker einen Werkzeugkasten mathematischer Methoden darstellen, derer man
sich jeweils lokal bedienen kann:

“The goal is to use mathematics together with other kinds of reasoning to gain and increase our understanding
of various complex human phenomena that in all likelihood cannot be fully described using the formal sys-
tems of mathematics.” (Devlin 1997, S. 289)
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Eine solche Mathematik miisse sich, das hebt er immer wieder hervor, von der alten, von Descartes ge-
priagten Vorstellung von Wissen verabschieden, nach der nur dasjenige Wissen zéhlt, das durch prézise,
unwandelbare und kontextunabhéngige Regeln formuliert werden kann.

“One key then, to understand everyday reasoning is to abandon Descartes’ decontextualized approach and to
take account of the context. The result is neither a completely mathematical nor a rule-based account.” (Dev-
lin 1997, S. 269)

Daher solle jeder neue Ansatz den Kontext stets miteinbeziehen, wobei er betont, dass dies jeweils nur
partiell moglich ist (vgl. Devlin 1997, S. 283).

Was aber konnen solche Forderungen iiber die Rolle und die Ausgestaltung der Mathematik fiir die
Logik bedeuten? Soll die mathematische Logik eine rationale Kommunikation und Argumentation unter-
stlitzen, so miissen insbesondere angemessene Formalisierungen gefunden werden. Dazu sollte konse-
quenter die Briicke zwischen inhaltlichem und formalem Denken geschlagen werden, sonst kann die For-
malisierung zu inhaltlichem Argumentieren wenig beitragen. Dass eine formale Logik, die die Briicke zur
Wirklichkeit abgebrochen hat, dies schlecht leisten kann, hat Wille in seinem ersten Artikel zur Restruktu-
rierung der Logik explizit hervorgehoben:

“For activating real communication and argumentation, it seems to be most important to build enough bridges
from the logic-mathematical theory to reality.” (Wille 1996, S. 272)

Will man diese Briicken bilden, liegt es nahe, sich auf den Ursprung der Logik als Wissenschaft von den
Formen des Denkens zuriickzubesinnen und die Erkenntnisse der traditionellen Logik iiber die elementa-
ren Bestandteile des Denkens zu reaktivieren. Dazu hat Wille den Vorschlag gemacht, die traditionelle
Lehre von Begriff, Urteil und Schluss wieder stirker in den Blick zu nehmen und fiir diese Hauptfunktio-
nen des Denkens eine angemessene Mathematisierung zu finden (vgl. Wille 1996).

5.2 Kontextuelle Logik: Eine Mathematisierung der Lehre vom Begriff, Urteil und Schluss

Einen Ansatz fiir eine mathematische Logik, die ihre Aufgabe als Lehre von den Formen des Denkens und
folgerichtigen Argumentierens ernst nimmt und von Begriff, Urteil und Schluss als den elementaren Be-
standteilen des Denkens ausgeht, ist an der TU Darmstadt seit einigen Jahren unter dem Namen Kontextu-
elle Logik entwickelt worden (vor allem in Wille 1996, Wille 1997, und Prediger 1998). Diese soll im
Folgenden in ihrem grundsitzlichen Ansatz vorgestellt werden. Fiir eine Erlduterung der genauen Begriff-
lichkeiten und Ergebnisse sei allerdings auf Wille 2000 und die dort aufgefiihrten weiteren Arbeiten ver-
wiesen. Dort werden auch zahlreiche Beispiele aus Anwendungsprojekten vorgestellt, was hier den Rah-
men sprengen wiirde.

Damit die grundlegenden Formen des Denkens in einer Kontextuellen Logik mit mathematischen Me-
thoden behandelt werden konnen, werden sie so formalisiert, wie es dem heute iiblichen mathematischen
Standard entspricht, d.h. durch eine mengensprachliche Mathematisierung zunéchst der Lehre vom Beg-
riff, dann auch der Lehre vom Urteil und Schluss (vgl. Wille 1996). Angesichts des hauptsichlich auBer-
mathematischen Zweckes ist es eine angemessene Herangehensweise, dass eine solche mathematisierte
Lehre von Begriff, Urteil und Schluss die mathematische Sprache voraussetzt statt sie im Sinne Freges zu
begriinden.

Natiirlich benutzt auch die herkdmmliche mathematische Logik schon verschiedene Abstraktionen von
Begriffen, etwa Zeichen, Ausdriicke, Mengen, Klassen, Pradikate und anderes, aber all diesen Abstraktio-
nen liegt ein zu enges Begriffsverstindnis zugrunde, so dass sie nur eingeschrinkt kommunizierbar sind,
wie in Wille 1995 ausfiihrlich diskutiert wird.

Mit der Formalen Begriffsanalyse liegt seit zwanzig Jahren ein Ansatz fiir eine Mathematisierung der
Begriffslehre vor, in dem ausgehend von dem philosophischen Verstindnis vom Begriff in seiner Zweiheit
von Extension und Intension mit formalen Begriffen von formalen Kontexten gearbeitet und deren Hierar-
chien untersucht wird. Diese Theorie ist in vielen Zusammenhéngen ausgearbeitet worden (vgl. Gan-
ter/Wille 1996) und hat sich auch in vielfiltigen Anwendungen bewéhrt, vor allem in der qualitativen Da-
tenanalyse und der Begrifflichen Wissensverarbeitung.
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Unter Wissensverarbeitung werden dabei computerunterstiitzte Ansédtze und Methoden verstanden, die
es ermdglichen, Wissen zu erwerben, zu repriasentieren und zu erweitern, sowie es zum Zweck der Kom-
munikation verfiigbar zu machen. Vor dem Hintergrund der in Abschnitt 5.1. formulierten philosophi-
schen Grundsitze gehen wir dabei von einem Wissensverstindnis aus, nach dem anspruchsvolles Wissen
in Prozessen zwischenmenschlicher Kommunikation und Argumentation entsteht, die jeweils durch Vor-
wissen, Konventionen und Wirklichkeitserfahrungen vorbestimmt sind. Die Formale Begriffsanalyse wird
als Werkzeug zur Wissenskommunikation in Begrifflichen Daten- und Wissenssystemen benutzt, mit de-
nen Wissen, das in Form umfangreicher Daten reprisentiert ist, durch die formale Erfassung und Be-
schreibung mit Hilfe von Kontexten und Begriffsverbidnden begrifflich zuginglich und interpretierbar ge-
macht wird. Dies ist an verschiedenen Stellen auch im Zusammenhang mit Anwendungsprojekten ausfiihr-
lich beschrieben worden, etwa in Wille 1992.

Die Formale Begriffsanalyse hat sich Devlins Forderung nach kontextbezogenen Mathematisierungen
durch ihren konsequenten Bezug auf formale Kontexte schon vor langem zu eigen gemacht. Sie tragt da-
mit auch dem pragmatischen Verstindnis Rechnung, dass wir immer nur in beschriankten Kontexten ana-
lysieren und argumentieren konnen, die stets durch Vorwissen und Konventionen geprégt sind (vgl. Wille
1997). Formale Kontexte stellen eine Formalisierung von Datentabellen dar, wie sie Ausgangspunkt fiir
viele Mathematisierungen sind. In ihnen kann der Ubergang von Inhaltlichem zu Formalem und zuriick,
der immer mit einem Verlust an Inhalten verbunden ist, expliziter offengelegt werden, so dass die Schnitt-
stelle zwischen Realitidt und Mathematisierung jederzeit diskutierbar bleibt.

Eine der aktuellen Aufgaben im Rahmen der Restrukturierung der mathematischen Logik liegt in der Ma-
thematisierung der Urteilslehre, bei der von der vorliegenden mathematisierten Begriffslehre ausgegangen
wird. Dies schlieit insbesondere eine konsequente kontextuelle Grundlegung ein, die aus Griinden des
Pragmatismus auch fiir die Urteilslehre ein leitendes Motiv sein muss.

Ein Ansatz ist in Prediger 1998 breiter begriindet und ausgefiihrt worden: Da die Wissensverarbeitung
momentan eines der zentralen Anwendungsgebiete einer restrukturierten mathematischen Logik ist, lag es
nahe, sich an einer formalen Sprache zu orientieren, die aus dem Bereich der Wissensverarbeitung kommt
und sich dort durch zahlreiche Anwendungen bereits bewéhrt hat: an der Theorie der begrifflichen Gra-
phen (vgl. Sowa 1984, Chein/Mugnier 1992). In dieser Theorie wurde eine Wissensreprasentationssprache
entwickelt, weil fiir die Wissensreprésentation die Formalismen der mathematischen Logik aufgrund ihrer
Entfernung von der Alltagssprache keine angemessene Sprache bereitstellen. Die begrifflichen Graphen
dagegen haben sich fiir die Wissensreprasentation durch ihre grofSere Nahe zur Alltagssprache, aber auch
durch ihre graphischen Darstellungen etabliert.

Fiir eine Mathematisierung der Urteilslogik sind die begrifflichen Graphen anderen Wissensreprasenta-
tionsformalismen deshalb vorzuziehen, weil sie in hoherem Mal3e als z.B. die semantischen Netze oder die
Beschreibungslogiken dem philosophischen Verstandnis Rechnung tragen, dass sich Urteile stets aus Beg-
riffen und Relationen zusammensetzen. Allerdings wurden die Begriffe in der Theorie der begrifflichen
Graphen unserer Ansicht nach bisher zu einseitig formalisiert, nimlich entweder durch Pridikate (bei den
priadikatenlogischen Semantiken fiir begriftliche Graphen) oder rein extensional (bei der mengensprachli-
chen Semantik). Daher bot die Verbindung mit der Formalen Begriffsanalyse die Moglichkeit, die Grund-
legung fiir eine Semantik zu schaffen, die dem reichhaltigen Begriffsverstindnis der traditionellen Beg-
riffslehre Rechnung trégt (vgl. auch Wille 1997).

Im Rahmen der in Prediger 1998 entwickelten Theorie der Begriffsgraphen werden die Begriffsgra-
phen als syntaktische Konstrukte verstanden, die als Urteile in formalen Kontexten interpretiert werden. In
ihnen werden Gegensténde, die stets als Instanzen von Begriffen erscheinen, in Relation gesetzt. Formali-
siert wird dies durch Multi-Hypergraphen, deren Ecken und Kanten durch entsprechende Abbildungen mit
Gegenstands-, Begriffs- und Relationsnamen versehen werden. Die syntaktischen Namen werden in for-
malen Kontexten (genauer gesagt Potenzkontextfamilien) interpretiert: die Gegenstandsnamen durch Ge-
genstinde des Kontextes, die Begriffsnamen durch formale Begriffe und die Relationsnamen durch so ge-
nannte Relationsbegriffe, das sind Begriffe, deren Extension aus Tupeln von Gegenstéinden bestehen.
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Wird die Syntax durch All- und Existenzquantor angereichert, so hat sie die Ausdrucksstirke der Pradika-
tenlogik erster Stufe, ist aber durch ihren Aufbau konsequenter an den grundlegenden Formen des Den-
kens orientiert.

Mit der Semantik in Potenzkontextfamilien ist eine kontextuelle Grundlegung der Theorie der Beg-
riffsgraphen gewéhrleistet worden, die auch eine leichte Anbindung an Datenbanken ermdglicht. Nur
durch diese kontextuelle Grundlegung kann auch der Ubergang von realen zu formalisierten Daten explizit
ausgewiesen werden, so dass die bei Formalisierungen stets notwendigen Reduktionen und Einschrinkun-
gen diskutierbar bleiben.

Natiirlich darf die in Wille 1997 und Prediger 1998 vorgestellte Theorie der Begriffsgraphen nur als
der Beginn der zu entwickelnden Kontextuellen Urteilslogik verstanden werden, denn mit den Begriffs-
graphen konnen nur spezielle Urteile ausgedriickt werden, wihrend fiir andere Urteilsformen die Sprach-
mittel erst noch geschaffen werden miissen. Langfristig ist mit den Anfangen der Kontextuellen Urteilslo-
gik eine Basis geschaffen worden, von der aus in Zukunft mdglichst weite Teile der etablierten mathema-
tischen Logik unter der neuen Zielsetzung der Unterstiitzung von Wissenskommunikation in die neue
Theorie integriert werden sollten. Dies bezieht sich ebenso auf die Erweiterung der logischen Ausdrucks-
stiarke wie auf die Vereinfachung der Kalkiile und vieles andere.

Als Beitrag fiir eine mathematisierte Lehre vom Schluss haben wir die logischen Abhdngigkeiten von Beg-
riffsgraphen mit Existenzquantoren und Schachtelungen untersucht (vgl. Prediger 1998) und auf verschie-
denen Ebenen charakterisiert, um deutlich zwischen zwei verschiedenen Bediirfnissen zu unterscheiden:
Will man iiber Schliisse argumentieren, so sind anschaulich leicht erfassbare, graphisch unterstiitzte Her-
leitungsregeln hilfreich, die jedoch fiir eine formale Untersuchung von Inferenzen oder eine Mechanisie-
rung der Schliisse nicht geeignet sind. Fiir die einfache algorithmische Behandlung braucht man daher ein
anderes Werkzeug. Aus diesem Grunde wurden die Inferenzen auf drei Weisen charakterisiert: Der mo-
delltheoretisch abgesicherte semantische Folgerungsbegriff konnte sowohl durch einen syntaktischen Kal-
kiil als auch mit Hilfe eines Standardmodells charakterisiert werden. Diese Untersuchungen lieferten auch
die Grundlage, um in Prediger/Wille 1999 die Struktur des Verbandes aller einfachen Begriffsgraphen ge-
nauer zu analysieren. Im Unterschied zu den meisten Logiken, in denen der syntaktische Kalkiil vor allem
der einfachen algorithmischen Behandlung der logischen Abhédngigkeiten dient, sind unsere Kalkiile - be-
dingt durch eine relativ aufwendige Formulierung auf Graphenebene - vor allem fiir die informelle Kom-
munikation iiber die logischen Zusammenhéinge zwischen Begriffsgraphen gedacht. Fiir eine theoretische
Absicherung der nicht formalen Argumentationsmdglichkeiten wurden Korrektheits- und Vollstandig-
keitssédtze bewiesen. Fiir die formalen Untersuchungen und die Implementierung dagegen ist die Giiltigkeit
im Standardmodell das angemessenere Werkzeug, da es sich formal leichter fassen und auch mechanisie-
ren lasst.

Insgesamt ist damit ein Ansatz fiir eine kontextuelle Logik geschaffen, die in mathematischer Sprache
formuliert und daher der formalen Behandlung gut zugéinglich ist, andererseits aber durch die reichhaltige
Formalisierung der Grundbestandteile des Denkens nah am menschlichen Denken ist. Zusammen mit ih-
ren zentralen visuellen Komponenten und der kontextuellen Grundlegung liegt somit ein Ansatz fiir eine
mathematische Theorie vor, die die Forderungen der offenen Mathematik und der soft mathematics umzu-
setzen versucht.

Im Konkreten wird dieser Ansatz sich durch seine Einbindung in Begriffliche Wissenssysteme in der
Anwendungspraxis bewdhren miissen. IThre Implementierung ist bereits begonnen, erste Praxisprojekte
werden geplant. Daher sind wir durchaus optimistischer als Keith Devlin, dass wir noch nicht endgiiltig an
den Grenzen der Logik angelangt sind, sondern eine neue mathematische Logik entwickeln kdnnen, die
als grundlegende Sprache in der begrifflichen Wissensverarbeitung eine wichtige Position einnimmt.
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