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Einleitung

Menschen kommunizieren, etwa um ihr gemeinsames Leben zu organisieren, um
sich sozial mitzuteilen oder um gemeinsam Entscheidungen zu treffen. Mathematik
spielt im Rahmen vieler dieser menschlichen Kommunikationsprozesse eine wich-
tige Rolle. In dem vorliegenden Band werden aus mathematikdidaktischer, bil-
dungstheoretischer, philosophischer und soziologischer Blickrichtung die Bezie-
hungen von Mathematik und menschlicher Kommunikation untersucht und es
wird praskriptiv der Versuch unternommen, der Mathematik einen spezifischen
Wert in menschlichen Kommunikationsprozessen zuzuweisen.

Ein aus mathematikdidaktischer Sicht wichtiger Bezug von Mathematik zu
Kommunikation besteht in den Kommunikationsprozessen beim Lernen von Ma-
thematik selbst. Mathematik kann nur durch aktives Konstruieren der Lernenden in
einem intersubjektiven Prozess gelernt werden, dafiir ist die Kommunikation tber
den Lerngegenstand entscheidend. Dieses Thema wird im ersten Teil des vorlie-
genden Bandes aus Sicht der Gestaltung von Kommunikationsprozessen im Ma-
thematikunterricht aufgegriffen. Aus der Perspektive der Freinet-Padagogik nihern
sich Kerensa Hulswitt und Anton Strobel diesem Thema. Martin Winter arbeitet
heraus, wie Verstindigung tuber Mathematik auch das Verstindnis von Mathematik
beeinflusst. Im Rahmen der Lehrerausbildung wird von Lisa Hefendehl-Hebeker
vorgestellt, wie man auch in der universitiren Praxis die Rolle der Kommunikation
betonen und vermitteln kann.

Fir Kommunikation im Umgang mit Mathematik ist eine Sprache notwendig.
Im zweiten Teil des Bandes geht es zum einen darum, die Fachsprache der Mathe-
matik und den Umgang mit ihr genauer zu kliren. Aus linguistischer Perspektive
werden Kommunikationssituationen im Mathematikunterricht von Barbara
Schmidt-Thieme analysiert. Sie stellt die Anwendung linguistischer Instrumentarien
zur Analyse von Sprachhandlungen vor. Franziska Siebel entwickelt in ihrem Bei-
trag Begrifflichkeiten zur Analyse fachsprachlicher Ausdriicke am Beispiel des Va-
riablenbegriffs in Schulbtuchern der 5.-8. Jahrgangsstufe. Dieser Blick auf die
Kommunikation im Umgang mit Mathematik wird in dem Beitrag von Susanne
Prediger durch den Blickwinkel der Fachkultur erginzt, die in der Kommunikation
vielfach Barrieren auslost. Eine kritische Auseinandersetzung mit der Kultur des
Sprechens im Mathematikunterricht liefert Hartmut Koéhler, der fur das intensive
Gespriach im Mathematikunterricht wirbt, statt stindig neue Begrifflichkeiten zur
Beschreibung desselben zu entwerfen.

Kommunikationsfahigkeit ist eine wesentliche Qualifikation in unserer demokra-
tischen Gesellschaft. Im dritten Teil des Bandes wird aus der bildungstheoretischen
Perspektive erarbeitet, welche Auswirkungen diese Leitvorstellung der Kommuni-
kationsfahigkeit fiir hohere Allgemeinbildung auf den Mathematikunterricht haben
konnte. Dabei konzentriert sich Katja Lengnink in ihrem Beitrag auf mathemati-
sche Kommunikationsmittel, ihre Zielsetzungen und den Umgang mit ithnen im
Prozess mathematischer Bildung. Edith Schneider thematisiert insbesondere den
Einsatz von neuen Technologien im allgemeinbildenden Mathematikunterricht.



Welche Stellung Mathematik im Rahmen menschlicher Kommunikation hat und
haben sollte, ist Thema des vierten Teils. Hier wird von Roland Fischer aus der so-
zial-philosophischen Perspektive untersucht, wie Mathematik auf menschliche
Kommunikation wirkt. Martin Lowsky gibt einen Einblick, mit welchen Bildern
Mathematik in der menschlichen Kommunikation — speziell in Abenteuerromanen
— verbunden ist. Zum anderen nihert sich Knut Radbruch in seiner Arbeit dem
Verhiltnis von Mathematik und Kommunikation grundsitzlich aus Sicht der plato-
nischen Philosophie. Auf der Grundlage der pragmatischen Philosophie unter-
nimmt Rudolf Wille den Versuch, der Mathematik eine spezifische Rolle zur Unter-
stitzung menschlicher Kommunikationsprozesse zuzuweisen. Diese wird in dem
Beitrag von Markus Helmerich an der Anwendung mathematischer Methoden zur
Gestaltung von Lernumgebungen konkretisiert.

In diesem Band zum Thema Mathematik und Kommunikation sind Beitrage zu-
sammengestellt, die auf der 7. Darmstadter Tagung zur Allgemeinen Mathematik —
Mathematik und Kommunikation im Herbst 2001 im Rahmen von Vortrigen in-
tensiv diskutiert wurden. Mit der Herausgabe des Bandes mochten wir einen Bei-
trag zur Diskussion tiber Mathematik und ihre Rolle fiir Menschen leisten.

Unser herzlicher Dank gilt all jenen, die uns bei der Herausgabe des Bandes un-
terstitzt haben, insbesondere Werner Peschek fur das Lesen und Diskutieren eini-
ger Beitrige, Christoph Rodatz fir die Gestaltung des Titelbildes sowie Edith Gun-
ther fir die Suche nach Layout- und Tippfehlern. Besonders danken wir Rudolf
Wille fir seine Beratung nicht nur als Verleger.

Darmstadt, im Juli 2002 Susanne Prediger
Franziska Siebel
Katja Lengnink



Uber Verstindigung zu Verstindnis? — Was Gelegenheit
zu Kommunikation in und tiber Mathematik bewirken kann

Martin Winter

Zusammenfassung: An unterschiedlichen Beispielen von Kommunikation im
Umfeld von Mathematik und Mathematikunterricht soll exemplarisch gezeigt wer-
den, wie Verstindigung ziber Mathematik den Zugang zum Verstindnis von Mathe-
matik erleichtern kann.

Wenn sich Experten in einem Fachgesprich tber Gegenstinde der Mathematik
unterhalten und damit die Gelegenheit nutzen, Ideen und Argumente auszutau-
schen, werden in der Regel die gegenseitigen Anregungen dazu beitragen, dass das
Verstindnis der Beteiligten tiber die diskutierten Zusammenhinge vertieft wird und
dartiber hinaus auch Zusammenhinge neu geklirt oder offene Fragen beantwortet
werden. Diese Art, sich Giber Mathematik zu verstindigen, um zu mehr Verstindnis
zu gelangen, soll nicht Gegenstand der folgenden Erorterung sein.

Auch die Kommunikation im Rahmen der organisierten ,,Belehrung® im Unter-
richt, die das Ziel hat, mathematisches Wissen zu ,,vermitteln®, soll nicht im Vot-
dergrund stehen, auch wenn sie mit den erorterten Aspekten in enger Verbindung
steht: SchlieBlich hat die ,,Belehrung* im Unterricht doch vor allem auch die Auf-
gabe, das Verstehen von Mathematik zu erméglichen. Gerade die Grenzen der
Moéglichkeiten der ,,Belehrung aber sind es, die zum Kern dessen fihren, mit dem
ich mich im Folgenden auseinandersetzen will. Es sollen Beispiele in den Blick-
punkt gertickt werden, die zeigen, wie Lernende durch die Chance, sich subjektiv
zu mathematikbezogenen Fragen zu artikulieren, mit denen sie sich mehr oder we-
niger freiwillig beschiftigen, ihr Verstindnis von Mathematik erweitern konnen.
Ich greife dazu sowohl auf Erfahrungen zuriick, die ich bereits in der langjahrigen
Beobachtung von Kommunikationsprozessen im Unterricht machen konnte (vgl.
z.B. Winter, 1995), als auch auf Beispiele aus der Arbeit mit Studierenden, die in
der Reflexion eigener Lernbiografie und Lernprozessen neue Perspektiven fiir ma-
thematische Zusammenhinge erwerben. Ein Blick auf die Verstindigung mit ,,Ab-
nehmern® von SchulabsolventInnen soll dartiber hinaus zeigen, wie durch Kom-
munikation elementare Missverstindnisse tber die Erwartungen an Mathematikleis-
tungen geklart werden kénnen.

1. ,,Uber die allmihliche Verfertigung der Gedanken beim Reden*
(H. v. Kleist)

Eine Szene der folgenden Art habe ich wihrend meiner Tatigkeit in der Schule
nicht nur einmal erlebt:

Wihrend einer Klassenarbeit bittet ein Kind um Hilfe, weil es bei einer Aufgabe
nicht weil}, wie es weiter machen soll. Nun kann es den Mitschilerinnen und Mit-
schiilern gegeniiber ungerecht sein, eine konkrete Frage direkt zu beantworten, da



der Hinweis den Losungsweg einer Aufgabe erleichtern und einen Vorteil bei der
Leistungsiiberpriifung verschaffen kénnte. Ich erlaube mir statt dessen, das Kind
dazu aufzufordern, seine individuellen Uberlegungen zu artikulieren. In vielen Fil-
len endet diese Szene so: Nach ein paar Ausfithrungen zur Aufgabe beendet das
Kind seine Bemerkungen abrupt mit dem Satz: ,,Jetzt weil} ich wie es geht!* Dabei
musste ich in die Ausfithrungen des Kindes an keiner Stelle eingreifen. Dennoch
reagieren Kinder auf dieses Erlebnis haufig mit dem Dank fur die Hilfe, die ihnen
gegeben wurde.

Heinrich von Kleist hat dieses Phinomen in seinem Essay ,,Uber die allmihliche
Verfertigung der Gedanken beim Reden® bereits subtil beschrieben. Ehe er in sei-
ner Darstellung mit Bezug auf ein historisches Beispiel auf die Macht einer sich so
entwickelnden Rede eingeht (ndmlich die von Mirabeau vor der Stindevertretung),
stellt er sein eigenes Empfinden der Entwicklung von Gedanken und Ideen am
Beispiel juristischer und mathematischer Problemlésung dar:

,Der Franzose sagt: Pappetit vient en mangeant, und dieser Erfahrungssatz bleibt wahr,
wenn man ihn parodiert und sagt: I'idee vient en parlant. Oft sitze ich an meinem Ge-
schiftstisch Uber den Akten und erforsche in einer verwickelten Streitsache den Gesichts-
punkt, aus welchem sie wohl zu beurteilen sein mochte. Ich pflege dann gewodhnlich ins
Licht zu sehen, als den hellsten Punkt, bei dem Bestreben, in welchem mein innerstes
Wesen begriffen ist, sich aufzukliaren. Oder ich suche, wenn mir eine algebraische Aufga-
be vorkommt, den ersten Ansatz, die Gleichung, die die gegebenen Verhiltnisse aus-
driickt und aus welcher sich die Aufl6sung nachher durch Rechnung leicht ergibt.” (Alle
Kleist-Zitate aus Bender, 1955)

Und nun stellt v. Kleist die Rolle seiner Schwester als zuhérende Gesprachspartne-
rin heraus:

,,Und siehe da, wenn ich mit meiner Schwester davon rede, welche hinter mir sitzt und
arbeitet, so erfahre ich, was ich durch ein vielleicht stundenlanges Briiten nicht herausge-
bracht haben wiirde. Nicht, als ob sie es mir, im eigentlichen Sinne sagze; denn sie kennt
weder das Gesetzbuch, noch hat sie den Euler oder den Kistner studiert.*

Kleist betont auch, dass der Weg zur Entwicklung der Gedanken hier nicht etwa
»fragend-entwickelnd®, einer im Unterricht verbreiteten Vorgehensweise, erfolgt:

,»Auch nicht, als ob sie mich durch geschickte Fragen auf den Punkt hinfithrte, auf wel-
chen es ankommt, wenn schon dies letzte hiufig der Fall sein mag. Aber weil ich doch
irgendeine dunkle Vorstellung habe, die mit dem, was ich suche von fernher in einiger
Verbindung steht, so priagt, wenn ich nur dreist damit den Anfang mache das Gemiit,
wiahrend die Rede fortschreitet, in der Notwendigkeit, dem Anfang nun auch ein Ende zu
tinden, jene verworrene Vorstellung zur volligen Deutlichkeit aus, dal3 die Erkenntnis zu
meinem Erstaunen, mit der Periode fertig ist.*

Uber die sprachlichen Elemente der Rede, die ihn weiter fithren, hinaus erkennt
Kleist die anregende Bedeutung des aufmerksamen, sich einfithlenden Gegentibers:

,Dabei ist mir nichts heilsamer als eine Bewegung meiner Schwester, als ob sie mich un-
terbrechen wollte; denn mein ohnehin schon angestrengtes Gemiit wird durch diesen
Versuch von aul3en, ihm die Rede, in deren Besitz es sich befindet, zu entreil3en, nur noch
mehr erregt... In diesem Sinne begreife ich, von welchem Nutzen Moliere seine Magd sein
konnte; denn wenn er derselben, wie er vorgibt ein Urteil zutraute, das das seinige berich-
tigen konnte, so ist dies eine Bescheidenheit, an deren Dasein in seiner Brust ich nicht
glaube. Es liegt ein sonderbarer Quell der Begeisterung fiir denjenigen, der spricht, in sei-
nem menschlichen Antlitz, das ihm gegentber steht; und ein Blick, der uns einen halb



ausgedriickten Gedanken schon als begriffen ankiindigt, schenkt uns oft den Ausdruck
tir die ganze andere Hilfte desselben.*

Woran mag es liegen, dass es schwer fallt, die Begeisterung, mit der Kleist hier
das Erleben der ,,Verfertigung® von Gedanken in der sich entwickelnden Rede be-
schreibt, auch Lernenden bei der Auseinandersetzung mit mathematischen Gegen-
stinden zuzutrauen? Wir sollten dariber nachdenken, wie seht wir oft bereits wih-
rend des Lernprozesses von Schiilerinnen und Schiilern erwarten, sich einer fach-
sprachlichen Prizision und logischen Straffung zu bedienen, die eigentlich erst aus
der Reflexion eines Prozesses heraus fir die ,,ausgefeilte Darstellung von Ergeb-
nissen erwartet werden diirfte. Die sprachliche Artikulation von Gedankengingen,
die erfahrungsgemal3 zum Verstehen beitrigt, darf nicht gehemmt werden, indem
man formale Anspriche in den Vordergrund rtckt, die die Sicht auf die entschei-
denden ,,Gedanken® der Auseinandersetzung verstellen. Hier werden durch Ubet-
betonung sprachliche Elemente zu unverstanden eingesetzten Phrasen, wie in Un-
tersuchungen eindrucksvoll beschrieben wird (vgl. d’Amore/Sandri, 1996).

Aus diesem betrachteten Aspekt heraus mochte ich zusammentfassend die These
tormulieren:

These 1: Die Moglichkeit, die eigenen Gedankenginge zu mathematischen Zu-
sammenhingen mit den eigenen sprachlichen Mitteln zu artikulieren und zu erle-
ben, wie sie von einem aufmerksamen Zuhorer ernst genommen werden, stellt ei-
nen wesentlichen Schritt auf dem Weg zum Verstindnis dar.

2. ,,Wenn Mathematik doch logisch wire, ...“ — Die Suche nach ,,Sinn*

, Wenn Mathematik doch logisch wire, dann kénnte ich mir vorstellen, dass ich mich da-
tir interessieren konnte. Aber sor*
So lautete pauschal, aber dezidiert die Bilanz einer Schiilerin aus einer Jahrgangsstu-
te 12, in einem Gesprich mit einer Schiilergruppe tber Erfahrungen, Vorlieben
und Abneigungen aus und gegeniiber dem Fach Mathematik. FEine der tblichen
Bemerkungen von Jugendlichen, wenn sie einfach keine Lust auf etwas haben? Ei-
ne pauschale, irgendwie gewonnene Abneigung gegeniiber dem Fach Mathematik?
Weit gefehlt: Die Bemerkung stammt von einer Schilerin, die in ihrem Ficher-
spektrum recht gute Leistungen erbringt, von Fachlehrerinnen und Fachlehrern als
offen und aufgeschlossen erlebt wird, und die ihre befriedigende Note im Grund-
kurs Mathe mit wenig Aufwand, aber eben auch lustlos erbringt. Thre Bemerkung
sollte also ernst genommen werden. Dennoch scheint sie eine vollig irrige Ansicht
zu vertreten, denn Mathematik ist doch wohl ein Musterbeispiel eines logisch auf-
gebauten Theoriegebaudes. Was also steckt hinter diesem Irrtum der Schiilerin,
wenn man einmal davon ausgeht, dass nicht der von ihr erlebte Mathematikunter-
richt selbst von logischen Mangeln geprigt ist?

Das Gesprich bringt es an den Tag, auch mit den Beitragen der tbrigen Schiile-
rinnen und Schuler. So wie Mathematik im Unterricht erlebt wurde, handelt es sich
um Gegenstinde und Zusammenhinge, die als nicht zuginglich erfahren werden.




Es fehlen Anknipfungspunkte an die Lebenswirklichkeit, es fehlen Perspektiven,
die eine Richtung weisen, wohin die kleinen, quilenden, formalen Teilschritte in
der Unterrichtsarbeit, die Bewiltigung von Gleichungs- und Termumformungen,
von Rechenschritten fihren, es fehlt schlieBlich eine Schau des ,,Ganzen® und sei-
ner Verbindung zu anderen Gebieten, mit denen es verflochten ist. So verstehe ich
den umgangssprachlichen Vorwurf des ,,Unlogischen® an der Mathematik nicht in
der irrigen Vorstellung, dass die Systematik des Faches nicht den Konventionen
tormallogischen Schlief3ens folge, sondern das ,,Unlogische® wird in der Fremdheit,
der Unzuginglichkeit eines Gegenstandsbereichs gesehen, dem die Anknipfungs-
punkte an die Vorstellungen der eigenen ,,Vernunft® fehlen. So wird Mathematik
mwunverninftig®, eben ,,unlogisch®, wenn mit den eigenen Moglichkeiten, rational zu
denken, ein Zugang zu den mathematischen Inhalten nicht méglich erscheint. Es
sei betont: Diese Argumentation baut nicht auf dem Urteil von Lernenden auf, die
bereits mit einer negativen Leistungsbeurteilung im Fach Mathematik etikettiert
sind, sondern auf der Einschitzung von Schiilerinnen und Schiilern, die auch in der
Lage sind, den Anforderungen des Mathematikunterrichts mit seinen als ,,sinnlos*
etlebten Inhalten in befriedigender oder besserer Weise zu gentigen.

Wichtig erscheint der Hinweis darauf, dass — wie im dargestellten Beispiel —
Schilerinnen und Schiler mit einem auf schulischen Leistungen beruhenden
Selbstbewusstsein das ,,Unlogische® oder gar ,,Sinn-lose” dem Fach bzw. dem Fa-
chunterricht anlasten moégen. Andere aber haben aus diesem Erleben mit ihrem
Selbstwertgefithl zu kimpfen, wenn sie den Eindruck gewinnen miissen, dass es
thnen an ihrer eigenen ,,Vernunft* mangelt, wenn ihnen der Zugang zur Mathema-
tik nicht gelingt. Die Alltagsvorstellungen von einem geficherten Begabungsprofil,
in dem dann eben die entsprechende ,,Begabung fiir Mathematik fehlt, ist fir die
Psyche dann geradezu eine Entlastung.

Die unbeantwortete, oder auch unausgesprochene Frage nach dem Sinn dessen,
was man tut, beeintrachtigt Lernen und Verstehen. Dies gilt sicher nicht nur fir das
Fach Mathematik. Das Fach befindet sich jedoch mit dieser Frage in einer beson-
deren Problemsituation, da zum Wesen mathematischer Erkenntnisse gehort, dass
sie von einem besonderen Abstraktionsgrad geprigt sind und ihre Tragweite oft
gerade darin besteht, dass sie in ihrer Bedeutung nicht an konkrete, lebensweltliche
Kontexte gebunden sind. Ubrigens besteht auch und gerade im Aufzeigen dieser
Perspektive eine mogliche ,,Sinn“-gebung fiir mathematische Unterrichtsinhalte.

Auch wenn Schilerinnen und Schiiler die Frage nach dem Sinn dessen, was man
da im Unterricht tut, nicht stellen (oder nicht stellen mogen), so heil3t das nicht,
dass diese Frage fiir sie nicht von Bedeutung ist. Wer eigentlich mag die Frage im
Unterricht stellen? Wie konnen Schilerinnen und Schiler sicher sein, mit dieser
Frage nicht negativ aufzufallen?

Wenn es an dieser Stelle auch nicht um die Untersuchung geschlechtsspezifi-
scher Unterschiede geht, so sei doch auf eine bereits zurtickliegende Untersuchung
von Helga Jungwirth verwiesen (Jungwirth, 1991), in der sie beschreibt, wie vor
allem zum Weg zur gewiinschten Lésung ,,querliegende AuBerungen, die tenden-
ziell eher von Schilerinnen stammen, abgewehrt werden, dieses Erleben zum



,»ochweigen® (vor allem der Midchen) fithrt, welches dann wiederum als Wissens-
oder Verstehensdefizit gedeutet wird. Jungwirth hebt ebenfalls vor allem die nega-
tive Auswirkung auf das Selbstvertrauen in die eigene mathematische Leistungsfa-
higkeit hervor.

Es stellt sich also auch hier die Frage, ob man mittels der Verstindigung z#ber Ma-
thematik zu mehr Verstindnis kommen kann. Die Antwort wage ich aus einem
weiteren Beispiel:

Ein Vater, dessen Tochter an einer Nachbarschule in der 9. Klasse ist, bittet um
Hilfe. Die Tochter hat signalisiert, dass sie nicht weil3, ,,wie es mit Mathe weiter
gehen soll”. Sie miusse sich mit Mathematik ,herumquilen®, das falle ihr zuneh-
mend schwer, sie habe dazu uberhaupt keine Lust mehr. Es stellt sich heraus, dass
es sich Gberhaupt nicht um einen tblichen ,,Nachhilfe*“-Fall handelt, wie man aus
der ersten Artikulation des Problems vermuten konnte. Im Gegenteil: Es handelt
sich um eine hervorragende Schiilerin mit Giberwiegend sehr guten Noten. Auch die
im Mathematikunterricht abverlangten Leistungen scheinen ihr leicht zu fallen, die
Note ist ungefahrdet ,,gut®. Mit aullerordentlicher sprachlicher Kompetenz be-
schreibt die Schilerin in einem Gesprich, wie sie Mathematik im Unterricht erlebt,
wie ithre Einstellung dazu ist und was sie quilt: Es ist die Frage nach dem Sinn all
dessen, was sich da abspielt. Warum eigentlich artikuliert sie dies nicht im Mathe-
matikunterricht selbst? Da spielt offenbar auch eine strategische Anpassung an das
System mit: Sie ist sehr sensibel fur die Signale, denen sie entnimmt, dass die ,,Sinn-
trage® kein Gegenstand des Mathematikunterrichts ist. Aber ihre Einschitzung
geht auch — selbstbewusst wie sie ist — dariiber hinaus. Aus ansatzweisen Versu-
chen, sich iber den ,,Sinn* der Mathematik zu verstindigen, hat sie den Eindruck
gewonnen, dass ihr Lehrer dafiir gar kein kompetenter Gespriachspartner sei. Sie
traut es thm gar nicht zu, dass er sich diesem Thema stellen konnte.

Ob ihre Einschiatzung nun stimmt oder nicht, ihre Distanz zu den Inhalten
wiachst, Mathematik wird zunehmend fremder. ,,Das, was man da machen muss, so
eine Gleichung aufstellen, irgend ‘was umformen, ausrechnen, oder auch mal ‘was
zeichnen — das ist ja alles nicht schwer. Aber wozu das gut ist, oder was das Ganze
zusammen zu bedeuten hat, das ist mir nicht klar. Und ich habe keine Lust, meine
Zeit fur sinnlose Titigkeiten zu verschwenden.” So lautet sinngemal3 ihre Bilanz.

Mit dem Midchen lésst sich ein Gesprach auf hohem inhaltlichen und sprachli-
chen Niveau fiihren. Sie ist sehr belesen, hat ihre Hauptinteressen in den Sprachen,
orientiert sich aber auch in Politik, Wirtschaft und Naturwissenschaften. Wir brau-
chen nicht tber Inhalte des Mathematikunterrichts zu reden: IThre Interessensgebie-
te sind so vielseitig, dass es nicht schwer fillt, in ihr vertrauten Bereichen ,,mathe-
matikhaltige® Kontexte aufzuspiiren. Ihr fillt es leicht, das ,,Mathematische® zu
erkennen, ohne dafiir Theorien und Details kennen zu missen. Sie beginnt zu
,,verstehen®, wozu Mathematik da ist — schade, dass es im Mathematikunterricht
nicht gelungen ist, diese Schiilerin zu erreichen.

Es ist in ihrem Unterricht auch nicht besser geworden, die Schiilerin selbst aber
hat mit dem Gesprich zber Mathematik Perspektiven weit tiber den Tellerrand des
Mathematikunterrichts entwickelt und mit einem geschirften Blick fur die Bedeu-



tung von Mathematik in Kontexten fir sich selber eine Einstellung gewonnen, die
es ihr ermoglicht, mit etwas Distanz ihren Mathematikunterricht von einer ,,héhe-
ren Warte™ aus zu erleben und die gestellten Anforderungen bis ins Abitur hinein
weiterhin ,,mit Leichtigkeit* zu bewiltigen. Die Uberlegungen zu diesen Erfahrun-
gen fuhren mich zu einer zweiten These:

These 2: Die Verstandigung tber den Sinn der Auseinandersetzung mit mathemati-
schen Gegenstinden, die Verkntpfung mit lebensweltlichen Situationen erleichtert
den Zugang zu den Inhalten. Sie férdert das Verstindnis mathematischer Titigkei-
ten.

3. ,,Ich kann das nicht ...* — Uberwinden von Angst

Immer wieder sind es Angste, die es Schiilerinnen und Schiilern erschweren, wenn
nicht gar unmoéglich machen, im Mathematikunterricht geforderte Leistungen zu
erbringen. Wenn Angste im Spiel sind, ist auch ein groBes AusmaB an Ubung,
Fleif3, Nachhilfe oft nicht geeignet, den Anschluss an Anforderungen oder das Ver-
trauen in eigene Leistungsmoglichkeiten wieder herzustellen. Das Phinomen der
Auswirkungen von Angst vor Mathematik wird wiederholt von Autoren aufgegrif-
fen.

,dHindet das Lernen von Mathematik tGber lingere Zeit in einem emotional belastenden
Klima statt, so konnen Lernstrukturen entstehen, die sich in ihrem destruktiven Charakter
immer mehr verfestigen, sich selbst stabilisieren und schlieB3lich zu einer Abwendung von
Mathematik fihren ...“ (vom Hofe, 1998, S. 12)

So beschreibt vom Hofe die Auswirkungen von Angst. Schwer wiegen Angste, die
sich auf Grund von Demitigungen entwickeln, an die sich Betroffene noch im Er-
wachsenenalter erinnern. Selbst Menschen, die inzwischen den Eindruck ausge-
priagten Selbstbewusstseins vermitteln, bleiben derartige Erlebnisse unvergesslich:
So konnte man in der Serie ,,Lehrjahre” in der Wochenzeitung die ZEIT z.B. von
der SPD-Politikerin Ute Vogt lesen:

,,Die neunte Klasse musste ich wegen Mathe und Latein wiederholen. Der Mathelehrer
tragte mich damals: ,,Vogt, bekommst du noch in einem anderen Fach eine Finf? Ja?
Dann ist es gut, sonst hitte ich dir eine Sechs geben mussen, damit wir uns nachstes Jahr
nicht wiedersehen.* (Die ZEIT, 5.10.2000)

Alle Vorginge im Mathematikunterricht, die mit der Demiitigung von Schiilerinnen
und Schiilern verbunden sind, sind zweifellos zu verurteilen und in jedem Fall als
Unterrichtsmittel indiskutabel. Im Erleben von Schiilerinnen und Schiilern sind sie
jedoch anscheinend von Bedeutung. So weist Sander (1996) auf die Befiirchtung
eines betrachtlichen Teils von Schiilern hin, der Lehrer konne sie fiir Fehler oder
talsche Antworten ,,niedermachen®. Selbst wenn man von derartigen Dingen ab-
sieht, bleiben Situationen und Abldufe Gbrig, die bei Lernenden zur Entwicklung
von Angsten, auch zum subjektiven Erleben von personlicher Abwertung fiihren,
selbst wenn dies von Lehrerinnen und Lehrern oder anderen Verantwortlichen fir
die Lernsituation in keiner Weise beabsichtigt ist. Aufgedeckte Fehler, die als per-




sonliches Versagen erlebt werden bis hin zur negativen Selbsteinschitzung, gehoren
ebenso dazu, wie Rahmenbedingungen der Lernsituation, die individuell beangsti-
gend wirken, obwohl sie in unterhaltsamer oder motivierender Absicht produziert
wurden.

Fir die letztere Situation fand ich kurzlich ein Beispiel in der regionalen Olden-
burgischen Volkszeitung. Hier beschreibt eine Redakteurin, wie die zufillige Kon-
frontation mit einer alten Sesamstralensendung, in der die Figur ,,Graf Zahl* auf-
taucht, sie unmittelbar an in der Kindheit erlebte Angste erinnert:

,oofort stellen sich mir die Nackenhaare auf, als der dunkle Graf im griin-schimmernden
Umhang mit krichzender Stimme Fledermiuse zu zihlen beginnt. ... Als er bei der Zahl 8
angelangt ist, zucken grelle Blitze tiber den Bildschirm und der Donner geht mir bis ins
Mark. Schlagartig wird mir bewusst, dass mich der spitzbirtige Sesamstralenvampir noch
immer in Angst versetzt... Dieser schaurige Schrecken meiner Kindheit beeinflusst noch
heute mein Leben. ... hat mein Verhiltnis zu Zahlen und Ziffern vollig zerstort. ... Totale
Blockade, sobald es um Zahlen geht.* (OV-Redakteurin Esther Kathmann in der Olden-
burgischen Volkszeitung vom 8.9.01)

Selten ist uns selbst bewusst, wie nachhaltig aus unserer Perspektive ,,unbedeutende
Kleinigkeiten jemand Anderen, anders Empfindenden, nachhaltig beeinflussen
und sein Lernen beeintrichtigen kénnen. Nicht immer lidsst sich die Ursache von
Angsten, hier die Ursache von Angsten im Zusammenhang mit dem Umgang mit
mathematischen Gegenstinden so lokalisieren, auf ein einzelnes Erlebnis zurtick-
tihren, wie es in der oben dargestellten Geschichte der Redakteurin der Fall ist.
Angste entwickeln sich oft allmiéhlich, verstellen den Zugang zu den Gegenstinden,
erschweren das Lernen — und mit dem erlebten Misserfolg werden sie verstarkt:
Ein schwer zu durchbrechender Teufelskreis.

Beipiele aus Lernbiografien von Schilerinnen und Schilern zeigen, dass die
Kommunikation iiber die individuellen Erfahrungen mit dem Lernen von Mathe-
matik, den Leistungsanforderungen und den damit verbundenen emotionalen Er-
tahrungen helfen konnen, sich wieder auf die ,,eigentlichen® mathematischen Zu-
sammenhinge zu konzentrieren und damit die Chance zum Verstehen zu verbes-
sern.

,»In der Unterstufe und Grundschule fand ich Mathe total schrecklich, weil ich panische
Angst hatte. Ich habe mir nichts zugetraut, weil ich auch oft das Gefthl hatte, dal3 mir
vermittelt wurde, dal3 ich es nicht konne. Dies spiegelte sich auch in den Noten und in
meiner Motivation wider. Nach sehr positiven Erfahrungen bei einem Austausch in Ame-
rika kehrte ich mit einer sehr positiven Einstellung zu Mathe in den Unterricht zurtick.
Ich habe jetzt kurz vor Klausuren immer 1x Nachhilfe, wo mir alles sehr geduldig erklart
wird. Seitdem finde ich Mathe sehr interessant, habe keine Angst mehr, werde es im Abi
nehmen und bin davon iiberzeugt, daf3 jeder (sogar ich) Mathe kann, wenn es ihm nur

richtig erklirt wird. Ich habe jetzt eine 2 in Mathe geschrieben, wihrend ich wihrend fast
der gesamten Unterstufe zw. 4- und 5 stand! Mathe ist gut, wenn man es versteht!*



Dieses war der Beitrag der 18-jahrigen Schilerin C. zu dem Schreibimpuls ,,Was
mir zur Mathematik/zum Mathematikunterricht einfallt...“. Die Schulerin wollte
nicht anonym bleiben, sondern erklarte sich bereit, detailliert iiber ihre Lernbiogra-
tie in einem ausfihrlichen Interview zu berichten.

Im Interview siedelt C. die Quelle ihrer Angst vor Mathematik in der Grund-
schule an. Ihre angstbesetzten Erfahrungen mit dem Mathematikunterricht gehen
erst mit der Riickkehr aus den USA zu Ende:

,,Ja , ich habe Vertrauen in mich selbst bekommen , weil ich gesehen habe, ich kann das.
Ich habe die ganze Zeit immer gedacht, daf3 ich Mathe sowieso nicht verstehe und dal3 ich
tberhaupt kein mathematisches Verstindnis habe, und ich das auch in meinem Leben
nicht verstehen werde.*

Angst — die bei der Gewichtung der SII-Klausuren durchaus wieder aufkommt —
bewaltigt C. jetzt bewusst mit dem Vertrauen in ihre erbrachten Leistungen:

,,...lch gehe eigentlich ganz ruhig in die Klausuren 'rein und denke, ich mach' das so gut
wie ich's kann, und sage mir, den Stoff, den habe ich verstanden und ich brauche eigent-
lich keine Angst zu haben.*

Was C. aber vor allem herausstellt, ist die Forderung nach dem Vertrauensverhilt-
nis zum Lehrer und dessen Verflgbarkeit fur die Schiler:

»»-.dal} auf jeden Fall das Vertrauen zum Lehrer da ist, daB3 die Schiiler das Gefiihl haben,
akzeptiert zu werden, auch mit ihren Schwichen.Und daf3 die Lehrer sich auf jeden Fall
mehr Zeit fur schwichere und verunsicherte Schiiler nehmen und bereit sind, mit ihnen
Uber ihre Probleme zu reden. Das ist eigentlich das wichtigste, wiird' ich sagen.” (Eine
ausfihrliche Darstellung des Interviews mit C. in Winter, 1998)

Die Lernbiografie der Schilerin C. zeigt deutlich die allmihliche Entwicklung und
Auswirkung ihrer Angste: Ausgelést durch tiberraschende Leistungskontrolle, Ver-
stairkung der Angst durch Misserfolg, Verlust des Selbstvertrauens mindend in den
Teufelskreis zwischen Angst und der immer wiederholten Bestitigung der eigenen
Detizite. Diese Biografie zeigt aber auch die positive Entwicklung: Die Unterbre-
chung der ,,normalen® Schulkarriere durch den USA-Aufenthalt unterbricht auch
den Teufelskreis: Auf dem Fundament neu gewonnenen Selbstvertrauens verbun-
den mit den Moglichkeiten der Kommunikation Gber Mathematik kommt C. zu
Verstandnis, wie sie es selber in der Darstellung ihrer Geschichte formuliert. Aus
ithren eigenen Erfahrungen hat sie erkannt, wie bedeutsam es gerade fur schwichere
Schiler ist, mit ihren Problemen akzeptiert zu werden und dartiber reden zu kon-
nen. Diesen Schilerinnen und Schiilern ist nicht mit dem ermutigend gemeinten
Spruch geholfen ,,Es ist doch ganz leicht!®, sie brauchen den Gesprachspartner, der
nachvollziehen kann, was ihnen schwer fallt.

Einem Kollegen meiner damaligen Schule verdanke ich das Zitat einer Schulerin
der 6. Klasse, die in ihrer Ruckmeldung tiber Unterricht sehr einfihlsam beschreibt,
was sie als besonders gut im Unterricht etlebt hat:

,»Es ist gut, daf} Sie uns verstehen so wie wir sind, wenn Sie sagen: ,,Ja, das ist schwierig®
und ,,Es ist kompliziert™. Wenn jemand es nicht verstanden hat, erkliren Sie es noch ein-

mal, das ist manchmal hilfreich es zu behalten, so wie Sie es einfach und ohne gro3e Er-
klirungen sagen ...
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Hier wird deutlich, wie wichtig es ist, den Schiilerinnen und Schiilern die Chance zu
geben, ihre Probleme, auch ihre Angste im Zusammenhang mit den mathemati-
schen Gegenstinden zu artikulieren, und das was sie vortragen, dann auch ernsthaft
als Problem zu akzeptieren. Die Abqualifizierung der Angst als grundlos oder die
Bagatellisierung einer Schwierigkeit triagt eher zur Verunsicherung und zur Schwi-
chung des Selbstvertrauens bei als zur Ermutigung. Damit wird dann auch nicht
der Zugang zum Verstehen erleichtert.

Gerade wenn das Verhaltnis zu mathematischen Gegenstinden oder zum Ma-
thematikunterricht von Angsten geprigt wird, gilt es, durch die Verstindigung tiber
die Sache im Zusammenhang mit den emotionalen Komponenten dazu beizutra-
gen, die Fremdheit der Inhalte zu tberwinden. Ein derartiges Ziel verfolgt offenbar
Hans Magnus Enzensberger mit seinem Buch ,,Der Zahlenteufel” (1999), das er im
Untertitel ,,Ein Kopfkissenbuch fur alle, die Angst vor der Mathematik haben*
nennt. Es handelt sich um einen vielversprechenden Versuch, Gesprichsanlisse
herzustellen, Vertrautheit zu schaffen und damit zur Uberwindung von Angst bei-
zutragen — und auf diesem Wege dem Verstindnis nadher zu kommen. Ich fasse die
Uberlegungen erneut zu einer These zusammen:

These 3: Die Verstindigung tber Mathematik zusammen mit der Verstindigung
Uber die mit der Beschiftigung mit Mathematik verbundenen Emotionen kann ei-
nen wesentlichen Beitrag zum Abbau von Angsten leisten, die dem Verstindnis
von Mathematik im Wege stehen.

4. ,,Wie sehe ich die Sache ...?* — Reflexion der Lernbiografie und des
Lernprozesses

Inzwischen sind nach den Anregungen von Gallin und Ruf (vgl. u. a. Gallin/Ruf,
1993) Vorschlige zum Einsatz von Lerntagebiichern im Mathematikunterricht auf-
gegriffen und verbreitet (s. auch Fasselt, 1998). Eigene Erfahrungen aus Lerntage-
btichern von Lehramtsstudierenden zeigen, wie die bewusste Reflexion der eigenen
,mathematischen Sozialisation® die Moglichkeit er6ffnet, eine neue Sicht auf Ma-
thematik und das Lernen von Mathematik zu gewinnen und damit vor allem auch
Einstellungen und Vorurteile zu iberdenken und zu verindern, die auf der Grund-
lage des subjektiv erlebten Mathematikunterrichts entstanden sind (einige Aspekte
dazu sind in Winter, 2001, ausfithrlicher dargestellt).

Die individuell notierten subjektiven Gedankenginge zu mathematischen Inhal-
ten, Zusammenhingen oder dem Prozess eigener Problemlosungsversuche bieten
Anlisse fur Gesprache tber die Gegenstinde sowie zur Klarung und Verstindi-
gung. Beispiele mégen dies illustrieren:

Studierende einer Einfihrungsveranstaltung zur Didaktik der Mathematik wur-
den u. a. aufgefordert, ihre Gedanken zu den den Fragen ,, Was verstehe ich unter Ma-
thematik?“und ,,Was ist mir an Mathematik wichtig?“in einem Lerntagebuch zur Lehr-
veranstaltung schriftlich zu formulieren. Schon die hier formulierten Antworten,
die ubrigens erneut frithere Erfahrungen mit Einstellungen von Lehramtsstudie-
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renden bestatigten, die mit Mathematik tberwiegend das Abarbeiten von Berech-
nungs- oder Losungsverfahren verbinden (vgl. Winter 2000, 2001), lieferten An-
kntipfungspunkte zur Verstindigung tUber Aspekte, die den Studierenden zuvor
kaum bewusst waren. Exemplarisch sei eine Studentin aus dem 2. Semester zitiert:

,»1) Was verstehe ich unter Mathematik? Fir mich bedeutet Mathematik in erster Linie
,»Rechnen® in den vier Grundrechenarten. In der Schule (und an der Uni) besteht Mathe
hauptsdchlich aus (meist sehr komplizierten) Rechnungen, deren Sinn & Zweck zumin-
dest fiir Laien oft nicht erkennbar ist. M.unterricht besteht hauptsichlich aus Anwenden

von Formeln sowie deren Herleitung (,,Beweise®). Mathematik hat auf jeden Fall immer
etwas mit Zahlen zu tun — entweder mit konkreten Zahlen oder Variablen.

2) Was ist fiir mich wichtig an Mathematik? Das Wichtigste ist fir mich das Rechnen in
den vier Grundrechenarten, weil mir hierbei der Sinn einleuchtet und es auch praktisch
Anwendungsgebiete gibt. Ansonsten finde ich es wichtig, dass Formeln nicht nur stumpf
angewendet werden, sondern auch die Herleitung erklart wird.*

Der fehlende Zugang zu Bereichen der Mathematik ist hier explizit beschrieben.
Erwartet man von dieser zukiinftigen Lehrerin, dass sie ihren Schilerinnen und
Schilern bei der Verstindigung tiber Mathematik als kompetente Gesprachspartne-
rin zur Verfiigung steht, so ist zunachst einmal ihr eigenes Verstindnis und ihr ma-
thematischer Horizont zu erweitern. Die Artikulation ihrer eigenen Vorstellungen
aber ist ein erster Schritt, sich tiber ihr bislang fixiertes Mathematikbild hinaus tber
Mathematik zu verstindigen. Manchen Studierenden hilft bereits der zusitzliche
Impuls, die eigenen Antworten bzw. die Schwierigkeiten bei der Beantwortung zu
reflektieren. Dass genau dieses Vielen schwer fillt, weist darauf hin, dass Mathema-
tik und mathematische Gegenstinde in der Regel nicht als Inhalte behandelt wer-
den, zu denen man einen persénlichen Bezug hergestellt hat. Uber Mathematik
macht man sich keine Gedanken. Denjenigen, die ihre eigenen Beitrdge auch noch
explizit reflektieren, fallen z. T. ihre eigenen Positionen mit eigener Uberraschung
auf. Man kann annehmen, dass diese Studierenden am ehesten zuginglich sind fiir
die Aufnahme erginzender Inhalte, neuer Aspekte und die Erweiterung ihres Hori-
zonts von Mathematik. Dies ist es wohl, was auch L. Hefendehl-Hebeker, meint,
wenn sie fir neue Wege der Verstindigung tiber Mathematik auf ,,Bewusstheit als
verbindendes Ziel“ setzt und schreibt:

,,Je mehr Bewusstheit eine Lehrkraft erlangt, um so klarer wird sie in ihren AuBerungen,

um so gelassener wird auch die Bereitschaft zum Zuhdren, um so prignanter die Fihig-
keit zum Strukturieren.” (Hefendehl-Hebeker, 2001, S. 108)

Dieselbe Studentin, die oben zitiert wurde, schreibt in ihrer Reflexion:

,Diese Frage sollte einem Mathematikstudenten wohl eigentlich keine Probleme bereiten,
aber ich ha%)e noch nie dariber nachgedacht. Ich habe Mathematik immer nur als Schul-
fach gesehen, das ich einigermallen konnte und das mir (meistens) auch Spal} gemacht hat
— und das ich deshalb auch gern selbst unterrichten wirde ... Bei der Besprechung der
Aufgabe ist mir aufgefallen, dass ich Geometrie als Bestandteil von Mathematik vollstin-
dig vergessen habe. Das liegt wahrscheinlich daran, dass wir in der Schule nur selten Ge-
ometrie gemacht haben und ich sie auch nicht gern mochte.*

Hier fillt ein weiterer konkreter Anknipfungspunkt zur Verstindigung uber Ma-
thematik auf: Worin besteht das besondere (verbreitet negative) Verhaltnis zur Ge-
ometrie? Welche Vorstellungen sind damit verbunden? Welche Intentionen verfol-
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gen wir dagegen mit dem Geometrieunterricht?

So fremd es manchen Studierenden zunichst erschien, sich neben der unmittel-
baren Bearbeitung einer Aufgabe auch noch auf einer Metacbene Gedanken zu ma-
chen, den individuellen Losungsprozess zu reflektieren und damit im Zusammen-
hang stehende Gedankenginge auch noch schriftlich darzulegen, so fruchtbar er-
wiesen sich diese Anknipfungspunkte aber auch fiir den Verstindigungsprozess
tber die Gegenstinde.

Im Zusammenhang mit dem Impuls, sich den innermathematischen Kontext
quadratischer Gleichungen zu vergegenwirtigen, schreibt eine Studentin im Riick-
blick auf die Besprechung:

,» ... mir ist aufgefallen, dass noch viel mehr zur quadratischen Gleichung gehort, wie z.B.
der Satz von Vieta, Parabel, Scheitelpunkt usw. Mir ist klar, dass dies mit dazu gehort,
doch ich weil3 nicht, warum mir das nicht eingefallen ist.*

Und zur Darstellung der Losungsformel des Gleichungstyps ,,ax* + bx + ¢ = 0
schreibt sie, da ihr anscheinend nur die ,,p-q-Formel* gelaufig ist:

,»Die Losungsformel habe ich so noch nie gesehen, mir war sie also unbekannt, was mir
irgendwie komisch vorkommt.*

Gerade an dem Gebrauch der bisher nicht vertrauten Formel kommentiert diese
Studentin nun, was ihr auffallt; sichtlich artikuliert sie dabei iht zunehmendes Ver-
standnis der tiber den rechnerischen Ablauf hinausgehenden Zusammenhinge.

Die Verstindigung vor allem tber die individuellen, von subjektiven Vorausset-
zungen geprigten Vorstellungen und Vorgehensweisen beim Umgang mit mathe-
matischen Inhalten trigt neben der Vertiefung des Verstindnisses bei den Studie-
renden auch zu einer grof3eren Sensibilisierung gegentiber den Verstehensprozessen
bei Schilerinnen und Schiilern bei. Die Losung und Analyse einer arithmetischen
Problemstellung fiir Grundschiiler wird so kommentiert:

,Wenn man sich bewusst macht, was man eigentlich bei einer so kleinen Aufgabe alles
bedenken muss, wird mir klar, dass eine solche Aufgabe zunichst gar nicht so leicht fir
Grundschiiler ist. Es sind sehr viele Denkschritte notig, um die Aufgabe 16sen zu kon-
nen.

In der Arbeit mit Studierenden hat sich fir mich deutlich gezeigt, dass zusammen
mit der Reflexion eigener Problemldsungsprozesse in neuen inhaltlichen Zusam-
menhingen diese Erfahrungen die Grundlage fir die Verstindigung tiber mathe-
matische Inhalte und Perspektiven mathematischen Arbeitens liefern, mit der
Chance fiir eine veridnderte Sicht und eine tieferes Verstindnis. Zusammenfassend
sei folgende These formuliert:

These 4: Die Reflexion der eigenen Titigkeit und der eigenen Gedankenginge im
Zusammenhang mit mathematischen Inhalten und die bewusste Artikulation schaf-
fen nicht nur Ankntpfungspunkte fir intersubjektive Verstindigungsprozesse,
sondern auch Chancen fiir vertieftes Verstindnis und erweiterte Sicht.
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5. ,,Wovon reden wir eigentlich ...?* — Verstindigung mit
»Abnehmern*

Die Einstellung zu Mathematik und Mathematikunterricht wird auch bei Schilerin-
nen und Schiilern nicht nur von den Erfahrungen in der Schule geprigt. Auch die
Einschitzungen von Mathematik, denen man in der Offentlichkeit und im persén-
lichen Lebensumfeld begegnet, tragen zur Entwicklung der Vorstellungen von Ler-
nenden bei. Mag man es noch fir unwichtig halten, wenn Prominente damit koket-
tieren, von Mathematik keine Ahnung zu haben oder Mathematik zu verabscheuen,
so sind die Begegnungen mit Vorstellungen von Mathematik in der Familie oder
bei Kontakten in die Berufswelt von gro3erer Bedeutung. Zwischen Inhalten und
Intentionen des Mathematikunterrichts auf der einen Seite und den Vorstellungen
von Mathematik oder den erwarteten Kenntnissen und Fertigkeiten scheinen zu-
weilen Welten zu liegen. Ob dabei bei aufnehmenden Universititen iiber mangeln-
de Kenntnisse bei Abiturienten geklagt wird oder in verschiedenen Berufssparten
Kritik an der fehlenden Beherrschung bestimmter Rechenverfahren bei Schulab-
giangern getubt wird, oft werden Fertigkeiten eingefordert, die erst in speziellen An-
torderungen in Studium oder Beruf zum Tragen kommen. Den tatsichlichen M6g-
lichkeiten, tiber die Schule auch angesichts begrenzter Unterrichtszeit im Fach Ma-
thematik verfigt, wird kaum Rechnung getragen. Insbesondere werden auch curri-
culare Veranderungen ,,aullen® nicht wahrgenommen oder verstanden, stattdessen
,unaufgebbare® Traditionen zum Mal3stab von Forderungen gemacht.

Wenn, wie geschehen, etwa ein Leistungskursschiiler der Jahrgangsstufe 13 in ei-
nem Vorstellungsgesprach erlebt, dass seine mathematischen Fihigkeiten als min-
derwertig eingeschitzt werden, weil thm ,,ein der schriftlichen Division ahnelndes
schriftliches Rechenverfahren zum Wurzelziehen® unbekannt ist, dann besteht of-
tenbar ein hohes Mal} an Verstindigungsbedarf zwischen Schule und Berufswelt,
was verinderte Schwerpunktsetzung und veranderte Inhalte des Mathematikunter-
richts angeht.

An die Schule werden gelegentlich von auflen Anforderungen bzgl. der Ergeb-
nisse des Mathematikunterrichts gestellt, die an den seitens der Institution Schule
gesetzten Zielen vorbeigehen. Es zeigt sich, dass Versuche der Verstindigung zu-
weilen gekennzeichnet sind durch Missverstindnisse, die in der unterschiedlichen
Interpretation verwendeter Begriffe begriindet sind. Ohne Klarung derartiger Dis-
krepanzen kann es zu fragwiirdigen Entscheidungen und Konsequenzen kommen.

S. Huesmann hat sich im Rahmen einer Examensarbeit mit den Ergebnissen der
Umfrage einer regionalen Initiative ,,Schule und Berufsausbildung® auseinanderge-
setzt (Huesmann, 2001). In dieser wurde deutlich, wie die Sicht der ,,Abnehmer* zu
anderen Schwerpunkten fithrt als in den curricularen Vorgaben. Durch die Bericht-
erstattung in der Presse wurde ,,Mehr Kopfrechnen statt Textaufgaben® zur rich-
tungsweisenden Schlagzeile bis hin zu Uberlegungen an den Schulen, dass man nun
wohl die vorgesehene Zahl der fiir Textaufgaben vorgesehenen Unterrichtsstunden
zu Gunsten von mehr Zeit zum Kopfrechnen kiirzen misse. S. Huesmann hat sich
in Interviews mit Befragten tiber die in der Umfrage bewerteten, durch Stichworte
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bezeichneten Inhalte verstindigt. Die Ergebnisse ihrer Interviews sind keineswegs
Uberraschend:

Zum einen ergab die Verstindigung dartber, was man sich unter ,,Sachrechnen®
bzw. ,,Sachaufgaben® vorstellen kann, tiberwiegend die Einschitzung, dass die An-
wendung von mathematischen Tatigkeiten in Sachkontexten hiufig vorkommt,
demnach also eine wichtige Erfahrung fiir Schulabginger darstellt. Entsprechend
wurden konkrete Textaufgaben von den Gesprichspartnern tberwiegend als be-
deutsam eingeschatzt, wihrend dem Stichwort ,,Sachrechnen® zuvor bei weitem
nicht dieser Rang zugebilligt wurde.

Zum anderen war die Verstindigung iber die Vorstellung vom ,,Kopfrechen®
noch aufschlussreicher. Die Bedeutung wurde erneut besonders hervorgehoben,
interessant aber sind die Antworten auf die Frage, wie denn solche Aufgaben konk-
ret auszusehen haben. Huesmann listet eine Auswahl der genannten Beispiele auf,
z.B. folgende:

,,Der Tischler nutzt das Kopfrechnen beim Zuschneiden von Holz, um nicht zu viel Ma-
terial zu verschneiden, sondern vorher anhand einer Zeichnung die Mal3e abzulesen und
diese auf das Holz zu ibertragen... Ein anderes Beispiel ist, dass der Maler den Mengen-
verbrauch an Farbe fiir das Streichen eines Zimmers ausrechnen kann. Des Weiteren
muss die Anzahl der Tapetenrollen anhand der Quadratmeterzahl der Wandfliache eines
Zimmers bestimmt werden kénnen. Dieses erfordert die Multiplikation der Liangenmal3e
einer Fliche, um den Flicheninhalt zu erhalten. ... Der Ausbilder fir den Beruf des Be-
ton- und Stahlbetonbauers gab an, dass zum Beispiel beim Treppengielen die Anzahl der
Stufen ermittelt werden muss® (Huesmann, 2001, S. 60/61)

Bei diesen wie in anderen Berufssparten wird die Bedeutung des Kopfrechnens
stets mit einer kontextbezogenen Problemstellung begriindet. Mit vergleichsweise
geringem Aufwand durch Kommunikation iber die Vorstellungen zu mathemati-
schen Stichworten konnte eine Verstindigung tber in Frage stehende Inhalte des
Mathematikunterrichts und die Erwartungen an Schulabginger erzielt werden. Es
ist nicht zu gewagt, daraus zu schlieBen, dass auch Missverstindnisse, Fehlvorstel-
lungen und unterschiedliche Einschitzungen und Erwartungen hinsichtlich kom-
plexerer, mathematikhaltiger Zusammenhinge durch Kommunikation, durch Ver-
staindigung Uber Vorstellungen und Begriffe ausgeraumt werden konnen. Damit
komme ich zu meiner finften These:

These 5: Die Verstandigung tiber Mathematik mit Beteiligten im Umfeld von Ler-
nenden und Unterrichtenden trigt zur Kliarung von Begriffen, Vorstellungen und
Erwartungen bei. Dies trigt zum Abbau von Gegensitzen zwischen Mathebildern
in Schule und tbriger Lebenswelt bei und verhindert damit Barrieren auf den mog-
lichen Zugingen zu mathematischem Verstindnis.
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6. Restimee und Ausblick: Die Bedeutung des subjektiven Erlebens fiir
das Verstindnis

Die dargestellten Aspekte haben eines gemeinsam: Es wird jeweils eine subjektive
Sicht aut die Mathematik oder den Prozess des Lernens von Mathematik in den
Vordergrund geriickt. Dabei wird deutlich, von welcher Bedeutung es fiir die Be-
troffenen jeweils ist, die individuelle Vorstellung von der Situation bzw. den Zu-
sammenhingen artikulieren zu kénnen und zwar in einem sozialen Kontext, der
deutlich macht, dass diese subjektive Sicht als Grundlage der Kommunikation er-
wunscht ist und ernst genommen wird. Die Wirkungen bestitigen die Vermutung,
dass damit ein wesentlicher Schritt hin zu einem Zugang zu Problemen und zum
Verstindnis von Zusammenhingen getan ist. Gerade in Bezug auf das Lernen von
Mathematik scheint es sinnvoll zu sein, sich mit dem Aspekt der subjektiven Sicht
noch stirker auseinander zu setzen. Im Unterrichtsalltag habe ich immer wieder
erlebt, dass die Ablaufe des Mathematikunterrichts eine besondere Intensitat beka-
men, wenn sie gepragt wurden von forschenden Fragen, die von Schiilerinnen und
Schilern gestellt wurden. Die in der Klasse artikulierten, individuellen Probleme
und Interessen wurden dann auch von den tbrigen Lernenden mit mehr Motivati-
on aufgenommen.

Die Methode des ,,Focusing®, die Th. Gawlick fir mathematische Lernprozesse in
die Diskussion eingebracht hat, scheint mir hier einige Ankntipfungspunkte zu bie-
ten, um sie fur die Verstindigung iiber Mathematik und den Zugang zum Verste-
hen zu nutzen. Beim Focusing, das aus klientenzentrierter therapeutischer Arbeit
entwickelt worden ist, handelt es sich um eine empirisch uberpriifbare, lehr- und
lernbare Methode zur individuellen Problembearbeitung, in der es darum geht, aus-
gehend von dem Prozess des individuellen Etlebens einer Problemsituation die
Schritte zur Losung gezielt zu gestalten. Gawlick stellt dabei den subjektiven Zu-
gang zur Problemstellung in den Vordergrund:

,Entscheidend fiir Theorie und Praxis des Focusing in therapeutischen wie alltiglichen
Problemldseprozessen ist dabei das Konzept des ,,felt sense®, was sich im Deutschen mit
»gefuhlter Bedeutung® nur unzureichend wiedergeben lisst — passender wire vielleicht
. Spiir-Sinn.* (Gawlick, 2000, S.15)

Der entscheidende Zugriff besteht darin, sich die eigene ,,Beziehung* zu dem ge-
stellten Problem bewusst zu machen:

,,Grob gesagt wird im praktizierten Focusing durch das bewusste Wahrnehmen der Be-
zichung dieselbe verindert. Insbesondere bietet Focusing auch Moglichkeiten, mit dem
gerade auf Mathematik bezogen wohl hiufig vorherrschenden Gefuhl vollstindiger Be-
ziehungslosigkeit umzugehen.” (ebd., S.15/16)

Auch wenn Gawlicks These, dass Focusing ,.eine geeignete Beschreibungssprache
zur Diagnose und Verbesserung des Erfolgs mathematischer Lernprozesse® liefere
(ebd. S. 17), auch nach seiner eigenen Einschitzung noch theoretischer und empiri-
scher Bewihrung bedarf, sollte man fiir jede Anregung offen sein, die geeignet er-
scheint, Verstindigung und Kommunikation bei mathematischen Lernprozessen
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zu fordern. Dies gilt nattrlich gerade auch fiir vielfaltige Erkenntnisse aus kommu-
nikationstheoretischen Beitrdgen, die sich in der Praxis in anderen Kontexten be-

reits bewahrt haben (vgl. Winter, 1995).
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Kreieren — Kommunizieren — Mathematisieren:
Die Kultivierung natiirlicher Lernprozesse fiir Mathematiklernen

Kerensa Lee Hulswitt

Zusammenfassung: Um natirliches Lernen von Mathematik zu kultivieren, ldsst
die Autorin Kinder und Jugendliche, unterstiitzt durch ein spezielles Materialange-
bot, Mathematik erfinden. Kommunikation spielt in den sogenannten Erfinderrun-
den eine entscheidende Rolle, bei denen die Produkte und die in ihnen steckende
Mathematik diskutiert werden. In diesem Beitrag reflektiert die Autorin tber ihre
Erfahrungen mit diesem Ansatz.

,Mathematik erfinden ist ganz einfach. Du brauchst dazu verschiedene Materialien (z.B.
einen Sack voller Pfennige, Zeichenutensilien, Kartons und Klotze) und andere Kinder,
die mithelfen, aus einer Idee Mathematik zu machen.*

In meiner Ausschreibung eines Workshops fiir Kinder zur ,,Natiirlichen Mathema-
tik® finden sich einige zentrale Aspekte dieser in Theorie und auch Praxis noch
nicht untersuchten und wenig erprobten Form entdeckenden Lernens: Es braucht
verschiedene Impulse durch Material, einer Idee und verschiedener Menschen, die
miteinander in Kommunikation (iber Mathematik) treten. Dartiber hinaus spielt
die Lehrerin eine wichtige Rolle; ihre Impulse bestimmen letztendlich, dass sich die
Gruppe in einen Lernprozess begibt, dass Kernideen (Gallin/Ruf 1990) aufgedeckt
werden, dass aus scheinbar beliebig Kreiertem Mathematik entstehen kann. Was fur
natiirliches Lernen — z.B. das Sprechen lernen - typisch ist, ist auch hier kennzeich-
nend und lasst sich daher nur widerspenstig in das existierende Schulsystem einpas-
sen:

* Lernen ist ganzheitlich

* Lernen ist emotional

* Gelerntes hat einen Gebrauchswert
e Uben fasziniert und erfreut

* Fehler stellen einen normalen Bestandteil von Entwicklung dar und werden
von der Umwelt auch als solcher wahrgenommen

* jeder Lernschritt bedeutet ein Stiick Freiheit.

In diesem Artikel sind, neben der methodischen Durchfithrung (zweiter Abschnitt),
von mir wahrgenommene Phinomene niher beschrieben, die in Lerngruppen beim
Entwickeln von Eigenproduktionen nach dem Prinzip des ,,Natiirlichen Lernens
mit gleichem Material in grofler Menge* haufig auftauchen (im dritten Abschnitt).
Jedoch méchte ich zunichst im ersten Abschnitt eigene Erfahrungshintergriinde
tir die Auseinandersetzung mit ,,nattrlichem Mathematiklernen® darstellen, sowie
auf die seit den 90er Jahren stattfindende und zunehmend mehr Beachtung finden-
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de Entwicklung dieser Lernform innerhalb der deutschen Freinet-Bewegung kurz

eingehen (Glanzel, H. 1997).

1. Urspriinge und Erfahrungshintergriinde des Natiirlichen
Mathematiklernens mit gleichem Material in gro3er Menge

Im Rahmen eines internationalen Austausches von Freinetpidagog/innen 1991
(RIDEF) besuchten einige deutsche Lehrer/innen ein Mathematik-Seminar des
tranzosischen Lehrers und Hochschuldozenten Paul Le Bohec, der beziiglich der
Natiirlichen Methode fiir das Mathematiklernen noch in personlicher Auseinander-
setzung mit Elise und Célestin Freinet gestanden hat. Bohec (geb. 1921) beschaftig-
te sich Zeit seines Lebens mit dem Freien Ausdruck und der Naturlichen Methode,
beschrieb in eindriicklicher Form den therapeutischen Wert des Freien Zeichnens
in der Schule (Bohec 1993) und fihrte bereits in den 70er Jahren Erfinder/innen-
Runden in Mathematik mit seinen Schiler/innen durch. Es bildete sich zunachst
cine Arbeitsgruppe von deutschen Freinet-Lehrer/innen, welche nicht verdffent-
lichte Aufzeichnungen Bohecs’ zum Natiirlichen Lernen Mathematik tbersetzte,
Uberarbeitete und von der Freinet-Kooperative 1994 herausgeben liel3 (Glanzel u.a.
1994). Die Auseinandersetzung mit Bohec sowie die Begegnung mit Ruf und Gal-
lin, die mit der Idee eines dialogischen Lernprozesses der ,,singuliren und reguliren
Welt“ ein dhnliches Prinzip verfolgten, wie auch Erfahrungen in eigener Schulpra-
xis regten zur Weiterentwicklung an (Ruf/Gallin, Glinzel A. 1997, Glinzel H.
1996). Mitte der 90er Jahre erweiterte Anton Strobel die Bohec’sche Methode
durch ein spezielles Materialangebot ,,Gleiches Material in Grof3er Menge* (Hiils-
witt 2000) fir das Freie Gestalten von Mathematik (Strobel 2001). Da Bohec zu-
gunsten des Freien Ausdrucks bewusst auf Anschauungsmaterial verzichtet, wurde
dieser Ansatz in der deutschen Freinet-Bewegung zunichst sehr kontrovers disku-
tiert, stellt inzwischen jedoch einen festen Bestandteil der ,,Nattrlichen Methode*
dar. In umfassender Form praktiziert wird dieses Konzept von Urs Lufft und An-
ton Strobel in der Schloss-Schule Griafenhausen (Grundschule) sowie in der wo-
chentlichen Einzelférderung von Kindern mit Rechenschwierigkeiten in meinem
Mathematikatelier ,,ZahlenRaum* in Olfen.

Da das Prinzip an anderer Stelle bereits beschrieben ist, soll im Folgenden nur
kurz auf die wesentlichen Merkmale von ,,groer Menge* und ,,Gleichwertigkeit*
eingegangen werden (Hulswitt 2000, Strobel 2001): Durch die (ungeordnete) Men-
ge eines zahl- und strukturierbaren Materials (z.B. Pfennige, 1Cent-Stiicke, Holz-
wiirfel, Wischeklammern, Eisloffel, Uberraschungseierhiillen) werden Kinder —
und auch Erwachsene — zu handelndem Erfinden (Eigenproduktionen) herausge-
fordert. Eine im gingigen Mathematikunterricht der Grundschule gemachte Erfah-
rung mit dem Reiz des Vielen ist der Umgang mit groen Mengen von Kastanien,
Perlen oder Knépfen. Leider wird dieses Material haufig nur sehr zielgerichtet und
auch zu spit eingesetzt, z.B. im dritten Schuljahr zur Erfassung des Tausenders.
AuBlerdem beschrinkt die Ungleichheit in der Form (z.B. bei Kastanien oder
Knopfen) auf das Zihlens bzw. Bindeln. Von besonderer Bedeutung ist neben
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einer sinnlich-anregend grolen Menge das Prinzip der (Form-) Gleichheit. Durch
die Gleichwertigkeit der einzelnen Elemente als strukturelles Merkmal gelingt eine
besondere Veranschaulichung von Mathematik. Dies bedeutet nicht zwangslaufig,
dass alle Elemente identisch sein missen oder sollen. Vergleichbar mit unterschied-
lichen Rickseiten der Cent-Stucke konnen Murmeln, Eisloffel etc. auch unter-
schiedliche Farbungen haben, welche die mathematischen Moglichkeiten erweitern.
Die Grundform ist jedoch gleich. Eine Mischung (z.B. Pfennige und Groschen o-
der grof3e und kleine Klo6tze) wiirde die speziellen Méglichkeiten des jeweiligen Ma-
terials beschrinken, da aus dem Entwickeln von Strukturen Erkenntnisse gewon-
nen werden kénnen.

Als ich Anton Strobel mit seinem Material erstmals 1997 auf dem Freinet-
Bundestreffen begegnete, wurde mir klar, dass er das in ein System gefasst hatte,
was ich selbst einige Wochen zuvor bei meinem Sohn Laris (damals noch Vor-
schulkind) beobachten konnte:

Laris hatte sich von mir einen Geldsack mit etwa 100 Groschen und 1000 Pfen-
nigen geliechen. Dieses Material war von mir urspringlich im Mathematikunterricht
einer zweiten Klasse eingesetzt worden, auBler dem Rucktausch bei der Bank hatte
ich keine weiteren Pline mit den vielen Geldstliicken, sodass ich sie meinem Sohn
gerne Uberliel3. Laris verbrachte in den nidchsten Wochen immer wieder Zeit in sei-
nem Zimmer, wo ef, nachdem er den Geldsack geleert hatte, zunichst die Gro-
schen und Pfennige sortierte. Die Groschen legte er auf ein Tischchen und benutz-
te sie zu meinem Erstaunen Uberhaupt nicht. Ich hatte den Eindruck, dass er sich
tir die Pfennige trotz ihres geringeren Wertes entschied, weil ithre Anzahl so viel
grofler war als die der Groschen. Ich befragte ihn aber nicht, da ich ihn nur be-
obachten wollte. Er legte immer wieder Pfennigstralen unterschiedlicher Lange
quer durch den Raum. Einige Male fragte er mich nach Nachfolgern — wie z.B.
,»,Was kommt nach 23?° Er konnte zu dem Zeitpunkt meines Wissens bis 20 zih-
len. Im nichsten Monat begann er sich zusitzlich fir die grinen 2000 DM-Scheine
aus dem Monopoly-Spiel seines Bruders zu interessieren. Nachdem er erfahren hat-
te, dass diese Zahl die Zweitausend ist, konnte ich ihn einmal dabei beobachten,
wie er anfing, den Stapel Scheine laut zu zihlen. Durch seine Sprechbetonung wur-
de mir klar, dass das Wort ,, Tausend* eine cher gegenstindliche Bedeutung fiir ihn
hatte: Er zihlte, analog zu 1 Pfennig, 2 Pfennig nun ,,2 Tausend, 4 Tausend, 6 Tau-
send‘ u.s.w., bis iber 20.000 hinaus. Als er sich beim nichsten Zihlversuch direkt
verrechnete, gelang ihm auch die Reihe der ungeraden Ziftern: ,,2 Tausend, 3 Tau-
send, 5 Tausend, 7 Tausend (...), 19 Tausend, 21 Tausend (...)* Schwierigkeiten
beim Zehneriibergang gab es nicht. Nachdem er sich also auch intensiv mit den
2000 DM - Scheinen beschiftigt hatte, widmete er sich kurz noch den 200 DM
Scheinen, er tauschte das Wort ,,Tausend* einfach gegen das Wort ,,Hundert aus,
was dazu fuhrte, dass auf 800 die ,,10 Hundert* und dann die ,,12 Hundert u.s.w.
folgten. Wenige Wochen nach Ausleeren des Geldsacks hatte er ohne aktive Hilfe
von auflen die Mathematik inzwischen soweit entdeckt, dass er Monopoly spielen
und meist ohne Fehler beliebige Geldwerte additiv zusammen stellen konnte. An-
geregt durch den Geldsack hatte er sich auf den Entdeckungspfad begeben, auf
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dem er das Grundgertst des Dezimalsystems verstehen lernte. Sein unermudliches,
durch echte Konzentration gepragtes Zihlen er6ffnete thm Strukturen. Buchstaben
interessierten ihn, vielleicht wegen der auch weiter andauernden Auseinanderset-
zung mit Zahlen, bis zum Eintritt in die Schule nicht.

2. Mathematische Eigenproduktionen erstellen —
Zur Methodik des Natiirlichen Lernens

In meiner freiberuflichen Tatigkeit von 1999 bis 2002 habe ich Erfahrungen mit
dem Natiirlichen Lernen von Mathematik mit Kindern (Schulklassen, Workshop-
und Projektgruppen, Kindergartengruppen) in unterschiedlicher Intensitit (wenige
Tage bis einige Monate), mit Lehrer/innen, Student/innen sowie auch in der Ein-
zelférderung von Kindern mit Rechenschwierigkeiten sammeln kénnen. Vor der
ersten Arbeitsphase der mir in der Regel unbekannten Lerngruppe sprechen wir im
Sitzkreis iiber das Vorhaben, gemeinsam Mathematik zu erfinden. Bei Kindern
stof3t der Auftrag eindeutig auf Gegenliebe, wihrend es hin und wieder vorkommt,
dass Erwachsene sich durch den Begritf , Erfindung® tberfordert fihlen oder ihn
inhaltlich nicht korrekt finden. Daher wird von einigen Lehrern der eher neutrale
Auftrag ,.ein mathematisches Produkt zu erstellen® vorgezogen. Meiner Ansicht
nach drickt der Begriff , Erfindung®, der sowohl das Geniale als auch das Verriick-
te abdecken kann, sehr gut aus, worum es geht: Sich auf die Suche nach Mathema-
tik zu machen, Ideen zu entwickeln, Losungen fir echte Fragen zu finden und
schopferisch aktiv zu werden. Fir die theoretische Auseinandersetzung mit dieser
Lernform erscheint mir der Begriff , FEigenproduktion® passend, zumal die Be-
schreibung im engen Sinne zutrifft, da es sich nicht nur um eigene Losungswege flr
vorgegebene Aufgaben handelt, sondern um eigene Kreationen, aus denen sich die
weitere (mathematische) Auseinandersetzung ergibt (vgl. Selter 1994).

Die einfithrende Gesprichsrunde

Vorschulkinder lasse ich in der ersten Gesprachsrunde vor dem Arbeiten ihre As-
soziationen zur Mathematik sammeln. Als wesentliche Aspekte genannt werden
hier haufig ,,Rechnen® (genannt - z.T. mit Lésungen- werden hier Additionsaufga-
ben) sowie ,,Zahlen® (von niedrigen Zahlen tber die Hundert, die Tausend zur Mil-
lion) und nattirlich das Zahlen, was dann natirlich auch direkt von den Kindern
vorgetragen werden will. Danach frage ich nach ihren Erfahrungen mit eigenen Er-
findungen. Es zeigte sich fir mich ein deutlicher Unterschied zu Erwachsenen:
Kinder berichten wesentlich lieber von ihren Erfindungen, die von selbstgemach-
ten Spielen und Spielzeugen bis hin zu Zahnputz- und Weckmaschinen variieren.
Bei Schulkindern leite ich das erste gemeinsame Gespriach direkt mit den eigenen
Erfindungen ein und verzichte auf das Gesprich iiber Mathematik zugunsten einer
grofleren Unbefangenheit.
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Die Regeln, die sich in meiner Arbeit als sinnvoll erwiesen haben, werden be-
nannt:

,,1. Erfinder/innen brauchen Ruhe!*
2. Hs macht nichts, wenn etwas heile bleibt!”, d.h. bevor eine Erfindung ka-
putt gemacht wird, sollte mindestens ein weiteres Kind hinzugezogen werden.

Nach dieser Gesprichsphase bietet es sich an, das verfugbare Material einzufithren.
So kann beispielsweise ein zugebundener Beutel mit Geldstiicken durch den Kreis
wandern und ertastet werden, was sich wohl darin befindet. Die Sorgfalt, mit der
die Kinder dem Material begegnen, lisst sich bereits im Vorfeld beeinflussen. Als
ich das erste Mal 15 Erstklassler/innen mit Gleichem Material in Grofler Menge
arbeiten lassen wollte, sturzten sich alle Kinder grélend wie Seerduber direkt auf die
ausgeschitteten Pfennige, kaum dass sie diese erblickt hatten. Seit ich daraus ein
kleines Ritual mache, in der Form, dass ein Kind den Inhalt vorsichtig auf einem
Tisch ausschuttet und die restliche Gruppe zunichst noch mit geschlossenen Au-
gen mit ihren Ohren ermittelt, um welches Produkt es sich in dem kleinen, uner-
wartet schweren Sack handelt, werden die Pfennige oder auch neuerdings die blin-
kenden Cent zunichst mit einer gewissen Achtung bestaunt. Ein kurzes Sammeln
von Ideen dartiber, was sich mit diesem Material alles anfangen lisst, gibt denjeni-
gen Kindern Orientierung, die sich schon im Grundschulalter nicht mehr trauen,
einfach etwas zu tun, ohne eine konkrete Anweisung erhalten zu haben.

Die erste Arbeitsphase

Es konnen verschiedene Materialien gleichzeitig oder auch nur eines angeboten
werden, wobei alle weiteren Materialien nicht zusatzlich eingeftihrt, d.h. gemeinsam
besprochen werden brauchen. Die Entscheidung, mit welchem Material sich be-
fasst und ob allein, zu zweit oder in einer Gruppe gearbeitet wird, steht den Kin-
dern frei. Es darf und sollte leise miteinander gesprochen werden. Ich wiirde die
Arbeitsphase jedoch eher abbrechen, als sie in einer Umgebung der Unruhe weiter-
zufiihren, weil ich denke, dass bei dieser freien Arbeit vom Grofiteil der Gruppe
ein gewisses Mal3 an Ruhe gebraucht wird, um sich vertiefen zu kénnen. Allerdings
habe ich, aufler bei einigen wenigen Veranstaltungen fir Lehrerinnen, diesbeziiglich
durchgehend sehr gute Erfahrungen machen kénnen. Es fragt sich, ob meine erste
Regel nicht eigentlich tiberflussig ist, da in einer Klasse, die intensiv arbeitet, Unru-
he ohnehin kein Problem darstellt. Dagegen spricht jedoch, dass diese Regel fir die
Kinder von Anfang an eine feststehende Arbeitsbedingung verdeutlicht und durch
die Benennung ,,Erfinder/innen brauchen Ruhe!* das ruhige, konzentrierte Arbei-
ten bewusst mit Selbsttitigkeit positiv assoziiert wird. Die zweite Regel, Produkte
nicht vorschnell zu zerstoren, entstammt aus ersten Erfahrungen mit freiem Ge-
stalten von Geometrie mit einer dritten Klasse wihrend meines Referendariats.
Hier wurde deutlich, welche Méglichkeiten Fehler und Unfertiges bieten:
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Abbildung 1: Felix optische Tduschung

Es gab in den ersten Stunden einen maflosen Verbrauch an Papier, was scheinbar
daher rithrte, dass die Kinder ihre gezeichneten Produkte fiir nicht gut genug hiel-
ten. Bei naherer Betrachtung ihrer Abfallprodukte fanden sich einige wertvolle und
ausbaufahige Beitrage. In der niachsten Woche prisentierte ich dieser dritten Klasse
einen solchen Fund, mit der Frage, wie viele Balken in der Zeichnung dargestellt
seien. Die Klasse konnte sich zunichst nicht einigen, ob drei oder vier Balken zu
sehen waren, wodurch deutlich wurde, dass in der Zeichnung eine optische Tau-
schung gegliickt war. Daraufhin erst bekannte sich der echte Erfinder zu seinem
Werk. Das Thema wurde in den nichsten Monaten natiirlich sehr intensiv von ei-
nem Grofiteil der Kinder behandelt. Ich finde in diesem Zusammenhang das Bei-
spiel von Kolumbus Indienreise sehr anschaulich fur Kinder beztiglich des Umge-
hens mit eigenen Fehlern, die unbedingt fiir die Gruppe verfugbar gemacht werden
sollten, was ja fir die Kinder in Bezug auf den Mathematikunterricht eine sehr un-
typische Erfahrung ist. Allerdings sollte die Erhaltung von Gestaltetem dem weite-
ren Arbeitsprozess auch nicht im Wege stehen.

Die eher berufsuntypische Aufgabe fur die Lehrerin wihrend der Arbeitsphase
ist, sich mit inhaltlichen Hilfestellungen und Anregungen vollig zurtiick zu halten.
Kindern, denen es zunichst nicht gelingt, sich in eigenes Arbeiten zu vertiefen,
reicht meist ein kurzes Gesprich dariiber, welches Material ihnen am besten gefillt,
und eine nochmalige Bestitigung, dass sie alles ausprobieren dirfen oder auch ein-
fach nur beobachten brauchen. Lisst der Rahmen es zu, sollte sich die Lehrerin
dann ebenso einer eigenen Erfindung widmen, die sie den Kindern natiitlich auch
spater prasentiert. Die Lehrerin selbst erfinden zu sehen, ist sicherlich eine gute
Erfahrung fir die Klasse. Es verdeutlicht, dass es sich bei der Freiheit, einer eige-
nen Idee zu einem unbestimmten Ziel zu folgen, um ernsthaftes Arbeiten handelt.
AulBerdem integriert sich die Lehrerin durch ihr eigenes Tun weitestgehend in die
Lerngruppe. Zum Abschluss dieser ersten Arbeitsphase, die, je nach Konzentration
der Gruppe, zwischen 20 Minuten und einer halben Stunde dauern kann, erstellen
die Kinder nach Moglichkeit eine Zeichnung, eine Rechnung, einen kleinen Text
oder suchen eine Frage fiir die anderen zu ihrem Produkt und geben ihm einen
Namen. Bei regelmifBiger Durchfiihrung bietet sich der Eintrag fertiger Eigenpro-
duktionen in individuelle Erfinder/innenbticher an, welche sehr geeignet in Form
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einer festen Kladde, blanko, A4 Format sind. Dieses eigene Buch verdeutlicht nicht
nur die Wichtigkeit der Eigenproduktionen sondern bietet dem Kind auch Mog-
lichkeiten der Erinnerung, Weiterfihrung, oder aber sich durch die Erfin-
der/innenbiicher anderer anregen zu lassen. Auch wird durch diese Dokumentati-
on die individuelle Lernentwicklung fur alle Beteiligten sichtbar.

Die Erfinder/innen-Runde

Im Sitzkreis oder um das erbaute Produkt herum leitet das Kind, dessen (vorlaufi-
ges) Produkt betrachtet wird, das folgende Gesprich. Die Erfindung darf zunachst
aber nur von den Betrachter/innen kommentiert werden. Hierdurch eroffnen sich,
auch fir das prisentierende Kind, neue Ideen und Fragen. Erst wenn die Assozia-
tionen, Ideen oder Fragen der Gruppe vorgebracht sind, erlautert das Kind seine
Erfindung. In der ersten Erfinder/innen-Runde méchten meist alle ihre Produkte
priasentieren. Es ist daher wichtig, Vorabsprachen mit den Kindern zu treffen,
wann allen Erfindungen Beachtung geschenkt wird und in jedem Fall eine Doppel-
stunde, moglichst mit einer Pause zur Verfugung zu haben. Das Problem der Fulle
an Prisentationsmaterial stellt sich nach dieser ersten Runde nicht mehr, da sich die
Kinder, haufig in Gruppen, in unterschiedlichen Phasen ihrer Arbeit befinden. Hier
gilt es dann, je nach dul3erer Situation, ob das Erfinden nur als Projekt oder als re-
gelmafiger Unterrichtsbaustein gedacht ist, passende und vor allem fur die Kinder
vetldssliche Rituale zu finden. Aus der Erfinder/innen-Runde ergeben sich fiir die
Kinder weitere, individuelle Arbeitsschritte. Im Idealfall sind Fragen aufgetaucht,
die das Kind allein oder mit anderen in der nichsten Arbeitsphase zu beantworten
sucht. Die Lehrerin, in ihren ,inhaltlichen Rechten® Teilnehmerin der Gruppe, un-
terstiitzt den Lernprozess der Kinder. Beispielsweise sammelt und notiert sie Fra-
gen, unterstiitzt die Koordination weiterer Arbeitsvorhaben (nicht zu verwechseln
mit Arbeitsauftrigen!) und versucht, zur richtigen Zeit die richtigen Impulse zu ge-
ben, was in unterschiedlicher Form notwendig ist.

Das Material als solches stellt auf nattirliche Weise eine enge Verbindung zur
Mathematik dar, die groBen Mengen werden gerne geschitzt, geordnet, strukturiert.
Vom Kreieren kommt man in der Regel jedoch auch nicht von allein zum Mathe-
matisieren. Die Stufe dazwischen, das Assoziieren bzw. Argumentieren, ist viel-
mehr die entscheidende: Die Herausforderung besteht darin, mathematische Mog-
lichkeiten und Kernideen in einem Produkt zu sehen und eine diskrete Form der
Vermittlung zwischen den Kindern und der entdeckbaren Mathematik zu bieten: In
einem mehrtigigen Projekt zur Offnung des Mathematikunterrichts in einem ersten
Schuljahr gestalten einige Jungen sehr intensiv mit den angebotenen Holzwiirfeln.
Entstanden ist hietbei ein Freibad mit Schwimmer- und Nichtschwimmerbecken,
mehreren Sprungtiirmen, einer langen Rutsche sowie einem Haus fur den Bade-
meister. Als sie mir ihr zunichst fertiges Produkt zeigten, stellte ich fest, dass die
Relation der Sprungtiirme zueinander nicht passte. Ich schlug ihnen vor, die jewei-
lige Sprungturmhéhe fir die Badebesucher zu kennzeichnen, um ihnen bzw. der
Ubrigen Klasse eine neue mathematische Perspektive zu 6ffnen. In der Erfin-
der/innen-Runde bemerkte jedoch kein Kind, dass das Einmeterbrett nur einen
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Klotz weniger hatte als der Finfmeterturm. Einen weiteren und damit auch letzten
Impuls, tber diesen ,,Baufehler an eine mathematische Auseinandersetzung mit
dem Produkt zu kommen, gab ich der Gruppe durch meine scheinbar unbefangene
Bemerkung, dass ich mich nicht trauen wiirde, von dem FEiner zu springen, weil er
mir zu hoch wire. Nach kurzem Schauen hatten einige Kinder gesehen, woran das
lag und es wurde zunichst sehr kontrovers diskutiert, welcher der Ttrme zu hoch
bzw. zu tief sei. Die Gruppe gestaltete in der nidchsten Arbeitsphase ihr Freibad
noch einmal aus einer neuen Perspektive um, es wurde diskutiert, welche Mal3ein-
heit ein Stein haben musse, damit Nichtschwimmerbecken und Einmeterbrett in
Relation zueinander stehen wiirden — Fragen und Aspekte, die ich selbst nicht er-
wartet hatte. Wie ich spater von dem Klassenlehrer erfuhr, verbrachte ein Grof3teil
der Kinder beim nichsten Schwimmunterricht die Zeit damit, auch hier Mal3 zu
nehmen. Um die Phase des Assoziierens in Richtung Mathematisieren unterstiitzen
zu konnen, ist es natiirlich sehr hilfreich, selbst das Prinzip des Erstellens von Ei-
genproduktionen erlebt und das Material ausprobiert zu haben.

In Gruppen, die dem Fach Mathematik sehr befangen gegeniiberstehen und sich
zunichst nicht trauen, frei zu gestalten, bringe ich eher unmathematische Assozia-
tionen zu Produkten ein, um neue Mal3stibe zu setzen. Bei Gruppen, die gestalte-
risch sehr aktiv sind, versuche ich mit meinen Beitridgen eher die Konzentration auf
das Fach anzuregen.

Eine weitere, sehr wichtige Aufgabe fir die Lehrerin ist es, jedem einzelnen Kind
mit seinem Produkt eine Wertschitzung entgegenzubringen. Schwachen Kindern
schenke ich in der ersten Zeit, besonders bei der ersten Prisentation ihrer Erfin-
dung, besondere Aufmerksamkeit. Ideal ist, wenn sich aus dem erstellten Produkt
eine mathematische Frage (oder ein interessantes Thema) ableiten lasst. Diese Fra-
ge braucht dann gar nicht vom Kind selbst 16sbar zu sein. Scheinbar reicht schon
die Erfahrung, fiir die anderen eine Schwierigkeit erzeugt zu haben, um wieder Mut
zu bekommen, aktiv Mathematik zu machen und dieses Fach noch einmal ,anzu-
packen®. Aus den Kreationen von Kindern und auch Erwachsenen entstehen mit-
unter aber auch aufwendige Produkte, aus denen sich keine mathematischen Fragen
oder Themen entwickeln lassen. Manchmal ist das Produkt eher ein ,,Kunstwerk
zum Anschauen und sollte dann auch als solches seinen Platz bekommen. Es ist
nicht nétig und wiirde die Suche nach echten Fragen storen, wenn die Lehrperson
dann kiinstliche ,,Mathematisierungsversuche® unternehmen wiirde. Die Arbeits-
atmosphire als solche, die Konzentration und manchmal auch die Hingabe, mit der
das Produkt erstellt wird, erleichtert die eigene Entscheidung, ob und wenn ja, wel-
che Form von Unterstltzung geboten wird.

Sehr hiufig ist auch ein Prozess ,,gemeinsamer Themenfindung® innerhalb der
Lerngruppe zu beobachten. Diese Themen kénnen vom Mathematischen bis hin
zum Phantastischen reichen und entstehen oft schon nach der ersten Erfin-
der/innen-Runde innerhalb welcher Kreativitit und Kommunikation in einen dia-
logischen Prozess treten.
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Kommunikation — Ideenpool und soziale Erfahrung

Durch die Vielfalt der Ideen erweitert sich der eigene Horizont: Aspekte der Fanta-
sie und Lebenswelt wie Sprache, Kunst, Philosophie, Physik konnen sich mit der
sonst isolierten Mathematik verbinden, welche dann auch im Alltag zunehmend
wahrnehmbar wird. Arithmetik und Geometrie bleiben vereint, sodass Riickschliis-
se gezogen werden kénnen. Wenn es gelingt, in der Lerngruppe eine echte Arbeits-
atmosphire entstehen zu lassen, breitet sich eine regelrechte Lust aus, die Welt
durch eine mathematische Brille zu betrachten. Wer schon einmal intensiv mit an-
deren Menschen zusammen Kunst, Musik o.4. gemacht hat, kennt diese ,,Dichte,
die sich entwickeln kann. Kennzeichnend — und vielleicht sogar Voraussetzung
hierftir — sind Harmonie und gegenseitige Inspiration.

Hiufig stecken interessante mathematische Fragen in Produkten, die Antworten
sind aber fiir die Kinder gerade nicht wichtig. Dem Thema oder der Kernidee wird
sich mitunter erst nach einer Zeit von verschiedenen Seiten, fast zufillig, genahert,
bis eine regelrechte Lust zu ermitteln, zu kombinieren, zu rechnen entsteht. Oft
bildet sich durch eine sehr einfache Kreation, die bereits in der ersten Arbeitsphase
entstanden ist, ein ,,Gruppenthema® ohne jegliche Einflussnahme der Lehrerin
heraus (z.B. Groflen, Labyrinthe, Muster, Pyramiden, Kreise, ,,Auflerirdischenma-
thematik®). Dieses Thema wird zwar auch durch das Material beeinflusst, aber
nicht wirklich von diesem bestimmt.

3. Erfahrungen

Viele dieser Aspekte zeigten sich in einem dreitigigen Workshop mit 14 Kindern
im Rahmen des ,,Zahlen-Sommers®, einer Sommer-Akademie am Kindermuseum
Fulda 1999 (Bonzel, Hulswitt 2000). Aus der Altersmischung — vier Kinder von 8-
11 Jahren, zehn Kinder von 6-7 Jahren, darunter vier Vorschulkinder — ergaben
sich im Vorfeld einige Unsicherheiten: Wie wiirden sich die Vorschulkinder tber-
haupt einbringen kénnen? Wiirden sich die Kleinen, aber auch die Grof3en, ernst
genommen fuhlen? Des weiteren stellte sich die Frage, ob die Kinder in dieser
Konstellation in den Ferien bei bestem Wetter lieber drei volle Tage ein Mathema-
tikprojekt im Museum durchfihren wiirden, als sich im Freibad zu vergntgen. Den
Kindern standen alle bereits erwihnten Materialien in GroB3er Menge sowie Zei-
chen-, Mess- und Bastelmaterial in einem Werkraum mit Aullenterrasse zur Verfu-
gung. Die Ausstellung ,,Mathematik zum Anfassen® (Beutelspacher) sowie die Pro-
dukte weiterer Kinder-Workshops boten dariiber hinaus ein sehr anregendes Um-
feld.

In der ersten Arbeitsphase, in der die Kinder sehr selbstsicher mit dem Material
gestalteten, entstand aus 29 aufeinander gestapelten Chips-Dosen ,,der Pringles-
berg®, ein Dreieck, das nach der Erfinder/innen-Runde nicht weiter beachtet wut-
de, aber erhalten blieb. Am dritten Tag, als sich das Thema ,,Dreiecke® lingst in der
Gruppe ausgebreitet hatte, wurde es in einer kleinen Schaffenspause von einem
anderen Jungen genauer untersucht.
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Abbildung 2: Wischeklammern-Hotel

Zwei Erstklasslerinnen hatten sich mit zwei Middchen im Vorschulalter in der
ersten Arbeitsphase fiir die mit allen dreistelligen Ziffern beschrifteten Holz-
Wischeklammern entschieden und auf der Terrasse ein Haus, ,,ein Hotel mit Ki-
che, Restaurant, Toiletten, Kinderzimmer und Swimmingpool® gelegt. Die Zitfern
tanden keine weitere Beachtung.

Ein Schilchen mit Pfennigen, deren Anzahl geschitzt und in Form von 5er-
Blumen zur Ermittlung strukturiert wurde sowie die Anzahl verdeckter Steine einer
10 Etagen hohen Viereckspyramide, welche der Erstklassler Marcel ermittelte, 16s-
ten fir die vier Middchen die Frage aus, aus wie vielen Wischeklammern ihr "Ho-
tel" bestehe. Es wurde laut von einem Kind vorgezihlt, die Schulkinder warteten
jedoch nicht auf das Ergebnis, sondern schrieben jede einzelne Zahl mit. Dieses
laute Zihlen und Schreiben von Ziffern wurde von verschiedenen Kindern mehr-
tach wiederholt.

Inspiriert von eben diesen vielen Zetteln voller ermittelter ,,Wascheklammer-
Zahlen® und den inzwischen in der Gruppe gebauten Pyramiden aus Dosen und
Klotzen, zeichnete Sofie, das einzige Vorschulkind, das sich bisher als stille Be-
obachterin und kleine Schwester eines ilteren Madchens keiner Gruppe ange-
schlossen hatte, am zweiten Tag ein grofles Dreieck mit Gitternetz und bat mich,
da sie wohl zahlen aber keine Ziffern schreiben konnte, dies fiir sie zu tun. Ich gab
ihr anstatt dessen ein Lineal, von dem sie die Ziffern abschreiben konnte. Bei der
30 angelangt, erbat sie wieder meine Hilfe, da das Lineal keine weiteren Zahlen
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Abbildung 3: Sofie beim Beziffern der Pyramide

hergab. Auf meine Versicherung, dass sie das schon selbst weiterschreiben koén-ne,
zeigte sie auf dem Lineal auf die 21 und blickte mich fragend an. In der Ahnung,
dass Sofie soeben die Struktur des Dezimalsystems durchschaut hatte, nickte ich ihr
zu, woraufhin sie wie in Zeitlupe die 31 in ihr niachstes Kastchen schrieb. Die fol-
genden Ziffern schrieb Sofie ohne Hilfe mit voller Konzentration bis hin zur 59.
Danach bekam das Dreieck (,,eine dgyptische Pyramide®) noch eine Tur (,fir die
Mumie®) und die bis dahin unbeschrifteten Kistchen oberhalb der 1 wurden farbig
gemacht (,,...denn vor der 1 kommt nichts®). Bei genauerer Betrachtung des Bildes
lieB sich sehen, dass Sofies Bezifferung in der obersten Reihe, in die neun Ziffern
passen, begann und die Reihen (bis auf eine Irritation) jeweils mit dem Neuner en-
deten.

Als Sofie ihre Erfindung im Stuhlkreis prasentierte, betrachteten die anderen
Kinder ihre Pyramide eine Zeit lang mit Schweigen und kommentierten sie, anstelle
der tblichen Ideen und Fragen, spontan mit einem Applaus.

Nach dieser Prisentation entstanden in der Gruppe neben weiteren Dreiecken
und Zahlenreihen auch Geschichten vom Umgang , Kleiner und ,,Grofler (Drei-
ecke) miteinander, die wohl symbolisch zu verstehen sind und deshalb Ausdruck
finden konnten, weil die jingeren Kinder sich von den ilteren akzeptiert und un-
terstiitzt fihlten.

Nach der Prisentation von Sofies Pyramide fertigte Luana, die das ,,Hotel* mitge-
staltet hatte, die Zeichnung eines Dreieckmusters. Es sollte, wie sie in der Runde
spater erklirte, ebenso viele Kistchen bekommen, wie das Hotel Wiascheklammern
(165). Als Luana von einem anderen Kind erfuhr, dass ihr Muster weniger als 165
Kiastchen habe, unterteilte die einzelnen Dreiecke, scheinbar auch nach Vorbild
von Sofies Pyramide, mit einem Gitternetz. Sie entschied ohne eine weitere Zihl-
kontrolle durch die élteren Kinder vornehmen zu lassen, dass ihre Zeichnung nun
165 Kistchen habe und behauptete dies mit Uberzeugtheit vor ihrer Gruppe. Th-
rem Beschluss wurde zu meinem Erstaunen nicht widersprochen, ein
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Abbildung 4: Sofies Pyramide

alteres Middchen bot sich an, die Kistchen fiir sie zu beziffern, was bis zur 61
durchgefiihrt wurde.

In Beobachtungen wie dieser wird die zentrale Rolle die Kommunikation der
Kinder miteinander fiir produktive Lernprozesse deutlich: Ideen und Themen wer-
den voneinander aufgegriffen und differenziert verwertet, Kinder geben den Res-
pekt, der ihren Erfindungen von Erwachsenen entgegengebracht wird, an andere
Kinder weiter und sind in der Lage, sich zu unterstitzen. Die subjektive Bewertung
eines Kindes, dass seine selbsterstellte Aufgabe nun gel6st ist, hat seine Berechti-
gung und Wichtigkeit. Wie grob erscheint dagegen die klassische Fehlerkorrektur
durch den immer besser wissenden Erwachsenen! Kindern stellt sich die systema-
tisch vermittelte Mathematik grundsitzlich als perfektes System dar. Fertige Hun-
dertertafeln, Additions- und Multiplikationstabellen beantworten Fragen und l6sen
Probleme, die es nie gegeben hat und fortan nicht mehr geben wird! In unserer Ar-
beit sind es auch die Kanten und Ecken der Unregelmal3igkeiten, die eine wirkliche
Kommunikation uber die Mathematik fordern. Ein Zahlenstrahl, der bis 20 reicht,
reicht nicht um Unruhe zu erzeugen, eine einzige Ziffer mehr hingegen wirde
schon einen Denkanstof3 bieten. Das Dezimalsystem — und nicht nur das — kann
und muss selbst entdeckt werden durfen. Nicht ,,passiv® oder ,,aktiv" sondern nur
Selbst-Entdecktes hat auch einen individuellen Gebrauchswert! Es stellt sich die
Frage, ob Entdecken nicht immer mit einem gewissen Mal} an Zufilligkeit einher-
gehen muss, konkrete Inhalte und Lernziele daher nicht planbar bzw. initiierbar
sein konnen.
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Ab%ilaung 5: Luanas Dreiecksmuster

Sich Mathematik (zu)trauen

Um leistungsstarke Schiiler/innen braucht man sich beim Erfinden eigentlich nie
besonders zu kiimmern. Sie dirfen endlich einmal Gber sich hinauswachsen und
finden schnell ihre Fragen und mathematischen Probleme, ohne jedoch mit ihren
Leistungen aus dem Rahmen zu fallen, da es einen klassischen Leistungsvergleich
der Produkte nicht gibt. Was mich in Erfinder/innen-Runden oft erstaunt, ist das
Gefuhl fir individuelle Leistung, das Kinder haben, und das sie auch durch Aner-
kennung ausdriicken kénnen, wenn die eigenen Leistungen be- und geachtet wer-
den. Dies kann in einem Unterricht, in dem sich Leistung primir tuber richtig- und
talsch geloste Aufgaben definiert, nur schwer der Fall sein. Nicht nur bei stark ver-
unsicherten Schiiler/innen, sondern auch in Fortbildungsgruppen mit Grundschul-
lehrer/innen gibt es immer wieder Menschen, die sich vor Mathematik dricken,
indem sie Produkte erstellen, die weit unter ihrem Niveau liegen oder mit denen sie
auch gar nichts Mathematisches beabsichtigen. In Seminaren, die iiber mehrere Ta-
ge dauern, lasst sich hdufig die Erfahrung machen, dass gerade bei solchen Men-
schen ein Aufbrechen alter Strukturen geschieht: Weil man in Ruhe alles machen
darf, keiner Richtschur unterliegt, sich seine Zeit nehmen kann und der Mathema-
tik ganz anders begegnet, findet eine neue Anniherung statt. Nicht selten sind es
dann gerade solche Lehrer/innen, die bis spit in die Nacht noch mit ihren For-
meln, Mustern etc. beschiftigt sind. Nach einer Wochenendfortbildung mit Studie-
renden und Junglehrer/innen stand auf einer Papierdecke, auf der mit Pfennigen
gearbeitet worden war, der Satz: ,,Ich kann doch Mathe!“ geschrieben. Scheinbar ist es
genau das, was diese Form des Lernens von den anderen unterscheidet: Mit dem
System Mathematik kann der Lernende (ein Stick) mithalten — oder eben auch
nicht. Beim ,,Natirlichen Lernen® wird das eigene Potential an Fantasie, Denk-
freude, Kreativitit angesprochen und gefordert. Mit der Mathematik findet eine
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Begegnung statt, ihr wird sich genihert, sie wird vereinnahmt, wie das beim Entde-
cken eben ist. Ausgangspunkt und Zentrum bleibt jedoch der Mensch selbst.
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Kommunikation der Sinne: Mathematik in der Freinetpiddagogik

Anton Strobel

Zusammenfassung: Kommunikation zu férdern beim Lernen und Verstehen von
Mathematik heil3t abzurlicken von der Teilchendidaktik des lehrerzentrierten Unter-
richts, durch den die SchilerInnen mit Wissen abgefillt werden wie man leere Fis-
ser fullt, bei dem die Verbalanteile grof3 und die Handlungsanteile klein sind. Gefor-
dert werden soll eine Kommunikation der Sinne, von Auge zu Auge, von Ohr zu
Ohr, mit physischer Prisenz von Korper und Geist, von Verstand und Gefihl. Wie
dies aussehen kann, soll in diesem Erfahrungsbericht an unterrichtspraktischen Bei-
spielen vorgestellt werden.

Bei der Bearbeitung des Themas ,,Mathematik kommunizieren in der Freinetpada-
gogik® erschien es mir angezeigt, nicht nur in Form eines Vortrages die Kommuni-
kationsprozesse beim Lernen und Verstehen von Mathematik zu beleuchten, son-
dern auch Bedingungen zu schaffen, unter denen dem Auditorium selbst die M6g-
lichkeit geboten wird, miteinander Gber die referierten Inhalte zu kommunizieren.
Zu diesem Zweck habe ich eine Erfinderrunde nach Paul le Bohec durchgefiihrt
und fiinf Stationen in einer Art Lernlandschaft aufgebaut.

* Bichertisch

* 3000 Pfennige

¢ Kartei mit Telefonnummern

* Plakat mit 900 Kopfen

e Aktuelles zur Bildung und Bildungspolitik

Verschiedenartiges Material regt Menschen an, sich damit auseinander zusetzen
und bietet eine Alternative und Erginzung zum rein rezeptiven Verhalten der Zu-
horerInnen wihrend eines Vortrages. Ein solches Arrangement kommt auch einer
These von C. Freinet zu pass: ,,Am Anfang jeder Eroberung steht nicht das abs-
trakte Wissen, sondern die Erfahrung und die Arbeit.“ Das aktive Element wird in
verschiedenen didaktischen Denkrichtungen und in verschiedenen reformpadago-
gischen Bestrebungen immer wieder gebtihrend gewtirdigt, hat aber bis heute nicht
den adiquaten Niederschlag in der Praxis gefunden. Welche medizinischen Befun-
de mit einer stark rezeptiven padagogischen Arbeit verkniipft sind, haben unlingst
kanadische Mediziner ermittelt, die Gehirnaktivititen von Menschen im Verlauf
des Tages untersuchten. Die Gehirnaktivitit von Schilern war wihrend des ganzen
Tages nie schwicher als wihrend des Unterrichts.

Wenn ich diesem deprimierenden Befund den Freien Ausdruck als ein zentrales
Element in der Freinetpadagogik gegentiberstelle, so konnten daraus aktivierende
und therapeutisch gefirbte Effekte resultieren. Wann sollte das Gehirn aktiver sein,
als wenn ein Kind im Spiel seine Eigenwelt thematisiert - konstruierend, malend
und zeichnend, in tinzerischer Geste oder im Jeux dramatique, als wenn Verliebte
das in Worte kleiden, was sie bewegt, es aufschreiben und tber groB3e Distanzen
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kommunizieren, als wenn ein Kinstler an seiner Skulptur so lange herum feilt, bis
er beim Herumgehen aus allen Perspektiven das Equilibre spirt, als wenn ein Wis-
senschaftler triebhaft ein Phinomen erforscht, das ihn schon wochenlang umtreibt
und ihn nicht los lasst. In der Freinetpadagogik finden wir solche Elemente. Wir
tinden Mitspieltheater, Freies Schreiben, Freies Malen, Ausdrucksmalen, Forschen
und Entdecken, Freier Ausdruck in der Mathematik und noch anderes. Zu der Ar-
beitskultur bei Freinettreffen gehort auch der Buchertisch:

Biichertisch — Anniherungen iiber Literatur

Den Biichertisch habe ich selbst wihrend vieler Freinettretfen als ideales Kommu-
nikationsforum erlebt. Meistens lernt man etwas Neues kennen, Arbeitsprodukte
von Kolleglnnen, Bicher, die neugierig machen und auch die Menschen, die das,
was ihnen wichtig ist und an dem sie gerade arbeiten, hier prisentieren. Wenn ich
mir rickblickend die Bichertische auf ihre mathematische Relevanz fir mich per-
sonlich vornehme, so fallen zwei Werke in besonderer Weise auf: Gallin/Ruf,
,woprache und Mathematik® (1991) und der ,,Zahlenteufel” von H.M. Enzensber-
ger.

Obwohl schon viele Jahre vergangen sind, erinnere ich mich noch ziemlich ge-
nau an meinen Prozess der Anniherung und schlieBlich der hohen Wertschitzung
gegentber ,,Sprache und Mathematik®. Bei einem Freinettreffen im Elsass fielen
mir zwei Kollegen auf, die sich lange tber dieses Buch austauschten. Ein halbes
Jahr spater war ich bei einem Freinettreffen in Bayern. Auf dem Biuchertisch lag
wieder dieses Buch. Dieses Mal hatte ich keinen Workshop, und Zeit. Ich nahm das
Buch wieder zur Hand, suchte zuerst einmal nach den schonen, bunten Punkten,
blitterte ein bisschen hin und her, schmokerte, las hier und da einige Passagen,
dann immer mehr, setzte mich neben den Buchertisch und las mich fest, bis ich it-
gendwann ganz blass geworden bin, als ich gemerkt habe, wie hier tiefsitzende
Fundamente der Mathematikdidaktik bewegt werden und wie mein Weltbild er-
schiittert wird.

Ende der achtziger, Anfang der neunziger Jahre war nach dem Fiasko der Men-
genlehre die mathematikdidaktische Eiszeit am Abklingen und man wandte sich in
der Freinetbewegung nach den revolutioniren Etappen beim Schriftspracherwerb
mit ,,LLesen durch Schreiben® wieder der Mathematik zu, besonders im Grund-
schulbereich. Was sich im Sekundarbereich abspielte, war nach freinetpidagogi-
schen MaB3stiben nicht diskussionswiirdig.

Dort wurde wie eh und je, besonders im Gymnasium eine elitire Attitide der
einzelnen Fachdisziplinen gepflegt, wobei viele der Fachminner und Fachfrauen
mit ihrer Ignoranz zu dem Curriculum der fachfremden Kollegen noch kokettier-
ten. Jeder hat mit seinem Treibstoff die Schiler abgeftllt, bis nichts mehr reinpass-
te und unter dem heuchlerischen Legitimitatsanspruch des Lehrplans gar nicht ge-
merkt, welchen geistigen Flurschaden sie dadurch an richten, dass sie die Schiiler
bei ihrem Bemihen, diesen atomisierten Wissensballast in ihre ganzheitliche Welt-
erfahrung einzusortieren, einfach ,,im Regen stehen lassen®. Ich habe mich irgend-
wann fir diesen mit Steuergeldern subventionierten padagogischen Schwachsinn
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nicht mehr interessiert und es als sich selbst perpetuierende Realsatire zu den Akten
gelegt.

Meine massive Irritation durch ,,Sprache und Mathematik® resultierte aus dem
Faktum, dass gerade Vertreter zweier vermeintlich extrem auseinander liegender
Disziplinen nicht nur bereit waren, tiber den eigenen Tellerrand zu blicken, sondern
auch in der Lage waren, sich gegenseitig fachlich zu befruchten. IThr didaktisches
und psychologisches Modell hat den mathematischen Diskurs und die Lernkultur
in der Freinet-Szene enorm bereichert: nicht nur den Kindern das Wort geben,
sondern auch die Mathematik.

Dem ,,Zahlenteufel” bin ich ebenfalls bei einer Freinetveranstaltung am Bucher-
tisch begegnet. Wir waren drei Interessentlnnen. Es gab aber nur ein Exemplar. Al-
so etablierten wir ein Langzeitatelier Giber mehrere Vormittage mit dem simplen
Thema ,,Gemeinsam lesen®. Mein Interesse fir dieses Buch resultierte neben dem
Inhaltlichen in hohen Malle aus der Frage ,,Was hat so ein hochkaritiger Literat
und Philosoph mit Mathematik zu tun?*. Er sorgt sich um den Verfall unserer Kul-
tur. Er war nicht bereit, die sich selbst perpetuierende Realsatire einer akademi-
schen ,,Verbildung® in den Gymnasien zu akzeptieren, sich abzufinden mit einer Si-
tuation, die er beschreibt als ,,Zugbriicke auller Betrieb - Mathematik im Jenseits
der Kultur® (1998 in der FAZ). Er hat ein Mathematikbuch fir Menschen ge-
schrieben, auch fir Schiler, aber eben kein Schulbuch.

Ich hitte nie geglaubt, dass unser Langzeitatelier so eine Intensitit erreichen
konnte. Wir haben gelesen, diskutiert, gefragt, Kaffee getrunken, mathematisiert,
gebastelt, interpretiert, dokumentiert und am Ende unsere Arbeit dem Plenum pri-
sentiert. Ich darf mit Fug und recht behaupten: ,,Wir haben uns mathematisch ge-
bildet* - Bildung, nicht Schulbildung! (D. Goudevert ).

Was Enzensberger wahrscheinlich nicht weil3, er hat mit dieser Publikation auch
der Lehrerbildung einen enormen Dienst erwiesen, denn vieles, was in Vorlesungen
und Seminaren den Studierenden an Mathematik vergillt wurde, wird beim Lesen
dieses Buches relativiert. Viele Lehrerlnnen, die das Buch wihrend meiner Work-
shops auf dem Bichertisch entdeckten, es aber bereits besal3en, haben mir besta-
tigt, dass beim Lesen dieses Buches sie zum ersten Mal erlebt haben, wie bei dem
Thema Mathematik auch angenehme Gefithle geweckt werden kénnen und nicht
nur Blockaden und aversive Reaktionen. Wenn ich im Hinblick auf Kommunizie-
ren iber Mathematik und Informieren tiber Mathematik unser Atelier Revue pas-
sieren lasse, so kann ich sagen, dass bei uns das Gegenteil von dem passierte, was
eine Studentenweisheit so beschreibt: ,,Bei einer Vorlesung wandern die Informati-
onen in den Notizen des Professors zu den Informationen in den Notizen des Stu-
dierenden, ohne dass sie bei einem von beiden durch den Kopf gehen.*

3000 Pfennige — Material in gro3er Menge

Bei dem Komplex 3000 Pf. muss ich zuerst hervorheben, dass die Zahl 3000 nur
ein Richtwert ist. Ein bisschen mehr oder weniger spielt fir die praktische Arbeit
keine Rolle. Beim Einrichten dieser Station wusste ich den genauen Wert dieser
Pfennigmenge auch nicht. Das ist aber gerade das Spannende, wenn auch der Leh-
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rer vorher nicht alles weil3 - und es fithrt zu echten Fragen. Wenn diese Frage wirk-
lich einen Menschen ernsthaft bewegt hitte, nun, wir hitten angefangen zu zihlen.
Mit dieser Aktivitit wiren wir bereits zur Kernidee der Natiirlichen Mathematik
mit Material in gro3en Mengen vorgestoflen: die Neugier befriedigen tiber mathe-
matische Aktivitat ; seine eigenen Fragen zu finden, Wege ins Gelinde der Mathe-
matik zu legen und nicht ausschlieSlich den Wegen von anderen Leuten nach lau-
ten (vgl. Hulswitt in diesem Band, Strobel 2001). Bei den Wegen, die Menschen in
Eigenverantwortung suchen, kénnen sie sich auch verlaufen, missen zuriick, um
den richtigen Weg zu suchen. Manchmal gibt es auch keinen Weg oder noch nicht
den richtigen Weg. Unterschiedliche Menschen auf unterschiedlichen Wegen. Die-
ses Bild spiegelt das didaktische Modell der Nattrlichen Mathematik und ich konn-
te dazu in der Praxis schon viele Beobachtungen machen. Dazu drei Beispiele, drei
Kinder, drei Lernausgangslagen:

Marc hat eine kleine Schale mit 42 Pfennigen vor sich stehen, will die Pf. zahlen,
kommt bis 15, hat noch Pfennige, aber keine Worte mehr fir die Folge. Er hat
zwar noch die Worte 20, 30, 50, 100 und 1000 ; die nutzen ihm aber nichts fur die
Losung seines Problems. Dazu braucht er die Kontinuitit der natirlichen Zahlen.

N |
Abbildung 1: Ein Pfennigbild der Zahl 1000

Sabrina hat eine kleine Schale mit 42Pf. vor sich stehen, will die Pf. zahlen,
kommt bis 34, wird durch ein anderes Kind abgelenkt und muss noch einmal von
vorn anfangen. Sie sucht sich einen besseren Platz, wo sie bei ihrer Arbeit nicht ge-
stort wird. Sie zdhlt 42Pf. Sie zeigt mir stolz ihre Leistung und zahlt mir vor, 1-2-3-
...... -40- 41. Sie ist vollig irritiert, ich gehe wieder weg. Zuerst sitzt sie nachdenklich
vor ihren Pfennigen, dann ist sie wieder am Arbeiten. Nach ein paar Minuten holt
sie mich wieder, strahlt Zuversicht und Sicherheit aus und prisentiert mir ihre Ar-
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beit. 42 sagt sie und zeigt mir ihre vier Pfennigtirme und die zwei einzelnen Pfen-
nige. Sie zeigt und erklart mir: 10 ; 20; 30 ; 40 ; 42. Ich sage zu ihr: ,, Du bist jetzt
eine mathematische Erfinderin, du hast die Pfennigtiirme erfunden. Dann gehe
ich wieder. In den nichsten Tagen werde ich ein Forum schaffen, wo sie ihre Er-
findung vorstellen kann.

Nils hat eine Schale mit 42 Pf. Er kommt zu mir und fragt mich, ob er sich aus
meiner grolen Schachtel noch 50 und 8Pf. holen konne. Warum? ,,Damit ich 100
habe !“Spater holt er mich und zeigt mir, wie er mit den Pfennigen. das Wort
HUNDAD geschrieben hat, daneben noch ein kleines Haus gelegt hat. Ich muss
schmunzeln und schreibe nach der Schule fiir unser klasseninternes Mathebuch

tolgenden Text:

16. Januar

Nils hatte eine Schale mit 42 Pfennigen. Die reichten ithm aber nicht. Er wollte 100 Pfen-

nige haben. Deshalb ist er zu Herrn Strobel gekommen und hat gefragt? ,, Kannst du mir
noch 50 Pf und 8 Pf. geben »*

Die Rechnung von Nils schreibt man so: 42 +50+8=

oder so 42 +8+50 =

Mit den Zahlen von Nils kann man auch kleinere Rechnungen machen:
50 +8 =

8 + 50=

Schreibe selbst eine Rechnung ! Vielleicht mit den Zahlen von Nils.

Nils hat mit seinen Pfennigen das Wort HUNDAD geschrieben. Das war in der ersten
Klasse. Wie schreibt ihr dieses Wort jetzt in der zweiten Klasse ?

In dem Wort, das Nils geschrieben hat, steckt auch ein Tier. Schreibt dieses Tier auf und
malt ein Bild dazu!

Klasseninterne mathematische Texte

Diese klasseninternen mathematischen Texte sind eine Reaktion auf die unnatirli-
che Welt der Schulbuchautoren. Bei den Textaufgaben in Mathematikbtichern be-
notigen die Schiilerlnnen meist nicht mathematische, sondern sprachlich-
semantische Vermittlungshilfe. Ich erinnere mich an einen Schiiler, etwa acht oder
neun Jahre alt, der hatte gerne und fleiBBig Textaufgaben bearbeitet. Nachdem er die
drogen Texte gelesen hatte, wollte von mir wissen, ob man addieren oder subtra-
hieren bzw. multiplizieren oder dividieren musste. Danach hat er mit Bravour ange-
fangen zu rechnen.

Die Ausgangssituation fiir das klasseninterne Mathebuch ist folgende Uberle-
gung: Schillerlnnen der ersten Klasse konnen in der Regel noch nicht lesen, sie
koénnen aber mit Material konstruieren, strukturieren und den Prozess verbalisieren.
Nach der ersten Klasse hat sich die Lesekompetenz erhcht. Es gibt immer wieder
Tage im Anfangsunterricht, an denen interessante mathematische Aktivititen lau-
fen, die sich lohnen zu protokollieren. Das tue ich im Hinblick auf die zweite Klas-
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se. Als Primat gilt:: das Mathematische darf auf keinen Fall Giberfordernd sein, eher
unterfordernd, die sprachliche Botschaft muss beim Schiiler ankommen ohne In-
terventions- und Interpretationshilfe durch die LehrerIn und es soll sich um ein re-
ales Ereignis handeln, an das sich die Schiiler oder zumindest einige erinnern kon-
nen. Diese wihrend des ersten Schuljahres entstandene Sammlung erhalten die
Schiiler am Beginn des zweiten Schuljahres und arbeiten in festgelegten Zeiten in-
dividuell an diesem Kompendium. Didaktisch und methodisch gesehen ist es eine
Synthese von Sprache und Mathematik, von Lese- und Rechentraining, vor allem
aber vom Sozialen und Psychologischen her gesehen eine Retrospektive auf das
erste Schuljahr.

Nils hat bereits die formale Ebene in seiner Entwicklung erreicht. Er kann von
der konkreten Menge recht gut abstrahieren, er kann rechnen. Ich wirde ihn auf
seinem bereits eingeschlagenen Weg in der Form begleiten, dass ich ihn das nichste
Mal fragen werde, wie viele Pfennige er sich nun nehmen wolle. Was er dann dar-
aus macht, ist seine Sache. Auf diese Weise wird ihm selbst die Mathematik in die
Hand gegeben. Er wird nach dem Verursacherprinzip fiir sich selbst verantwortlich
und sein Arbeitsverhalten und sein Produkt weisen der Lehrkraft neue individuelle
Pfade in die weite Welt der Mathematik, uber die es sich lohnt zu kommunizieren.

In der weiteren Unterrichtskonzeption bin ich zweigleisig gefahren: einmal seine
Kompetenzen fiir seine Mitschiilerlnnen nutzen, Verbiindete suchen mit dhnli-
chem Leistungspegel, die mit Nils als Gruppe ein Stiick Weg gemeinsam gehen,
zum anderen in einem Arbeitsdialog Lehrer-Schiler seine personliche Leistungs-
grenze ausloten. Das Schlimmste, was so einem Schiiler passieren kann, ist, dass
Uber ihn der lehrplangerechte Einheitsbrei ausgekippt, er nach der Mitte hin homo-
genisiert wird, bald wie ein Tagelohner das Pensum abarbeitet, irgendwann keine
eigenen Fragen mehr hat, in die innere Emigration abtaucht und nicht mehr weil3,
dass er eigentlich mathematisch ,,was drauf hat®.

Der Richtwert 3000 hat verschiedene Aspekte. Der wichtigste ist der Reiz der
groflen Menge, die gleichermallen auf Kinder wie auch auf Erwachsene eine Faszi-
nation ausubt. Sie enthilt kreatives Potential, sie weckt die Lust zu greifen, agieren,
sortieren und operieren, zu bauen und gestalten zu zweckfreiem Tun. Aus dem
zweckfreien Tun des homo ludens (Schiffer) kann alles entstehen - auch Mathema-
tik. Neben der abzihlbaren Pfennigmenge haben die Minzen noch andere mathe-
matischen Qualitaten: sie sind rund, haben zwei Seiten, verschiedene Jahreszahlen,
Gewicht und einen Wert. Geometrisch kénnen sie uns Wege in die 30 bzw. 60
Gradwelt eroffnen. Wenn wir Pf. zu einem Dreieck zusammenschieben, entsteht
ein gleichseitiges Dreieck. Aus Dreiecken ergeben sich Raute, Trapez und Sechseck.
Uber das Sechseck lassen sich ausgehend von der Geometrie Pfade legen in andere
Gebiete wie Baukunst und Geschichte. Die maurische Kunst in Fez und Mara-
kesch, im Alcazar in Sevilla oder der Alhambra in Granada ist in hohem Mal3 eine
Emanation aus dem regelmafigen Sechseck.

Der Richtwert 3000 hat noch einen ganz trivialen Aspekt. Wenn z.B. in einer ersten
oder zweiten Grundschulklasse rund 25 Kinder sitzen und wir uns mit dem ein-
schlidgigen Thema 100 beschiftigen, brauchen wir, um jedeN Schilerln mit Ar-
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beitsmaterial auszustatten, bereits 2500 Pfennige.

Abbildung 1: Pfennig-Erfinder bei der Arbeit

Aus solchen individuellen Materialposten kénnen sich auch grof3ere Formatio-
nen bilden, die kooperativ ihr Material zusammenlegen, sodass sich neben sozialen
auch neue mathematische Dimensionen er6ffnen, wie ich es unlingst in der
Schweiz erlebt habe. In einer zweiten Klasse habe ich ein dreitigiges Projekt zur
Naturlichen Mathematik durchgefthrt. Die Schiilerlnnen erhielten nicht 100 Rappli
abgezahlt, sondern jedeR eine Hand voll. Obwohl ich ihnen unser Vorhaben sehr
ausfihrlich erklart habe, gab es zwei bis drei Kinder, die nach dem Austeilen recht
hilflos herumsa3en und nicht glauben wollten, dass in diesem Augenblick fiir sie
wirklich kein ,,Belehrer zustindig war, sondern sie selbst. Es gab aber einen Schi-
ler, der recht schnell mit dem Zahlen anfing und noch ein paar andere ermuntert
hat, mit ihrem Material zu thm zu kommen und alles zu zdhlen. Es war spannend
zu beobachten, wie sich die Gruppe zihlend in einen Arbeitsrausch hineingesteigert
hat und sie sich bei 823, als es nichts mehr zu zahlen gab, wie der Champion und
sein Team nach einem Sieg fithlten.

Dass die Konfrontation mit einer ungewohnlich grof3en, aber noch tberschauba-
ren Menge auf die Psyche wirken kann, habe ich ein anderes Mal in der Schweiz bei
einer LehrerInnenrunde erlebt. Als wir nach vier Tagen die Abschlussreflexion zu
unserem Workshop machten, sagte einer, dass das stirkste Erlebnis fiir thn in der
Anfangsphase war, nachdem ich einen Sack voll Pfennige, zwei gro3e Haufen mit
Wiirfeln und einen Haufen mit Holzwischeklammern, auf denen alle dreistelligen
Zahlen notiert waren, auf den Boden geschiittet hatte. In der folgenden Stunde
konnten sie sich individuell oder in Gruppen ohne Anleitung mit dem Material aus-
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einandersetzen. Er hatte gleichermallen das Gefiihl einer bedngstigenden Weite und
einer elektrisierenden Erwartung mit positiver Zuversicht empfunden und lange die
Ruhe im Raum genossen, bis er sich an die Arbeit machte. Er sei auch etwas trau-
rig, dass diese Gefithlsregungen in der Tiefe nicht wiederholbar seien. Dem Pfen-
nigkomplex assoziiert ist das Projekt Kaufladen.

Projekt Kaufladen — Lebensnahe Mathematik

Auch dieses Projekt ist eine Reaktion auf die unnatirliche Welt in den Mathema-
tikbiichern: Kaufladenbilder und Spielgeld dort - richtiger Kaufladen und richtiges
Geld bei uns. Das Sortiment ist am Anfang begrenzt auf zwei Artikel zum Auswah-
len, z.B. Erdnisse und Rosinen, es werden nur 1Pf. Stiicke verwendet, jeder Artikel
kostet 1Pf, der Verkiufer ist der Lehrer, der Kaufladen ist jeden zweiten Tag zu be-
stimmten Zeiten geoftnet, jedes Kind erhilt am Einkaufstag 5 einzelne Pf.

Diese Struktur behalten wir lange bei, auch wenn alle die Rituale begriffen ha-
ben, so dass man eine Stufe weitergehen konnte. Prioritit hat die Freude am Ein-
kaufen, dann kommt erst die Mathematik. Dieses Forum soll auch ein geschutzter
Raum fir die leistungsschwicheren Kinder sein; fiir die Leistungsstarken haben wir
im kreativen Mathematikbereich so viele andere Moglichkeiten, in denen sie ihre
Leistungsgrenze ausloten kénnen. Die Erfahrung bestitigt diesen Ansatz: Was wir
bei Verhaltensbeobachtungen wihrend des Einkaufens tiber die Kinder erfahren,
geht weit uber die Mathematik hinaus und dennoch ist der Kaufladen ein mathema-
tischer Selbstliufer, sogar ein exzellentes Instrumentarium zur Psychodiagnostik.
Ein Kind, das schon vor dem Einkaufen unentschlossen ist und nach ihrem Ein-
kauf reumiitig kundtut, dass es eigentlich lieber 4 Rosinen und 1 Erdnuss gekauft
hitte statt 3 Rosinen und 2 Erdnusse, rechnet, gibt aber auch viel von seiner Per-
sonlichkeit preis. Wenn ein Kind 3Pf hinlegt, sich 3 Rosinen nimmt, dann 2 Pf.
hinlegt und sich 2 Erdniisse nimmt, sagt das diagnostisch etwas anderes aus, als
wenn ein Kind kommt, seine 5 Pf. hinlegt und sagt: ,,Ich nehme mir 3 Rosinen und
2 Erdnisse.*

Irgendwann verindern wir auch das Anspruchsniveau, zuerst mit dem Eintrag
der entsprechenden Anzahl von Rosinen und Erdntssen in die an der Wand hin-
gende Einkaufsliste am jeweiligen Einkaufstag., mit der Erhohung des Einkaufsgel-
des und der Erweiterung des Sortimentes im Laden. Bald ist auch ein Kind fiir den
Verkauf zustindig und nicht mehr der Lehrer.

Eine interessante Beobachtung, die ich bei LehrerInnen gemacht habe, die sich
tir das Projekt interessierten, war ihr Vorsatz, von nun an Pf. zu sammeln. Sie wa-
ren dann ganz erstaunt, dass sie sich das Material fir 30 DM bei der Bank holen
koénnen.

Eine Lehrerln hat das gemacht, wollte in einer dritten Klasse anfangen. Sie war
Fachlehrerin, keine Klassenlehrerin. In dieser Klasse herrschte eine recht rigide Un-
terrichtskultur und die Kinder waren nicht gewohnt, selbstverantwortlich mit Frei-
riumen umzugehen. Wegen grofler Bedenken hat sie den Versuch mit der Pfen-
nigmathematik immer wieder hinausgeschoben. Nach dem ersten mutigen Unter-
fangen hat sie uns berichtet, dass ein paar Minuten nach dem Einstieg das totale
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Chaos ausbrach. Die Pfennige flogen wie Wurfgeschosse durch die Luft und die
Lage war wie im Fuflballstadion bei Randalen. Véllig verzweifelt verlie3 sie die
Arena und gab sich im Lehrerzimmer ihren Trinen hin. Nachdem sie wieder etwas
Kraft geschopft hatte, ging sie zurlick, um das Chaos aufzuriumen. Zu ihrem gro-
Ben Erstaunen war alles aufgeraumt. In diesen wild gewordenen ,,Bestien tat sich
dann doch noch eine menschliche Regung von Anstand, Wiirde und Reue hervor.
Fir die Mathematik ist an diesem Tag nichts herausgekommen. Ich denke aber,
sowohl die Kinder als auch die Lehrerin haben wertvolle psychosoziale Erfahrun-
gen gemacht. Solche Phinomene entstehen im Gefolge einer Pidagogik, bei der
Misstrauen und Kontrolle vor Selbstverantwortlichkeit und Autonomie rangieren.
In einer Klasse mit guter freinetpidagogischer Tradition wire die Gefahr derartiger
Turbulenzen geringer gewesen.

Ich selbst habe etwas dhnliches auch schon erlebt, jedoch nicht so dramatisch.
Wihrend eines privaten Besuches in der Schweiz hat ein Kollege mir spontan vor-
geschlagen, am nichsten Tag mit meinem Material einmal zu seinen Studenten zu
kommen. In der Schweiz gibt es noch die traditionellen Lehrerseminare, z.T. ge-
trennt nach Geschlechtern. Er hat mich als Uberraschungsgast vorgestellt, ich habe
dann angefangen wie immer, mein einschligiges Material ausgebreitet und den
Menschen dann Zeit und Raum gegeben, um zu experimentieren. Da gab es auch
zwel, drei, die fingen an, mit den Pfennigen zu schnippen und mit den Holzwiirfeln
leichte Wurfibungen zu machen. Das hat mich sehr irritiert. Ich habe mir dann so
geholfen, dass ich den einen gebeten habe, mir einen Film zu kaufen und er so aus
unserem Seminarraum eliminiert war. Die Analyse dieses Verhaltens beleuchtet
schulische Sozialisation. Die beiden sind wahrend ihrer Schulzeit vorwiegend den
Wegen und Pfaden anderer nachgegangen ,,Belehrerlnnen haben ihnen meistens
die richtigen Wege gezeigt. Bei unserer Veranstaltung mussten sie selbst die Pfade
legen in ein nach allen Seiten hin offenes Gelinde. Das Schnippen mit den Minzen
war ithr Pfad.

Auf der anderen Seite sind an diesem Vormittag recht imponierende Aktionen
gelaufen. Erinnerlich ist mir noch ein Team, das mit einer von Architektur und Sta-
tik gepriagten Aufgabenstellung die Zimmerdecke erreichen wollte. Das war in der
Schlussphase so spannend, dass immer mehr Zuschauer kamen und in absoluter
Stille auf den groBen Erfolg oder den donnernden Einsturz warteten. Als sie es
wirklich geschafft hatten, nahmen sie stolz unseren tosenden Beifall entgegen.

Plakat mit 900 Képfen

Der urspriingliche Charakter dieses Plakates hat mit Mathematik nichts zu tun. Es
ist ein Kunstprodukt, das anlisslich der 900 Jahr Feier in einer kleinen Gemeinde
im Schwarzwald entstand. Die Veranstalter haben die Bevolkerung eingeladen,
Kopfe zu modellieren, die auf Holzstehlen gesetzt, im Jubiliumsjahr Strallen und
Plitze schmiicken sollten. Das Plakat ist das farbige Dokument dieser einmaligen
Kunstaktion. Beim Besuch der Ausstellung entdeckte ich dieses Medium als bild-
kiinstlerisches Pendant zu dem mathematischen Konzept der groen Menge.

In den praktischen Erfahrungen mit Kindern und Erwachsenen kam der ganz-
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heitliche, fiacheriibergreifende Aspekt dieses Plakats immer wieder zum Tragen.
SEHEN - SPRECHEN - ZAHLEN

Ein Plakat zur Kunstbetrachtung, zum Sprechen und Schreiben, zum Mathemati-
sieren. Kinder und Erwachsene gleichermal3en schauen zuerst einmal lange auf die-
se Fille, um in dem Wust von bunten, verschiedenartig gestalteten Kopfen die Ori-
entierung zu finden. Dann kommt das Mitteilungsbediirfnis. Man entdeckt interes-
sante Phinomene und mochte sie dem Nachbarn mitteilen. Ich erinnere mich
noch, als ich das Plakat zum ersten Mal einer Schulklasse prisentierte und die Kin-
der sehr viele Koépfe im Fernsehprogramm verorten konnten, aber auch die nicht
fernsehrelevante Bildtriger mit durchaus kunstkritischem Sachverstand kommen-
tierten. Irgendwann im Lauf der Bildbetrachtung und der spontanen Bildbespre-
chung taucht die Frage auf: ,,Wie viele Képfe sind es? An dieser Stelle ist sozusa-
gen die mathematische ,,Falle® zugeschnappt. Jetzt gibt es kein Entrinnen mehr, die
Neugier und der Wissensdurst brauchen eine Losung. Die ideale Zeit fir das ma-
thematische Anliegen bei diesem Plakat ist etwa das dritte Schuljahr. Diese Kinder
haben gerade so die Zihlkompetenz, dass sie zu einer Losung kommen. Kleinere
Kinder begniigen sich mit der Losung ,,Viele, viele® und konzentrieren sich lieber
auf Qualitaten, die auBBerhalb der Mathematik liegen. Die schonsten Erlebnisse ha-
be ich mit Lehrerlnnen, wenn sie mich nach der Anzahl fragen, ich die Schultern
hebe und sie sich an die Arbeit machen miussen. Arbeit machen hauptsichlich die
wenigen grofleren Bilder, die sich aus der Masse herausheben. Ohne dieselben wire
es so einfach: Lange mal Breite. Durch die gréBeren Bilder aber mussen wir Multi-
plikation, Addition und Subtraktion miteinander verbinden. An diesem Plakat miis-
sen Lehrerlnnen genau das selbst einmal machen, was sie jahrelang mit ihren Schi-
lerInnen tben: die Grundrechenarten. Es sind nicht wenige, die ich mit betroffenen
Gesichtern ein- zwei - oder gar dreimal wegschicken muss, damit sie ithren Rechen-
tehler suchen.

Die zwei groBeren Bildformate erhéhen die mathematischen Optionen des Pla-
kats weit Uber das Zahlen hinaus. Das eine Format entspricht 4 Bildern der Grund-
einheit, das andere Format entspricht 9 Bildern der Grundeinheit. Wir haben neut-
rale Kartonstlicke der Gré3e 4 und der GroBle 9 Grundeinheiten. Wenn wir z.B. 7
Viererkartons auf dem am Boden liegenden Plakat verteilen und dabei farbige Kop-
fe abdecken, materialisieren wir den Term 7* 4 = 28,

Uber diese unterschiedlich groe Kartonstiicke der GréBe 4 und 9 kénnen wir
auch untersuchen, welche anderen Ideen beim Erforschen mathematischer Phi-
nomene sich evozieren lassen.

Telefonnummern - Mathematik mit persénlichen Daten von SchiilerInnen

Das Projekt mit den Telefonnummern gehért zu dem Komplex ,,Mathematik mit
personlichen Daten von Schilerlnnen®. Es ist auch ein Teilbereich der Pfennigma-
thematik. Die Intention liegt in der Gewichtung und der intensiven Begegnung mit
den einstelligen Zahlen. Es handelt sich um eine Kartei mit den Telefonnummern
aller SchiilerInnen. Jede Nummer wird durch Pfennigsiulen reprisentiert. Parallel
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zur Kartei gibt es noch eine Namensliste an der Wand, auf der hinter jedem Namen
die Telefonnummern in Ziffern stehen.

Abbildung 3: Ein Pfennigbild einer Telefonnummer

Dieses Medium ist aus der Intention entstanden, die Aquivalenz zwischen Menge
und Zahl grundlegend anzubahnen und zu iben. Die einstelligen Zahlen kommen
mehrfach vor, aber immer in anderen Kombinationen und unter anderem Namen.
Das fihrt dazu, dass bei der Arbeit mit den Telefonnummern permanent getbt
wird, man aber nie das Geftihl von blindem Training hat. Wenn beispielsweise die 7
in zehn Nummern vorkommt, muss sie jedes Mal zahlend ermittelt werden. Die 7er
Saule ist so geklebt, dass nach 5 ein kleiner Abstand kommt. Das fihrt von der
Ebene einer ungeordneten Menge zur Strukturebene und erleichtert den Uberblick.
Da die Zahlen 6,7,8, und 9 alle die gleiche Struktur haben, bilden sich mit der Zeit
teste Bilder heraus in der Form 5 +X. Diese festen Bilder gehen mit der Zeit ganz
nattrlich in eine Notation Gber. Es existieren gute Moglichkeiten, von der Notation
wieder zurtckzublicken auf die Pfennige und die Kinder. Wir schauen einfach mal
nach, fur welche Kinder der Term zutrifft 5+2 =7. Bei korrekter Bearbeitung miis-
sen dann 10 Namen an der Tafel stehen.

Die Funferbiindelung spielt in der Mathematikdidaktik schon immer eine grof3e
Rolle. In den Unterrichtswerken des ,,mathe 2000“-Projekts (Miller u.a. 1997) er-
tahrt die Kraft der 5 eine durchgehende Systematik. Dabei besteht die Gefahr, dass
ein guter Gedanke dadurch konterkariert wird, dass er zum alles bestimmenden
Dogma erhoben wird. Augenfillig wurde mir diese Problematik bei vier Studieren-
den, die in meinem Workshop wihrend eines Freinettreffens teilnahmen. Sie konn-
ten gar nicht verstehen, dass fiir mich die Kraft der 5 nicht den deus ex machina
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reprasentierte, sondern ein didaktisches Primat von vielen. Meine Position resultiert
wahrscheinlich daraus, dass ich immer wieder bei der Arbeit mit unserem Material
erkenne, welche interessanten eigenen Strukturen auf der Basis von 5 bzw.10 die
Kinder entwickeln, wenn sie nicht in die didaktische Schiene des Schulbuchs ge-
presst werden. Es gibt einen ganz einfachen Arbeitsauftrag, bei dem die Kinder
auch ohne Material nach und nach die 5er Struktur entwickeln. Man bittet 4 bis 5
Kinder an die Schultafel und lisst jedes Kind etwa 14 Striche zeichnen, das nachste
Mal vielleicht 17, dann 25 usw. und beobachtet das Arbeitsverhalten. Es entsteht
bei einzelnen SchiilerInnen automatisch ein Trend zur 5, dhnlich wie bei der Kell-
nerin, die am Stammtisch eine Strichliste fir das Bier anlegt oder wie bei der Stu-
dentin, die mit Verkehrszihlung beschiftigt ist. Wenn die Kinder die strukturierte
Strichliste nicht selbst finden, ist es ein idealer Anlass fur eine mathematische Kon-
terenz, bei der wir gemeinsam nach guten Losungen in der optischen Darstellung
von grof3en Strichmengen suchen. Die kumulative Wirkung einer Strichliste ist fur
die menschliche Wahrnehmung. um so beeindruckender, je gréler die Menge ist.
Die gleiche Menge als Zahl geschrieben vermittelt nicht einen so nachhaltigen Ein-
druck. Dieses Effektes hat sich auch die Werbeagentur der CDU im Wahlkampf
2002 bedient, als sie ein riesiges Plakat mit in 5Ser gebtindelten Stichen tiber die gan-
ze Front des Adenauerhauses in Berlin gezogen hat, um so mit dieser konkreten
Darstellung der Arbeitslosenzahlen die Passanten in ithrem Wahlverhalten zu beein-
flussen.

Die Arbeit mit der Telefonkartei er6ffnet uns bis weit tiber den Schulanfang hin-
aus ein weites mathematisches Aktionsfeld, das nicht auf das erste Schuljahr be-
grenzt ist. Da jede Pfennigsidule sowie die Ziffern auf der Namensliste mehrmals
vorkommen, bietet dieses Medium ein natiirliches Plateau auf dem Weg zur Multi-
plikation. Bei der kontinuierlichen Arbeit mit der Kartei registrieren die Kinder die-
ses Phinomen meist von selbst, indem sie sagen: ,,Bei meiner Nummer kommt die
8 zweimal vor, bei mir kommt die 5 sogar dreimal vor usw. Um die Systematisie-
rung voranzutreiben, wird von jeder Karte eine Fotokopie gemacht. Die Kopien
werden ausgelegt, jedeR sucht sich seine Nummer mit dem Auftrag, jeden Pfennig-
turm von 1 bis 9 abzuschneiden und ihn in die entsprechende Rubrik auf einem
groflen Plakat an der Wand zu kleben. So erhalten wir Vielfache von allen einstelli-
gen Zahlen. Ausgehend von einzelnen Teilen dieses Plakates konnen wir in ver-
schiedene Richtungen das didaktische Feld der Multiplikation modulieren: 2er, 3er
.... 9er Tirme bauen mit den Pfennigen oder Wirfeln, die Rubrik 5 mit der ein-
schlagigen Strichliste darstellen, andere Rubriken auch in die 5er Struktur tbertra-
gen die Anzahl der Punkte einer Rubrik am grof3en Zahlenstrahl markieren und an-
deres mehr. Mit diesem Plakat wird ein wesentliches Arbeitsprinzip der Natirlichen
Mathematik ohne Schulbuch transparent: die Emanation der verschiedenen Ar-
beitsmittel und Ebenen aus sich selbst, sowie ihre Interdependenz. Pfennigkartei
(Materialebene), Fotokopie und Pfennigzeichnungen von SchiilerInnen (ikonische
oder Bildebene), Notationen, Zahlen, Terme (symbolische Ebene). Wichtig zum
Verstehen von Mathematik ist das Wechseln der Ebenen, d.h. immer mal wieder
von der abstrakten zur konkreten Ebene und umgekehrt. Dabei kann das Material
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auch wechseln, wenn wir z.B. die Telefonnummern nicht mit Pfennigen sondern
mit Tirmen von Wiirfeln darstellen und eine Zeichnung dazu machen. Mir ist ein-
mal ein Schiuler aufgefallen, der die Wirfeltirme so exakt mit seinem Lineal ge-
zeichnet hat, dass ich ihn zu meinem Spezialisten als Wiirfelzeichner bei der Her-
stellung von Arbeitsblittern ernannt habe. Ein wesentliches Kriterium dieses An-
satzes ist die dosierte Einbindung der Zahlen und Symbole und das Herausstellen
ithrer dokumentierenden und protokollierenden Funktion in dem Sinn: Wir schrei-
ben das auf, was wir gemacht haben, wir formalisieren eine Konfiguration. In der
allgemeinen Praxis und in den Schulbiichern ist meist die formale Ebene tiber Ge-
bihr gewichtet und die Material- und Handlungsebene randstandig.

Zu unserem mathematischen Ansatz gibt es eine schone Parallele in der Musik-
didaktik. Dort hat man mittlerweile auch gemerkt, dass eine Dominanz der forma-
len Schiene recht unnatirlich ist und oftmals mehr behindert als férdert. Mit der
Suzukimethode spielen die Kinder zunichst einfache Paraphrasen ohne Noten,
einzeln oder in Gruppen, treiben Musik, durfen sich ihrer Spielfreude hingeben,
und erst nach einer Phase der Erfahrung und Ubung treten die Noten als schriftli-
che Diktion von Musik hinzu. Ich glaube, das kann jede Mutter nachempfinden, die
ihr Kind beobachtet, wenn es nach den ersten Musikstunden muhsam ,,Hinschen
klein® von den Noten auf die Tasten Gbertragt, obwohl die Schwierigkeiten elimi-
niert sind und alles zunichst einmal in C Dur beginnt. Es gibt dazu eine schone Al-
ternative des natiirlichen Lernens: den Flohwalzer. Er spielt in der Musikkultur der
Kinder eine groB3e Rolle und verbreitet sich recht gut ohne Musiklehrer, obwohl er
in einer vom Quintenzirkel her gesehen recht schwierigen Tonart gespielt wird, in
Fis Dur. Die Kinder, die noch nichts von Dur und Moll wissen, geben den Floh-
walzer mit ihrer eigenen Didaktik weiter, die ich so definieren wirde: Zuerst nur
schwarze Tasten und dann ein paar direkt daneben liegende weille Tasten.

Die Telefonnummernkartei bietet auch eine grof3e Bandbreite im Rahmen einer
o6konomischen Planung von Unterricht. Sobald die Kinder die Vornamen ihrer
Mitschiiler lesen beziechungsweise identifizieren kénnen, kopieren wir die Klassen-
liste fiir jedes Kind, legen die mit einem Namensschild versehenen Karteien in ei-
nem Lernzirkel aus, schicken die Kinder beim Start zuerst zu ihrer eigenen Kartei.
Sie sollen die Pfennige der ersten Kolonne zihlen und die Zahl in die Liste hinter
dem Namen eintragen und dann das gleiche bei allen anderen Karten und Namen
machen. Das Anspruchsniveau bei diesen Lernzirkeln lasst sich mit der Zeit stei-
gern, obwohl wir immer das gleiche Material mit den gleichen Namenslisten bentit-
zen: z.B. die Pfennige von mehreren Sidulen zihlen, spiter von allen Sdulen, die
Pfennigmenge nach der Kategorie von grofier 35, kleiner 35 markieren, gerade/
ungerade Zahlen, Gesamtmenge ist Element der Zweierreihe oder nicht, ist Ele-
ment mehrerer Reihen, Teilbarkeit, Teilbarkeitsregeln, Primzahlen und anderes.
Den ganzen Lern- und Erkenntnisstrang, den wir bis dato auf der konkreten Ebene
verfolgt haben, konnen wir auf der Zahlenebene wiederholen, in dem wir nicht die
Kartei beniitzen, sondern nur die Zahlentabelle an der Wand. Die didaktische Pa-
lette ist immens, das Anspruchsniveau variabel, wir kénnen in alle Richtungen ma-
thematisieren. Vielleicht stellen wir uns irgendwann der Herausforderung, die
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Summe aller Ziffern von unseren Telefonnummern zu ermitteln oder der Frage,
welche Kriterien erfillt sein miissen, dass die Summe aller Ziffern gerade ist.

In unserem Projekt konnten wir auch ein interessantes, intra- und interindividu-
elles Verarbeitungsphinomen erforschen. Verschiedene Menschen lesen eine Tele-
fonnummer in verschiedener Weise. Sie benennen die Ziffern einzeln, sie lesen sie
als zweistellige Zahlen, in Mischformen oder ganz anders. Es ist gar nicht so leicht,
eine einmal automatisierte Sprechtechnik umzustellen. Ich habe dieses Phinomen
in Veranstaltungen mit Erwachsenen getestet und mochte den Lesern anheim stel-
len, es selbst einmal auszuprobieren und ihre Telefonnummern in verschiedenen
Varianten aufzusagen. Organisieren und operieren wir in diesem Sinn, so eroffnet
sich tber diese Nummern ein attraktives Arbeitsfeld in dem Beziehungsnetz von
einstelligen und mehrstelligen Zahlen, von verschiedenen arithmetischen Berei-
chen, von der Algebra bis zur Stochastik.

Erfinderrunde nach Paul le Bohec

Um dem Auditorium zu ermdglichen, in einer Art mathematischer Selbsterfahrung
ein in der Freinetpidagogik beliebtes Verfahren der Kommunikation kennen zu
lernen, habe ich eine Runde zur Herstellung eines eigenen mathematischen Produk-
tes angeleitet. Im Anbetracht der zur Verfliigung stehenden Zeit und der Anzahl der
TeilnehmerInnen habe ich mich auf den ersten Teil dieser freinetpidagogischen
Arbeitstechnik beschrinkt, bei der jedeR auf seinem noch leeren weillen Blatt alle
Optionen fiir mathematische Muster, Zeichen und Symbole hat, um kurz das ma-
thematisch auszudriicken, was ihn irgendwann einmal von der Welt beeindruckt
hat. So wurde etwa die in Abbildung 4 dargestellte Erfindung gemacht.

Abbildung 4: Ergebnis einer Erfinderrunde im Rahmen der Darmstidter Tagung

Fir das Kommunizieren von Mathematik ist der zweite Teil bedeutsam, da in
dieser Phase die einzelnen Produkte und Kreationen thematisiert werden und sich
ein lebendiger und spannender Diskurs entwickelt. Bei der raffinierten Technik,
dass zuerst die Gruppenmitglieder sprechen diirfen und erst zum Schluss die/der
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Autorln, wird fir einen Menschen manches zu Tage gefordert, was bisher in den
Katakomben seines Unterbewussten und Vorbewussten abgelagert war. Durch ei-
nen gruppendynamischen Prozess er6ffnen sich neue Aspekte fir die Mathematik
und neue Wahrnehmungen der eigenen Personlichkeit (vgl. auch Hilswitts Beitrag
in diesem Band) .

In dem dritten Teil stehen dann mathematische Fragen im Vordergrund, die sich
aus dem extensiven Diskurs herausschilten und nun einer Beantwortung zugefithrt
werden kénnen. Die schriftliche Fixierung der Fragen, der Antworten und vor al-
lem des Arbeits- und Erkenntnisprozesses in einer Art Lerntagebuch bildet mit Si-
cherheit ein Medium mit héherem Vertrauen und starkerer Empathie als ein unver-
trautes, triviales, von fremden Menschen konzipiertes, in emotionaler Ferne ange-

siedeltes Schulbuch.

Aktuelles

In dieser Station habe ich Artikel und Berichte aus Fachzeitschriften Tages- und
Wochenzeitungen mit bildungspolitischen Themen exponiert, in denen nicht nur
die Schule, sondern unser gesamtes Bildungswesen kritisch hinterfragt wird. Die
Uber viele Jahre auf den seichten Gewissern der deutschen Bildungslandschaft da-
hin dimpelnden Schaluppen wurden durch den tosenden Sturm von TIMSS, PISA
und LAU aufgewirbelt und zum Kentern gebracht. Fir viele Menschen war die
Publikation dieser Studien eine Sensation, die eigentliche Sensation fiir mich waren
die Kommentare von Schiilern und Studenten, mit denen ich sprach: ,,Na und, das
ist doch klar, das weil} ich schon lang.” - eine richtige Diagnose aus Erfahrung. Al-
les in allem ein miserables Zeugnis fiir ein tuberholtes System.

Es besteht allgemeiner Konsens, dass wir eine andere Navigation fiir unseren
schwerfilligen Bildungstanker brauchen. In seiner berihmten Rede an der Betliner
Humboldtuniversitit hat uns Altbundesprisident Herzog eine erste Navigationshil-
fe gegeben: “ Sprengt die buirokratischen Fesseln! Das erfolgreiche schwedische
Bildungswesen hat diese schmerzhafte Operation schon hinter sich, wenn Mats
Ekholm, der Direktor der neuen nationalen Bildungsagentur Skolverket sagt: ,, Wir
haben die Burokratie geschlachtet.” Das reicht aber noch nicht. Ich glaube, es wird
schwer sein, die tief sitzende Angst in unseren Schulen zu vertreiben und die Un-
kultur des Misstrauens durch die Kultivierung von Vertrauen zu ersetzen.

Es gibt eine Chance, wenn Verinderungen ab origine eingeleitet werden und
nicht aus schnell praktizierbaren Patentrezepten und einem Aktionismus mit griffi-
gen Formeln resultieren. Als Ansatzpunkt fir eine neue Lernkultur legt die Frei-
netpiadagogik groBlen Wert auf den freien Ausdruck, der mit der Férderung von
Kommunikation aller Sinne eng verbunden ist. Dazu gilt es, abzuriicken von der
Teilchendidaktik des lehrerzentrierten Unterrichts, durch den die Schulerlnnen mit
Wissen abgefillt werden, wie man leere Fasser fiillt, bei dem die Verbalanteile grof3
und die Handlungsanteile klein sind. Wie man statt dessen Kommunikation der
Sinne férdern kann, von Auge zu Auge, von Ohr zu Ohr, mit physischer Prisenz
von Koérper und Geist, von Verstand und Gefiihl, habe ich an vielen Beispielen
vorgestellt.
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Dialogisches Lernen in der Lehramtsausbildung

Lisa Hefendehl-Hebeker

Zusammenfassung: Es wird immer wieder gefordert, dass die Ausbildung der
Lehramtsstudierenden auch in der Wahl der Veranstaltungsform exemplarischen
Charakter fir die intendierte kinftige Berufspraxis der Adressaten haben soll. In
diesem Sinne erprobt die Autorin dialogische Elemente in ihren Lehrveranstaltun-
gen, insbesondere auch in solchen, die vorrangig der fachlichen Vermittlung dienen.
Eine anschliefende Reflexion der erlebten Kommunikationsprozesse aus fachlich-
epistemologischer wie aus fachdidaktischer Sicht ermdglicht eine Integration von
tachlichen und didaktischen Ausbildungsanteilen.

1. Standortbestimmung

Die Auffassungen vom Lernen haben sich gewandelt. Das Lernen in institutionali-
sierten Ausbildungssystemen wird neu Uberdacht; dabei sind drei Aspektbereiche
betroffen: die lernpsychologischen Bedingungen, die bildungspolitischen Zielset-
zungen und die didaktischen Arrangements. Die politisch durchschlagende Wir-
kung der internationalen Vergleichsstudien TIMSS und PISA haben das 6ffentliche
Interesse an entsprechenden Ubetlegungen zur Neugestaltung des Schulunterrichts
aufgertttelt. In konsequenter Fortfiihrung steht auch die universitire Lehramtsaus-
bildung neu zur Disposition.

Vom Standpunkt der Lerntheorie besteht inzwischen weitgehend Konsens dar-
Uber, dass Wissen sich nicht eindeutig auf dem Wege der Mitteilung von Lehrenden
auf Lernende tUbertragen lasst.

,Das Fundament, die zentrale These ist die Erfahrung, dass Unterricht — gesehen als
Lernprozess der Lernenden — nur sehr ungentigend gelingt, wenn man diesen Lernenden
tertige Lehrgebaude mit meist geheimer Lehrabsicht vorsetzt, die ohne Rucksicht auf Dif-
terenz und personliche Wege der Lernenden entworfen sind und ,durchgezogen® werden®
(Vorwort von R. Meier in Ruf & Gallin 1998).

Dementsprechend wird eine Lernkultur gefordert, in der verstarkt passives und re-
zeptives Lernen durch aktives und konstruktives Lernen ersetzt wird (Weinert
1998).

Aus Sicht der Bildungstheorie verlangen die sich beschleunigenden Verinderun-
gen der postmodernen Wissensgesellschaft nach zukunftsoffeneren Qualifikatio-
nen. Dies bedeutet eine Verschiebung vom statischen Bildungsvorratsmodell zum
dynamischen Bildungserneuerungsmodell (Weinert, ebd.). Dementsprechend wird
eine Lernkultur gefordert, die mit der Vermittlung fachlicher Inhalte auch Lern-
und Methodenkompetenzen ausbildet, also Lernstrategien und Fahigkeiten zur
selbststindigen Probleml6sung und zur metakognitiven Reflexion entwickelt.

Schlieflich bedingen gesellschaftliche Umbriiche, begleitet von einem Wandel

traditioneller Wertorientierungen, die Losung komplexer werdender Aufgaben bei
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gleichzeitigem Verlust von Verlisslichkeiten in der individuellen Lebensfithrung
(DGEE 1997). Somit muss Unterricht einerseits die Fihigkeit zur Teamarbeit,
Kommunikation und Kooperation stirken und andererseits auch Erscheinungen
von Unsicherheit und Desorientierung im personlichen Leben begegnen und das
positive Selbstwertgeftihl und die Selbststindigkeit des Handelns in sozialer Ko-
operation und Verantwortung bei gleichzeitig realistischer Einschitzung der je eige-
nen Fahigkeiten stirken. Damit ist der Bereich der Selbst- und Sozialkompetenz
angesprochen.

Um diesem Geflecht von Anforderungen zu begegnen, wird eine stirkere Be-
ricksichtigung von Formen selbstorganisierten und selbstgesteuerten Lernens ge-
tfordert, die eine integrierte Entwicklung der drei Kompetenzbereiche — Fachkom-
petenz, Lern- und Methodenkompetenz, Selbst- und Sozialkompetenz — ermoglicht
(Arnold & Schufller 1998, Wiater 2001). Dabei kommt neben den Lerninhalten
auch den Lernwegen eine zentrale Bedeutung zu.

Die begrindete Hoffnung besteht darin, dass in geeignet organisierten lebendi-

gen Lernprozessen zugleich fachliches Lernen wie auch die Entwicklung auf3erfach-
licher und tbergreifender Fahigkeiten so angestoflen werden, dass die Effekte sich
gegenseitig intensivieren. Wie Ruf und Gallin (1998) tberzeugend dargelegt haben,
ist ein authentischer Dialog zwischen Lehrenden und Lernenden, gefiihrt als ,,Aus-
tausch unter Ungleichen® (ebd.), hierfiir eine tragfihige Grundlage.
,Lernen wird begriffen als Wechselspiel von Produktion und Rezeption, das von den
Lernenden gleichermallen geprigt und gelenkt wird wie von den Lehrenden® (ebd. S. 14).
Um solche dialogischen Lernprozesse anstof3en und einfiihlsam begleiten zu kon-
nen, miissen Lehrerinnen und Lehrer ihrerseits entsprechende Lernerfahrungen
gemacht haben. Die Art, in der die Lehrenden selbst gelernt haben, hat Folgen fuir
ihre spitere Berufsaustibung. Wenn sie es aufgegeben haben, Fragen zu stellen und
um ein aktives Verstindnis zu ringen, weil thnen im Interesse der "Stoffbewilti-
gung" nur die Flucht in ein rezeptives Verhalten blieb, werden sie sich schwer tun,
Kinder zu aktiv-entdeckendem Lernen anzuleiten (Miuller u. a. 1997).

In dieser Studie soll anhand von Beispielen gezeigt werden, wie man in den be-
stehenden Alltag der Lehramtsstudienginge ohne grof3e Verinderungen der Rah-
menbedingungen punktuell dialogische Elemente einbauen kann. Damit sind Ar-
beitsphasen unterschiedlicher Liange gemeint, in denen versucht wird, in einer mog-
lichst authentischen Diskussion eine Fragestellung zu bearbeiten oder ein Problem
zu l6sen.

2. Elemente dialogischen Lernens in der fachlichen Ausbildung

Seminare in universitiren Mathematik-Studiengingen dienen in der Regel der Ver-
tiefung des Wissens in einer bestimmten mathematischen Disziplin. Inhaltlich
schlieBen sie meist an eine Vorlesung oder einen Vorlesungszyklus an. Die vorherr-
schende Vermittlungsform ist die des Referates. Die Studierenden iibernehmen
also wiahrend ihres eigenen Vortrages eine aktive, sonst eine iiberwiegend passive
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Rolle.
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Im Sommersemester 2001 veranstaltete die Verfasserin ein zweistiindiges Semi-
nar, das sich von der geschilderten klassischen Seminarform wesentlich unter-
schied. Inhaltlich war es als Einfiihrung, nicht als Vertiefung konzipiert. Das kam
bereits in dem Titel ,,Stochastik fir Einsteiger” zum Ausdruck; damit war es nach
dem gleichnamigen Buch von N. Henze (Henze 2000) benannt, das auch als Text-
grundlage diente. Die Arbeitsform war die des moderierten Unterrichtsgespriaches
mit Aufgaben zur Nachbereitung. Adressaten waren Studierende des LLehramtes der
Sekundarstufe I, also eines Studienganges, der nach Umfang und Anspruch der
tachlichen Ausbildung deutlich unterhalb des Diplomstudienganges anzusiedeln ist.

Das Seminar hatte zwolf Teilnehmer/innen, die wahrend des Studiums noch
keine Lehrveranstaltung zur Stochastik besucht hatten und die aus der Schule
grof3enteils entweder gar keine oder nur rudimentire Kenntnisse zum Thema mit-
brachten. Methodisch hatte die Veranstaltung folgende Komponenten:

Arbeit wihrend der Sitzungen: Einfuhrende Lernimpulse der Leiterin; diese hat-
ten meist die Gestalt einer auf ein prototypisches Beispiel bezogenen Problemauf-
gabe; weitgehend selbststindige Bearbeitung der Problemstellungen durch die Teil-
nehmer/innen in einem zuriickhaltend modetierten Gruppengesprich mit stich-
wortartiger Protokollierung des Argumentationsganges an der Tafel; gelegentlich
auch Einzel- oder Partnerarbeit; anschlieBende Reflexion, dabei Festhalten wichti-
ger Ergebnisse an der Tafel; im Bedarfsfall Erginzungen durch die Leiterin.

Hiusliche Nachbereitung: Erstellung von Sitzungsprotokollen durch die Teil-
nehmer/innen; diese wurden von der Leiterin korrigiert, von dem/der jeweiligen
Verfasser/in tberarbeitet und dann allen Teilnehmer/innen ausgehindigt; Nachar-
beiten des jeweiligen Themas anhand des Lehrbuches einschlief3lich der dort ge-
stellten Ubungsaufgaben, deren Losungen zu Beginn der nichsten Sitzung bespro-
chen wurden.

AuBerlich kann diese Gestaltung den Eindruck eines verschulten Arbeitsstils er-
wecken. Um einen Einblick in die Feinstruktur zu vermitteln, soll exemplarisch ei-
ne Arbeitsphase im Detail dargestellt werden.

Beispiel 1: Der Einstieg in stochastische Denkweisen:

,»Arno und Bert werfen abwechselnd zwei Wiirfel. Sie vereinbaren: Wenn die Augen-
summe ungerade ist, soll Arno einen Gewinnpunkt bekommen, wenn sie gerade ist, soll
Bert einen Gewinnpunkt bekommen. Haben Arno und Bert sich diese Spielregel gut
tberlegtr*

Die Aufgabenfrage rief im Rahmen einer Gruppendiskussion sofort eine Kette
von Argumenten hinsichtlich der zu erwartenden Gewinnchancen auf den Plan:

1. Gerade und ungerade verhalten sich wie 50:50; also haben Arno und Bert die gleiche
Chance.

2. Es gibt aber 11 verschiedene Augensummen, namlich 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12;
davon sind 6 gerade und 5 ungerade. Demnach hitte der Spielausgang ,,gerade® die
groBere Chance.

3. Es gentigt noch nicht, die verschiedenen Augensummen zu betrachten, man muss
zusatzlich untersuchen, wie oft eine Augensumme vorkommen kann. So gibt es zum
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Beispiel fir die Augensumme 3 eine Kombination, nimlich 1 und 2, und fir die Au-
gensumme 6 gibt es drei Kombinationen: 1 und 5, 2 und 4, 3 und 3.

4. Einspruch: auch diese Sichtweise ist zur Beurteilung des Problems noch nicht genau
genug. Man muss aullerdem in Betracht zichen, dass die beiden Wiirfel verschieden
sind, daher kann z. B. die Kombination 1/5 zweifach vorkommen — je nach dem, wel-
cher Wiirfel welche Augenzahl zeigt.

Auf diese Weise verfeinerte sich in der Gruppeninteraktion Zug um Zug die
Sichtweise. Die stichwortartige Erfassung der Argumente an der Tafel diente dabei

als Aufmerksamkeitsfokus fiir weitere Uberlegungen. Der Prozess fithrte zu dem
Plan, alle denkbaren Kombinationen von zwei gewturfelten Augenzahlen aufzulis-

ten, und dies moglichst tbersichtlich. Es ergab sich folgendes Bild (Abb. 1):

(1,1 [(1,2)[(1,3)|(1.4)[(1,5)|(1,6)
2,1) 1(2,2)](2,3)[(24)](2,5)](2,6)
3., 1(3,2)[(3,3)|(3,4)(3,5]3,6)
4,1) (42)|43)[(44)](4,5)](4,6)
(5,1) 1(5,2)[(5,3)|(5,4)(5,5)](5,6)
(6,1) 1(6,6)](6,3)(6,4)](6,5)](6,6)

Abb. 1

Der nichste Vorschlag sah vor, den Eintriagen in der Tabelle die Pradikate ,,g* und
,»u fur  Augensumme gerade® bzw. ,,Augensumme ungerade® zuzuweisen und die
jeweilige Haufigkeit des Vorkommens abzuzihlen. Es ergab sich, dass beide Héu-
tigkeiten tibereinstimmend 18 betrugen. Damit lautete das Urteil tber die getroffe-
ne Spielregel: die Chancen fiir beide Spieler sind gleich, die Regel ist gerecht.

Einige Teilnehmer/innen hatten fiir diese Beobachtung eine prignante Visuali-
sierung gefunden, indem sie in der Tabelle die Zellen mit geraden Augensummen

einfarbten (Abb. 2):

(1L,D | (1,2)[(1,3)| (1,4) [(1,5) (1,6)
(2,1) 1(2,2)(2,3) (2.4) | (2,5) [(2,6)
(3.1) (3,2){(3,3)|(3,4) [(3,5)| (3,6)
(4,1) 1(4,2)|(4,3)(44) | (4,5) [(4.6)
(5.1) [ (5,2)[(5,3)|(5.,4) [(5,5)](5,6)
(6,1) [(6,6)](6,3)[(6,4)](6,5) (6,6)

Abb. 2

Das entstehende Schachbrettmuster machte die Gleichverteilung der Pridikate ,,g*
und ,,u”, die innerhalb jeder Zeile und Spalte fortlaufend abwechseln, so augenfil-
lig, dass sich ein Abzahlen eigentlich ertibrigte. Daher bestand auch kein Zweifel,
dass das Spiel fair bleiben wiirde, wenn man den Standardwiirfel durch einen Do-
dekaederwiirfel mit zwolf oder einen Ikosaederwirfel mit zwanzig Seitenflichen
ersetzt, da das Schachbrettmuster zur Darstellung dieser Fille einfach entsprechend
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fortgesetzt werden musste. So erlebten die Teilnehmer/innen, wie man durch ge-
schicktes gedankliches Ordnen Uberblicke tiber Problembereiche gewinnen kann,
die das mithsame Uberpriifen von Einzelfillen ersparen.

Der Verlauf des Lernprozesses zeigt eine interaktive Entwicklung der Gedanken
in der argumentativen Rede; dabei konnten charakteristische Grundziige mathema-
tischer Wissensbildung erfahren werden, hier z. B.:

* die fortlaufende Ausdifferenzierung und Prazisierung intuitiv vorhandenen
Wissens,
* das gedankliche Ordnen und Strukturieren,

* die Bedeutung unterstitzender Notationsformen und erklirender Metaphern
tir den Lernprozess.

Dass die beobachtete Dynamik kein Einzelfall ist, zeigt ein analoger Diskussi-
onsverlauf zu dem bekannten ,,Ziegenproblem®, der sich zu Beginn dieses Semes-
ters in meiner Vorlesung ,,Didaktik der Stochastik in der ,,Sekundarstufe 11 entwi-
ckelte und den ich zum Vergleich kurz skizzieren mochte. Zur Erlauterung méchte
ich hinzufiigen, dass ich, ermutigt durch die Erfahrungen in Seminaren und Prakti-
ka, dialogische Elemente auch in Votlesungen einbaue, wenn die Zahl der Ho-
rer/innen das zuldsst. Inhaltlich ist die Vorgehensweise natitlich nicht auf die Dis-
ziplin Stochastik beschriankt.

Beispiel 2: Prizisierung intuitiv vorhandenen Wissens

Sie nehmen an einer Spielshow teil, bei der Sie eine von drei verschlossenen Ttren aus-
wihlen sollen. Hinter einer der drei Ttren wartet ein Auto auf Sie, hinter jeder der beiden
anderen Turen steht eine Ziege. Sie zeigen auf eine Tur, sagen wir Nummer eins. Der
Moderator weil3, hinter welcher Ttur sich das Auto befindet. Mit den Worten ,,ich zeige
Thnen mal was®, 6ffnet er eine Ziegentir, sagen wir Nummer drei. Er fragt Sie darauf hin:
,,Bleiben Sie bei der zuerst gewihlten Tur oder wollen Sie umwihlen?*

Zur Frage, ob Umwihlen gunstig ist, entwickelte sich die folgende Argumentati-
onskette:

1. Nein (bzw. egal), denn die Chance fiir das Auto ist 1/3.

2. Beim Wechsel erh6hen sich die Chancen nicht auf 50:50.

3. Am Anfang erwischt man mit einer Wahrscheinlichkeit von 2/3 eine falsche Tir; man
hat ,,eher” eine falsche Tir. Darum sollte man sich umentscheiden. Das wire logi-
scher.

4. Die Wahrscheinlichkeit, am Anfang das Auto zu treffen, ist geringer als die einer Zie-
ge. Deshalb ist es besser, umzuwihlen, denn wenn eine Ziegentiir bereits getffnet ist,
st die Wahrscheinlichkeit 50:50. Man verbessert also die Gewinnwahrscheinlichkeit
durch Umwihlen.

5. Verfihrt man nach der Strategie des grundsitzlichen Umentscheidens, gewinnt man
nur dann das Auto nicht, falls man sich schon bei der 1. Wahl korrekt fir die Autottiir
entschieden hatte.

Man merkt, wie sich eine Einsicht dafur anbahnte, dass Umwihlen die Chancen fir
den Gewinn verbessern kénnte, wobei es zunichst schwierig war, die Verbesserung
zu beziffern. Erst die letzte Antwort ebnete den Weg fir eine prizise quantitative
Erfassung.

Ein dialogisches Verfahren bietet sich aber auch dort an, wo es darum geht, Gren-
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zen des intuitiven Erfassens bewusst zu machen und jenseits dieser Grenzen ver-
lissliches Wissen zu generieren. Das geschah in der betreffenden Vorlesung u. a. im
Rahmen des bekanntermallen schwierigen Themas ,,bedingte Wahrscheinlichkeit*
anhand des folgenden Beispiels (Barth u. a. 2000). Zur Vorab-Information fiir die
Leser/innen sind die Lésungen in Klammern angegeben.

Beispiel 3: Grenzen der Intuition

Die 52 Karten eines Bridge-Spiels werden auf 4 Spieler verteilt.

a) Theodor sagt, er habe ein As. Wie grol3 ist unter dieser Bedingung die Wahrscheinlich-
keit dafur, dass er mindestens ein weiteres As besitzt? (Antwort: = 37 %)

b) Theodor sagt, er habe das Pik-As. Wie grof3 ist nun die Wahrscheinlichkeit daftr, dass
er mindestens ein weiteres As besitzt? (Antwort: = 56 %)

Es ist zunichst erstaunlich, dass die beiden Wahtscheinlichkeiten so verschieden
sind. Man wirde nicht vermuten, dass die zusatzliche Information, welches As
Theodor hat, das Ergebnis erheblich beeinflusst, weshalb die Autoren des betref-
tenden Unterrichtswerkes die Aufgabe auch als ,,Bridge-Paradoxon® bezeichnen.
Entsprechend tastend begannen die Ubetlegungen zu der Frage, ob die Aufgaben-
teile gleichwertig seien:

1. Die Teilaufgaben a) und b) sind gleichwertig, denn jedes As ist ein spezielles As; interessant
ist nur, dass noch 3 Asse im Spiel sind.

2. Die Teilaufgaben a) und b) sind nicht gleichwertig, weil die Bedingungen unterschiedlich
sind.

3. Es ist wahrscheinlich, dass sich verschiedene Zahlenwerte fiir die Bedingungen auf die Ge-
samtberechnung auswirken. Es gibt weniger Méglichkeiten, das Pik-As und ein weiteres As
zu haben, als irgendwelche zwei Asse.

Die weitere Diskussion um diese Aufgabe rief die gesamte Verstehensproblematik
zum bereits eingefihrten Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit noch einmal auf
den Plan, nidmlich dass sich beim Ubergang von der a-priori-Wahrscheinlichkeit zur
bedingten Wahrscheinlichkeit weder das zugrunde liegende Zufallsexperiment noch
das betrachtete Ereignis dndert, wohl aber die Bemessungsgrundlage fiir die Wahr-
scheinlichkeit seines Fintretens. Ein Student beharrte lange und mit immer neuen
Rechtfertigungsversuchen auf seiner in 1. zitierten Antwort. Damit wurde ich ver-
anlasst, meine Erlduterungen zum Thema jenseits der formalen Darstellung zu
tberdenken, zu nuancieren, nach neuen geeigneten sprachlichen Metaphern (,,Be-
messungsgrundlage®) zu suchen und Querverbindungen zu anderen Beispielen her-
zustellen. So wurde Lernen tatsichlich zum Wechselspiel von Produktion und Re-
zeption, das von den Lernenden gleichermallen gepragt und gelenkt wurde wie von
der Lehrenden (s.0.).

Die Arbeit an den Bridge-Paradoxon zog sich auf diese Weise tiber zwei Dop-
pelstunden hin. Den Rickblick auf den Dialog habe ich zum Anlass genommen,
den Studierenden situationsbezogen etwas tiber Stufen des Verstehens mathemati-
scher Inhalte zu sagen:

Die erste Stufe besteht darin, einen Sachverhalt zu erfassen (wissen, worum es
geht), und ihn schrittweise wiedergeben zu kénnen. Das wiirde hier bedeuten, dass
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man die Aufgabenlosung Schritt fiir Schritt reproduzieren kann. In einer nachsten
Stufe wird es moglich, vergleichbare Probleme zu l6sen (z. B. das ,,Zwei-Kinder
Paradoxon®). Ein vertieftes Verstindnis ist erreicht, wenn es moglich wird, den
Sachverhalt zu analysieren, zu interpretieren und strukturiert darzustellen. Dazu
gehort vor allem das Herausarbeiten der zugrundeliegenden Ideen und deren Un-
terscheidung von technischen Hilfsmitteln. Diese bestehen hier in der Notwendig-
keit, eine geeignete ,,Bemessungsgrundlage™ zur Bestimmung der Wahrscheinlich-
keit festzusetzen. Das kann dadurch geschehen, dass man fur die Teilaufgaben je
passende Ergebnisraume festsetzt (die Menge aller Kartenauswahlen, die mindes-
tens ein As bzw. exakt das Pik-As enthalten); in dieser Perspektive ist die Aufgabe
bereits unter dem Thema ,,Ergebnisraume® behandelbar. Eine weiterfuhrende Idee
ist mit dem Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit verbunden; so kann die Auf-
gabe auch in dieser Perspektive aufgegriffen oder neu behandelt werden. Zur fort-
schreitenden Beweglichkeit des Wissens gehort es, die Aufgabe in beiden Perspek-
tiven mit ihren je eigenen Akzentuierungen darzustellen und Beziehungen zwischen
den Perspektiven herauszuarbeiten.

Zu einem didaktisch sensiblen Verstindnis gehort es dartiber hinaus: wissen,
welche kognitiven Werkzeuge zur Bearbeitung benotigt werden (hier z. B. Prazisie-
ren und das Formalisieren), weil ein solches Wissen ein akzentuiertes Moderations-
verhalten seitens der Lehrkrifte unterstiitzt; geeignete Lernanlisse kennen; auf
mogliche Einwinde und Lernhindernisse reagieren besser noch: diese antizipieren
konnen (vgl. Sjuts 1999).

An diesen Kompetenzen muss stindig gearbeitet werden, so das auch Lehrende
einem stindigen Lernprozess unterliegen und dazu eine forschende Grundhaltung
entwickeln sollten.

Insgesamt zeigt dieses Beispiel erneut, dass dialogisches Lernen in der fachlichen
Ausbildung nicht nur den themenspezifischen Lernprozess intensiviert, sondern
auch geeignet ist, wichtiges Berufswissen fir angehende Lehrkrifte aufzubauen.
Insofern verbinde ich damit die Hoffnung, dass eine so geartete Lernerfahrung sich
zu einem Element einer effizienten Integration fachlichen und fachdidaktischen
Wissens in der Lehramtsausbildung entwickeln lasst.

3. Elemente dialogischen Lernens in der fachdidaktischen Ausbildung

Fachdidaktik als Wissenschaft vom Lehren und Lernen fachlicher Inhalte hat eine
spezifische Form der Theoriebildung, die tberwiegend sprachlich vermittelt wird.
Das Medium der Verstindigung ist eine gehobene Umgangssprache, die durch
Fachtermini prizisiert und ausdifferenziert wird. Solche fachdidaktischen Spezial-
begriffe sind aber ebenso wie mathematische Fachbegriffe nicht notwendig selbst-
erklirend, sondern ihre Bedeutung erschlie3t sich erst in einem lingeren Lernpro-
zess. Insofern ist hier ebenso viel Veranlassung fiir aktives und konstruktives Ler-
nen in der Lehramtsausbildung gegeben wie hinsichtlich fachwissenschaftlicher In-
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halte. Hinzu kommt, dass Studierende mathematisch-naturwissenschaftlicher Fa-
cher hiufig noch weniger Erfahrung im Umgang mit geisteswissenschaftlich ge-
pragten Artikulationsformen haben als Studierende anderer Faicher.

Aufgefallen ist mir dieses Verstindigungsproblem schon vor Jahren, seit ich es
mir zur Gewohnheit gemacht habe, im Rahmen meiner studienbegleitenden fach-
didaktischen Praktika auch Grundlagen der interpretativen Unterrichtsforschung zu
vermitteln. Als Einfithrung eignet sich der Ubersichtsartikel von G. Krummheuer
und J. Voigt (1991): ,,Interaktionsanalysen von Mathematikunterricht. Ein Uber-
blick tber Bielefelder Arbeiten® (Dort werden an einer exemplarisch ausgewihlten
Unterrichtsepisode zum Begriff des Zufalls die theoretischen Annahmen (insbe-
sondere die konstruktivistische Sichtweise) sowie spezifische Begriffe (Rahmung,
Rahmungsdifferenz, Routinen usw.). Die Behandlung dieses Artikels mochte ich
hier exemplarisch fiir eine Form des dialogischen Lernens in der fachdidaktischen
Ausbildung darstellen.

Inhaltlich geht es in der Unterrichtsepisode um folgendes: ein Mathematiklehrer
mochte die Schiler seiner 7. Realschulklasse in die Wahrscheinlichkeitsrechnung
einfihren. Mehrere Schiiler/innen sollten zu Hause je 11-mal einen Wiirfel werfen
und notieren, wie oft jede Augenzahl vorkam. In der Stunde werden die Ergebnisse
an der Tafel gesammelt. Der Lehrer setzt nun darauf, dass die Schiiler/innen an
den unterschiedlichen Haufigkeiten den Zufallsaspekt der Wiirfelversuche erken-
nen. Diese sind jedoch zunichst nach bisheriger Gewohnheit auf arithmetische As-
pekte des Zahlenmaterials (GroBe, Teilbarkeitsbeziehungen) zentriert.

In den ersten Durchgingen habe ich den Artikel vorbereitend lesen lassen und
dann in einer Seminarsitzung ,besprochen. Dabei manifestierte sich regelmalig
eine Abwehr der Studierenden gegen die — hier m. E. noch moderat verwendete —
Fachsprache mit der landliaufig bekannten Begriindung, das sei doch nicht nétig,
die Zusammenhinge kénne man doch auch einfacher darstellen. Die ersten Ansat-
ze dialogischen Vorgehens bestanden hier zunichst darin, die Abwehr erst einmal
zuzulassen, um auf diese Weise emotionale Blockaden abzubauen und die Emp-
fanglichkeit fir eine Ausdifferenzierung der Sichtweisen und der begleitenden
sprachlichen Artikulation zu erhéhen.

Danach bin ich dazu tbergegangen, die Arbeitsform zu dndern und dhnlich wie
bei der Erarbeitung exemplarischer mathematischer Probleme zu Beginn eine auf
die vorhandene intuitive Verstehensbasis gestiitzte Analyse der Unterrichtsepisode
im Dialog vorzunehmen. Die Argumente wurden wieder an der Tafel notiert; an-
schlieBend konnten die zum Teil unbeholfenen bzw. tastenden, aber in die richtige
Richtung zielenden umgangssprachlichen Beschreibungen durch die Spezialbegriffe
der Autoren superponiert werden, um auf diese Weise die Bedeutung einer prizi-
sierenden Ausdrucksweise splrbar werden zu lassen.

4. Die Rolle der Kommunikation in den dargestellten Ansitzen

In den dargestellten dialogischen Arbeitsformen werden Inhalte im gemeinsamen
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Nachdenken und Kommunizieren erarbeitet. Angestrebt wurde eine authentische
und riicksichtsvolle intellektuelle Auseinandersetzung in kreativer Mulle, also eine
moglichst dichte und zugleich entspannte, aber spannende Atmosphire, die, wie die
Erfahrung zeigt, einen hohen Aufmerksamkeitsgrad erreichen kann. Dadurch wird
zugleich versucht, ein Vorbild fiir die kiinftige Unterrichtssituation der angehenden
Lehrer/innen zu schaffen.

Ich mochte die Rolle der Kommunikation in dieser und vergleichbaren Veran-
staltungen durch fiinf Thesen beschreiben. Diese sind noch vorldufig; ich bin aber
dabei, diese Arbeitsform konsequent weiter zu erproben.

1 In der Kommunikation tber eine mathematische oder mathematikdidaktische
Fragestellung werden intuitive Zuginge wie auch Fehleinschitzungen aktuali-
siert. Dabei wird die Problemsicht fortlaufend verfeinert und prazisiert.

2 Die Erfahrung von Grenzen der umgangssprachlichen Kommunikation moti-
viert die Einfihrung prizisierender Fachbegriffe und Darstellungsweisen.

3 Die Erfahrung von Grenzen intuitiver Einschitzungen einer Problemsituation
motiviert die Entwicklung priziser wissenschaftlicher Bearbeitungsinstrumente.

4 Umgekehrt hebt die Kommunikation Nuancen in den Interpretationsméglich-
keiten fachlicher Begriffe und Verfahren ins Bewusstsein, die fur Tiefe, Diffe-
renziertheit und Nachhaltigkeit des Verstindnisses wichtig sind und verschiede-
nen kognitiven Dispositionen Rechnung tragen.

5 In den Kommunikationsprozess konnen Elemente der Metakognition und der
Metareflexion eingebracht werden, die angehenden Lehrkriften typische Cha-
rakteristika fachbezogener Wissensbildungsprozesse bewusst machen und
dadurch die Berufsvorbereitung intensivieren.

Diese Thesen zeigen auch, dass bei der gewahlten Veranstaltungsform fachliche
und fachdidaktische Ausbildungsziele ineinander flieBen und sich gegenseitig ver-
stirken. Es geht insbesondere darum, von vornherein die Mathematik mit didakti-
schen Augen sehen zu lernen, und das heil3t, den metakognitiven Aspekt mit be-
wusst zu machen und auf diese Weise nicht nur etwas uber mathematische Inhalte,
sondern auch tber die Natur mathematischer Wissensbildungsprozesse zu erfah-
ren.
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Fachsprachliche Ausdriicke der elementaren Algebra:
Uberlegungen anhand des Variablenbegriffs in Schulbiichern

Franziska Siebel

Zusammenfassung: Anhand des Variablenbegriffs in Schulbiichern der 5. - 8.
Jahrgangsstufe wird aufgezeigt, dass zu fachsprachlichen Ausdriicken nicht nur ex-
plizit eingefithrte Fachtermini, sondern auch implizite und didaktische Ausdriicke
gehoren. Thre Bedeutung liegt nicht eindeutig fest, sondern kann nur in Bezug auf
thren Gebrauch erfasst werden, etwa im Lernprozess und den verschiedenen Refle-
xionsebenen.

Zur elementaren Algebra wird nach Malle ,,alles gezihlt, was mit Variablen, Ter-
men und Formeln (Gleichungen und Ungleichungen) auf Schulniveau zu tun hat.*
(Malle 1993, S. 1) Er charakterisiert die elementare Algebra also, indem er Fachter-
mini anfihrt, die in allen Schulbichern und Nachschlagewerken zu finden sind,
und hebt so ihre zentrale Bedeutung fir die elementare Algebra hervor. Fachtermi-
ni gehdren zu den zentralen Elementen einer Fachsprache, wie Linguistlnnen die
spezifische Sprache eines Fachgebiets bezeichnen. Sie lassen sich effektiv einsetzen,
um einen Text auch maschinell als fachsprachlich zu identifizieren. Doch aus fach-
didaktischer Sicht interessiert anstelle dieses technischen Blicks vielmehr die Bedeu-
tung fachsprachlicher Ausdriicke fiir die fachsprachliche Kommunikation. Auch
Malle stellt mittels der Fachtermini einen Bezug zu den Inhalten der elementaren
Algebra her.

In diesem Beitrag wird am Variablenbegriff von Schulbtichern der 5. - 8. Jahr-
gangsstufen diskutiert, welche Woérter zu den fachsprachlichen Ausdriicken der
elementaren Algebra gehoren (Kapitel 1 und 2) und wovon ihre Bedeutung abhingt
(Kapitel 3 und 4). Dazu wurde sowohl fachdidaktische Literatur aus dem Blickwin-
kel der Fachsprache herangezogen als auch Schulbuicher (iberwiegend fur das
Gymnasium) von Abakus, Cornelsen, Elemente, Schnittpunkte, Lambacher
Schweizer und Westermann untersucht. Das Anliegen der hier diskutierten Beispie-
le ist eine Auseinandersetzung mit dem Untersuchungsgegenstand ,fachsprachliche
Ausdriicke’, d.h. welche dazugehéren und woran ihre Bedeutung erfasst werden
kann. Es wird nicht ein Vergleich der Schulbticher angestrebt oder eine Einteilung
in ,gute’ oder ,schlechte’ Texte. Trotz grofler inhaltlicher und struktureller Unter-
schiede der Schulbuchreihen bzgl. des Variablenbegriffs, lassen sich die beschrie-
benen Eigenschaften in allen Schulbiichern finden. Die Beispiele in diesem Beitrag
konzentrieren sich auf eine Reihe (Westermann), an der die Argumentation gut
sichtbar gemacht werden kann.
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1 Bilde eine wahre Aussage. Ersetze dazu den Platzhalter.

a) Der dritte Monat im Jahr heif3t &. b) 72 kannst du durch & teilen.
c) Die Wiiste # liegt in Afrika. d) Der %# folgt auf den Mai.

e) B ist ein Musikinstrument. f) 128543 ist grofler als 7.

g) Die Stadt # liegt in Niedersachsen. h) KéIn liegt am .

2 Bilde eine wahre Aussage, indem du den Platzhalter x ersetzt. Platzhalter werden auch
Variable genannt. Variable kannst du mit beliebigen Buchstaben schreiben.

a) 81 kannst du durch x teilen. b) Das Doppelte von x ist 38.
c) x+100=120 d) 12 ist groBer als x.
e) 7-x=35 f) 43—x=34
g)3'x <60 h) 63:x=9
Aussageform:
Der Mai folgt auf den &.
x-8=24 Aus einer Aussageform entsteht eine
Aussage, wenn der Platzhalter (die Va-
Aussagen: riable) ersetzt wird.
Der Mai folgt auf den April. (w)
4-8=24 ()

3 Bestimme die Variable, so dass eine wahre Aussage entsteht.

a) 7-x=119 b) x —28=153 c)11-12=121+x
65:x=13 19-x=152 45-x=15-15
79+4+98=x 7-x=63 720:x=4-20
x—532=767 273-x=1092 4-x=5-20
X+x=76 123 —x=24 512:x=64

4 Setze in den folgenden Aussageformen fiir die Variable so ein, dass du einmal eine wahre
und einmal eine falsche Aussage erhiltst.

a) y ist die kleinste natiirliche Zahl. b) Der Monat Juli hat x Tage.

c) 1 Million schreibt man mit x Nullen. d)17-24=x

e) 16-x=96 f) 364:x=7

g) x ist der Vorgédnger von 1000000 000. h) 952 148t sich ohne Rest durch y teilen.
i) Der Nachfolger von 999889 ist y. k) 27-x < 243

S Schreibe als Aussageform mit der Variablen x und berechne.
Beispiel: Die um 27 verminderte Zahl ist 15. x —27 =15, x =42.

a) Das Sechsfache einer Zahl ist 30. b) Die um 32 verminderte Zahl ist 6.
c) Das Vierfache einer Zahl ist 36. d) Die um 36 verminderte Zahl ist 4.
e) Das Dreifache einer Zahl ist 21. f) Die um 17 verminderte Zahl ist 91.
g) Das Doppelte einer Zahl ist 78. h) Das Elffache einer Zahl ist 121.
6 Suche alle die Aussageformen heraus, bei denen mehr als eine Einsetzung zu einer wahren
Aussage fiihrt.
a) Die Stadt x liegt an der Elbe. b)x+36=72—-25
c)x+ 18 <27 d) x ist die Hauptstadt von Italien.
e) Der Nachfolger von 67 ist x. f) 60 ist durch x teilbar.

Abb. 1: Westermann KI. 5, S.161
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Explizit und implizit eingefiihrte Ausdriicke

In Abb. 1 (Westermann K. 5, S. 161) sehen wir die Seite, die im Register zu dem
Stichwort Variable angegeben wird. Dies ist die erste Seite in diesem Schulbuch, auf
der das Wort Variable verwendet wird. In der Aufgabe 1 gibt es Platzhalter in Form
von (rosafarbenen) Quadraten. In derselben Weise werden auf allen vorangehenden
Seiten des Buches Platzhalter dargestellt. In Aufgabe 2 erscheint zum ersten Mal
das Wort Variable.

Zunichst wird in die Verwendung eines Buchstabens anstelle des rosa Quadrats
durch analoge Verwendung eingefiihrt: ,,Bilde eine wahre Aussage, indem du den
Platzhalter x ersetzt.“ Es schlieBt sich die Einfihrung der fachsprachlichen Be-
zeichnung Variable an: ,,Platzhalter werden auch Variable genannt.” Hinzugetiigt
wird eine AuBerung zur Verwendung von Variablen: ,,Variable kannst du mit belie-
bigen Buchstaben schreiben.*

Dieser letzte Satz regt eine detaillierte Betrachtung der Benennung von Variablen
in derselben Aufgabe an, bzw. der ganzen wie der nachfolgenden Seiten des Bu-
ches. Fast ausschlieB3lich wird der Buchstabe x verwendet, in vereinzelten Aufgaben
taucht ein y auf. Darauf hingewiesene Personen (auch MathematikerInnen und Di-
daktikerInnen) provozierte dies zu schmunzeln oder zu abfilligen Bemerkungen
wie ,,na, da haben sie wohl Unfug geschrieben®. Was bedeutet also das Wort belie-
big? Die Befragten verbanden mit diesem Wort die Erwartung, dass in den ver-
schiedenen Aufgaben verschiedene Buchstaben verwendet werden miussten. Doch
in der mathematischen Fachsprache bezieht sich das Wort beliebig auf die Idee der
Auswahl: Man kénnte prinzipiell jeden Buchstaben setzen, d.h. man darf sich aber
auch auf einen einzigen beschrianken. Auch der mathematischen Redewendung be-
liebig, aber dann fest liegt die Idee der Auswahl zugrunde. Dazu kommt die Konven-
tion, dass fir freie Variable gew6hnlich x verwendet wird. Es gibt keine formale
mathematische Definition, die dies vorschreibt, doch einen jahrelang in verschiede-
nen mathematischen Kulturen geprigten konventionalisierten Gebrauch. (Die Re-
dewendung beliebig, aber dann fest deutet noch auf eine weitere Eigenschaft von Vari-
ablen: der Verweisungscharakter. Vergleiche dazu den tiberniachsten Abschnitt ,Be-
deutungsveranderung’.)

Es entspricht dem mathematischen Sprachgebrauch, das Wort ,beliebig’ und
nicht ,irgendein’ oder ,verschiedene’ zu verwenden. Alle diese Worter zeigen an,
dass unterschiedliche Buchstaben als Variable dienen kénnen. Doch nur das Wort
,beliebig” verweist auf die Konvention, gewisse Buchstaben bevorzugt zu verwen-
den, wie x fur freie Variable.

Wir kénnen festhalten, dass das Wort beliebig als fachsprachlicher Ausdruck ver-
wendet wird mit einer spezifischen (von der Gemeinsprache abweichenden) Bedeu-
tung, jedoch wird es nicht explizit definiert und auch in keinem Register, Inhalts-
verzeichnis oder Nachschlagewerk aufgefithrt. Der Terminus [ariable wird hinge-
gen explizit eingefithrt, oft angezeigt durch Verben wie ,nennen’ (vgl. Abb. 1), ,be-
zeichnen’ oder ,heillen’, der Hervorhebung durch spezielles Layout wie Fettdruck,
farblichen Unterschieden, Hinweisen am Rand oder in einem Kasten (weitere Bei-
spiele in Abb. 2). Es handelt sich dabei nicht um eine Definition in einem streng
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mathematisch-formalen Sinn, sondern um eine Einfihrung in den Sprachgebrauch.
Die explizite Einfihrung des Terminus Variable, hei3t nicht, dass er nicht auch im-
plizite Teile hat, wie im Kapitel Bedeutungsverainderungen anhand der Variablen-
aspekte nach Malle gezeigt wird.

a) Ein IC-Zug der Deutschen Bahn besteht aus einer elektrischen Lokomotive der Bau-
reihe 101 und IC-Reisezugwagen. Erklére, wie du die Gesamtlidnge eines 1C-Zuges
berechnen kannst.

x heifit b) s = Mit Hilfe des Terms | 19 + 26 - x| kannst
Variable. o e Szl du die Linge verschiedener Ziige berech-

der Wagen setze ich den
Buchstaben x, weil
sich diese Zahl bei jedem

nen. Begriinde.

% Lange der Lok (m) 19
Liange eines Wagens (m): 26
Anzahl der Wagen X

Léange des Zuges (m): 19 26 %

19 +26 - x
5 A
c¢) Berechne die Linge der [C-Ziige mit 4, }g . ;2 4 ‘71 o o Iigggz'lﬂ .

7,9, 10 Wagen. Setze dazu in den Term
x nacheinander 4, 7, 9, 10 ein.

2 a) Stelle einen Term zur Berechnung des Gesamtgewichts eines IC-Zuges auf. Wihle wie-
der x als Variable fiir die Anzahl der Wagen.
b) Bestimme jeweils das Gewicht eines Zuges mit 1, 2, 3 ... 10 Wagen. Vervollstindige die
Tabelle in deinem Heft.

Anzahl der Wagen 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Gesamtgewicht
des Zuges (t)

c) Ein Zug wiegt insgesamt 312 (447 t, 627 t). Wie viele Wagen hat er? Verwende die
Tabelle.

Abb. 2: Westermann KI. 8, S. 6

Um diese unterschiedlichen Qualititen auch bei anderen Ausdriicken ansprechen
zu kénnen, bietet sich eine Differenzierung in explizite und implizite Ausdriicke an:
Fachtermini, die explizit eingefiihrt werden, sowie implizite Ausdriicke, deren von
der Gemeinsprache abweichende Bedeutung allein am Gebrauch zu erkennen ist.
Damit wird deutlich, dass zu einer Untersuchung fachsprachlicher Ausdriicke im-
plizite dazugehéren. Fiir eine Analyse fachsprachlicher Ausdriicke ist es hilfreich zu
fragen: Welche impliziten Ausdriicke gibt es und wie kann man ihre Bedeutung be-
schreiben? Weiterhin konnen explizit eingefihrte Fachtermini zwar formal mathe-
matisch definiert werden, doch wesentlich fur das Verstindnis der elementaren Al-
gebra und ihrer Fachsprache sind ihre impliziten Anteile wie etwa die mit thnen
verbundenen Grundvorstellungen (vgl. dazu auch Siebel 2002). Wie kann man die-
sen impliziten Anteil fassen? Teilantworten auf diese Frage ergeben sich in den fol-
genden Abschnitten.

Eine weitere Frage stellt sich: Warum wird die Bezeichnung Variable genau an
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dieser Stelle eingefiihrt? Anders formuliert: Warum wird das Konzept der Variablen
genau hier expliziert? Der Terminus der Variablen 16st im Schulbuch an dieser Stel-
le den des Platzhalters ab, der als didaktischer Ausdruck eine weitere Ebene der
Fachsprache ausmacht.

Didaktische Ausdriicke

In der oben diskutierten Aufgabe wurde mit der Bezeichnung Platzhalter gearbei-
tet. Diese Bezeichnung steht nicht im Register und wird an keiner Stelle dieses
Schulbuchs (Westermann 5) erlautert. Erstmals gebraucht wird sie im zweiten Ka-
pitel, S. 27 (vgl. Abb. 3, Aufgabe 10) und l6st damit Aufgaben in Tabellenform ab.
Auf der folgenden Seite werden wieder Platzhalter verwendet, aber nicht mehr be-
nannt. Hs handelt sich um einen fiir den Lernprozess entwickelten Ausdruck, der
nur in Lernkontexten verwendet wird. Nach der Ablésung durch den Fachterminus
Variable wird er nicht mehr gebraucht. Der zusammengesetzte Ausdruck lehnt sich
an den gemeinsprachlichen Ausdruck ,einen Platz frei halten’ an, lasst sich aufgrund
der Metaphorik sowie des vertrauten Wortbildungsmuster intuitiv leicht verstehen
und trigt zum Aufbau einer Grundvorstellung bei. Weiterhin wird damit

10 Bestimme die fehlenden Ziffern.

a) 8 8 b) 3 7 00 c) 46 2 4
- 9 9 + 3 - 37 0 0
7 8 9 + 1 0 15 =D 4 0 0
R 3503 5 221 75 8
Benutze fiir die Sternchen die angegebenen Ziffern. Jede Ziffer darf nur einmal eingesetzt
werden.
a)5,6,7,8,9 b)1,2,3,4,5,6,7,8,9
1 6 * 1 6 3 1 43

Abb. 3: Westermann K15, S. 30

eine Finfihrung von Fremdwortern, den Fachtermini, herausgezogert. Solche Aus-
driicke lassen sich als didaktische Ausdriicke kennzeichnen.'

Didaktische Ausdriicke, wie hier beschrieben, sind eng verwandt mit den Termi-
ni des ,Arbeitsausdrucks’ und dem ,umgangsprachlichen Fachsprachenersatz’, die
Griesel in seinem Artikel ,,Zu den unterschiedlichen Arten von Termini und ihrer
Verwendung im Mathematikunterricht” (Griesel 1978) benennt. Der Aus

I Griesel hat den Ausdruck ,Fachdidaktische Termini’ geprigt, doch er versteht darunter ,,fachdidaktische Begriffe,
welche der Verstindigung zwischen Mathematikdidaktikern® dienen (Griesel 1978, S. 169f). Dies entspricht nicht
dem hier beschriebenen Verstindnis eines didaktischen Ausdrucks, da er den Terminus nicht auf die Fachsprache
der elementaren Algebra bezieht, sondern auf die fachdidaktische Sprache tiber elementar-algebraische Inhalte.
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druck ,Platzhalter’ ist ein solcher umgangssprachlicher Fachsprachenersatz, den
Griesel wie folgt charakterisiert:

,Das Hrsatzwort liegt aufgrund seiner umgangssprachlichen Bedeutung niher [als der
Fachbegriff] bei der Grundvorstellung, die mit dem Fachbegriff zu verbinden ist. [...] Der
Fachsprachenersatz ist also eine Stiitze fiir die Grundvorstellung.* (Griesel 1978, S. 165)
Unter Arbeitsausdriicken versteht Griesel methodische Hilfsmittel, die unmittelbar
im Zusammenhang (etwa durch Hinzeigen, Sehen oder ein Beispiel) verstandlich
sind und fiir die mindliche Kommunikation im Unterricht eingesetzt werden (vgl.
ebenda S. 167f). Auch sie dienen als Ersatz fir Fachtermini, im Wesentlichen in der
miundlichen Kommunikation, sind also fliichtig und situativ und kommen daher
meist nicht in Schulbtichern vor.

Das Verstandnis eines ,didaktischen Ausdrucks’ wird durch die Konzepte ,Ar-
beitsausdriicke’ und ,umgangsprachlicher Fachsprachenersatz’ differenziert, wobei
sich die beiden nicht scharf trennen lassen (vgl. Griesel 1978, S. 168). Der situative
Charakter von Arbeitsausdriicken mit ihrer Metaphorik und der Anlehnung an die
Gemeinsprache lasst erkennen, dass sie sehr von der Kultur und der damit verbun-
denen Gemeinsprache der Lernenden abhingen.

In der Kommunikation kann sich spontan ein Arbeitsausdruck zwischen einer
Lehrerin und einem Schiiler entwickeln. Eine Schilerin erldutert zu ihrer Losung
einer Aufgabe mit Termen: ,,Die beiden b mulf3 ich versuchen wegzubringen.* (Bei-
spiel aus Malle 1993, S. 195). Anhand ihrer Vorgehensweise ist in der Situation sehr
deutlich, was das Verb ,wegbringen’ bedeutet. Ein Arbeitsausdruck kann in unter-
schiedlichem Ma@ situationsspezifischen Charakter haben. Je weniger er an die spe-
zifische Situation gebunden ist, desto leichter kann er auch in anderen Kontexten
(wieder) verwendet werden. Auf diese Weise kann sich aus einem Arbeitsausdruck
ein Fachsprachenersatz heraus bilden, und dieser kann sich so zu einem allgemein-
giiltigen Fachterminus entwickeln.

Diese Entwicklung kann man mit der historischen Herausbildung von Fachter-
mini vergleichen. Meist wurden diese nicht mit der didaktischen Frage entwickelt,
welche Bezeichnung am besten eine tragfihige Grundvorstellung transportieren
kann, doch sie waren eng mit den jeweiligen Anschauungen und Denkweisen ver-
bunden. Beispielsweise stammt das Wort Variable von dem lateinischen Wort vari-
abilis, veranderlich, ab (vgl. etwa den gemeinsprachlichen Gebrauch von variabel.
Fachtermini basieren wie didaktische Begriffe auf Anbindungen an die jeweilige
Kultur und der Gemeinsprache, in der sie entstanden sind. Das heil3t aber auch,
dass viele Fachtermini sich nicht an der heutigen Kultur orientieren und deshalb
nicht unbedingt dieselben Vorstellungen mit dem Fachterminus verbunden werden,
wie zur Zeit threr Entstehung. Verstindlich wird dieses Phinomen am Beispiel des
,Quadrats einer Zahl Man stellte sich Zahlen als Strecken vor und verstand die
Aufforderung, eine Zahl zu quadrieren, im Sinne einer Konstruktionsbeschreibung.
Fir einige der ,alten” Fachtermini haben sich didaktische Ausdriicke entwickelt, die
sich, wie neu gebildete Fachtermini, an der derzeitigen Kultur und ihrer Gemein-
sprache orientieren.
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Das Fachgebiet der elementaren Algebra wird wesentlich in der Schule gepflegt.
Die universitire Mathematik baut auf elementarer Algebra auf, thematisiert sie je-
doch nicht als eigenstindiges Gebiet. Somit lasst sich die Fachsprache der elemen-
taren Algebra schlecht gemal3 einer vertikalen Gliederung in Anlehnung an Hoff-
man (s. Hoffmann 1985, S. 64£f) in eine Sprache des theoretischen Grundlagenwis-
sens und einer der Vermittlung trennen. Damit aber gehoren didaktische Ausdrii-
cke zur Fachsprache der elementaren Algebra. Im Lernprozess gehen didaktische
Ausdriicke den Fachtermini gewohnlich voran. Wir kénnen festhalten, dass sie na-
he an der Gemeinsprache sind und damit die Entwicklung von Grundvorstellungen
unterstitzen. Deshalb werden sie haufig zur Einfithrung mathematischer Konzepte
gebraucht und schliefllich von Fachtermini abgelost. Wenn man sich auf diese Wei-
se mit didaktischen Ausdriicken auseinandersetzt, muss man die Verbindung von
didaktischen Ausdriicken und den mit ihnen verbundenen Grundvorstellungen un-
tersuchen. Im anschlieBenden Kapitel werden Entwicklungen von Grundvorstel-
lungen am Beispiel des Platzhalters und der Variablen beschrieben.

Wie oben ausgeftihrt, werden didaktische Ausdriicke sowohl spontan in Unter-
richtssituationen gebildet und verwendet als auch aufgrund didaktischer Vortiberle-
gungen gezielt aufgebaut und eingesetzt, wobel man viele Stufen zwischen sponta-
nen Arbeitsausdriicken in der gesprochenen Sprache bis hin zu Ersatztermini aus-
machen kann. Die Beschiftigung mit der Schriftsprache von Schulbiichern legt
deshalb die Frage nahe, wie didaktische Ausdricke eingefiihrt werden und wie in
thren Gebrauch eingefiihrt wird. Fur die Curriculumentwicklung sowie bei Schul-
btichern stellt sich die Frage: Wie viele und welche didaktischen Ausdriicke sind
geeignet, um sie auch in der Schriftsprache, etwa in Schulbiichern, zu verwenden?

Betrachtet man nur die oben angefiihrten Eigenschaften didaktischer Ausdriicke,
kann man sich fragen, warum nicht zumindest in der Schule ausschlief3lich didakti-
sche Ausdricke verwendet werden. Der Grund hierfiir liegt nicht nur darin, dass
sich dann die Fachsprache der elementaren Algebra in der Schule von der Fach-
sprache der universitiren Mathematik zu sehr unterscheiden wiirden, sondern in
fir den Begriff der Variablen unzureichenden Grundvorstellungen, welche mit dem
Terminus Platzhalter verbunden werden. Inwiefern die Grundvorstellung des
Platzhalters nicht geniigt, wird im folgenden Kapitel erldutert. Allgemein ist der
Frage nachzugehen, welche Grundvorstellungen mit dem jeweiligen didaktischen
Ausdruck unterstiitzt werden. Eine weitere Frage ist, inwiefern eine (anfingliche)
Reduktion der moglichen Grundvorstellungen den Lernprozess unterstiitzen kann
und wie diese aussehen muss, wenn sie didaktisch sinnvoll sein soll.

Bedeutungsverinderung
In Schulbuchern wird der didaktische Ausdruck des Platzhalters durch den Fach-

terminus Variable abgel6st. Dabei handelt es sich nicht um eine neue Bezeichnung
desselben mathematischen Konzepts, sondern es findet eine Bedeutungsverinde-
rung statt. Dies wird in diesem Abschnitt an verschiedenen Aufgaben illustriert.
Betrachten wir zunichst die Aufgabe: ,,Bestimme den Platzhalter so, dass eine wah-
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re Aussage entsteht: [l +L1 =76%. Zur Losung dieser Aufgabe muss man Zahlenpaa-
re finden, deren Summe 76 ergibt, d.h. (70, 6) wire ebenso eine Losung wie (38,
38). Platzhalter haben keinen Verweisungscharakter, d.h. es muss nicht dieselbe
Zahl in die Kistchen eingesetzt werden. Mit Aufgaben wie in Abb. 3 (Westermann
5, S. 30) wird eine Grundvorstellung zu Platzhaltern aufgebaut, die nicht zum Ver-
weisungscharakter passt. Das einzusetzende Objekt fir einen Platzhalter muss
noch nicht einmal eine Zahl sein. Es gibt Aufgaben, in denen der Platz fir Ziffern
oder Relationszeichen frei gehalten wird.

Vergleichen wir nun die Gleichung [!+[1=76" mit Abb. 1: In Aufgabe 3 steht
unter a) die folgende Gleichung: ,,x+x=76% Die Losung fur x ist 38, d.h. Variable
unterliegen dem Verweisungscharakter und in einigen Schulbiichern wird darauf
explizit hingewiesen. Damit wird ein kalkiilhafter Gebrauch eingefithrt, welcher bei
Platzhaltern nicht vorkommt.

Der Gebrauch von Platzhaltern unterscheidet sich noch in anderer Hinsicht: Ein
Platzhalter wird nicht als Gegenstand unseres Denkens oder der Sprache betrach-
tet: das mathematikdidaktische Konzept wird Platzhalter genannt, doch der Gegen-
stand Platzhalter wird nicht benannt. ,Der Platzhalter [1” ist kein gebriuchlicher
Ausdruck, wohingegen die Namensgebung in mathematischen Ausdriicken durch
einen Buchstaben als eine in der Mathematik tibliche Versprachlichung mathemati-
scher Objekte vorkommt, etwa ,die Variable x” oder ,eine Menge M’.”

Die vorangegangenen Ausfihrungen zeigen, dass die Vorstellung des Platzhal-
ters nur zu dem Einsetzungsaspekt von Variablen passt, wie Malle ihn heraus gear-
beitet hat. Die beiden anderen von ihm angefiuhrten Variablenaspekte (Kalkil- und
Gegenstandsaspekt) werden nicht von der Idee des Platzhalters unterstiitzt (vgl.
Malle 1993, S. 45ff). Beim Ubergang von dem Ausdruck Platzhalter zu dem Termi-
nus der Variable findet sowohl eine Erweiterung der Bedeutung um die Variab-
lenaspekte als auch eine Verinderung der Grundvorstellung des Platzhalters durch
den Verweisungsaspekt statt (vgl. etwa x+x=76 mit [] +[1 =70).

In Abb. 2 ist eine Schulbuchseite fur die 8. Jahrgangsstufe zu sehen, in welcher
der Terminus Variable thematisiert wird. Im Kontext von linearen Gleichungen
und Ungleichungen wird in den Verianderlichenaspekt der Variablen nach Malle
(1993) eingefuhrt. So wird anhand einer Aufgabe die Erstellung eines Terms darge-
stellt und in der Sprechblase der Verinderlichenaspekt durch den impliziten Aus-
druck dndern hervorgehoben. ,,Fir die Anzahl der Wagen setze ich den Buchsta-
ben x, weil sich diese Zahl bei jedem Zug dndert.” Dieses Beispiel zeigt noch eine
Bedeutungserweiterung: Der Verinderlichenaspekt kommt hinzu (vgl. Einzelzahl-
aspekt und Bereichszahlaspekt mit Unterteilung in Simultan- und Veranderli-
chenaspekt bei Malle 1993, S. 80).

Der didaktische Ausdruck des Platzhalters wird ersetzt durch den mathemati-
schen Fachterminus Variable, der didaktische Ausdruck wird in Schulbiichern ho-
herer Jahrgangsstufen nicht mehr verwendet. Dabei wird die mit dem Ausdruck des

2 Der Name muss nicht zwingend ein Buchstabe sein, sondern kénnte auch ein Symbol wie [] sein. Wichtig ist der
Gebrauch des Symbols als Name, der in der elementaren Algebra jedoch nicht vorkommt.
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Platzhalters unterstiitzte Grundvorstellung zunichst verandert (Verweisungscharak-
ter) und schlieBlich erweitert (Kalkil- und Gegenstandsaspekt, Verinderlichenas-
pekt); es werden verschiedene Kontexte angefihrt, in denen Variable (bzgl. ihrer
verschiedenen Aspekte) verwendet werden.

Bei einer Analyse fachsprachlicher Ausdriicke sollte weiterhin gefragt werden:
Bei welchen Termini kann man fiir ein Verstindnis der elementaren Algebra wich-
tige Bedeutungsverinderungen ausmachen und worin bestehen sie? In welchem
Sinn erweitert, beschrinkt oder dndert sie die Bedeutung und damit verbundene
Grundvorstellungen?

Diese Bedeutungsverinderungen missen in engem Zusammenhang mit der
schrittweisen Einfiihrung der Begrifflichkeiten fiir Lernende gesehen werden. Nicht
alle Bedeutungsverinderungen werden expliziert, meist gehoren sie nicht zur for-
malen mathematischen Definition eines Terminus. Die Bedeutungsentwicklung
nachzuvollziehen, die Schulbuchautorlnnen fiir die Einfihrung von Begrifflichkei-
ten vorschlagen, kann helfen, verschiedene Aspekte eines Wortes und seines Be-
griffs auszumachen. Dies erleichtert die Untersuchung des impliziten Anteils von
Fachtermini.

Auch innerhalb der mathematischen Fachsprache kann eine solche Bedeutungs-
veranderung ausgemacht werden, jedoch nicht anhand der zeitlichen Abfolge in der
Einfuhrung in Schulbuchern, sondern bezogen auf unterschiedliche mathematische
Kontexte, in denen je verschiedene Bedeutungen zum Tragen kommen. Es kann
instruktiv sein, Bedeutungsverinderungen von Begriffen in der Mathematikge-
schichte sowie verschiedene Aspekte eines Begriffs in unterschiedlichen mathema-
tischen Kontexten zu untersuchen (vgl. Variablenaspekte bei Malle 1993). Welche
Aspekte sind wichtig fiir den Erwerb des Begriffs? Welche Bedeutungsveranderun-
gen sollten Lernenden wie und in welcher Reithenfolge vermittelt werden? Auf ver-
schiedene Bedeutungen fachsprachlicher Ausdriicke in unterschiedlichen Kontex-
ten wird im folgenden Kapitel eingegangen.

Verschiedene Sprachebenen

Der Buchstabe x stellt ein Objekt dar, mit dem operiert wird. Mit der Einfihrung
einer Bezeichnung fir x, Variable, wird eine Méglichkeit geschaffen, tiber solche
Objekte und die fiir sie definierten Operationen zu sprechen. Darstellungen ma-
thematischer Objekte und die Sprache tber sie werden von Griesel wie folgt unter-
schieden:

,Die Fachtermini kann man in objektsprachliche und metasprachliche unterteilen. Die Worter
der Objektsprache bezeichnen Objekte der Mathematik selbst. |...] Objektsprachliche Fach-
termini konnen verba/ oder durch ein mathematisches Symbol vorgegeben sein. [...] Zur Meta-
sprache gehoren alle Termini, mit denen tber die Objektsprache gesprochen wird, mit

denen also selbst sprachliche Ausdriicke gemeint sind.” (Griesel 1978, S161f, Hervorhebun-
gen von Griesel)
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Das mathematische Konzept Variable (konkretisiert als Buchstabe x) gehort, wie
demnach die Formelsprache allgemein, zur Objektsprache, jedoch die Benennung
dieses Konzeptes, das Wort Variable, zur Metasprache’.

Die Unterteilung mathematischer Termini in objekt- und metasprachliche kann
allerdings weder allgemeingiiltig, bezogen auf die geschichtliche Entwicklung, noch
eindeutig, d.h. bezogen auf verschiedene mathematische Kontexte, getroffen wer-
den. Sfard geht auf die geschichtliche Entwicklung ein und beschreibt Mathematik
als Hierarchie,

,»in which what is conceived operationally (i.e., as a computational process) on one level is
reified into an abstract object and conceived structurally at a higher level.“ (Sfard 1995,

S. 16)

Es ist charakteristisch fiir die Mathematik, dass mathematische Konzepte, Operati-
onen und Strukturen vergegenstindlicht werden und dann als Objekt strukturell
erfasst werden. Somit werden metasprachliche Bezeichnungen durch die Vergegen-
staindlichung der zugrundeliegenden mathematischen Ideen zu objektsprachlichen
Bezeichnungen. Diese Vergegenstindlichung kann Folge des Gebrauchs sein oder
Anliegen eines Fachgebietes der Mathematik, wie etwa der mathematischen Logik.
So steht das Zeichen ,,=* in den oben zitierten Aufgaben fiir eine Beziehung zwi-
schen zwei Termen, eine metasprachliche Aussage tiber die Gleichwertigkeit zweier
mathematischer Objekte wurde vergegenstindlicht. Insbesondere durch die for-
melhafte Darstellung seit Viete und Descartes wird ermoglicht, den ganzen Aus-
druck, d.h. die Gleichung, als mathematisches Objekt zu erfassen. Auch im Rah-
men der elementaren Algebra wird der Terminus Variable in der Aussagenlogik
objektsprachlich eingesetzt. Die Zugehorigkeit eines fachsprachlichen Ausdrucks
zur Meta- oder Objektsprache ist also nicht allgemeingtltig, sondern kann sich mit
der Zeit indern.

Auch in Abhingigkeit vom jeweiligen Kontext kann eine Bezeichnung entweder
meta- oder objektsprachlich sein. Malle zeigt, wie der Charakter des hinter einer
Aussage liegenden Gedankengangs die Formulierung beeinflusst und eine Formu-
lierung objekt- oder metasprachlich wird (Malle 1993, S. 53). Es ist somit nicht
moglich, eine Bezeichnung eindeutig zuzuordnen.

Wie wir gesehen haben, ist eine Unterteilung in objekt- und metasprachliche Be-
zeichnungen nicht kontextunabhingig moglich. Mit einer Untersuchung der ge-
schichtlichen Entwicklung der Mathematik im Sinne von Sfard lassen sich Weiter-
entwicklungen von Begriffen und ihren Bezeichnungen aufdecken und erkliren.
Doch fiir die Untersuchung der heutigen Mathematik ist es hilfreich, nicht einzelne
Ausdriicke der Objekt- oder Metasprache zuzuordnen, sondern groflere Sinneinhei-
ten zu betrachten. Am Beispiel des Terminus Variable wird gezeigt, wie vielfaltig
die Kontexte sind, in denen ein Terminus vorkommt:

3 Da die Mathematik und ihre Fachsprache oft auf Formalisiertes reduziert werden, ist es hier wichtig zu betonen,
dass die Metasprache (wie die Fachsprache im Allgemeinen) viele nicht formalisierte (und nicht formalisierbare)
Anteile enthilt.
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4 Setze nacheinander fiir die Variable x Zahlen ein und schreibe die Losungsmenge auf.
a)x<7 b) 17 > x c)7:x+4=25 d)x+97<110
e)3-x<20 f) 5:x+4<20 g)3-x+5=29 h) 18 >x+11

Abb. 4: Westermann KI. 5, S. 162

(@) In Abb. 4 heilit es ,,Setze nacheinander fiir die Variable x Zahlen ein.“ Dies
fordert zu einer Handlung auf; es wird eine Anweisung gegeben, wie operiert
werden soll. Aullerdem wird so bestimmt, in welchem Sinne x zu verstehen ist.

(b) Der Hinweis ,,Variable kannst du mit beliebigen Buchstaben schreiben.® (s.
Abb. 1) bezieht sich auf einen allgemeinen Gebrauch und nicht auf einen kon-
kreten Kontext.

(c) In Abb. 5 werden in der linken Spalte die mathematischen Regeln benannt,
nach denen die Gleichungen in der rechten Spalte umgeformt wurden. Es wird
also die Frage ,Warum durfte man das so umformen?’ beantwortet.

(d) Die mogliche Frage ,Warum wol/te man das so umformen?’, also die Frage nach
den Beweggriinden, nach dem Sinn der Umformung wird nicht beantwortet.
Um auf diese Frage einzugehen, wire ein Zusatz ,wie die Variable x muss iso-
liert werden, um die Gleichung zu l6sen’ denkbar. Auch dies ist ein Reden tber
Objektsprache, was jedoch nicht in diesem Schulbuch vorkommt.

Diese Vielfalt von Kontexten legt es nahe, diese genauer zu differenzieren. Im
Hinblick auf Lernprozesse bietet sich als Fokus an, die verschiedenen Sinnebenen,
auf denen gesprochen wird, auszumachen. Dazu kann man auf die Unterscheidung
verschiedener Ebenen beim ,,Sprechen uber Mathematik von Neubrand (vgl.

Neubrand 1990, S. 66f) zurtickgreifen. Er benennt

(i) die ,Wissenschaftstheoretische Ebene’, auf der Beziige zu anderen Wissenschaf-
ten hergestellt und reflektiert werden,

(i) die ,Ebene des Hinterfragens mathematischen Arbeitens’, die Fragen nach dem
Sinn und Zweck mathematischer Begriffe, Zusammenhinge und Verfahren
und das Umgehen mit der Mathematik bewertet,

(iii) die ,Ebene des ,,bewussten Handwerkens* ’; zu der Kenntnisse von Begriffen,
Verfahren und Zusammenhingen in der Mathematik gehoren, also ,,Hilfsmit-
tel, die es gestatten, Probleme innerhalb des Objektbereichs anzugehen®,

(iv) und die ,Ebene des Wissens tiber mathematische Gegenstinde (Objektebene)’,
welche die Kenntnis mathematischer Objekte und Konventionen, abgeschlos-
sene Theotien, etc. umfasst.

Dazu merkt er an:

wInnerhalb dieser Ebenen lisst sich einigermalen abgesetzt von den anderen Ebenen ar-
gumentieren. Aber dennoch sind die verschiedenen Ebenen gerade in ihren Zusammen-
hingen zu sehen. Allgemein kann die jeweils oberhalb stehende Ebene als eine Plattform
fur Reflexionen uber die Inhalte der unterhalb stehenden Ebene betrachtet werden.*
(Neubrand 1990, S. 67)

69



Wenn du zwei Terme, die eine Variable
enthalten, durch ein Gleichheitszeichen
verbindest, entsteht eine Gleichung mit
einer Variablen.

Variable: x

1. Term: =1

2: Term: 2%+ 8
Gleichung: 3x — 1 =2x +8

Die Losung einer Gleichung dndert
sich nicht, wenn du auf beiden Seiten
dieselbe Zahl (denselben Term)
addierst.

x—5=2|+5
x=7

Die Losung einer Gleichung dndert
sich nicht, wenn du auf beiden Seiten
dieselbe Zahl (denselben Term) subtra-
hierst.

5x+4=3x+8 |—3x

Die Losung eciner Gleichung é&ndert
sich nicht, wenn du beide Seiten mit
derselben Zahl (ungleich Null) multi-
plizierst.

Die Losung einer Gleichung é&ndert
sich nicht, wenn du beide Seiten durch
dieselbe Zahl (ungleich Null) divi-
dierst.

2x+4= 8
4x=20 |- %
x= 5
Tx=28 |:7
x= 4

Gleichartige Summanden kannst du

4x+3x+9—-5=10

zusammenfassen. 7 + 4 =10
Eine Zahl kannst du mit einer Summe 2-(x+4)=14
multiplizieren, indem du jeden Sum- 2x+8 =14
manden mit der Zahl multiplizierst.

Bei der Probe setzt du fiir die Variable Gleichung: 6x—5=37

die Losung ein und liberpriifst, ob eine Losung: x=17

wahre Aussage entsteht. Probe. 6-7—5=37 wahr!

Eine Gleichung hat keine Losung,
wenn beim Umformen eine falsche
Aussage entsteht.

S5x+11=5x+3 |—5x
11=3 falsch!

Eine Gleichung ist allgemeingiiltig,
wenn jede Zahl eine Lésung der Glei-
chung ist.

3x +2=3x+2 | —3x
2=2 wahr!

Abb. 5: Westermann KI. 5, S. 16
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Die oben aufgefihrten Kontexte (a-d) lassen sich den vier Ebenen zuordnen. Zur
untersten Ebene (iv) gehért die allgemeine AuBerung, wie Variable zu gebrauchen
sind, also eine AuBerung iiber die objektsprachliche Ebene (b). Die Auffithrung der
Umformungsregeln (c) gehort zur nachsthoheren ,Ebene des ,,bewussten Hand-
werkens® ” (iii). SchlieBlich gehoren die Begrindungen, warum so umgeformt wur-
de (d) zur ,Ebene des Hinterfragens mathematischen Arbeitens’ (ii). In den vorlie-
genden Schulbtichern nicht thematisiert wird die hochste, die ,\Wissenschaftstheore-
tische Ebene’ (i).

Die Handlungsaufforderung (a) lasst sich in diese Ebenen nicht so eindeutig ein-
ordnen. Eine neue Ebene ,konkrete Anweisung’ konnte unter den anderen angesie-
delt werden. Im Sinne einer konkreten Anweisung handelt es sich um einen sprach-
lichen Ausdruck fur das Objekt x und dient nicht wie die Neubrandschen Ebenen
der Reflexion Gber mathematische Objekte. Mit dem Satz ,,Setze nacheinander fiir
die Variable x Zahlen ein.* wird jedoch auch ein Hinweis gegeben, in welchem Sinn
x zu verstehen ist, ndmlich als Variable. In dieser Bedeutung gehért er zu den Ebe-
nen (iii) und (iv) von Neubrand.

Das Sprechen tiber Mathematik lasst sich mit Hilfe der oben aufgefuhrten Ebe-
nen verschiedenen Reflexionsstufen zuordnen, die alle (vielleicht am wenigsten die
Wissenschaftstheoretische) wichtig sind fur den Erwerb der elementaren Algebra.
Damit bieten diese Ebenen ein Analyseinstrument, mit dem Schulbiicher und ande-
re Lehrtexte darauthin untersucht werden kénnen, ob und mit welcher Gewichtung
die verschiedenen Ebenen in ihnen berticksichtigt werden. Es wurde gezeigt, dass
derselbe Terminus zu verschiedenen Ebenen gehoéren kann und eine Zuordnung
nur kontextabhingig erfolgen kann. Fachsprachliche Termini bieten also einen
Ausgangspunkt, um sich auch den bendétigten Reflexionsebenen beim Erwerb der
Fachsprache zu nihern. Wie am Beispiel der Variablen aufgezeigt, kann man unter-
suchen, bzgl. welcher Ebenen Fachtermini in Schulbiicher gebraucht und fiir wel-
che von ithnen der Terminus explizit eingefihrt wird.

Restimee

Anhand einer Auseinandersetzung mit dem Wortfeld Variable, wie es in Schulbt-
chern der 5. bis 8. Jahrgangsstufen vorkommt, wurden fachsprachliche Ausdriicke
der elementaren Algebra betrachtet. In den ersten beiden Abschnitten wurde dafiir
argumentiert, neben explizit eingefiihrten Fachtermini auch implizite und didakti-
sche Ausdriicke in eine Untersuchung fachsprachlicher Ausdriicke der elementaren
Algebra einzubeziehen.

(a) Es gibt implizite Ausdriicke, deren Bedeutung sich tiber den Gebrauch er-
schlief3t. Implizite Ausdriicke haben sich zusammen mit mathematischen Kon-
ventionen ausgebildet und kénnen nur in dem Malle verstindig gebraucht wer-
den, wie auch das zugrundeliegende mathematische Konzept verstanden wor-
den ist. Das gilt auch fir explizite Termini, da diese auch implizite Anteile ent-
halten.

(b) Auch didaktische Ausdriicke sind fachsprachliche, die ausschlieflich im Lern-
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prozess eingesetzt und schlieBlich gar nicht mehr verwendet oder durch Fach-
termini abgel6st werden. Aufgrund ihres haufig metaphorischen Charakters
und vertrauter, an die Gemeinsprache anschlieBender Wortbildungsmuster,
sind sie intuitiv erfassbar und unterstiitzen den Aufbau von Grundvorstellun-
gen auf. Sie werden in unterschiedlichen Lernkontexten verwendet und haben
dementsprechend unterschiedliche Funktionen fiir den Lernprozess.

Die Bedeutung fachsprachlicher Ausdriicke ist abhingig von zeitlichen Prozes-
sen (sowohl Lernprozessen als auch geschichtlichen Entwicklungen) und von ma-
thematischen Kontexten sowie unterschiedlichen Reflexionsebenen. Dies wurde im
dritten und vierten Abschnitt dargestellt.

(c) Bedeutungsverinderungen finden sowohl in der geschichtlichen Entwicklung
der Mathematik durch die mathematische Community als auch im individuellen
Lernprozess, etwa durch Exaktifizierung, statt.

(d) Die Bedeutung fachsprachlicher Ausdriicke ist kontextabhingig. Fine Eintei-
lung in meta- und objektsprachliche Bezeichnungen erweist sich als sehr grob
und kann in verschiedene Ebenen des Sprechens tiber Mathematik differenziert
werden. Damit werden auch die Aufgaben der unterschiedlichen Sprachebenen
berticksichtigt.

Woftr ist nun ein solches differenziertes Verstindnis fachsprachlicher Ausdriicke
hilfreich? Fachsprachliche Ausdriicke sind als Teil der Fachsprache nicht nur Be-
standteil meiner Analyse der Fachsprache der elementaren Algebra, sondern sie
dienen als Ausgangspunkt dafur: Wie oben festgestellt, muss bei der Untersuchung
tachsprachlicher Ausdriicke der Kontext berticksichtigt werden. Dieser Kontext ist
sprachlich, d.h. den Kontext in die Untersuchung einzubeziechen bedeutet, die
Fachsprache in die Untersuchung mit einzubezichen. Die herausgearbeiteten
Merkmale fachsprachlicher Ausdriicke sind auch tber die Sprache hinaus bedeut-
sam: Durch die enge Verbindung einer Fachsprache zu dem jeweiligen Fachgebiet,
lassen sich anhand der Fachsprache der Mathematik auch Charakteristika der Ma-
thematik selber erkennen und verstehen.

Auf der Grundlage eines differenzierten Verstindnisses fachsprachlicher Aus-
driicke soll ein didaktisches Analyseinstrument entwickelt werden, mit welchem
fachsprachliche Texte oder AuBerungen untersucht werden kénnen. Das bedeutet,
dass, abgesehen von einer Sensibilisierung Lehrender, mit diesem Instrument eine
Analyse von Schulbiichern und anderen mathematischen Texten wie etwa Nach-
schlagewerken sowie der miindlichen Kommunikation vorgenommen werden
kann. Sicherlich lassen sich einige Kommunikationsbarrieren mit diesem Instru-
ment erkennen. Es ldsst sich auch konstruktiv, etwa im Rahmen einer Lehrbuchge-
staltung, nutzen, indem man sie als Leitfaden nutzt, um die einzufithrenden fach-
sprachlichen Ausdriicke mit ihren Bedeutungen angemessen zu thematisieren. Da-
bei geht es nicht darum, alle Bedeutungen zu explizieren, sondern Lernumgebun-
gen zu schaffen, die das Lernen der Bedeutungen begtinstigen.
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Kommunikatives Verhalten von Schiilern
beim Bearbeiten von Textaufgaben

Barbara Schmidt-Thieme

Zusammenfassung: Die mit jedem Sprechakt durchgefiihrten Sprachhandlungen
bestimmen mehr als auf den ersten Blick ersichtlich Ablauf und Gelingen von
Mathematikunterricht. Im Folgenden werden daher an Fallbeispielen fir den
Mathematikunterricht typische Sprachhandlungen und Sprachhandlungsmuster auf
der Basis zuvor beschriebener Analysemethoden erarbeitet. Uberlegungen zu
Funktionen und  Ausbildungsstand von  Sprachhandlungsmustern  sowie
Folgerungen fiir Unterricht und Lehrerbildung schlieBen die Darstellung.

Einleitung

Jeder Mensch kennt Missverstindnisse oder meint einschitzen zu konnen, ob sich
jemand in einer Situation sprachlich angemessen oder nicht verhalt. Wir wissen, wie
wir wem antworten sollen und dass wir Sprache anders verwenden, abhingig
davon, was wir wollen. Das Wissen darum ist das Sprachhandlungswissen. Es bleibt
wie die Grinde und Kiriterien fiir unsere Entscheidungen jedoch in der Regel
unbewusst. Im  sprachlichen  Miteinander  bilden  wir aber  dieses
Sprachhandlungswissen lebenslang weiter aus, wir entwickeln
Sprachhandlungsmuster, die wir in Situationen, die uns passend erscheinen,
(unbewusst) aktivieren.

Kommt ein Kind in die Schule, so erwarten es dort eine Anzahl von neuen
sprachlichen Erfahrungen, neue Handlungsmuster werden gelernt, die der Schuler
dann Gbt und Anwendungsmaoglichkeiten testet. Wenn es nun durch Analyse von
Unterricht gelingt, typische Sprachhandlungsmuster zu bestimmen, kann man zum
einen Uberlegungen beginnen, inwiefern man das Erlernen dieser Muster durch
den Schiiler effizienter gestalten kann.

Zum andern lohnt es sich bewusst zu machen, was zwischen Menschen beim
Sprechen ablauft, wie Kommunikation mittels Sprache funktioniert und an welchen
Stellen ein einwandfreies Funktionieren gestort werden kann, da Briche,
Missverstindnisse und Probleme im Alltag wie auch im Mathematikunterricht ihre
Ursache in Ausbildungsgrad oder Einsatz des Sprachhandlungswissens haben
konnen. Da ist z.B. in der Primarstufe ein Sprachhandlungsmuster noch nicht so
weit entwickelt, dass es seiner Funktion uneingeschrinkt dienen kann
(Kommunikation bei Gruppenarbeit) oder das Muster ist zwar vorhanden, wird
aber in einer Situation unverandert angewendet, in der es nicht funktionieren kann
(Losen von Textaufgaben in Stillarbeit). Manche Sprachhandlungsmuster werden
wiederum gerne benutzt, weil sie problemlos ablaufen, bergen aber die Gefahr in
sich, leicht dem Ziel des Unterrichtens nicht mehr gerecht zu werden (gefihrte
Kommunikation).

Ich werde im Folgenden nach einer Einfithrung in die sprachwissenschaftlichen
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Grundlagen am Beispiel der Bearbeitung von Textaufgaben in der Primarstufe eine
Analysemethode auf sprachhandlungstheoretischer Basis  darstellen und
anschlieBend an verschiedenen Szenen aus dem mathematischen Unterrichtsalltag
beispielhaft illustrieren. Der vierte Teil fasst die FErgebnisse der Analysen
zusammen und geht auf Folgerungen fiir Unterricht und Unterrichtsforschung ein.

1. Sprachhandlungen und mathematischer Unterrichtsalltag

Kommunikation' verstehe ich im Kontext des mathematischen Unterrichtsalltag als
einen wechselseitigen, absichtlichen Prozess mit dem Ziel der Verstindigung. Es
sind somit zum einen immer mindestens zwei Personen in diesen Vorgang
involviert, zum anderen ist es eine sinnkonstituierende Handlung; denn
konditioniertes Verhalten allein erlaubt Menschen nicht, sich anderen mitzuteilen.
Diese Kommunikation kann mittels Blicken, Gesten oder aber mittels Sprache
stattfinden, letztere Wahl kann wieder in miundliche und schriftliche
Erscheinungsformen unterteilt werden. Diese besondere Form der Handlung
tindet wie jede Interaktion immer in einer bestimmten Situation statt. Sie ist aber
nicht nur von diesem Weltausschnitt, der aulleren Situation also abhingig, sondern
auch von der inneren, worunter man die Redelage, das Mitteilungsbedutrfnis der
sprechenden  Personen  versteht.  Diese  Situationen  machen  die
Kommunikationspartner zu ihrer gemeinsamen, indem sie die Handlungen in ihr
interpretieren und sie damit konstituieren. Sprechen, und das ist immer Sprechen in
einer bestimmten Sprache, ist daher eine situativ gesteuerte, partnerbezogene und
sinnkonstituierende bzw. handlungsauslésende Handlung.

Mit dieser Handlung wird ein Sprechakt vollzogen, der sich in AuBerung, Inhalt,
Sinn und Wirkung aufteilen ldsst. Dabei kann nicht nur die Proposition, der
eigentliche Sprechinhalt also, Handlungen auslésen, sondern auch die Art und
Weise, wie ich etwas sage. Man kann etwas darstellen, erzablen oder um etwas bitten,
man kann etwas fordern oder auch bestinzmen. Wenn ein Mensch kommuniziert, so zut
er das wie jede Interaktion mit einem Ziel. Er hat also eine Intention, er
beabsichtigt etwas mit seinem Sprechen. (Das kann ihm selbst mehr oder weniger
bewusst sein.) Diese Intention ist die Perlokution seiner sprachlichen AuBerung, die
intendierte Wirkung beim Kommunikationspartner; die Illokution ist das, was der
Sprecher tatsichlich tut, ausfithrt, vollfihrt, indem er spricht.

AuBerung Inhalt Sinn Wirkung

Lokution Proposition Illokution Perlokution
AuBerung von | Referenz/ Art der | Intendierte
Sprachlauten, von|Bezugnahme  auf|Sprachhandlung; | Wirkung des
Wortern injund Pridikation/| Angabe der|Sprechakts
bestimmter Aussage Uber die|performativen

grammatischer Welt Verwendung  der

' Die folgenden Ausfithrungen orientieren sich u.a. an GeiBner 1982, Rolf 1997; Tabelle nach
Bullmann 1990, 727.
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| Struktur | | Proposition |

Die Sprachhandlung oder Illokution ldsst sich iber die Form der direkten
sprachlichen AuBerung  bestimmen mittels sogenannter Indikatoren wie
Intonation, Interpunktion, Modus der Verbform, Wortgliedstellung, Partikeln uvm.
Fragen etwa stellt man am besten in Fragen Konnen Sie mir das Buch reichen?,
Forderungen in Aufforderungssiatzen Reichen Sie mir das Buch!, soll es deutlich
werden, kann man noch ein performatives Verb benutzen Ich fordere Sie auf, mir das
Buch zu reichen! Nicht immer ist die Illokution aber so deutlich, wie die folgenden
Sitzen zeigen:’

Konnten Sie mir das Buch reichen?

Konnen Sie mir bitte das Buch reichen?
Reichen Sie mir doch das Buch!

Ist eine andere Illokution mit der AuBerung verbunden, als die offensichtlichen
Indikatoren nahe legen, so spricht man von einem indirekten Sprechakt. Ein
Beispiel hierfiir ist folgende AuBerung: Awuf dem Tisch stehen drei Vasen. In jeder 1 ase
sind vier Blumen. Formal scheint es sich um eine Beschreibung zu handeln, im
Mathematikunterricht verbindet der Textproduzent damit jedoch die Aufforderung,
eine Rechnung durchzufthren.

Man geht im Allgemeinen davon aus, der Textproduzent (Sprecher oder
Schreiber) duBlere etwas mit dem Ziel, dass der Textrezipient (Horer oder Leser)
anschlieBend etwas tut, d.h. die Perlokution ausfiuhrt. Dazu muss der Textrezipient
aufgrund  seines  thematischen  Vorwissens  (Weltwissen) und  seines
Handlungswissens den kommunikativen Sinn der AuBerung rekonstruieren. Damit
wird bei beiden Kommunikationspartnern ein — zumindest in entscheidenden
Ausschnitten bereinstimmendes — sowohl institutionsspezifisches wie ein
textsortenspezifisches  Sprachhandlungswissen als Teil eines allgemeinen
Handlungs-/Interaktionswissens vorausgesetzt, das zwischen dem Sprachwissen
und dem Handlungswissen einer Person angesetzt werden kann.

Sprach-

hand- Hand-
lungs- lungs-
wissen Wissen

semanti
-sches
Wissen

? Satz 1 und 2 sind formal Fragen, von der Illokution her aber Aufforderungen. Satz 3 benutzt
den Imperativ von Aufforderungen, dennoch kann man mit ihm auch um etwas bitten.
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Dieses Sprachhandlungswissen erwerben Kinder zusammen mit dem
grammatischen und semantischen Wissen von Sprache. Sie wissen schon vor
Schulbeginn, dass man in verschiedenen Situationen verschieden reden muss, mit
Personen unterschiedlich spricht und je nachdem, was man will, dasselbe anders
tormulieren kann. Im Mathematikunterricht werden sie nun mit neuen Situationen
und damit Sprachhandlungskonventionen konfrontiert wie dem fragend-
entwickelnden Unterricht, Stillarbeit oder Gruppenarbeit. Dabei werden
Sprachhandlungstypen und -muster herausgearbeitet, die diese Situationen
bestimmen, die der Schiler also in der Schule kennen und anwenden lernen muss.
Das fur eine erfolgreich ablaufende unterrichtliche Wissensvermittlung notwendige
Sprachhandlungswissen wird besonders im Verlauf der ersten Schuljahre erst
ausgebildet.

Unterrichtssituationen wurden im Rahmen von interaktionstheoretischen
Untersuchungen durch Voigt und Krummheuer in Interaktionsmuster bzw.
Rahmungen klassifiziert und beschrieben. Insofern man Sprechen als eine
besondere Art der Interaktion betrachtet, Uberschneiden sich interaktionistische
und sprachwissenschaftliche Forschungsmethoden in theoretischer Fundierung
und Methodologie. Die Fokussierung auf Sprache mit der einhergehenden
Spezialisierung  der handlungstheoretischen Grundlagen gewinnt Breite und
Fundierung durch Erkenntnisse und Methoden aus sprachwissenschaftlicher
Tradition. Fir  eine  Analyse  von  Mathematikunterricht  unter
sprachhandlungstheoretischen Aspekten kann man somit auf eine differenzierte
theoretische Basis und zahlreiche Untersuchungen zuriickgreifen und sondern
gewinnt zusitzliche Intersubjektivitit durch erginzende Analysen auf semantischer
und grammatischer Ebene.

2. Die Bearbeitung von Textaufgaben
unter sprachhandlungstheoretischem Aspekt

Im Folgenden werden Textaufgaben im engeren Sinn betrachtet, d.h. Aufgaben, in
denen eine mathematische Aufgabe sprachlich mehr oder weniger eingekleidet und
so eine Pseudo-Anwendung suggeriert wird.’

Bsp.: Auf dem Tisch stehen drei Vasen. In jeder 1 ase sind vier Blumen.

Vielfach hinterfragt bestimmen Textaufgaben dieser Art nach wie vor einen grof3en
Teil des Unterrichts- wie Schulbuchinhalts in der dritten und vierten Klassenstufe,
der erfolgreiche Umgang mit ihnen wird nach wie vor ausschlaggebend fiir den
Vorschlag der weiterfithrenden Schule angesehen.

Nach wie vor auch bereitet ihre Bearbeitung Schilern wie Lehrern
Schwierigkeiten und erzeugt Unwillen wie Angst. Sie werden dadurch auch zur
Ursache fiir eine Vielzahl von Problemen und Ablehnungen gegentiber der

> Fir Sachaufgaben, iB. offene Sachaufgaben gelten hinsichtlich der Funktion und des
Gebrauchs von Sprache andere Bedingungen.
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Mathematik als Ganzem. Die Meinung der Schiiler tiber Textaufgaben spiegelt sich
wieder in AuBerungen wie blid, scheiffe, ““Texctanfzaben sind oberdoof, denn man muss sich

meistens alles 1000mal durchlesen, bis man iiberhaupt irgend ein Wort versteht. AufSerdem sind
Textaufgaben sowieso 3u nichts u gebranchen! <

So SchiilerduBlerungen aus einer Umfrage in einer 4. Klasse.
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Das Bearbeiten und Losen von Aufgaben im Mathematikunterricht lauft in der
Regel spracharm ab. Bei reinen Rechenaufgaben besteht meist auch keine direkte
Notwendigkeit der Versprachlichung. So wird ein Ziel von Textaufgaben haufig
darin gesehen, dass sich der Schiler mit der Sache bzw. mit dem Text
auseinandersetzt. Nur ein Teil der Probleme bei Textaufgaben liegt tatsiachlich im
mathematischen und operativen Bereich, Schwierigkeiten entstehen vielfach an den
Stellen im Losungsprozess, an denen sprachliche Kompetenzen gefordert werden.
Denn um eine Textaufgabe zu l6sen, bedarf es sprachlicher Techniken und
Fahigkeiten, wie sie im Deutschunterricht zwar gelernt, nicht aber in den
Mathematikunterricht transferiert werden. Bekannt ist etwa das Phinomen, dass
Schiler beim Bearbeiten von Textaufgaben die Zahlen herauspicken und sie auf
eine wie auch immer motivierte Art und Weise zu einer Rechnung kombinieren.
Dadurch umgehen sie eine erste sprachliche Anforderung, namlich die des
sinnentnehmenden Lesens.” Dieses ist dem Schiiler als Unterrichtsgegenstand im
Mathematikunterricht fremd.

Spracharbeit beschrinkt sich im Mathematikunterricht in der Regel auf der
Vermittlung der hoch konventionalisierten Fachsprache, oft als eine Art schwer
verstindlicher Geheimsprache dargeboten, die weder mit dem Alltag noch mit der
Alltagssprache in direkter Beziehung zu stehen scheint und so zum zusitzlichen
Stoff wird.® Sprache und Alltagsbezug werden weder als Hilfe noch als
Realitatsbezug angenommen, sondern nur als Last, als zusitzliche Erschwerung der
Rechenaufgabe eingestuft. Schiler vermeiden daher oft die sprachliche und
situationale Auseinandersetzung mit der Aufgabe; denn eine Aufgabe scheint gut
gel6st, wenn sie schnell gerechnet wurde.

Wie Lehrer und Schiiler dieses Anforderungen sprachlich bewiltigen zeigen die
folgenden Analysen von Unterrichtskommunikation bei der Bearbeitung von
Textaufgaben. Der erste Schritt bei einer solchen Analyse ist die Bestimmung der
einzelnen Sprachhandlungen im Text.” Notig ist dafiir eine Analyse der Situation
und der in dieser Kommunitit gultigen Handlungsbedingungen, des
Sprachhandlungs- und thematischen Hintergrundswissens der
Kommunikationspartner. Wie oben gezeigt, muss man fur die Bestimmung der
Illokution zudem auf grammatische Merkmale zuriickgreifen, auf den Satzbau z.B.
oder die Verwendung von Fachsprache. Hinweise kann auf semantisch-
thematischer =~ Ebene  die  Entwicklung  und  Weiterfihrung  des
Kommunikationsthemas geben. Alle sprachlichen AuBerungen werden daher auf
diesen drei sprachlichen Ebenen untersucht. Im zweiten Schritt werden typische
Sequenzen oder Kombinationen von Sprachhandlungen festgestellt, aber auch die
Verteilung  bestimmter  Arten  von Sprachhandlungen  auf  die
Kommunikationspartner.

> Diese Beobachtungen belegten gerade wieder die Ergebnisse der PISA-Studie.

° Diese Auffassung versteckt sich auch in Formulierungen wie: Die natiitliche Sprache miisse in
Textaufgaben in die Sprache der Mathematik Gbersetzt werden.

" Fiir eine genaue Beschreibung des Analyseschemas mit Diskussion der Literatur und Beispielen
siche Girtner 2000, 142-144 und die exemplarische Textanalyse in Polenz 1988, 328ff.
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Da es nicht Ziel einer solchen Untersuchung ist, eine Einteilung aller denkbaren
Sprachhandlungen zu entwickeln, sondern konkrete Vorkommen zu beschreiben,
ist auch eine vorgegebene Klassifizierung nicht sinnvoll. Denn jede Klassifizierung
unterliegt Kriterien, die die Ergebnisse einer empirischen Studie vorbestimmen
wurden. Um Offenheit zu gewihrleisten, werden die Sprachhandlungen vorerst
durch Verben des Sprechens (reden, behaupten, bitten, wverlangen, schimpfen usw.)
bezeichnet.® Diese Verben stehen in den folgenden Analysen innerhalb der
Transkripte in eckigen Klammen [ | hinter der mit ihnen bezeichneten sprachlichen
Einheit.

3. Falluntersuchungen

Die folgenden Transkripte sind Falluntersuchungen entnommen, in denen unter
verschiedenen Aspekten das kommunikative Verhalten von Lehrern und Schiilern
beim Bearbeiten von Textaufgaben beobachtet wurde. Klassenstufen und
Interaktionsform variieren, konnen aber fur typisch fir schulischen Unterricht
gelten: Falluntersuchung 1 beschreibt die Bearbeitung einer Textaufgabe im
Plenum, d.h. in der Form des fragend-entwickelnden Unterrichts, vergleichend
wird eine Blick auf das Losen von Textaufgaben in Stillarbeit geworfen.
Falluntersuchung 2 analysiert die Kommunikation wihrend der Bearbeitung einer
Textaufgabe in Gruppenarbeit.

Falluntersuchung 1: Bearbeitung einer Textaufgabe im Plenum

Kommunikationssituation und Handlungsbeteiligte

Bearbeiten Lehrer und Schiiler gemeinsam eine Textaufgabe, so geschieht dies
meist in einer Form des Frontalunterrichts. Der Lehrer ist Experte sowohl unter
fachlich-mathematischem wie auch prozeduralem Aspekt; seine
Kommunikationspartner, die Schiiler, sind diesbeziiglich Laien oder Novizen. Ziel
der Handlung ist, dass die Schiiler einen Teil des Expertenwissens erwerben, d.h.
dass sie den Losungsprozess erlernen und auf andere Aufgaben tbertragen kénnen.
Das gemeinsame Losen dient somit als Beispiel fir die Bearbeitung einer solchen
Aufgabe.

Das folgende Gesprich entstammt einer Video-Aufzeichnung einer 3. Klasse
(Bachor-Kindler 2000, 29-32). An der Tafel steht zu Stundenbeginn verdeckt die
Aufgabe: Bawer Keck lisst seine beiden Pferde beschlagen. Der Schmied brancht fiir jedes
Hufeisen 8 Ndgel. Wie viele Ndgel brancht er insgesamt?

Analyse am Text

® S. die Unterscheidung von illokutiven Verben und illokutiven Akten bei Searle (1992, 18). Auf
thn geht auch die bekannte Aufteilung der Sprechakte in assertive, direktive, kommissive,
expressive und deklarative zuriick. Als geeignet fiir unsere Fragestellung koénnte sich die
Einteilung von Satzger 1987 von Sprachhandlungen aufgrund von Situationstypen in
konstitutive (gewihren), deklarative (danken), kognitive (erkliren, feststellen) wund
interaktionale (fordern, bitten) erweisen.
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11
12

13
14

22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
50
51
52

53

S5

Ich habe euch eine Textaufgabe in der Tafel versteckt. [zformieren, einleiten] Das
kennt ihr ja schon. [behaupten, erinnern] Wenn ich die Tafel aufklappe, liest jeder
leise fur sich die Textaufgabe durch. [auffordern, anweisen)

[...]. Weil3 jemand, was ein Hufeisen ist? [fragen:Thema auswéblen)

Hufeisen brauchen die Pferde [informieren], sonst konnen sie gar nicht richtig
lauten [begriinden). [antworten)

Hufeisen bringen Glick. [antworten: informieren, Meinung dufSern)

Hufeisen sind dazu da [iformieren], die Hufe der Pferde zu schiitzen
[begriinden).|antworten, usammentfassen] Wer kann die Geschichte an der Tafel
nochmals in eigenen Worten erzihlen? [fragen: auffordern|

Ist es wirklich wichtig [bewerten], ein Pferd zu malen fir diese Aufgabe
[beschreiben|? |fragen: Entscheidung fordern]

wischt ihre Zeichnung eines Pferdes von der Tafel. |,,antworten: reagieren auf Bewertung,
verneinen'|

Was ist wichtig fir die Aufgabe? [fragen: bewerten, lenken, fokussieren)

8 Hufeisen. [antworten: informieren)

Ist das richtige [fragen: Entscheidung fordern] Wie kommst du auf 8 Hufeisen?
[fragen: wiederholen, bewerten)

malt zwei Hufeisen mit je 8 Punkten an die Tafel. |,,Weg beschreiben

Erzihlst du uns was dazu? [fragen: tadeln, auffordern|

Ich male jetzt 8 Hufeisen mit 8 Nageln. [Handlung beschreiben, feststellen)

Konnte man das auch kiirzer machen? |[fragen: auffordern] Kurzform? |[fragen:
wiederholen, Tipp geben]

Eine 8 hinschreiben. [antworten: feststellen]

Max hat die Aufgabe schon gelSst. [feststellen, abschliefen] Jetzt machen wir das
[auffordern], wie wir es immer machen [bebaupten], mit Rechnung und Antwort
[beschreiben). [erinnern, wiederholen] Wo ist die Frage? [fragen: RE angeben)

tiest vor: Wie viele Nigel braucht er insgesamt? [antworten: wiederholen)

So jetzt brauchen wir noch eine Rechnung und Antwort. [feststellen, resiimieren,
anffordern)

8 mal 8 ist 64. (schreibt es an die Tafel) |ausfiibren, vorschlagen)

]

Sprachhandlungen: Typen, Sequenzen und Muster

Das Gespriach wird durch den Lehrer in drei Abschnitte gegliedert: Im ersten
Abschnitt wird auf Fragen zur Situation eingegangen (1-14), im mittleren und
lingsten Abschnitt geschieht der eigentliche Probleml6éseprozess (14-50) und im
letzten Abschnitt wird das Ergebnis festgehalten (50-63).

In Abschnitt 1 entspinnt sich die Frage nach dem Hufeisen, da der Lehrer

annimmt, nicht alle Kinder kénnten mit dem Wort etwas anfangen. Diese
Annahme bestitigt sich, aus der Wortfrage wird eine Erlduterung der Sache und
damit ein Teil der Beschreibung der Sachsituation. Von hier kénnte der Prozess
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weitergehen, wird aber abgebrochen.” Dies wird ebenso sprachlich vermittelt. Der
Lehrer stellt zwar die einleitende Frage, auf die Schilerantworten gebt er aber nicht ezn,
sie interessieren ihn nicht wirklich, eine vorbereitete Antwort schlieft den
Gesprachsabschnitt (14).

Von der Gesprichsfihrung her zeigt Abschnitt 2 Beispiele fiir typische Frage-
Antwort-Paare (24/25, 30/31), denn es wird nicht eine Answort, sondern genau eine
bestimmte Antwort erwartet. Die Schiiler wissen das und nehmen daran teil, wenn
sie genau diese Antwort parat haben. Dies spiegelt sich in der grammatischen
Form wieder, in langen Fragen mit kurzen Antworten oder dem Einsatz von
Entscheidungsfragen, die die gewtinschte Antwort nahe legen (22). Der Lehrer
wahlt aus jeder Antwort direkt auxs, was er brauchen kann.

Im letzten Abschnitt verlangt der Lehrer eine Wiederholung, die durch das tbliche
Vorgehen begriindet wird. Er strukturiert das Gesprich durch die 1Vorgabe des Frage-
Rechnung-Antwort-Schemas.

Deutlich  zeigen sich die Elemente fragend-entwickelnden, frontalen
Unterrichtens auf sprachlicher Ebene: Der Lehrer gibt die Aufgabe wvor, er stellt
Fragen und (ge)leitet die Schiler zu einer Losung der Aufgabe. Er stenert alleine den
Gesprachsablauf, er lisst die Aufgabe vorlesen und stiickweise 16sen; dadurch wird
der Losungsprozess in Schritte zerlegt, die Schiiler schreiben die anfallenden
Zwischenergebnisse an die Tafel. Dem Schiiler bleibt es, das richtige S#chwort zu
liefern. In Aussagesitzen stellt er fest, bestdtigt oder wiederholt, seine Sprachhandlungen
beschrinken sich also auf re-aktive Handlungen. Der Lehrer ist somit
Aktivitdtstrager.

Dies bestatigen Analysen der grammatischen und thematischen Ebene der
AuBerungen. Wihrend der Lehrer in vollstindigen Sitzen redet, antworten die
Schiler in Einwortsitzen oder Anakoluthen. Auch thematisch erdffner und beendet
der Lehrer die Themen, womit sie fur alle Beteiligten als abgeschlossen gelten. Die
meisten Fragen des Lehrers enthalten zudem indirekte Sprechakte, indem er mit
thnen auffordert, Antworten auswihlt oder bewertet.

Die Schiler erkennen also und vollzichen selbst ihre Rolle im
Sprachhandlungsmuster ,,gefihrte Kommunikation®, indem sie sich fithren lassen,
die aktive Seite dem Lehrer zusprechen und die indirekten Sprechakte ,,richtig*
interpretieren.

Dass  Schiler dieses Sprachhandlungsmuster nicht nur mit einer
Sozial/Interaktionsform, sondern auch mit dem Losungsprozess von Textaufgaben
verbinden, macht eine Untersuchung deutlich, in der Schiiler einer vierten Klasse
Textaufgaben in Stillarbeit 16sen sollten. Die Bearbeitung einer Textaufgabe in
Einzelarbeit ist sicherlich die haufigste schulische Bearbeitungsform von
Textaufgaben, z. B. wihrend Stillarbeitsphasen in der Schule, bei Hausaufgaben
oder Klassenarbeiten. Erwartet wird ein schriftliches Ergebnis - meist in der FRA-

’ Die Sache an sich ist, so muss es dem Schiiler scheinen, also fiir das Problem und seine Lésung
nicht weiter wichtig.
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Form -, dessen Rezipient der Lehrer und dessen Funktion die Dokumentation des
erfolgreichen Abschlusses des Losungsprozesses ist. Beim eigentlichen, zuvor
ablaufenden Losungsprozess kommuniziert das Kind mit sich selbst.
Beobachtungen der Schiiler und Analysen von Notizen ergaben, dass die Schiiler
dabei zwei Muster anzuwenden versuchten, die beide nicht zum Ziel fuhren
konnten. Das FRA-Schema beschreibt nicht einen wirklich ablaufenden Prozess
und kann somit auch nicht bei einem solchen helfen. Versuchten sie aber auf das
am Beispiel vorher skizzierte Sprachhandlungsmuster zuriickzugreifen, mussten sie
ebenfalls scheitern, da mit dem Lehrer die fihrende Person fehlte.

Falluntersuchung 2: Bearbeitung einer Textaufgabe in Gruppenarbeit

Kommunikationssituation und Handlungsbeteiligte

Gruppenarbeit fordert Kommunikation, sie soll Teamfihigkeit férdern, den
Schilern zeigen, wie man durch gemeinsames Denken und Handeln zu einem
Ergebnis kommen kann. Kommunikationspartner sind in diesem Fall die Schiiler,
ein Produzent teilt sich mehreren anderen Partnern mit. Zwar tibernimmt keiner
innerhalb der Gruppe die Rolle eines Lehrers, dennoch sind natirlich innerhalb
einer Gruppe Dominanzen gegeben, die sich inhaltlich (Leistung in Mathematik)
oder auch vom Verhalten her (sicheres Auftreten) begriinden.

In dieser Falluntersuchung bearbeiteten Schiiler einer 2. Klasse in Vierergruppen
einfache Textaufgaben; sie wurden explizit aufgefordert, sich méglichst viel tiber
die Aufgabe und ihre Losung zu unterhalten. Die Gruppen wurden vom
Versuchsleiter so zusammengestellt, dass in Gruppe A vorwiegend gute Rechner, in
Gruppe B schwache Schiler waren. Aufgabe: Mutter tankt fiir 56 DM. Sie kauft noch
2 Laiter OL 1 Liter Ol kostet 16 DM.

Analyse am Text

Gruppe A

Al ST liest die Aufgabe 1 lant vor, die anderen lesen mit [vorlesen, wiederbolen, informieren).

A2 S1  Was ist gefragt? (Pause) |fragen, auffordern, iiberlegen]

A3 S1  Wie viel muss sie bezahlen? (schreibt Frage ins Hefl) [antworten; fragen; feststellen,
auffordern)

A4 S22 mal 16 ist gleich 32. 56 plus 32 ist gleich 88. [antworten, lautes Denken)

A5 alle schreiben Antwortsatz ins Heft.

Gruppe B

B1 alle /fesen leise die Aufgabe

B2 S3 2 Liter Ol kosten 32 DM. [lautes Denken) 16 plus 16 ist gleich 32. [/autes Denfen,
begriinden| Das kapier ich nicht. [feststellen, Unsicherbeit ansdriicken)

B3 S4 Ich auch nicht. [feststellen, bestitigen, werten] (Pause) 2 geteilt durch 16 ist gleich 8.
[lantes Denken, vorschlagen, sich versprechen)

B4 S5  Genau. |bestitigen, werten] Das ist die Rechnung. [bebaupten, versichern] 16 geteilt
durch 2 ist gleich 8.[wiederholen, berichtigen]

B5 S6 Ich glaub, ich weil3, wie das geht! [unterbrechen, behaupten] Frau L. hat immer
gesagt: Es ist gefragt, was nicht dasteht! [z Erinnerung rufen, konstatieren)
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(fragender Blick in die Runde) Blol3 ist die Frage, was nicht dasteht? [fragen;
feststellen, verunsichern]

B6 S5 Wie viel Geld gibt sie aus? [fragen; vorschlagen]

B7  S4 56 plus 16. [vorschlagen, wiederholen)

B8 S3 Ah, 32 plus Ding, plus 506. [verbessern|

B9 S6 Dann bekommt sie ja noch mehr Geld dazu, als sie ausgibt. [feststellen, in Frage
stellen] (Pause)

B10 S5 Wie viel Geld bekommt sie zuriick? [fragen, vorschlagen) (alle schreiben Frage anf)

B11 S4  Sie bekommt 8 DM zurtck. [antworten, behaupten) (alle schreiben Antwortsatz anj)

Sprachhandlungen: Typen, Sequenzen und Muster

In Gruppe A findet so gut wie keine Kommunikation, ja sogar kaum Interaktion
statt: S2 rechnet die Aufgabe mehr oder weniger fur sich und nofiert Frage,
Rechnung und Antwort in sein Heft. Die anderen Gruppenmitglieder vollziehen
den Losungsprozess zum Teil mit, schreiben das FRA-Schema jedoch von S2 ab. Die
einzige Kommunikation ist eine Diskussion um die Rechtschreibung einzelner
Worter.

Ganz anders Gruppe B: Die Schiiler reden und agieren miteinander, geben auf die
Beitrige der anderen e/n. Jedoch ist der Umgang mit den Beitragen der anderen und
die eigene Redehaltung sehr unterschiedlich. S3 ist meist auf dem richtigen Weg,
Sformuliert seine Gedanken und lisst sich von den anderen nicht sofort beeinflussen.
Obwohl er richtig rechnet und seine Ergebnis noch begrindet (B2), vollziehen die
anderen seine Gedanken nicht nach, sondern kniipfen an ein Wort an, dass sie
zudem noch aus dem Zusammenhang reilen (B8). S5 bemtht sich, nach der
gelernten Vorgehensweise an die Aufgabe zu gehen und diese in der Diskussion in
der Gruppe festzubalten (B4, B6, B10 Formulierung der Frage). Inhaltlich lasst er sich
aber unkritisch von den Beitragen der anderen /liten. S4 greift in seinen Antworten
beliebige Elemente aus der Aufgabe oder dem Gesprich auf (wiederholen).
Beherrscht wird das Gesprich allerdings von S6, der mathematisch gesehen am
wenigsten, vom Gespriachsverlauf her am meisten die Gruppenarbeit steuert. Er
fragt und stellt damit in Frage, er unterbricht und evoziert bei den Gesprichspartnern
Vorschldge.

Insgesamt lassen sich in Gruppe B verschiedene, aktive Sprachhandlungen
beobachten, die Schuler treffen Feststellungen und duffern ihre Meinunge. Auf die
AuBerungen der anderen Schiiler nehmen sie kaum explizit Bezug, interaktive
Sprachhandlungen fehlen noch. Auch hier lisst sich das Ergebnis wieder auf
grammatischer Ebene (kurze Sitze) festigen. Das liegt zum einem daran, dass bei
Kindern im Alter von 6-8 Jahren die Sprache noch nur eine geringe Hilfe zur
Wirklichkeitsbewiltigung ist. Zum anderen sind diese Schuler aber diese Form des
Arbeitens und Reflektierens nicht gewohnt. Die Schiler der Gruppe B befinden
sich somit in einer Ubungsphase des Sprachhandlungsmusters, die die zuvor als
starker eingestuften Schiler der Gruppe A noch nicht einmal erreicht haben.

4. Kommunikatives Verhalten und Mathematikunterricht
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Diese beispielhaften Analysen typischer Unterrichtssequenzen dokumentieren zum
einen die Art des Vorgehens, zum anderen mogliche Ergebnisse: zwei
Sprachhandlungsmuster konnen in Ansdtzen bestimmt, Erkenntnisse tuber die
Funktionen, die sie im Mathematikunterricht Ubernehmen konnen, und
Aufschliisse iber den Stand bzw. die Entwicklung eines Sprachhandlungswissen
durch den Schiler gewonnen werden. Dies weist die Richtung fir weitere
Forschungen, aber gibt auch Hinweise fiir Bedingungen effizienter Vermittlung
von Sprachhandlungsmustern und damit zur Unterrichtsgestaltung durch den
Lehrenden.

Sprachhandlungsmuster im Mathematikunterricht

Der fragend-entwickelnde Unterricht ist nach wie vor die vorherrschende
Unterrichtsform in deutschen Klassenzimmern. In unserem Beispiel fragte der
Lehrer, doch im Fragen ordnete und Jenkte er das Gesprach. Die Fragen der Lehrers
an die Schiler zielten nicht auf eine gegenseitige Information, zeugten nicht von
einem echten Interesse am anderen, sondern forderfen meist eine vorgegebene
Antwort. Dem Schiller blieb es, diese zu bieten. Er antwortete in kurzen Sitze,
verbalen Reaktionen auf Lehrerimpulse. Das Fragen wurde hier zum Abfragen, das
Antworten zu einem mechanischen Reagieren auf Reize.

Die Schiilerbeitrige wurden teils durch den Lehrenden wiederholt, zusammengefasst
oder verbessert, wobei die Antwort mitunter nicht nach dem Inhalt, sondern nach
Lehrergefallen bewertet wurde. Dabei wurden in die Wiederholung auch Tipps
eingebaut, so dass dem Schiler das Gefuhl vermittelt wurde, dass es eigentlich
beliebig ist, wer etwas und was er sagt. Die aktiven Sprachhandlungen lagen im Fall
dieses lehrergefihrten, zielorientierten Dialogs ganz bei dem Lehrenden, die
Sprachhandlungen der Schiiler blieben reaktiv.

Dieses Sprachhandlungsmuster versuchten die Schiler wahrend Einzelarbeit in
Stillarbeitsphasen anzuwenden; sie versuchten die Aufgaben nach dem Beispiel im
Plenum zu 16sen. Thre Rolle, die Produktion reaktiver Sprachhandlungen, hielten
sie durch, allerdings fehlte der Beitrag des Lehrers. Der Versuch der Schiiler, ein
zum Ziel fihrendes Muster anzuwenden, schlug also fehl. Er lisst den Schiiler in
einer unverschuldeten Hilflosigkeit zurtick.

Mehr (Sprach-)Handlungsraum lédsst sicherlich Gruppenarbeit dem einzelnen
Schiler; hier kann der Schuler ergablen und informieren, lant iiberlegen, begriinden und
Aufgaben verteilen. Das Gespriach verlief nicht gradlinig, weder thematisch noch
pragmatisch wie es typisch fiir problembearbeitende Gespriche in Gruppen ist.
Insgesamt herrschten aktive Sprachhandlungen verschiedener Klassen (konstitutiv,
deklarativ, kognitiv) vor. Gelenkt wurde das Gesprich durch verschiedene
Teilnehmer, eine Bewertung eines Redebeitrags geschah aufgrund sachlicher
Giltigkeit oder praktischen Nutzens oder der Dominanz des Produzenten.

Unsere Analyse zeigt, dass den Schiilern diese Form und die mit ihr geforderten
Sprachhandlungen noch ungewohnt sind. Noch nahmen die Schiler als Partner
kaum Bezug aufeinander, interaktive Sprachhandlungen waren also selten. Weitere
Untersuchungen sind nétig, diese und andere Sprachhandlungsmuster weiter zu
beschreiben, aufgrund von weiteren Vergleichen (wie Gruppe A und B) tber Stand
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und Entwicklung des schiilereigenen Sprachhandlungswissens Aussagen treffen zu
konnen und zu sehen, inwieweit eine Einteilung in aktive, reaktive und interaktive
Sprachhandlungen sich fur Forschungszwecke der Mathematikdidaktik als sinnvoll
erweisen kann.

Alle Formen des Frontalunterrichts, also auch der fragend-entwickelnde
Unterricht, laufen relativ stabil, sicher und planbar ab. Tendenziell aber lassen sie
wenig aktive Sprachhandlungen durch den Schiler zu, es bieten sich wenig
Moglichkeiten fir einen Schiler, etwas sprachlich zu entdecken. Da die
Sprachhandlungen in der Mehrzahl reaktiv oder wiederholend sind, bedient sich
der Schiiler auch wenig seiner eigenen Sprache; die Erkenntnisfunktion der Sprache
ist dadurch eingedimmt, d.h. die Sprache kann zum konstruktiven
Verstehensprozess wenig beitragen.

Geeignet ist der fragend-entwickelnde Unterrichtstil fiir die Einfuhrung eines
neuen Sachverhalts durch den Lehrenden, z.B. in der Form des Lehrervortrags. Der
Lehrer hier benutzt die Sprache, um einen neuen Sachverhalt vorgustellen, einen
Gegenstand zu beschreiben oder ein Problem zu erdrtern.

Einen Gegenstand beschreiben konnen jedoch schon Schiler der Primarstufe;
ebenso konnen sie eine Handlung, die sie beobachtet oder selbst durchgeftihrt
haben, sprachlich wiederholen. Mit einer gewissen Ubung kann man erreichen, dass
sie auch die nicht-korperlichen Handlungen, die sie z.B. bei Rechnungen
durchfithren, reflektierend wzedergeben. Versprachlichen von Gedanken, sei es in der
Form des /lauten Denkens oder in schriftlichen Dokumenten, bringt den Menschen
dazu, tiber sein Handeln und die Begriffe, mit denen er handelt, nachzudenken und
zu reflektieren. Dies sind Titigkeiten, die aktive Sprachhandlungen des Schiilers
fordern, die er zum Teil in Einzelarbeit, zum Teil auch in Gruppen einsetzen kann.

Viele Formen sprachlicher Handlungen fordert Gruppenarbeit von den
Schilern. Sie mussen etwas beschreiben oder darstellen, definieren oder benennen, dem
anderen etwas erlautern oder erkliren, ein Exgebnis diskutieren oder dokumentieren usw.
Ihre sprachlichen Handlungen werden vom Kommunikationspartner ernst
genommen, sie sind mal3geblich und folgenreich fir den weiteren Verlauf der
Arbeit und ihre Produzenten damit verantwortungstragend.

Jeder Schiiler denkt bei der Bearbeitung einer Aufgabe, er probiert und verwirft
Losungswege, fuhrt Rechnungen im Kopf aus. Dies kann man als eine Art
Kommunikation mit sich selbst verstehen, da der Textproduzent auch der
Rezipient ist. Selten, meiner Ansicht nach zu selten, werden Schiiler aufgefordert,
diese Gedanken Offentlich zu machen, d.h. sie ausgusprechen oder in irgendeiner
Form zu notieren. Diese Ubung liefert aber neben dem Training der Metakognition
durch den Schiiler auch ein Diagnoseinstrument fir den Lehrer.

Folgerungen fiir Schule und Hochschule

Mit der Analyse und Beschreibung von Sprachhandlungen und -mustern, ihrer
Funktion und ihren Folgen fiir das Unterrichtsgeschehen ist allerdings nur ein
erster Schritt getan. Gedanken machen muss man sich Gber die nidchsten Schritte,
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nimlich den Gebrauch wund Einsatz sowie die Vermittlung dieser
Sprachhandlungen und -muster im Unterricht.

Dabei geht es nicht um eine Entscheidung der Art, ob man Sprachhandlungen
und -muster anwenden moéchte; man kann gar nicht anders. Vielmehr lautet die
Frage, welche und wie man sie anwenden bzw. den Schiilern erfolgreich vermitteln
kann. Nun beherrschen Schiiler, wie oben erwihnt, zu Schulanfang bereits einige
Sprachhandlungsmuster, sie wissen also auch implizit, dass es solche Muster gibt
und dass sie unsere Kommunikation untereinander bestimmen. An dieses Wissen
kann man nun ankniipfen, die vorhandenen Muster modifizieren und erweitern. Zu
Zeiten der kommunikativen Sprachdidaktik versuchte man daher, wichtig erachtete
Sprachhandlungen und -muster explizit oder Gber (Trainings)Programme zu lehren.
Wenn die Praxis auch nicht den gewtnschten Erfolg zeigte, so blieb doch eine
Obacht auf Sprachformen und die Erkenntnis, dass es eine Aufgabe des
Deutschunterrichts sein muss, die Schuler auf vielerlei Art und Weise und in vielen
Formen zum Sprechen anzuregen, d.h. aber auch als ILehrender seine
Sprachhaltungen zu variieren.

Fir den Mathematikunterricht hieBe das also, den Schiler daran zu gewdhnen,
auch in Mathematik verschiedene Sprechweisen auszuprobieren und zu tben.
Lehrende miussen also Situationen schaffen, in denen fur die Schuler wirklich das
Bedurfnis entsteht, sich zu unterbalten, Dinge zu benennen, Handlungen in Worten
wiederzugeben."

Die Notwendigkeit der sprachlichen Auseinandersetzung ist bei eingekleideten
Aufgaben jedoch nur kunstlich erzeugt; es entsteht weder aus der Situation noch
der Aufgabe heraus ein Kommunikationsbedurfnis, sondern allein aus dem Zwang.
Das hat zum Teil dann die groteske Folge, dass Schiler, um solche Aufgaben l6sen
zu konnen, sprachliche Strategien entwickeln, die sie in keiner Situation auf3erhalb
des Mathematikunterrichts je wieder brauchen. Sinnvoll und damit auch
motivierender sind hingegen Aufgaben, die eine sprachliche Auseinandersetzung
mit der Situation oder dem mathematischen Inhalt n6tig machen, z.B. Aufgaben,
bei denen verschieden Bearbeitungsweisen oder Losungen je nach Interpretation
des Textes mébglich sind.

Ich will dies am Beispiel der Textaufgabe vom Anfang deutlich machen.
Traditionell wirde sie lauten: Auf dem Tisch stehen drei 1V asen. In jeder 1 ase sind vier
Blumen. Wie viele Blumen sind es insgesamt? Dies ist ein typische eingekleidete Aufgabe,
d.h. um eine Multiplikationsaufgabe wurde der Mantel eines Sachkontextes gelegt,
der fir die Losung der Aufgabe vollig entbehrlich ist. Die Sprachhandlung hinter
dieser AuBerung liegt in der Frage, die eine Antwort fordert, der Schiiler wird also
aufgefordert, eine Rechnung durchzutihren; Informationen einzubolen zu der Situation
oder eine Beschreibung der Blumen ist nicht erwiinscht." Nun wird vielfach geraten,

" Dann darf die Sprache auch einmal umgangssprachliche Ziige tragen, die Eigensprache des
Schiilers zugelassen werden (s. dazu Girtner 2001/1, Schmidt-Thieme 2002).

" Kindern, denen diese Aufgabe ohne Fachangabe vorgelegt wurde, fingen ohne Zégern an zu
malen oder Geschichten 2zu erzihlen (keines rechnete allein die geforderte
Multiplikationsaufgabe).
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diese Aufgabe zu ,,6ftnen®, indem man die Frage weglisst. Inwiefern dndert das die
Aufgabe des Schilers? Gar nicht; zumindest im Mathematikunterricht wird von
den Schiilern genau das Gleiche erwartet wie vorher; nur ist die Perlokution besser
versteckt als in der Formulierung vorher. Der Schiiler wird hier nicht dazu
angeregt, sich mit dem Sachverhalt auseinander zu setzen. Er lernt hingegen, dass
diese Art von Text im Mathematikunterricht keine Information wie im Alltag
liefert, sondern ein Aufgabe an ihn beschreibt, in welcher er zuerst eine Frage
finden und dann eine Rechnung rechnen muss. FEr entwickelt
mathematikunterrichtseigene Strategien des Textverstindnisses: ,,Frau L. hat immer
gesagt: Es ist gefragt, was nicht dasteht! Blofs ist die Frage, was nicht dasteht? Es kann nicht
Sinn von Textaufgaben sein, dass der Schiiler ein Sprachhandlungsmuster lernt, das
er aullerhalb des Mathematikunterrichts nicht braucht.

Besonders fiir die Primarstufe scheint es angebracht, neue Sprachhandlungen
und —muster im Gebrauch implizit zu lehren. Das macht Uberlegungen notwendig,
welche Muster fur welche Unterrichtsphase oder Unterrichtsstoff geeignet
scheinen, wie sie oben bereits ansatzweise angestellt wurden. Neue Formen sind
nattrlich erst einmal ungewohnt, sie fallen den Schilern vielleicht schwer, aus
welchem Grund man ihre Einfthrung nicht unbedingt an die Einfithrung eines
neuen Themas binden sollte. Bis Sprachhandlungen und —muster von den Schilern
souverin und ertragreich eingesetzt werden kénnen, bedarf es weiterer Ubung (s.
das Beispiel Gruppenarbeit). Natirlich ist dabei darauf zu achten, dass ein
Sprachhandlungsmuster nicht zum Lernstoff an sich wird, sondern als Methode, als
Hilfsmittel verstanden bleibt. Es geht nicht um stures oder sinnloses Abspulen
eines Handlungsschemas, es geht um das reflektierte Benutzen und Anwenden
eines Musters.

Auf eine Gefahr macht das Analyseergebnis der Stillarbeit aufmerksam: Will man
den Schilern Sprachhandlungen und —muster als Hilfe bei Lésungsprozessen
anbieten, so miissen das solche sein, die sie auch ohne Eingreifen des Lehrers
anwenden koénnen. Die bearbeiteten Blitter in der Einzelarbeit zeugten insgesamt
von der FEinhaltung eines Sprachhandlungsmusters, das dem in der
Falluntersuchung 1 entsprach. Das oftmals schlechte Ergebnis, wenn Schiiler in
Stillarbeit Textaufgaben l6sen, liegt also nicht an einem Versagen der Schiler,
sondern an einem Versagen des von ihnen angewandten Sprachhandlungsmusters,
das in dieser Situation nicht tauglich ist.

Wichtig ist also darauf zu achten, dass Sprachhandlungen und Sozialform sich
nicht widersprechen. Nicht notwendigerweise ist mit einer gewihlten Sozialform
auch das Sprachhandlungsmuster vollig festgelegt: Auch Frontalunterricht kann
offen sein, Vorstellungen und Denkwegen der Schiler in Ergablungen,
Ideendarstellungen Raum lassen, ohne sofort in mafBregelnde Handlungen zu verfallen
wie nterpretieren, [lisen, erkliren, richtig stellen, einordnen. Man kann aber auch im
Stuhlkreis die Schiiler sprachlich beherrschen und somit sprachlich frontal bleiben.
Wenn offene Unterrichtsformen gebraucht werden sollen, muss sich der Unterricht
auch sprachlich 6ffnen. Wenn Lernen flexibel und selbstorganisiert vonstatten
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gehen soll, so muss der Schiler auch mit sprachlichen Handlungen flexibler und
selbstbestimmter umgehen diirfen.
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Kommunikationsbarrieren beim Mathematiklernen -
Analysen aus kulturalistischer Sicht

Susanne Prediger

Zusammenfassung: Ausgangsthese des Beitrags ist, dass jede Kommunikation
uber Mathematik mit Lernenden interkulturelle Kommunikation ist, bei der die
Lehrkraft als Vertreterin der Kultur Mathematik fungiert. Auftretende Kommunika-
tionsbarrieren sind oft kulturell bedingt, wie an Beispielen erldutert wird. Als Vor-
schlag zum Umgang mit Kommunikationsbarrieren wird das Konzept des virtuellen
interkulturellen Diskurses zur Kliarung von kulturbedingten Konflikten vorgestellt.

0. Einleitung

Studierende  (beim Anblick des ersten Funktionenraumes): Wieso ist jetzt eine Funktion ein
Vektor? Was ist denn in der Linearen Algebra an der Hochschule ein Vek-
tor?

Lehrkraft: Das Element eines Vektorraumes.
Studierende: Ja, aber was ist ein Vektorraum?r?

Lehrkraft: ~ Na ja, eben zwei Mengen mit zwei Verkniipfungen, die den Gesetzen der
Assoziativitit, Distributivitit, Kommutativitat usw. gentigen.

Studierende: Die Rechenregeln wollte ich nicht wissen, ich wollte wissen, was die Ele-
mente dieses Vektorraumes sind!!

Lehrkraft:  Aber es ist eben nicht mehr als das: Zwei Mengen mit Operationen, die be-
stimmten Gesetzen gentigen.

Studierende: Aber wieso ist eine Funktion ein Vektor?

Ein solcher Dialog ist wahrscheinlich vielen vertraut, die schon einmal Studierende
der ersten Semester in Linearer Algebra unterrichtet haben. Es ist ein Ausschnitt
einer typischen Kommunikation, die in gewisser Weise gestort ist, weil die Beteilig-
ten nicht auf der gleichen Ebene reden, sondern unterschiedliche Bezugssysteme
haben. Solcherart Storungen in der Kommunikation sollen Thema dieses Beitrages
ein. Denn wie Lisa Hefendehl-Hebeker in dem Artikel ,,Verstindigung tiber Ma-
thematik im Unterricht” (2001) herausgestellt hat, gibt es in Kommunikationssitua-
tionen immer wieder auftauchende, typische Hemmnisse, die das Verstindnis von
und die Kommunikation tber und in Mathematik erschweren konnen. Sie hat ge-
fordert, dass bei den Lehrkriften eine groBBere Sensibilitit im Umgang mit solcher-
art Kommunikationsbarrieren entwickelt werden solle. Voraussetzung dazu sei al-
lerdings zunachst, sie sorgfaltic und wnter verschiedenen Perspektiven zu analysieren.

Das Thema Kommunikationsbarrieren und Lernhindernisse soll daher unter ei-
ner Perspektive betrachtet werden, die zwar mit den von Hefendehl-Hebeker ge-
nannten (der interaktionistischen, der konstruktivistischen und der epistemologi
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schen) verwandt ist, aber doch andere Schwerpunkte setzt, nimlich aus der inter-
kulturellen Perspektive (zum Vergleich der Perspektiven s. Prediger 2001b).

Ausgangsthese ist dabei, dass jede Kommunikation tber Mathematik mit Ler-
nenden interkulturelle Kommunikation ist, bei der die Lehrkraft als Vertreterin der
Kultur Mathematik fungiert, wahrend die Lernenden ihre Alltagskultur mit einbrin-
gen. Auftretende Kommunikationsbarrieren sind oft kulturell bedingt. Bei dieser
Sichtweise wird trotz der asymmetrischen Situation (die Lehrkraft ist Expertin,
wihrend von Lernenden gefordert wird, mit der Kultur der Mathematik zurechtzu-
kommen) aus analytischen und pidagogischen Grinden die defizitorientierte
Sichtweise auf die Lernende ersetzt durch eine Anerkennung der Andersartigkeit
ohne Wertung: Die Studentin denkt nicht alles falsch, sondern zunichst einmal nur
anders, und dartber soll kommuniziert werden. Nattirlich ist das angestrebte Ziel
der Kommunikationssituation, dass die Studentin sich der mathematischen Denk-
weisen zu bedienen lernt, aber dies ist erst in zweiter Linie von Relevanz, denn es
geht zunichst um mehr Bewusstheit fur existierende Prozesse.

1. Kommunikation und ihre Barrieren

Die Forschungen und theoretischen Positionen zur Kommunikation sind zwar du-
Berst verzweigt und zum Teil auch widerspriichlich, doch herrscht zumindest Ei-
nigkeit, dass sich Kommunikation nicht so direkt vollzieht, wie man frither ange-
nommen hat, nimlich als unmittelbare Ubermittlung von Botschaften. Heutige
Kommunikationsmodelle gehen dagegen von einer aktiv konstruierenden Rolle al-
ler beteiligten Personen aus. Die Zuhérenden miussen stets die Bedeutung der
Ubermittelten verbalen und nonverbalen Botschaften fiir sich konstruieren, und
zwar vor ihrem lebensweltlichen und kulturellen Hintergrund (Schulz von Thun
1981, theoretisch grundlegender bei Habermas 1981). Nur, wenn die Hintergriinde
der beteiligten Personen hinreichend viele Gemeinsamkeiten haben, kann eine er-
tfolgreiche Kommunikation statt finden, indem man zu gemeinsamen Deutungen
der Kommunikationssituation kommt. In diesen Modellen lassen sich Kommunika-
tionsbarrieren als Schwierigkeiten erklaren, die in einer Kommunikation dadurch
entstehen, dass die Hintergriinde der Beteiligten nicht gentigend tibereinstimmen,
um den notwendigen situativen Konsens herzustellen.

In der mathematikdidaktischen Interaktionsforschung sind einige Kommunika-
tionsbarrieren beim Kommunizieren Uber Mathematik intensiv untersucht worden,
und gewisse Effekte sind mit Hilfe der Begriffe Subjektive Erfahrungsbereiche und
Rahmung bereits erklirt worden (etwa Bauersfeld 1983, Maier/Voigt 1991). Die
dabei zugrunde liegenden Erklirungsansitze setzen an den Lernbiographien der
einzelnen an oder an den in der Interaktion hergestellten Rahmungen. Diese Erkla-
rungsansitze sollen nicht in Frage gestellt, aber in dieser Arbeit um eine kulturalisti-
sche Sicht erweitert werden, indem Kommunikationsprozesse beim Mathematik-
lernen als interkulturelle Kommunikation betrachtet werden.

Ausgangspunkt dieser Perspektive ist die These, dass einige zentrale Kommunikati-
onsbarrieren nicht nur individuelle Probleme sind oder durch die Interaktion ent-
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stehen, sondern in der Fachkultur der Mathematik wurzeln, die den Lernenden als
eigenstindige Kultur gegeniiber steht.

Bei der Ausarbeitung dieser Perspektive kann man zuriickgreifen auf den For-
schungsbereich zur interkulturellen Kommunikation, wie er in den Sprach- und
Kulturwissenschaften etabliert ist. Hier gibt es Kommunikationsmodelle zur Erkla-
rung von Fehlkommunikation, nach denen fehlgeschlagene Verstindigungsversu-
che sich auf divergentes oder sogar widersprichliches Hintergrundwissen seitens
der Interaktanten zuriickfihren lassen (Ehlich 1994, Breitenbach 1979). Der wich-
tigen Tatsache, dass die Ursache fir Kommunikationsbarrieren in interkultureller
Kommunikation natirlich nicht immer in kulturellen Divergenzen zu finden sind,
wird in den letzten Jahren zunehmend dadurch Rechnung getragen, dass man auch
andere Faktoren wie situative Ursachen oder die Problematik der kulturell unter-
schiedlichen Umsetzung impliziten Wissens in der Sprache genauer analysiert
(Tzanne 2000). Davon bleibt jedoch der Grundansatz unberithrt: Gerade in Kom-
munikationssituationen zwischen Angehorigen unterschiedlicher Kulturen fallt es
auf Grund der nicht geteilten kulturellen Hintergriinde schwerer, zu gemeinsamen
Deutungen zu kommen und sich auf gemeinsames implizites Hintergrundwissen zu
beziehen.

Deshalb lohnt es sich, zur Ergianzung der etablierten Perspektiven zu Kommu-
nikation beim Mathematiklernen auf den kulturellen Hintergrund von Kommunika-
tionsbarrieren zu fokussieren. Gestlitzt wird diese kulturelle Perspektive durch Alan
Bishop. Er hat sich nicht nur lange Zeit mit der Frage beschiftigt, inwiefern Kinder
anderer Kulturen mit der ,,westlichen Mathematik” Schwierigkeiten haben (Bishop
1988), sondern in den letzten Jahren seine Perspektive ausgeweitet durch die Be-
obachtung, dass kulturelle Konflikte auch fiir Kinder der westlichen Kultur immer
wieder virulent sind:

,For focusing on research ideas, however, I believe it is important to make a more radical
assumption, namely that all formal mathematics education 1s a process of cultural interac-
tion, and that every child experiences some degree of cultural conflict in that process.
This I believe is a plausible assumption to make, on the bases that schools are different
social institutions from others such as homes, that they have been established to do what
homes and other institutions cannot do, and, furthermore, that a great deal of research
has already documented such conflict.” (Bishop 1994, S. 16)

Was Bishop hier im Wesentlichen durch die Unterschiede zwischen schulischen
und aullerschulischen sozialen Institutionen erklirt, soll in diesem Beitrag auf die
Ebene der Inhalte ausgeweitet werden.

Inwiefern aber sind tiberhaupt unterschiedliche Kulturen im Spiel, wenn es um
die Auseinandersetzung von Lernenden mit Mathematik geht? Um dies aufzukla-
ren, soll im nichsten Abschnitt das Konzept der Wissenschaftskultur vorgestellt
werden. AnschlieBend sollen Beispiele von Kommunikationsbarrieren beschrieben
werden, die auftauchen, wenn Studierende der ersten Semester sich mit der Wissen-
schaftskultur der Mathematik auseinandersetzen. Der vierte Abschnitt zeigt Ansat-
ze fiir einen konstruktiven Umgang mit kulturellen Konflikten auf. Ubertragungs-
moglichkeiten auf schulisches Mathematiklernen und die Fachkulturen der Schul-
mathematik sollen im fiinften Abschnitt angedeutet werden.
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2. Mathematik als Wissenschaftskultur

Ein wichtiger Ausgangspunkt fiir eine kulturalistische Sicht auf Mathematik ist das
Konzept der Wissenschaften als Kulturen, wie es in dem von Roland Fischer gelei-
teten Projekt ,,Science as Culture” benutzt wird (Fischer u.a. 1998, Arnold 2001).
Ziel des Projektes ist es, mehrere wissenschaftliche Disziplinen (Physik, Biologie,
Literaturwissenschaft, Geschichte) unter kulturwissenschaftlichen Perspektiven zu
vergleichen. Dabei wird davon ausgegangen, dass die gemeinsame Kultur einer wis-
senschaftlichen Disziplin ,,aus all den Elementen [besteht|, die auch fiir jede andere
Kultur charakteristisch sind” (Fischer u.a. 1998, S. 5). Im Zwischenbericht des Pro-
jektes werden folgende Bestandteile einer Wissenschaftskultur genannt:

,Die Tradition und Briuche der Disziplin, die wissenschaftlichen Praktiken sowie die
tiberlieferten Erkenntnisse und Uberzeugungen, die moralischen Normen und Regeln des
Verhaltens, ebenso die Kenntnis des richtigen Umgangs mit den disziplinenspezifischen
sprachlichen und symbolischen Formen, sowohl des Wissens wie auch der Kommunika-
tion machen das aus, was man zusammenfassend als ,Wissenschaftskultur’ bezeichnet.
Der Begriff umfasst all das, was man sich als Studierender aneignen muss, um anerkann-
tes Mitglied der diszipliniren Community zu werden.” (Arnold 2001, S. 2)

Das von Fischer und seinen Mitarbeitern zugrundegelegte Konzept von Kultur ist
koharent mit dem heute tublichen (etwas weiteren) Kulturverstindnis der Kulturan-
thropologie (dargestellt in Nieke 1995, S. 47f) und dem mathematikphilosophi-
schen Konzept der ,,mathematischen Praxis® von Phillip Kitcher (1984), durch das
die Dimension der tiberlieferten Erkenntnisse und Uberzeugungen genauer aufge-
schlusselt wird. Aus einem Vergleich und einer Synthese dieser drei Perspektiven
entstand die folgende Zusammenstellung wesentlicher Bestandteile einer Wissen-
schaftskultur:

Zentrale Bestandteile einer Wissenschaftskultur

1. Uberlieferte Erkenntnisse, inkl.
- akzeptierte Aussagen
- akzeptierte Schluss- und Argumentationsweisen
- geteilte Bedeutungen und Beziige

2. Sprache mit ihren Begriffen und Bedeutungen inkl. Kenntnis des richtigen Um-
gangs mit den disziplinenspezifischen sprachlichen und symbolischen Formen
des Wissens und der Kommunikation

3. Arbeitsformen der Wissenschaft mit ihren Techniken und Werkzeugen
(Verfahren, Begriffen)

4. Normen, Werte und Uberzeugungen, inkl.
« als relevant betrachtete Fragen
« Vorstellungen tiber Zielsetzungen und Geltungsanspriiche
« Urteile iber Wichtigkeit und Schonheit wissenschaftlicher Resultate
und Theorien
« Standards fiir Begriindungen, Definitionen und Begriffsbildungen

5. Verhaltensmuster, emotionale Ausdrucksweisen
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0. Soziale Organisationen, Rollen und Spielregeln

7. Mechanismen der Initiation und Abgrenzung von Nichtdazugehérenden

Unter dem ersten Punkt stehen die Bestandteile, die man auch im Alltagsverstindnis
aufzihlen wirde, um zu sagen, was eine Wissenschaft ausmacht. Es sind die Teile,
die meistens in expliziter Form dokumentiert sind und als solche systematisch an die
nachfolgenden Wissenschaftlergenerationen weiter gegeben werden. Kommunika-
tionsstorungen, die aufgrund dieser expliziten Bestandteile der Wissenschaftskultur
zustande kommen, wiirde man aber nicht als kulturell bedingte Kommunikations-
storungen bezeichnen, sondern schlicht als durch Unwissen bedingte.

Deswegen stehen unter dem gweiten bis vierten Punkt implizite Teile des Wissens, die
zu einer Wissenschaft gehoren, aber selten expliziert werden. Die Bedeutung impli-
ziten Wissens hat als einer der ersten Michael Polanyi hervorgehoben. Er brachte
dies auf die einfache Formel, ,,dal3 wir mehr wissen, als wir zu sagen wissen® (Po-
lanyi 19606, S. 14).

Wie wichtig implizites Wissen fur die Entwicklung der Mathematik ist, versucht
Breger in seinen Arbeiten mit verschiedenen Argumenten zu begriinden (1990,
1992). So nennt er das ,,Argument der undefinierten Worter”, von denen in der
Mathematik einige eine wichtige Rolle spielen, etwa ,,wichtig, schon, tiefliegend,
kanonisch, natiirlich, naheliegend, einfach,* usw.:

,,Das sich im Gebrauch dieser Worte andeutende Know-how entscheidet daruiber, ob eine
Theorie in dieser oder jener Weise aufgebaut wird, ob sich diese oder jene Definition
durchsetzt, ob etwas ein Theorem oder ein Lemma ist, ob die mathematische Forschung
auf einem Gebiet weiterentwickelt oder die Forschungsrichtung als uninteressant fallen
gelassen wird.” (Breger 1990, S. 47)

Dass es ohne dieses Wissen nicht geht, illustriert er schon in seinem ,,Computer-
argument*:

,Man kann einem Computer ein Axiomensystem der Logik sowie ein Axiomensystem der
Topologie sowie die Definitionen von Stetigkeit, Kompaktheit usw. eingeben, aber dies
gentigt keineswegs, um den Computer ein Lehrbuch der Topologie ausdrucken zu lassen.
Der Computer konnte nicht einmal die Entscheidung dartber treffen, was ein Satz im
Unterschied zu einer richtigen Zeile im Verlauf eines Beweises ist, geschweige denn, dal3
er zwischen Lemma und Theorem oder zwischen interessanten und uninteressanten Er-
gebnissen unterscheiden konnte.* (Breger 1990, S. 46)

Fir Breger zeigt dies, dass der Lehrbuch schreibende Mathematiker iiber ein Wis-
sen verflge, das nicht im Axiomensystem formalisiert ist und ,,zumindest bis jetzt
Uberhaupt nicht in Regeln explizierbar ist.” (Breger 1990, S. 46) An anderer Stelle
geht Breger sogar so weit, mit Hilfe des impliziten Wissen tiber Werturteile den
Spezialisten tiberhaupt zu definieren:

,,One can define a Csipe(:ialist in one branch of mathematics by the fact that he is able to
correctly apply words like ‘elegant’, ‘simple’, ‘natural’, ‘profound’ in this branch of math-

ematics, although there are no applicable rules for the use of such words.” (Breger 1992,
S. 81)
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Auch Fischer betont, dass mit seinem Konzept der Wissenschaftskultur vieles von
dem erfasst wird, was seit Polanyi unter dem Stichwort implizites Wissen diskutiert
wird (Fischer u.a. 1998, S. 6).

Uber diese mehr oder weniger unmittelbar auf das vorhandene Wissen bezoge-
nen Bestandteile hinaus ist auch die sogiale Ebene der Wissenschaftskultur wichtig,
die in dem fiinften bis siebten Punkt angesprochen ist. Zwar kommt sie bei Fischer
nicht vor, doch haben Wissenssoziologen und Wissenschaftshistoriker in den letz-
ten Jahrzehnten klar heraus gearbeitet, wie stark auch diese Aspekte die Hervor-
bringung neuen Wissens beeinflussen. Auffallend ist ebenso, wie stark sich die ein-
zelnen Disziplinen hinsichtlich dieser Aspekte unterscheiden und wie sehr sie selbst
historischen Veranderungen unterworfen sind (fiir Mathematik z.B. Heintz 2000).

An dieser Stelle sei ein haufig gehorter Einwand vorweggenommen, dass die
Disziplinen selbst doch wieder in Teildisziplinen zerfallen, die haufig sogar mehr
Gemeinsamkeiten mit Subdisziplinen aus anderen Disziplinen haben als mit denje-
nigen aus der eigenen. Fischer u.a. betonen in der Auseinandersetzung mit diesem
Einwand, dass es in allen Disziplinen einem gemeinsame Identitit der Gesamtdis-
ziplin gebe, die insbesondere durch die akademische ,,Initiation” gewihrleistet sei
(Fischer u.a. 1998, S. 7). Fur die Mathematik hat Heintz herausgestellt, dass Ma-
thematik, obwohl es in viele Spezialdisziplinen zerfillt, eine nach aullen klar abge-
grenzte Disziplin ist, und sich die Mathematiker in erster Linie als Mathematiker
verstehen, nicht als Theoretiker eines Spezialgebietes:

,Mathematiker definieren sich als Angehorige einer gegen aussen [sic] abgegrenzten Dis-
ziplin, die sich durch die Besonderheit des Beweises, dhnliche Arbeitsformen und eine
gemeinsame Kultur auszeichnet. Wenn Mathematiker von ,wir’ sprechen, dann meinen sie

nicht die Kollegen in ihrem Spezialgebiet, sondern die Mathematik als ganze.” (Heintz
2000, S. 188)

3. Beispiele fiir Bestandteile der Wissenschaftskultur und
mit ihnen verbundene Kommunikationsbartieren

Ausgehend von dem Einftihrungsbeispiel zur Natur des Vektors sollen zwei zentra-
le Aspekte der Wissenschaftskultur beleuchtet werden, die die Kommunikation mit
Mathematiker/innen immer wieder erschweren: die als relevant betrachteten Fra-
gen und die geteilten Bedeutungsbeztige.

3.1 Relevante Fragen

Dass die Fahigkeit, zwischen relevanten und irrelevanten Fragen unterscheiden zu
konnen, einen entscheidenden Bestandteil des impliziten Wissens einer Disziplin
ausmacht, hat Breger in obigen Zitaten Uberzeugend formuliert. Es kann nicht ge-
nug betont werden, dass dartiber hinaus in der Entscheidung tiber die Auswahl der
relevanten Fragen ein zentraler kontingenter Einflussfaktor fiir die Weiterentwick-
lung der Wissenschaft liegt (ausgefiihrt in Prediger 2001a). Dies hat auch Arnold
hervorgehoben:

,»Es gibt unendlich viele ;wahre’ Sitze, die man prinzipiell sagen kénnte - aber dennoch zu
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sagen unterldsst. Es lisst sich immer fragen, warum gerade diese Aussage zu dieser Zeit
an diesem Ort getitigt wird. Und auf das gesellschaftliche GroBprojekt ,Wissenschaft’ be-
zogen, lisst sich immer auch die Frage stellen: Warum ist gerade diese Frage jemandem so
wichtig, dass er bereit ist, einen Teil seiner Lebenszeit in dessen Erforschung zu investie-
ren? Und warum sind andere bereit, Geld bereitzustellen, um ihn dabei zu finanzieren? -
Prinzipiell gibt es zu viele wahre Aussagen und Sitze, als dass deren ,Wahrheit’ allein ge-
nigen konnte, um Anlass zu sein, publiziert zu werden. Geschweige denn, dass Wahrheit
allein ausreichen wiirde, um andere dazu zu bewegen, das Publizierte auch zu lesen, zu re-
zensieren und in spateren Veroffentlichungen zu kommentieren.” (Arnold 2001, S. 4)
Kommunikationsbarrieren kénnen durch diesen Bestandteil der Kultur zum einen
dort entstehen, wo Nicht-Mathematiker die Relevanz einer fiir Mathematiker wich-
tigen Frage nicht sehen konnen, denn dann ist es schwer nachzuvollziehen, was
Mathematiker eigentlich treiben (genannt sei hier nur das Stichwort Beweisbediirf-
nis, vel. Winter 1983).

Zum anderen entstehen Kommunikationsbarrieren dort, wo Lernende Fragen
tormulieren, die in dieser Weise fur Mathematiker gar nicht relevant sind. Ein Bei-
spiel dafiir ist die obige Frage ,,Was ist denn nun ein Vektor?”. Diese Frage ist fur
die Studentin eine sehr wichtige und berechtigte Frage, denn sie ist gewohnt, in Ma-
thematik zwar mit Gegenstinden einer gewissen Abstraktionsstufe zu hantieren,
z.B. Zahlen, aber die haben immer noch Gegenstandscharakter. Die Lehrkraft da-
gegen hat das fur die Mathematik typische Konzept der impliziten Definitionen im
Kopf, nach dem nicht mehr definiert wird, was die Gegenstande sind, sondern rein
immanent , wie sie miteinander in Beziehung stehen. Auf Grund dieses auf Hilbert
zuriickgehenden Konzeptes der impliziten Definitionen (dessen Hintergriinde bei
Heintz 1993, S. 26-60 beschrieben sind), antwortet die Lehrkraft der Studentin gar
nicht auf ihre Frage, sondern auf die Frage nach den Bezichungen zwischen den
Dingen. Dies wiederum stellt die Fragende nicht zufrieden: ,,Das wollte ich gar
nicht wissen.”

Im Grunde hitte die Lehrkraft ihr sagen mussen: ,,Du stellst eine Frage, die heu-
tige Mathematiker/innen so nicht stellen wiirden!” und ihr die Grinde erkliren
miussen. Sie wirden dagegen vielleicht fragen, ,,Wieso definiert man den Vektor-
raum gerade so?” Dann hitte man sich dariiber unterhalten konnen, so aber bleibt
die Schieflage in der Fragestellung eine Barriere, die sich in dem Gesprich nicht
recht Uberwinden lisst.

Im Laufe ihrer Sozialisation in der Wissenschaftskultur der Mathematik lernen
die allermeisten Studierenden, welche Fragen man am besten nicht stellen sollte.
Allerdings lernen nicht alle, was die richtigen Fragen sind. Ubrig bleibt oft nur ein
Rumpf an gemeinsamen Fragen, die sowohl den Lernenden als auch dem Wissen-
schaftler wichtig sind, z.B. von der Art ,,Wie komme ich in diesem Beweis von Zei-
le 7 nach Zeile 82”. Diese Fragen werden zwar innerhalb der Mathematik nicht als
vollkommen zentral angesehen, dennoch als wichtig, und deswegen werden sie aus-
tihrlich beantwortet. Dass aber die Frage ,,Was ist insgesamt denn die Idee des
Beweises? Wo ist der gedankliche rote Faden?” noch viel wichtiger gewesen wiire,
lernt nur ein Teil der Studierenden. Und nur wer dies wirklich lernt, wird potentiell
selbst zum Experten.

Insgesamt sind die Kommunikationsbarrieren, die beim Mathematiklernen durch
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eine divergente Einschitzung der relevanten Fragen bedingt sind, deswegen beson-
ders hoch, weil die Wissenschaftskultur der Mathematik die Fragen in noch gerin-
gerem Malle thematisiert als andere Disziplinen. Selten wird dariiber gesprochen,
was gerade die relevanten Forschungsfragen sind — sieht man mal von Ausnahmen
wie den beriihmten Hilbert’schen Problemen ab, die als Forschungsprogramm ex-
pliziert wurden. Noch seltener wird in der Ublichen Darstellungsweise fertiger ma-
thematischer Theorien sichtbar, welches die treibenden Fragen waren, die zur Ent-
wicklung dieses Stiicks mathematischer Theorie gefithrt haben. Das tibliche Defini-
tion-Satz-Beweis-Schema mathematischer Vorlesungen und wissenschaftlicher
Publikationen prisentiert nur Antworten, ohne die Fragen selbst zu benennen.

3.2 Geteilte Bedeutungen und Beziige: Das Beispiel Mengensemantik

Hinter dem speziellen Problem des Ausgangsbeispiels, warum gerade die Frage
nach der Natur des Vektors nicht relevant ist, steht ein weiterer wichtiger Bestand-
teil der mathematischen Wissenschaftskultur, der dem Bereich ,,geteilte Bedeutun-
gen” zuzuordnen ist.

Darin werden divergierende Bedeutungsbeztige offenbar, die zusammen hingen
mit dem Ubergang von einer Semantik der Zahlen und Figuren, wie sie in der
Schulmathematik Gblich ist, auf eine Mengensemantik. Was mit dem Stichwort
Mengensemantik gemeint ist, hat Ulrich Felgner in einem Vortrag zur Rolle der
Mengenlehre in der Modernen Mathematik heraus gearbeitet:

,»Jede mathematische Disziplin kann [heute| auf der Basis der Mengenlehre aufgebaut
werden. Das heil3t, daf3 alle auftretenden Objekte als Mengen bestimmter Bauart einge-
fithrt werden konnen und daB alles mathematische SchlieBen innerhalb des mengentheo-
retischen Rahmens (etwa der ZSF-Mengenlehre oder einer Erweiterung von ZSF) durch-
gefihrt werden kann. Die Mengenlehre bestimmt also die Onzologie der Mathematik, d.h.
das, was ,ist’, und die Epistemologie, d.h. das, was beweisbar ist.” (Felgner 2001, S. 1)

Eine ,,Existenzberechtigung” innerhalb der Modernen Mathematik haben Objekte
demnach erst dann, wenn ihre Existenz durch eine mengentheoretische Konstruk-
tion abgesichert ist.

So wird etwa in der Analysisvorlesung unter der Uberschrift ,,Einfithrung und
Grundlegung der reellen Zahlen” definiert, was ein ordnungsvollstindiger, ange-
ordneter Korper ist und nachgewiesen , dass es bis auf Isomorphie nur einen gibt,
den man schliellich den Koérper der reellen Zahlen nennt. Damit sind fiir den Ma-
thematiker die reellen Zahlen in ihrer Ontologie geklirt. Die Lernenden stort es an
dieser Stelle nicht weiter, weil sie einfach ihre Vorstellung nicht aufgeben von den
reellen Zahlen als vertraute Objekte der Schulmathematik, die keiner weiteren
Konstruktion bediirfen.

Hier herrschen also interkulturelle Differenzen, die deswegen zunichst nicht zu
Kommunikationsbarrieren werden, weil sie als solche gar nicht wahrgenommen
werden, solange konkurrierende Deutungen nebeneinander laufen kénnen. Dies ist
tir die interpretative Unterrichtsforschung ein bekanntes Phinomen, allerdings
auch eine typische Stelle, wo es nicht nur um intersubjektive Deutungsdifferenzen
geht, sondern um interkulturelle, denn da prallen Bedeutungsbeziige der Schulma-
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thematik mit denen der Hochschulmathematik aufeinander.

Deutlicher zu Tage tritt das Storungspotential der divergierenden Bedeutungsbe-
zige nach meiner Erfahrung in der Linearen Algebra. Auch hier wird axiomatisch
ein Vektorraum eingefiihrt, und die Studierenden ignorieren die mengentheoreti-
sche Grundlegung geflissentlich und denken an den IR* oder IR. In dem
Moment aber, wo thnen z.B. ein Funktionenraum begegnet, ist die Irritation groB3.
,»,Was ist denn nun ein Vektor?”, so lautet dann die Frage. Die standardmal3ige und
korrekte Antwort , Das Element eines Vektorraumes.” ist fir die Studierenden kei-
nerlei Hilfe, da sie das Konzept der impliziten Definition nicht verstehen, ge-
schweige denn als wirkliches Objekt akzeptieren konnen, was nicht als Objekte in
threm Sinne eingefiihrt wurde, sondern nur als Element einer immanent beschrie-
benen Struktur (s.o.).

Das, was fur die Mathematiker ,,.Semantik® genug ist, nimlich die Einbindung in
ein Mengenkonstrukt, ist fir die Lernenden kein Bezugssystem, auf das sie sich ein-
lassen konnen. Sie koénnen ohne eigentitige Erfahrung mit abstrahierenden
Axiomatiken nicht begreifen, wozu es wertvoll ist, eine ontologische Bindung an
konkrete Objekte aufzugeben zu Gunsten der Ubertragbarkeit von Strukturen, so
dass dann die mengentheoretische Konstruktion die einzige Gewihr fiir eine solide
Grundlage ist. Sie kénnen also den Sinn nicht erkennen, sich mit der Ersatzseman-
tik der mengentheoretischen Konstruktion zu begniigen. Dies lieBe sich auch nur
durch eine Auseinandersetzung Uber die dahinter liegende Zielsetzungen klaren.
Wir werden auf diese Aspekte zuriickkommen.

3.3 Anonymisierung als Spielregel zur Darstellung

Um noch eine andere Ebene anzuschneiden, sei als weiteres Beispiel eines aus dem
Feld der Spielregeln wenigstens genannt, das massiven Einfluss auf das Lernen von
Mathematik hat: Die Tendenz der Mathematiker, sofort jeglichen menschlichen
Ursprung ihrer Theorie durch anonymisierte Sprache und Darstellung vollkommen
zu verdecken, z.B. in wissenschaftlichen Veroffentlichungen. Aus einer Spielregel
zur Darstellung mathematischer Resultate entsteht so ein Mathematikbild, das
durch das Abschneiden der menschlichen Wurzeln gepragt ist.

Dies ist zwar mit dem rationalistischen Wissenschaftsideal der Neuzeit durchaus
zu begriinden, stellt aber dennoch fiir viele Lernende eine grofle Hirde dar, die ei-
nige daran hindert, iberhaupt einen Zugang zu der ,,entmenschlichten Disziplin”
zu finden (vgl. Bauer 1995, Prediger 2001a).

3.4. Zwischenfazit

Was kann man aus diesen Beispielen lernen? Wenn die Ausgangsthese richtig ist,
dass einige wesentliche Verstindigungshiirden beim Mathematiklernen auf Charak-
teristika der Fachkultur zurtickzufiihren sind, die den Lernenden sehr fremd sind,
dann lohnt es sich, die Sichtweise der interkulturellen Kommunikation einzuneh-
men. Der kulturalistische Blick auf Verstindigungshiirden beim Mathematiklernen
hilft ndmlich, viele der auftauchenden Verstindigungsschwierigkeiten nicht als et-
was anzusehen, was durch Inkompetenz der Individuen bedingt ist, sondern als
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normale Bestandteile einer interkulturellen Kommunikation. Treffen die durch die
Fachkultur der Schulmathematik geprigten Lernenden auf die Wissenschaftskultur
der Mathematik, so liegt es in der Natur dieser Begegnung, dass es Deutungs-
differenzen geben muss, weil Sprache, kulturelle Deutungsmuster und dahinter lie-
gende Wert- und Zielvorstellungen von Lernenden und der entsprechenden Vertre-
terin der Fachkultur (im allgemeinen die Lehrkraft) nicht Gibereinstimmen.

Eine dahingehende Bewusstheit bei allen Lehrkriften wire winschenswert, weil
in dieser Perspektive Kommunikationsbarrieren nicht Storfaktoren einer im Ideal-
fall reibungslos verlaufenden Vermittlung sind, sondern ein integraler Bestandteil
des Prozesses, mit dem man einen verninftigen Umgang finden muss.

Fir einen solchen verntunftigen Umgang mit Stérungen kénnen wir direkt von
den Spezialisten der interkulturellen Kommunikation lernen, den interkulturellen
Pidagogen, wie im folgenden Abschnitt ausgeftihrt werden soll.

4. Zum Umgang mit Kommunikationsbarrieren: Der Konfliktansatz

Angesichts der notwendigen thematischen Konzentration wird hier unter der
Uberschrift ,,Umgang mit Kommunikationsbarrieren” nur ein Aspekt herausgegrif-
ten, der an anderer Stelle bereits diskutiert wurde (Prediger 2001c), hier aber kon-
kreter ausgefiihrt werden kann: der Konfliktansaty. Gemeint ist damit die in der Lite-
ratur der interkulturellen Pidagogik beschriebene Haltung, aus interkulturellen
Konflikten das konstruktive Lernpotential herauszuholen, statt sie zu glitten:
»~Ausgangspunkt einer interkulturellen Lernsituation ist die Irritation. Die Dynamik einer
internationalen Begegnung entspringt aus der kulturellen Ungleichheit, die bewirkt, daf3 es
zu einem Bruch mit der Normalitit, mit dem Gewohnten kommt. [...] Gelingt es, einen
Konflikt zuzulassen und seine interkulturellen Hintergriinde deutlich werden zu lassen,
dann kann interkulturelles Lernen beginnen.” (Haumersen/Liebe 1990, S. 25f, dhnlich
auch Nieke 1995)

In Bezug auf unsere Kommunikationsbarrieren hei3t das: Da Kommunikationsbar-
rieren meist auf divergierenden Deutungsmustern beruhen, stellt jede auftauchende
Barriere nicht nur eine Stérung dar, sondern auch eine Lernchance, denn an der
Storung kénnen die verschiedenen Hintergriinde, die Selbstverstindlichkeiten und
divergierenden Zielsetzungen thematisiert werden, die zu den Schwierigkeiten ge-
fihrt haben.

Die Umsetzung dieser Einsicht erweist sich allerdings oft als nicht einfach, denn
das dazu notwendige Hintergrundwissen steht nicht immer explizit zur Verfiigung,
sondern muss erst ins Bewusstsein geholt werden. Hilfreich dazu ist ein Verfahren,
das Nieke unter dem Titel ,,Virtuelle interkulturelle Diskurse zur Kliarung von kul-
turbedingten Konflikten im padagogischen Alltag” vorgeschlagen hat (Nieke 1995,
S. 242-252). Er postuliert fiir seine virtuellen Diskurse folgende Regeln und Schrit-
te, die hier in gekurzter Form zitiert werden:

1. Den Konflikt von allen Seiten her beschreiben. Die Deutungen aller Beteiligten er-
mitteln und nach allen erforderlichen Stiitzungen fragen.

2. Die kontriren Positionen aus dem Hintergrund der Deutungen begriinden, und dies
immanent, zunachst noch ohne eigene Wertung. Dann die Wertentscheidung der
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Beteiligten deutlich werden lassen.

3. Eine Losung des Konflikts suchen und begriinden. Fir den Losungsweg ist das
Prinzip der situativen Geltung von Normen zentral, das eine Beschrinkung der Gel-
tung von Handlungsgeboten auf bestimmte Situationen fordert, also den allgemein
aufgestellten Universalititsanspruch aufhebt.

(nach Nieke 1995, S. 247-250)
Ubertragen auf Mathematiklernen stellt sich das Problem ihnlich dar: Auch hier
haben Kommunikationsbarrieren ihre Ursache oft in divergierenden kulturell be-
dingten Deutungsmustern, und zur Behebung der Kommunikationsbarriere miis-
sen diese ans Tageslicht gehoben werden. Denn wenn die Barriere als kulturell be-
dingt identifiziert ist, das ist die wichtige Idee dieses Ansatzes, ist sie bereits fast
beiseite geriumt, der Rest gehért in den Bereich wissensgenetischer Uberlegungen.
Dabei heil3t ,,als kulturell bedingt identifiziert, dass man diejenigen impliziten Be-
standteile der Wissenschaftskultur ausfindig macht, auf denen die Konflikte beru-
hen.

Doch auch der Lehrkraft, die in diesem Sinne zwischen den Kulturen vermitteln
musste, sind oft nicht alle relevanten Deutungsmuster explizit prasent, so dass sich
Niekes prozessorientiertes Verfahren auch hier anbietet. Um anzudeuten, was ein
solches Diskursmodell fir den Umgang mit Mathematik heilen konnte, soll hier
ein fiktiver Diskurs zum Thema ,,Was ist denn nun ein Vektor” vorgestellt werden
(der keinen Anspruch darauf erhebt, echte Diskurse zu imitieren, sondern dem
Zweck der Konkretisierung in komprimierter Form dient):

Virtueller Diskurs zur Natur des 1 ektors:
S: Was ist denn nun ein Vektor? Du sagst das doch gar nicht.
L: Doch, aber es ist wahrscheinlich nicht die Antwort, die Du horen willst: Ein Vektor

ist ein Element eines Vektorraumes, und der ist doch genau definiert

S: Aber da stehen doch nur GesetzmaBigkeiten des Rechnens, nicht, was ein Vektor-
raum wirklich ist.

Das ist interessant! Was erwartest Du denn, was eine Definition leisten soll?
Fir mich soll in einer Definition stehen, was ein Vektor ist.

Aber was heil3t denn das, was er ist? Was ist denn fiir Dich ein Vektor?

Na ja, so ein Tupel von reellen Zahlen eben, oder so ein Pfeil, den ich verschieben
kann, aber jedentalls keine Funktion.

=

Bleiben wir ruhig bei den Zahlentupeln: Was ist denn aber fur Dich eine reelle Zahl?

%

Das weil3 man doch.

L: Ja, aber das reicht mir nun wieder nicht. Mit ,,Das weill man doch”, mag ich mich
nicht zufrieden geben. Wir stellen offensichtlich einfach véllig unterschiedliche Fra-
gen! Fur mich ist wichtig: Was lassen wir als Grundlage zu? Fir die modernen Ma-
thematiker miissen es mengentheoretische Konstruktionen sein, denn nur wenn Ele-
mente solide konstruiert sind, konnen wir uns ihrer Existenz sicher sein.

S: Hm, also nun mal zuriick zu den Vektorraumen: Hier sagst Du doch aber irgendwie
gar nicht, was eigentlich die Objekte sind, tiber die Du redest.

L: Stimmt, das ist ja sogar die Hauptidee bei solcherart impliziten Definitionen: Wenn
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man nicht sagt, was die Objekte eines Vektorraumes sind, sondern nur, wie sie zuei-
nander in Beziehung stehen, dann kann man die Definition doch auf viel mehr kon-
krete Strukturen, Beispielbereiche anwenden.

%

Also daher weht der Wind: Du willst das ganze iibertragbar machen!
L: Hat Dir das denn noch keiner gesagt?

S: Vielleicht schon, aber ich hatte nicht kapiert, dass man der Ubertragbarkeit die inhalt-
liche Definition opfert, dass hier also der Zusammenhang ist.

L: Aber das ist es genau, und daran liegt es auch, dass wir uns an Mengenkonstruktionen
festhalten mussen: Durch die Einbindung in die mengentheoretischen Konstruktio-
nen haben wir eine Absicherung, auch wenn der direkte Bezug auf konkrete Dinge
dieser Welt verloren geht, oder der Bezug auf Zahlen und Figuren, die Ihr ja schon in
der Schule akzeptiert habt als Objekte mit Existenzstatus in der Welt der Mathematik.

S: Ist es das, was Du mit Mengensemantik meinst? Aber das ist doch Betrug: Semantik
hat doch etwas mit Bedeutung zu tun, und das hat doch dann gar keine Bedeutung
fir sich!!

L: Nun ja, Du hast schon recht, Semantik in dem Sinne ist es sozusagen nicht mehr, wir
haben nur noch reine ,,Ersatzsemantik”, aber so ahnlich ist doch die Mathematik, die
Du kennst, auch schon: Zahlen sind doch auch keine eigentlichen Objekte dieser
Welt, sondern Abstraktionen, die Du aber gelernt hast als Objekte der Mathematik zu
akzeptieren. Sobald Du etwas auf Zahlen zurtickgespielt hast, warst Du doch bisher
auch zufrieden! So ist es fir uns mit den Mengen.

S: Okay, kann ich nachvollziehen. Aber insgesamt bedeutet das ja, dass der Sinn deiner
Definition ein ganz anderer ist als meiner: Wahrend ich gerne wissen wollte, was die
Dinge sind, sagst Du, das will ich gerade nicht, um die Theorie auf anderes tbertrag-
bar zu machen. Und warum sagt einem das keiner so? Warum sagt lhr einfach, es
reicht doch aus, implizit zu definieren. Thr miisst doch sagen, fiir welchen Zweck das
ausreicht!!

L: Da hast Du eigentlich recht.

Eine ,,LLosung des Konfliktes” in Niekes Sinne gibt es hier nicht, weil es auch kei-
nen Konflikt mir Entscheidungsnotwendigkeit gab, sondern nur eine Kommuni-
kaitonsbarriere. Der wichtigste Baustein zur Auflésung des vorliegenden Kommu-
nikationsproblems liegt aber darin, die ,,falschen Fragen” auszumachen und tber-
zeugend zu begriinden, wieso die Mathematiker sie so nicht stellen wiirden. Denn
dies fihrt zur Ebene der Deutungen und Wertentscheidungen, fir Mathematik
auch der Zwecke, Ziele und Sinnverankerungen. Bei der Verstindigung tiber unter-
schiedliche Bezugssysteme ist typisch, dass kein Konsens hergestellt werden muss,
sondern mit der Explizierung der dahinter liegenden Zielsetzungen die Barriere be-
reits bewiltigt ist. Somit ist das Prinzip der situativen Geltung auch hier von grof3er
Relevanz.

Nattrlich darf man diesen fiktiven und sicherlich hinsichtlich der Auffassungs-
gabe der Studentin idealisierten Dialog nicht in allen Details auf die Waagschale le-
gen. Aber er verdeutlicht Niekes Idee des virtuellen Diskurses als Verfahren zur
Explizierung des Impliziten.

Solche Dialoge auch in Lernsituationen zuzulassen wiirde den Raum geben, tiber
diese Aspekte ins Gesprich zu kommen und generelle Vorgehensweisen der Ma-
thematik zu thematisieren (siche dazu auch Martin Winters Beitrag ,,Uber Verstin-
digung zu Verstindnis” in diesem Band). Selbstverstindlich kénnen nicht in allen
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Lernsituationen solcherart Diskurse in dieser Tiefe und Klarheit gefiihrt werden
(mit Studierenden sicherlich noch eher als mit jiingeren Schiiler/innen), zumal im
Lernprozess auch andere Probleme der Wissensbildung eine wichtige Rolle spielen
als die Explizierung des Impliziten. Dennoch bilden virtuelle Diskurse ein gutes
Leitbild zur Verstindigung iiber Kommunikationsbarrieren. Auch zur Vor- oder
Nachbereitung von Lernprozessen durch die Lehrkraft kann sie die notwendigen
analysierenden Reflektionen fokussieren.

5. Ausblick: Die Fachkulturen der Schulmathematik

Obwohl bisher nur die Kultur der Hochschulmathematik angesprochen war und
die Kommunikationsbartieren, die zwischen Vertretern der Wissenschaftskultur
und Studierenden der ersten Semester entstehen, lasst sich diese Perspektive auch
auf die Kulturen der Schulmathematik und die Kommunikationsbarrieren zwischen
Schiiler/innen und Lehrkriften tbertragen. Denn auch in der Schule etabliert sich
jeweils eine spezifische Fachkultur der Mathematik, die natiitlich weitaus grof3eren
Variationen unterworfen ist als die Wissenschaftskultur, daher wird der Begriff hier
im Plural gesetzt. Dabei meint der Begriff Fachkulturen nicht nur die Unterrichts-
kultur, die spatestens seit TIMSS stark im Blickfeld der didaktischen Diskussionen
ist (Henn 1999, schon vorher Andelfinger 1995), sondern auch all die oben genann-
ten Bestandteile wie erlaubte Schluss- und Argumentationsweisen, relevante Fra-
gen, Sprache etc. (zu letzterem vgl. Franziska Siebels Beitrag in diesem Band).

Zwar sind z.B. die relevanten Fragen der Schulmathematik nicht die gleichen wie
die der Wissenschaftskultur der Mathematik, doch auch sie sind festgezurrt und er-
fordern von den Lernenden jeweils einen Prozess der Anpassung. So zeigen etwa
interpretative Untersuchungen des Erstrechenunterrichts, wie den Lernenden an-
trainiert werden muss, um welche Fragen es im Mathematikunterricht geht, d.h.
dass nur bestimmte, quantitative Aspekte von betrachteten Bildern eine Rolle spie-
len. Voigt hat diesen Prozess mit dem Begriff ,,thematische Prozedur” beschrieben
und aufgezeigt, welche Entwicklung ein Thema unter Ausschluss anderer Méglich-
keiten wiederholt nimmt und so zur Selbstverstindlichkeit wird (Neth/Voigt 1991,
S. 80).

Im Gegensatz zur Hochschuldidaktik, die die Fachkultur der Mathematik im
Wesentlichen nicht hinterfragt, gehen grof3e schuldidaktische Bemthungen darauf,
die Fachkulturen der Schulmathematik so zu verindern, dass Kommunikationsbat-
rieren abgebaut werden kénnen. Als Beispiele seien etwa die Reduktion der erdri-
ckenden Dominanz der Fachsprache genannt (Gallin/Ruf 1990) oder der Versuch,
zwischen Fachkultur und Alltagskultur konsequenter Briicken zu schlagen (Bonot-
to 2001, Hawkins/Pea 1987). Antworten auf das spezifische Problem der Anony-
misierung geben Bestrebungen zur verstirkten Subjektorientierung (Bauer 1995,
Gallin/Ruf 1990). All diese interessanten und wichtigen Ansitze sollten jedoch
nicht dartiber hinweg tiuschen, dass es stets kulturelle Unterschiede gibt und geben
wird zwischen dem, was die Lernenden mitbringen und der Schulmathematik, die
sie erwerben sollen, daher trigt auch hier der oben beschriebene Konfliktansatz,
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der den Harmonisierungstendenzen entgegengesetzt werden muss (ausgefithrt in
Prediger 2001b, 2001c). Und so wire es eine wichtige Aufgabe, die hier vorgestellte
kulturalistische Perspektive auch fiir die Fachkulturen der Schulmathematik genau-
er zu aktivieren, um Kommunikationsbarrieren aufkliren zu konnen.

6. Schlussbemerkung

,» Vergessen Sie alles, was Sie bisher geh6rt haben”,; so lautet eine Aufforderung, die
nach wie vor regelmillig an Studienanfinger/innen ausgesprochen wird. Die Un-
sinnigkeit der Aufforderung muss hier nicht weiter begriindet werden. Gleichwohl
ist sie ein bemerkenswerter Ausdruck eines impliziten Bewusstseins der Lehrenden
tber die Kluft in den Fachkulturen von Hochschule und Schule. Denn was sollen
die Studierenden eigentlich vergessen? Sicherlich nicht die explizite Mathematik mit
thren Begriffen, Sitzen und Verfahren, die Mathematik offiziell ausmacht, denn die
sind durch den Wechsel der Institution nicht falsch geworden. Lehrende, die solch
einen Ratschlag geben, gehen also zumindest intuitiv von der Auffassung aus, dass
Mathematik sich durch ihre jeweilige Einbettung erheblich verandert, auch wenn
die eigentlichen Theoreme die gleichen sind.

Es ist die Fachkultur mit thren Herangehensweisen, Begrindungsmustern und
Bezugssystemen, die den entscheidenden Unterschied macht zwischen Schulma-
thematik und der Wissenschaft Mathematik. Ein Unterschied, von dem die Leh-
renden intuitiv zu wissen scheinen, dass er Schwierigkeiten hervorrufen konnte, so
dass sie raten, im Kopf einfach ,,Tabula rasa” zu machen, auch wenn dies natiirlich
nicht moglich ist. Zumindest implizit ist den Vertreter/innen der Wissenschaftskul-
tur also die kulturelle Kluft bewusst, die jede Kommunikation mit Nicht-
Mathematiker/innen zur interkulturellen Kommunikation macht.

Auf diese Kluft explizit hinzuweisen und gewisse Kommunikationsbarrieren vor
diesem Hintergrund zu analysieren, ist Hauptanliegen dieses Beitrags. Wenn er das
implizite Wissen um die Bedeutung der kulturellen Unterschiede ins Bewusstsein
holt und damit zu einem sensibleren Umgang mit diesen Aspekten beitrigt, ist das
Hauptziel erreicht.
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Zerrissen als Folge der Leugnung der Risse

Uber Grenzen begrifflicher Fixierungen

im und im Umfeld des Mathematikunterrichtes

Hartmut Kohler

Zusammenfassung: Mathematikunterricht kann in besonderer Weise zum sachli-
chen Gesprich in der Gesellschaft befidhigen. Dazu muss er selbst, wie sein gesam-
tes Umfeld, das verstindigende Gesprach in den Mittelpunkt riicken. Zu gegenseiti-
ger Verstindigung zu kommen, fordert zunichst einmal, die Risse zwischen den
tangierten Handlungsfeldern anzuerkennen. Danach geht es um eine inhaltlich tiefe
Aufnahme der Probleme bei einer Sprachdisziplin, die sich jeder unnotigen Be-
griffsneubildung zugunsten schlichter Weiterentwicklung versagt. Um vorschnelle,
aber folgenlose Zustimmung zu den Ansitzen zu vermeiden und die Dringlichkeit
veranderter Orientierungen deutlich zu machen, wird die vorgefundene Situation
kritisch durchleuchtet.

,Wenn das Maf3 der Wissenschaften der Blindflug sein sollte, dann

ist vielleicht doch noch die Realitat vorzuziehen mit ithrer natiirli-

chen Erdenschwere.” [Reucher 1994]

0. Kommunikation ?

Es zeichnet unsere kranke Gesellschaft aus, dass sie weder Kraft noch Willen mehr
hat, Probleme zu l6sen, aber mit grolem Aufwand tber sie redet und sie damit nur
verscharft. So zeigt das verbreitete Reden iiber Kommunikation letztlich auch an,
dass wir unfihig zum Gesprich geworden sind. Wenn Dieter Wode schon 1976
,sunveranstaltete Kommunikation® vermisst [Wode 1976], also das nicht duflerlich
und willktrlich inszenierte, sondern in der Situation, von ihr, aus ihr heraus gefor-
derte und am Problem selbst orientierte Gesprach, dann benutzt er zur Bezeich-
nung des Absterbenden schon das Wort, das dieses Absterben gerade beschleuni-
gen wird: Das Modewort Kommunikation. Der Sprachwissenschaftler Uwe Pork-
sen merkt zum grenzenlosen und bedenkenlosen Gebrauch dieses Wortes an:

., Wortern wie Kommunikation fehlt die geschichtliche Dimension, nichts an ithnen weist auf
cine lokale und soziale Einbettung hin. Sie sind insofern flach, und sie schmecken nach
nichts. Sie bezeichnen Naturhaftes im Sinne der Naturwissenschaft. Sie enthistorisieren
die Bereiche, derer sie sich annehmen, und entzichen sie dem menschlichen Maf3. [Pork-
sen 1988]

Poérksen spricht von Amébenwortern - an anderer Stelle von Plastikwortern [Pork-
sen 1989] - und sagt, Mathematisierung sei der radikalste Nenner, auf den sich die
Vorginge der Lebensumgestaltung durch den diktatorischen Gebrauch solcher
Worter bringen lieBen, das heillt, er gebraucht das Bild einer unbedachten und
grenzenlosen formalen Modellierung. (So wird z.B. alles Handeln - etwa bei der in
B.-W. gerade anlaufenden Mathematisierung aller Titigkeiten im Offentlichen
Dienst mit Hilfe der sogenannten Neuen Steuerungsinstrumente (NSI) - heute als
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Produzieren vereinnahmt.) Das wire ein moglicher Inhalt fiir bildenden Mathema-
tikunterricht: Mathematisierung durch Sprachimperialismus.

Aber mir geht es hier weniger um solche Bildungsziele als vielmehr um den Ge-
brauch der Sprache im Unterricht und seinem Umfeld. Wenn wir dort einen diffe-
renzierteren Gedankenaustausch ermoglichen wollen, in dem den Schilern eine
groflere Chance fir den Zugang zur Mathematik geboten werden soll, dann mussen
wir schon im Reden dartiber sehr behutsam mit der Sprache umgehen. Dann sind
die zu bearbeitenden Themen solche wie unehmendes 1V erstindnis fiir bzw. von und u-
nehmende 1 ertrautheit mit funktionalen Betrachtungen. Und dabei sind gegenseitige Ver-
staindigung iber eine Vorstellung oder gemeinsame Losung eines Problems oder
gemeinsame Erarbeitung einer Ubersicht oder gegenseitige Absprache einer Be-
zeichnung und vieles mehr unter die Lupe zu nehmen. Sicher sind da tberall
Kommunikationsprobleme; indem sie aber spezifisch, in ihrem jeweiligen Umfeld
und ihrer jeweiligen Beziehung zu einem tibergeordnetes Ziel gelost werden, wird
eben jene geschichtliche, bereichsspezifische und soziale Einbettung erhalten, de-
ren Ignorierung eine der Gefahren der Unterordnung unter Plastikworter aus-
macht. ,,Kommunikation ist Austausch, Austausch ist eine Beziehung. Beziehung
ist ein Prozef3 .. [Porksen 1989, S.112]: Und worum geht es uns jeweils in einer
solchen Beliebigkeitsreihe, vielleicht um Austausch, und um welchen, und fir wel-
ches Ziel, und warum ordnen wir ithn dann nicht diesem Ziel unter, warum spre-
chen wir nicht genauer?

Der cinleitende Gedanke sollte uns daran erinnern, dass wir, wenn es uns wirk-
lich um die Losung des Problems gegenseitiger Verstindigung zu tun ist, die Dinge
schlicht, aber in ihrer Tiefe ansprechen mussen. Das kann oft durchaus mit der
vorgefundenen Begrifflichkeit geschehen, die tbrigens auch dafiir sorgt, dass der
kulturell erreichte Stand nicht leichtfertig unterboten und ein Problemfeld nicht
ohne Not eingeengt wird. Leider verkomplizieren wir stattdessen oftmals und be-
rihren wir nur die Oberfliche der Dinge durch unnétige neue Begriffsbildungen.
Wir brauchen ein Bewusstsein sowohl von dem Ziel als auch von der defizitiren
Wirklichkeit, die es zu iiberwinden gilt.

1. Risse

Die alltagliche Lebenserfahrung ist die, dass wir immer schon versuchen, Ordnung
in die uns begegnende Realitiat zu bringen, und dass wir damit immer wieder auch
scheitern. Unsere Erfahrung ist insbesondere, dass Mythen, Bilder, Metaphern,
Sinnspriiche uv.a. in ihrer Weite und Offenheit weniger schnell an der Realitit zer-
brechen als mathematische Ordnungsversuche, die aber genauso zum Repertoire -
Ubrigens aller Menschen - gehoren. Der Graben zwischen begrifflichem Denken
und rationalem Handeln einerseits und metaphorisch geleitetem, mythisch orien-
tiertem Lebensvollzug andererseits, der Riss zwischen Realitit und Bestimmung der
Realitit durch erklirendes Festlegen und die daraus folgenden Risse in der ver-
meintlich erklarten Realitit werden im Alltag der Schule insbesondere seit ihrer ge-
radezu ausschlieBlichen Wissenschaftsorientierung geleugnet, im besten Falle igno-
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riert, und so der Schiler faktisch belogen. Ein Grund fir ihn, sich dem auf ihn zu-
kommenden Schulwissen zu versagen bzw. mit ihm zu brechen, etwa in der Ent-
wicklungssituation seiner intensivsten Wahrheitssuche, bei der er zumindest ahnt,
dass er uberall mit Rissen leben muss, wenn man auch so tut, als sei z.B. - be-
schrinken wir uns auf den Mathematikunterricht - das Phinomen der Unendlich-
keit mathematisch und damit endgtiltig zu fassen, als sei sprachliche Eindeutigkeit
global méglich, als sei Mathematik zu treiben (zu lernen) nur bei ,,mathematisch
exakter Ausdrucksweise® moglich, als sei die Grenze des im Unterricht Geduldeten
die Grenze méglichen mathematischen Handelns usw.

Das wiederholt sich eine Ebene hoher in der Didaktik und dem Riss zwischen
thr und der Lehrerschaft, der sie ihre Existenzberechtigung verdankt, wenn sie
meint, Uber Unterricht und sein Umfeld dadurch besser reden zu konnen, dass sie
stindig neue Begrifflichkeiten einfihrt. Indem sie die Risse zwischen Realitit und
theoretischer Aufnahme ihrer Probleme nicht wirklich anerkennt (wenn z.B. ein
didaktisches Modell fur einen Aspekt geeignet ist, fur den dualen aber nicht, und
man es dann ,,zurechtbiegt®), indem sie versucht, die Praxis durch ihre modisch
wechselnden Begrifflichkeiten zu bestimmen, zu ,,stellen®, redet sie schlief3lich in
einer Sprache auch iiber - und ich benutze hier dieses Amébenwort ein letztes
Mal - Kommunikationsprobleme, die solche zumindest zwischen ihr und den Leh-
rern als Adressaten allererst schafft und dann stindig verstarkt.

,» Theoretisches Handeln hat immer schon die Welt auf die Einférmigkeit des puren Vor-
handenen abgeblendet, innerhalb welcher Einférmigkeit freilich ein neuer Reichtum des
im reinen Bestimmen Entdeckbaren beschlossen liegt.” [Heidegger 1993]

Der so von Martin Heidegger angesprochene Riss fordert sowohl in seiner Aner-
kennung als auch im (sprachlichen) Handeln in beiden ,,Halbebenen® Deutlichkeit.
Der Halbebene des tiber das pure Vorhandene Hinausgehenden ist ein angemesse-
ner Platz einzuraumen, etwa in der Anerkennung der Sinnsuche von Schulern, der
Unaufklarbarkeit von Lebensphinomenen u. a., und die Halbebene des wissen-
schaftlich Bestimmbaren ist in ihren Grenzen zu sehen und bewusst zu machen.
Vor allem braucht letztere die stindige Reflexion ihrer Methoden. Wir beobachten
heute, dass die Spezialisierung, die sowieso mit der Gefahr der Irrelevanz der Er-
gebnisse fiir ein ibergeordnetes Ganzes erkauft ist, zusitzlich dadurch fragwiirdiger
wird, dass recht leichtfertic Methoden und Betrachtungsweisen, ja vor allem Begrif-
fe von einem Gebiet in ein anderes ibernommen werden, ohne dass geniigend
hartnickig nach den jeweiligen einheimischen Bedingungs- und Beziehungsgeflech-
ten gefragt wird. Das steigert noch die Irrelevanz der Ergebnisse, statt das sie durch
einen Blick tiber den Zaun aufgehoben wiurde. Ein Beispiel: Wenn Schulentwick-
lung mit Begriffen wie produktorientiert oder prozessorientiert arbeitet, dann wird
es nicht leichter, die notwendige Weiterentwicklung eines padagogischen Bewusst-
seins von Lehrern in den Blick zu bekommen.

Die Grundlagenkrise der Mathematik am Anfang des 20. Jahrhunderts war ein
Sprachproblem; sie resultierte aus der Uberbeanspruchung von Begriffen. In der
Aufarbeitung dieser Problematik gelang Alexander Wittenberg eine erhellende Be-
trachtung der Grenzen von Begriffen in jeweiligen - bis hin zur individuellen Bio-
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graphie vom eigenen Gesichtsfeld abhingigen - die Bedeutung der Begriffe durch
thren Gebrauch implizit festlegenden ,,Bedeutungsgeweben® [Wittenberg 1968], die
uns durchaus ermutigen kénnte, uns stirker um das immer erneute Gesprich tber
die Sache zu bemthen, als nach immer neuen, die Sache ,stellenden® Begriffen
Ausschau zu halten (z.B. ,,Sprachspiele® statt ,,Bedeutungsgewebe®). Wittenbergs
Untersuchung zeigt auch, dass wir keineswegs frei und willkiirlich Begriffe bilden
und bilden kénnen [Kéhler 1993, S.223]. Und man kann auch auf dieser Ebene der
Begriffsbildungen innerhalb der Mathematik untiberbriickbare Risse aufweisen.
Wenn man zum Beispiel die beiden zu verschiedenen Bedeutungsgeweben geho-
renden Konzeptionen der Mengenlehre, die deduktiv-logische (mit deduktiven
Existenzfeststellungen) und die der zuldssigen Mengenbildungen als Beschreibun-
gen einer zuvor gegebenen bruchfreien Wirklichkeit auffasst, sind unlosbare Wider-
spriche unvermeidbar [Kohler 1993, S.223f]. (Den Gebrauch von Amobenwortern
konnte man zynisch als die moderne Form der Losung des Begriffsproblems an-
sprechen: Statt sich dem Problem zu stellen und begrifflich bewusster und achtsa-
mer vorzugehen, weicht man auf den Gebrauch modisch akzeptierter, unspezifi-
scher Worter aus.)

Das sagt nichts gegen Sprachentwicklung. Im Gegenteil: Helmut Konrads Hin-
weis ,,Das Wesen von Sprache ist das Wesen von Welt, somit das Wesen von
Sprach-Bildung das Wesen von Welt-Bildung.” [Konrad 1981] ist uns aus Kurt
Godels Antwort auf die Grundlagenkrise, genauer, aus einer Folgerung aus seinem
Unvollstandigkeitssatz, einem modelltheoretischen Satz von Léwenheim und Sko-
lem, bekannt: Die Welt ist so reich wie die Sprache, mit der wir tber sie sprechen.
Und wir beriihren mit unserer Sprache nur soviel Wirklichkeit, als diese Sprache
reichhaltig und nicht lediglich isomorph aufgeblasen ist. Den Sachverhalt der De-
terminierung unserer Wirklichkeit durch die Sprache kennen die Linguisten (unab-
hingig von den Mathematikern) als Sapir-Whorf-Hypothese [Whorf]. In der Of-
tentlichkeit, wo die Tendenz zum stindigen Wechsel des Sprachkleides genauso
stark ist, scheitert dieser glicklicherweise ab und zu an der Realitit, wenn etwa die
Bahn ein Kauderwelsch sich englisch gebender Kunstbezeichnungen einfiihrt und
ihre Kunden dann vollig orientierungslos sind, da sie die Konstrukte nicht zu ent-
schlusseln vermégen. Beispiele: McClean - wo die Kunden das Reinigungspersonal
vermuten - statt WC, Service Point - wo die Kunden einen Fahrkartenverkauf ver-
muten - statt Auskunft.

Ohne Risse sind hochstens die jeweiligen Bedeutungsgewebe, um mit Witten-
berg zu sprechen, relativ abgegrenzte Bereiche, in denen die Begriffe ein Heimat-
recht haben. Das heil3t aber, dass wir es sowohl im Unterricht, als auch in der di-
daktischen Hilfestellung fir Unterricht immer wieder mit Rissen zu tun haben.
(Wenn wir solche unvermeidlich schon in der Mathematik selbst antreffen, wie das
o.a. Beispiel aus der Mengenlehre zeigt, wie viel hadufiger sind sie dann erst im Le-
ben selbst, was hier heil3t, im Feld des Unterrichtes, in dem die mathematischen
Gegenstande wie auch Bereiche des Alltags, mégliche deduktive Begriindungen wie
auch psychologisch geténte Auffassungen und Sichtweisen, didaktische Erklarun-
gen wie auch entwicklungspsychologisch gegebene Unterschiede des Erkenntnis-
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vermogens, Unterrichtsziele des Lehrers wie auch Gestimmtheiten und Interessen
der Schiiler u.v.m. aufeinander treffen.) Sie anzuerkennen heil3t wesentlich, um den
Autbau verbindender Bedeutungsgewebe bemiiht zu sein, also angesichts der viel-
gestaltigen Situation elastisch reagierend zu handeln, statt in der Hoffnung auf den
die Sache erledigenden Begriff nach immer neuen Begriffen Ausschau zu halten
(womit man sich heute leider in der Didaktik gut profilieren kann). Es ist gar nicht
moglich, solche Bedeutungsgewebe aufzubauen, wenn stindig neue Begrifflichkei-
ten eingefihrt werden. Wenn wir beispielsweise das ,,Problem des Mathematikler-
nens im Spannungsfeld verschiedener Bezugsrahmen und Orientierungssysteme
diskutieren wollen, dann ist es recht zweifelhaft, ob ihm damit gedient ist, dass wir
es als ,,Problem des Mathematiklernens als interkulturelles Lernen® ansprechen und
dann die Kulturen als Bezugsrahmen und Orientierungssysteme definieren [Predi-
ger 2001]. Dieser Weg einer stindig neu begrifflich aufgeladenen Diskussion ist ein
Weg weg von der moglichst direkten Sachlichkeit, sagen wir schlicht: Ein Weg ab-
nehmender Deutlichkeit. Was, um bei diesem Beispiel zu bleiben, nattirlich nicht
heillen soll, dass man sich nicht Einsichten aus dem Feld interkulturellen Lernens
zunutze machen sollte.

Solches Vorgehen macht unser Wissen ahistorisch (siche oben: Porksen), da wir
den einmal erreichten Stand des Wissens nur noch dann im Bewusstsein behalten
konnten, wenn er stindig im Lichte der neuen tblichen Begrifflichkeit neu aufgear-
beitet wiirde. Das ist aber kaum noch zu leisten, wird tibrigens auch gar nicht ver-
sucht (vgl. dazu auch [Bauersfeld 2000]). Die Folge ist ein Verlust an schon erreich-
ter Substanz - zumindest im Bewusstsein der Abnehmer der Didaktik.

Das Vorgehen ubertrigt sich auf den Unterricht, indem mit neu benannten Me-
thoden gearbeitet und schon das als Erfolg gesehen wird, da ein substantielles Be-
wertungskriterium fir das Geschehen im Klassenzimmer fehlt. Intensitat der geisti-
gen Auseinandersetzung mit einem Gegenstand im Gesprich z. B., ist heute weit
weniger ein Kriterium fir die Beurteilung von Unterricht als vielmehr das Vorfin-
den von Etiketten wie Brainstorming, Trichter, Gruppenpuzzle, Produktorientie-
rung u.a.

Diese Etiketten diffundieren in die Lehrerschaft hinein. Noétig aber wire, dass
dort ein Bewusstsein fiir die sprachliche Aufgabe entstiinde - besonders in einer
Zeit rasanten Sprachverfalles in der Offentlichkeit. Die Formulierung ,,das Kleine
Einmaleins der X* verwendet ,,das kleine Einmaleins® als Metapher fir den Be-
reich X. X kann damit irgend etwas, zum Beispiel die Sprachwissenschaft, aber
nicht mehr die Mathematik sein. Das Kleine Einmaleins steht so fir sie selbst nicht
mehr als Metapher zur Verfiigung. Wird die Lehrperson, die es so zu verwenden
suchte, ihre Schiiler dahin fihren, Sprachebenen und Bedeutungsgewebe auseinan-
der zu halten? Wie man immer wieder beobachten kann, miissen wir eine Mehrzahl
von Lehrern, die gleichzeitig solche Schwierigkeiten haben und aber der Meinung
sind, in Mathematik komme es auf exaktes Sprechen an und das mit einer Normie-
rung der Sprache im Unterricht zu erreichen suchen (siche dazu ,,Verfremdung /
Sprache® in [Kohler 1993]), dazu veranlassen, tber die Relativitit und Kontextab-
hingigkeit solcher Exaktheit nachzudenken. Lehrer missen beobachten, wie sie
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selbst im Unterricht stindig eine Sprache sprechen, in der z.B. ein Satz und eine
seiner Verneinungen gleichzeitig richtig sind (irgend jemand hat immer Geburts-
tag / niemand hat immer Geburtstag), und das zum bewussten Hintergrund ihres
Unterrichts verarbeiten. Formulierungen wie ,,berechnet die Textaufgabe® (gerade
Textaufgaben sind aber oft und gerade fur Schiler unberechenbar) finden sich auch
in Schulbtichern zuhauf (siche z.B. ,,Zur Sprache® in [Koéhler 1992]). Und auch
dort dringt sich der Eindruck auf, dass tber die Benutzung immer neuer Vokabeln
der sorg-same Umgang mit der Sprache verloren geht. Krasse Beispiele daftir sind
- fir den Schiiler neue - ,,Fachworter®, die nur ein einziges Mal benutzt und im
weiteren Kontext gleich wieder fallen gelassen werden.

Die immer wieder versuchte Botschaft an den Schiiler ist die Lige von der
durchgingig moglichen und bruchfreien Exaktheit der Mathematik, die hier auf ihn
zukommt. Das von Schulbuchern und Lehrern von daher versuchte ,,exakte® Spre-
chen schligt sich in fragwurdigen, ja schlicht unsinnigen Definitionen und Sitzen
nieder, mit denen die Schiiler konfrontiert werden. Da heil3t es zum Beispiel:

b a+b

,Iur alle gleichnamigen Bruchzahlen gilt: a2
c ¢ c

Was soll hier das Wort gleichnamig? Ist der Satz ohne dieses Wort nicht mehr rich-
tig? Ist sich der Autor vielleicht nicht sicher, dass der Schiiler mit Variablen richtig
umgehen kann? Aber darf er einem solchen Schiiler dann iberhaupt die Formel
anbieten, misste er den Sachverhalt dann nicht ganz in der Umgangssprache for-
mulieren? Und bezieht man einen Allquantor in solchen Sitzen nicht normaler-
weise auf die Variablen, also auf a, b, ¢? Da wird es dann erst richtig kompliziert.
Doch warum darf der Schiiler eigentlich nicht den schlichten Satz lesen:
a b a+b,

,Fur alle Zahlen a, b, c gilt: : —+—=
c ¢ ¢
Warum schreibt man nicht einfach, was sich ihm am Ende einprigen soll:
a b _a+b
—+—= .
c ¢ c

Da letzteres gentugt, wire damit auch wieder ein Signal an den Schiiler vermieden

worden, das ihm sagt: Den Text kannst du sowieso nicht verstehen, aber du

brauchst ihn auch gar nicht zu lesen, er ist ja doch uberflissig, die Formel gentigt.

Oder es heif3t zum Beispiel:

,Die Verkntipfung von linearen Gleichungen durch das Bindewort #nd

nennt man Zneares Gleichungssystem.

Ist das Gleichungssystem nicht bestenfalls das Ergebnis dieser Verkniipfung? Aber

braucht man hier iberhaupt das fiir den Schiiler schwierige Wort Verkniipfung (wo

es doch selbst fiir den Autor des Satzes ein Stolperstein war)?

Oder man schaue sich zum Beispiel die vielen unverstindlichen Definitionen fir

Terme an, die alle daran kranken, dass man Terme eben nur Uber einen Termkalkul

definieren kann, dem jeweiligen Autor das wegen seiner mangelnden Vertrautheit

mit formaler Logik nicht klar ist, er aber den Schiiler trotzdem zu moglichst forma-

len Behandlungen der Probleme glaubt zwingen zu miissen.
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Alle solche Definitionen sollen Risse, Disparititen kitten, aber sie schaffen bes-
tenfalls weitere Risse, namlich im Kopf und Herzen des Schiilers.

Nicht einmal die Risse zwischen einem Lebensbereich und seinem mathemati-
schen Modell, oder gar die Grenzen des verordneten didaktischen Modells werden
zugegeben. Da zwingt man Schiler, eine Subtraktion ,,iber den Zehner* in zwei
den Zehner als Einschnitt sehenden Schritten durchzufithren und bezeichnet eine
nicht so vorgehende richtige andere Losung glatt als falsch; da spricht man davon,
dass man alle natiirlichen Zahlen nacheinander in eine Testmaschine eingesetzt ha-
be; die ganze Problematik, die in dem Wort Anwendung steckt, bleibt normaler-
weise vor der Klassentiir. Wenn Bildungsangebot heif3t, zu dem zu fuhren, was den
Menschen wesentlich angeht, wenn es wie Comenius, ,,das groBte padagogische
Genie der Welt™ [Johannes Schurr|, die Einheit von Wissen und Handeln zum Ziel
hat, dann kann der Mathematikunterricht an dieser Problematik von Rissen, die
zumeist als Sprachproblematik daher kommt, nicht vorbeigehen. Das beginnt -
und spielt sich weitgehend ab - in ganz gewohnlichen Unterrichtssituationen. Dazu
braucht es ein Augenmerk auf Sprache, das den Mathematikunterricht durchziehen
muss. Das folgende Beispiel moge anzeigen, wie unsicher Lehrer hier sind, wie viel
in dieser Beziehung also zu tun bleibt.

Beispiel
Im mathe-journal 2/96 stellte Helmut Achilles folgende Fragen:

» In einem GK 12 wird die folgende Hausaufgaben gestellt:

Eine ganzrationale Funktion 3. Grades hat im Punkt (-1\0) die x-Achse und im
Punkt (2\2) die Winkelhalbierende als Tangente.

Eine Schiilerin stellt fest, die Aufgabe nicht zu verstehen. Damit ist das Problem
tir sie offenbar erledigt. Konzentrierte Bemthungen des Fachlehrers, die auf wenig
Unterstitzung durch die Schilerin treffen, machen schlieBlich deutlich, dass die
Schiilerin bei der isoliert unverstandlichen ersten Halfte des Satzes

Eine ganzrationale Funktion 3. Grades hat im Punkt (-1\0) die x-Achse ...
aussteigt. Sie ist erst nach langem Zogern dazu bereit, sich ohne die sichere Basis

der verstandenen ersten Satzhalfte auf die zweite Satzhalfte einzulassen.

Fragen:

* Ist die Hausaufgabe falsch gestellt?

* oder: Ist die Aufgabe gut dazu geeignet, methodisches Fehlverhalten bei
Schiilern aufzudecken und zur Diskussion zu bringen?

* oder: Wird solches methodisches Fehlverhalten durch den Mathematikunter-
richt gestutzt?

* oder...... «

Das ist doch eine hervorragende Gelegenheit, mit Schiilern iiber Notwendigkeiten
in der Schule angebotener Lernmdéglichkeiten zu diskutieren.
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* Die Formulierung ist wie sie ist, und man muss mit ihr zurechtkommen. So
spielt das Leben spiter auch. (Ubrigens halte ich sie fiir elegant. Dass es
nicht heil3t, der Graph einer ganzrationalen Funktion, kann ohne Kenntnis
des Kontextes, also der Geschichte des Unterrichtes in dieser Klasse, nicht
diskutiert werden.)

* FEine Funktion hat keine x-Achse. Also hat sie auch keine x-Achse in einem
Punkt. Wenn die Schilerin das Satzstiick ,,Eine .... Funktion ... hat im Punkt
... die x-Achse* gelesen hat, miissten ihr ihre Mathematikkenntnisse sagen,
dass der Satz hier nicht zu Ende sein kann, und genauer, dass bis hier also
noch nicht gesagt ist, was die Funktion hat. Aus ihrer Vertrautheit mit der
Struktur deutscher Sitze heraus musste sie also im Satz weitersuchen, was
die Funktion denn nun hat, und zwar unter Hintansetzung der durch ,,und*
angeschlossenen zweiten Beschreibung der Funktion. Da diese zweite Be-
schreibung ganz parallel zur ersten ist (was man durch mathematische
Kenntnisse am schnellsten merkt), miisste sie aus sprachlichen Griinden also
bei ,,als Tangente® weiterlesen. Und da wird geradezu aufregend, was die
Sprache vermag. Die Funktion hat also eine Tangente im besagten Punkt,
aber es ist die x-Achse, die diese Tangente ist, weshalb die Funktion eben
doch die x-Achse hat, nimlich zur Tangente. — Ah ja, eine Funktion hat
keine x-Achse; aber da stand ja auch nicht esze x-Achse, sondern die x-
Achse. Mit besonders gutem Sprachgefihl hitte man ein wenig weniger Ma-
thematik gebraucht und gleich gefragt ,,wie hat die Funktion die x-Achse?*.

* Nattrlich ist ein Satz anspruchsvoller, der sagt, dass etwas etwas als etwas
hat, als einer der sagt, dass etwas etwas hat. Das heif3t aber nicht, dass so ein
Satz nicht seinen guten Sinn hitte.

* Der Satz macht eine Aussage iiber einen mathematischen Sachverhalt. Er er-
schlie3t sich nur, wenn man beides kann, grundsitzlich einen deutschen Satz
entschliisseln und fur das Verstindnis vorausgesetztes mathematisches Wis-
sen auch nutzen — und zwar sozusagen gleichzeitig. So ist das Leben nun
mal. Es ist eben gerade nicht moglich, die Wirklichkeit in isolierte Teile zu
zerlegen und sich darauf zurtickzuziehen, nur gewisse davon behandeln zu
wollen (die Lige von der wissenschaftlichen Allmacht). Aber ein Stiick weit
lisst sich manchmal durchaus Kénnen auf einem Gebiet durch Konnen auf
einem anderen ersetzen (Sprachgefiihl).

Genau die hier angesprochenen im Mathematikunterricht ungelésten Sprach-
probleme der Schiiler sind es ubrigens, die dazu fihren, dass Biirger ihre demokra-
tische Mitsprache sofort zuriicknehmen, wenn mathematisch relevante Sachverhal-
te in einer Diskussion auftauchen. Beim ersten Hauch von Mathematik geben sie
auf weiterzulesen oder weiterzuhéren. — Wie diese Schiilerin.

Wenden wir uns méglichen Lésungsansitzen zu.
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2. Gesprich

Kinder lernen durch Héren und Mitreden schon frihzeitig, mit ihrer Mutterspra-
che vielfiltig umzugehen, und sie lernen auch, mit verschiedenen Ebenen des Spre-
chens (etwa Metaphern) zurecht zu kommen. Die hier zur Rede stehenden Prob-
leme in der gegenseitigen Verstindigung konnten auch im Unterricht weitgehend
im Gesprich selbst implizit gelost werden. Dazu braucht der Lehrer keine Kom-
munikationstheorie und auch kaum explizite Anstrengungen. Was aber aus Unter-
richtsbeobachtungen und aus Lehrbuchtexten deutlich wird, ist die Notwendigkeit,
dass sich die Lehrer vor unnoétigen, zu frithen, zu strikten usw. Einschrinkungen
der Sprache ihrer Schiler hiiten, dass sie das ,,Spiel zwischen Sprach- und Hand-
lungsebenen und bereichsspezifischen Bedeutungen® nicht abbrechen. (Ein guter
Mathematikunterricht ist viel zu reichhaltig, als dass er mit einer Sprachebene aus-
kommen konnte!) Gerade wegen solcher Eingriffe konnte sich nimlich mancher
Schiiler geistig vom Unterricht abmelden. Colin Hannaford (Europiische Schule
Culham/Oxford) kultiviert dieses Spiel geradezu als Vorbereitung einer neu tbet-
nommenen Klasse auf einen dialogischen Unterrichtsstil, wenn er mathematische
Lehrbuchtexte laut vorlesen und in der Klasse diskutieren ldsst. Er schafft damit
eine Gesprichsvoraussetzung, die die Atmosphire fur die Verstindigung tiber Ma-
thematik deutlich verbessert, nimlich die Einsicht in die Notwendigkeit der diskur-
siven Auseinandersetzung.

Es mag schwach erscheinen, wenn ich hier zunachst den Vorschlag mache, dass
Lehrer etwas nicht tun sollten, statt eines Vorschlages, was sie denn tun sollten.
Doch spricht viel dafiir, dass die auf vermeintlich wesentlichem Wissen beruhen-
den Eingriffe von Lehrern oft wenig ertragreich und vielmehr schadlich sind. Vol-
ker Krumm berichtet von den Home Schools in den USA, in denen Eltern eher
bessere Ergebnisse erzielen als die Lehrer in 6ffentlichen Schulen. Das konnte ge-
rade mit dem Problem der zu vielen Eingriffe und des zu geringen Vertrauens in
die eigenen Moglichkeiten der Schiiler zu tun haben. Es ist eher ein kinstlerisches
als ein zweckrationales Geschehen, die Sprachentwicklung der Schiler im Unter-
richtsgesprach (im weitesten Sinne). IThm ist jede starre Regel abtriglich. Wenn ein
Lehrer (erfolgreich!) fordert, dass im Hauptschulbuch ,,berechne die Oberfliche*
durch , berechne den Oberflicheninhalt® ersetzt wird, was er vermutlich im Untet-
richt auch durchsetzen wiirde, dann ist das zwar ein Schritt in Richtung auf genaue-
re Ausdrucksweise, aber es ist insbesondere im Unterrichtsgeschehen zu fragen, ob
der Schritt hier (schon) notig ist, und ob er vom Schiiler in der entsprechenden Si-
tuation wirklich (schon) gegangen werden kann. Andernfalls kann der Eingriff un-
notigerweise den Gedankengang des Schiilers stéren. Wenn es fir den Schiiler kei-
ne Notwendigkeit der Unterscheidung von Oberfliche und Oberflicheninhalt gibt,
arrangiert er sich moéglicherweise mit einem ,,bei dem musst du immer noch zhalt
anhingen®, womit der Riss zwischen seiner Welt und der des Mathematikunterrich-
tes ein wenig groBBer geworden wire. Die wesentliche Frage ist nicht die nach der
augenblicklichen Benennung, sondern es ist die Frage, ob der Schiiler zwischen der
Oberfliche und ihrem Inhalt dann zu unterscheiden vermag, wenn es notig ist.
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Wenn der Lehrer dies wissen will, muss er sich auf ein Gesprich einlassen, in dem
es um Probleme geht, bei deren Losung diese Unterscheidung substantiell eingeht.

Das Gesprich - in seiner sokratisch-ringenden Form (Leonard Nelson [Loska],
Martin Wagenschein [Wagenschein 1965/1970 und 1977]), nicht natiirlich als Mit-
tel der Belehrung oder der Selbstdarstellung - fihrt in die Nichternheit der ehrli-
chen Suche im Gegensatz zur verkrampften Implementierung einer Fulle von (fiir
thn) nichtssagenden Fremdwortern im Schuler. Im sokratischen Gesprich ist es
moglich, dass Inhalte, falsche Wortwahl iiberspringend, ausgetauscht werden (vgl.
seometrisch/symmetrisch in [Howekamp 1999]), denn hier wird sogar die Musik
hinter den Worten, ja die Person hinter dieser Musik wahrgenommen. Das Ge-
sprich ist die Begegnung angesichts des Problems (Kommunikation: Ent-
gegnung?). Der Inhalt, die Problematik, also das Verstehen, d.h. das Lernen be-
kommt gerade dann eine Chance, wenn die Vergitterung durch eine tiberzogene
Terminologie wegfallt und Sinngebung und personale Identitit zum Vorschein
kommen.

,,Weil die Lerninhalte nicht mehr in einer absoluten Sprache fixiert sind - der Sprache des
Lehrers und des Lehrbuches - , sondern von Fall zu Fall neu formuliert werden miissen,
erscheint Sprache in ihrer urspriinglichsten Form: als Gesprich.“ [Gallin/Ruf 21991]
(Man denke an Sokrates® Skepsis gegentiber der Méglichkeit, Wissen in Bichern zu
tixieren, da es so der Lebendigkeit der stindigen menschlichen Aktivierung entzo-
gen wird.)

Es konnte ja sein, dass das Uberhandnehmen von Visualisierungen, zumeist
durch Verwendung standardisierender Programme (bei der Prasentation beispiels-
weise durch Verwendung eines zur Gedankeneinebnung geeigneten Programmes
wie Power Poinf), mit ihrer Gefahr der Vortiuschung von Verstindnis und der
Leugnung der Sache innewohnender Schwierigkeiten und des personalen Umgan-
ges damit eine Folge des Versagens vor dem sprachlichen Problem ist, namlich der
Versuch, dem Gestripp der Missverstindnisse billig zu entkommen. Soweit Ma-
thematik ,,der Widerspruch des Denkens gegen die Anschauung ist* [Wittenberg],
ist mit Visualisierungen aber nicht viel auszurichten, selbst wenn sie inzwischen
jederzeit farbig und bewegt auf dem Bildschirm abrufbar sind. Es geht hier nicht
darum, den Sinn von Visualisierungen in entsprechenden Situationen zu leugnen,
aber darum, den aktuellen ,, Trend zur Bebilderung* zu hinterfragen angesichts des
sich verschirfenden Sprachproblems. (Das braucht man nicht erst aus PISA zu ler-
nen.)

3. Verantwortung

Alexander Wittenberg hat ein zweites in unserem Zusammenhang relevantes Buch
geschrieben: Bildung und Mathematik [Wittenberg 1963]. Es ist ein ausgezeichnetes
Beispiel dafiir, wie man in gepflegter, aber schlichter Sprache Vorschlige fiir den
Unterricht machen kann; Vorschlage, die bis heute nicht tberholt sind und wohl
auch kaum tbertroffen werden. In diesem Buch geht er unter der Frage, was denn
Bildung sein konne, auf die politische Vergangenheit Deutschlands ein. Das von
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thm angesprochene Versagen angesichts der unsiglichen politischen Entwicklun-
gen im Dritten Reich hat wohl durchaus Parallelen in vielem, was heute vor sich
geht. Ja verschirft: Hin Reichspropagandaminister Goebbels hitte sich kaum vor-
stellen kénnen, wie leicht und wie weit sich eine Offentlichkeit ohne duBerlichen
Druck sprachlich gleichschalten lasst, wie etwa (nach dem 11. September 2001) in
der Sprachregelung vom Kampf gegen den Terrorismus statt vom Krieg. Ganz ohne die
Anstrengung einer Reichspressekammer unterbleibt jede ernsthafte Diskussion die-
ses Begriffes und wird er kritiklos - aber mit verheerenden politischen Folgen -
Uberall verwandt. Es geht kein Aufschrei durch die Schicht der Intellektuellen (was
Wittenberg fir das Dritte Reich als Bildungskatastrophe anspricht), wenn der Bun-
deskanzler eine Ermmdchtigung fir den so zur Polizeiaktion umgedeuteten Krieg in
Afghanistan bekommt. Es gibt kein Bewusstsein der faktischen Macht von Sprach-
regelungen. Wachheit in Bezug auf die Verwendung von Begriffen kénnte zum
Beispiel eine Folge eines Mathematikunterrichtes sein, der keineswegs andere als
mathematische Gegenstinde behandelte, sie aber anders behandelte. Solcher Un-
terricht wiirde unabhingig davon, ob diese Gegenstiande fiir den Schiiler spiter di-
rekt von Wert wiren, viel fur sein spiteres Leben abwerfen. Dazu sind Gespriche
notig.

Diese Gespriche missen selbst leisten, was der Schuler erfahren soll, dass es
namlich sinnvoll und lohnend, ja oft unumginglich nétig ist, sich gegenseitig ver-
staindigend um Klarheit zu ringen. Leider werden statt dessen oft unverstandene
Fachausdriicke ausgetauscht, was eher eine Vorbereitung darauf ist, sich spiter im
Leben in den Austausch von Dogmen mittels Plastikwortern einbinden zu lassen.
Aber solche Gespriche brauchen die Ehrlichkeit, die sich in der verwandten Spra-
che zeigen muss. Beispiele dafiir finden sich in etwas alteren Buchern. In einem
Abschnitt ,,von der mathematischen Strenge® beleuchtet Karl Menninger Schwie-
rigkeit und Notwendigkeit von Definitionen am Beispiel des Kreises in schlichter
Sprache, aber mit dem erhellenden Gegenbeispiel des gleichseitigen Bogendreiecks
gegen die Festlegung ,,uberall gleich ‘dick™ und einer gekonnten Spiegelung der
Situation aufs Juristische. (Die Definition ,,iberall gleich dick®, nimlich nur die
Uberpriifung des Durchmessers an den Ridern, war wohl schuld am Bruch eines
Rades und dem Tod von hundert Menschen beim Eisenbahnunglick von Eschede
bei Celle 1998 [Wode 2002].) Dort stehen Sitze wie dieser, aus denen zu lernen wi-
re: ,,Erkliren rihrt an das tiefe Geheimnis der Sprache, ein inneres Bild in Worter
umzusetzen, damit iber sie im Horer genau dasselbe entsteht. [Menninger 1954]
Nun gut, vielleicht wissen wir inzwischen mehr tiber das ,,genau selbe® Bild, aber
wir wissen so etwas zumeist in einer durch fragwiirdige Sprache unzuginglich ge-
machten Form. Nota bene: Memminger kommt ohne das Wort Definition aus, was
kein heutiges Schulbuch schafft - dessen Definitionen nicht selten aber in vieler
Weise unsinnig bis zur Widerspriichlichkeit innerhalb des Kapitels sind.

Zum tiefen Geheimnis der Sprache gehort auch, dass sie ,,in uns denkt®, ein Teil
dessen ist, was wir mit dem konstruktivistischen Ansatz (Axiom!) ausdriicken kon-
nen als das, was ,,in uns konstruiert™ [Aebli 1981]. Aber das kann die Sprache nur
so lange, als ihre Kraft nicht auf Grund babylonischer Zerrissenheit geschwunden
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ist. Und die Entwicklung zu dieser Méglichkeit ,,in uns® bedarf der behutsamen
Begleitung der Lehrenden, was einmal mehr den obigen Ansatz stitzt, dass Lehrer
vor allem auf Eingriffe verzichten miissen.

Vielleicht wire es hilfreich, wenn der Schiiler in der Schule erftihre, dass gerade
die Wissenschaft, die im Ruf steht, zweifelstreie Entscheidungen méglich zu ma-
chen, die wohl mit daran Schuld ist, dass seit dem 20. Jahrhundert totalitire Losun-
gen Konjunktur haben [Hannaford 1998], dass gerade diese Wissenschaft sehr ge-
nau von ihrer grundsitzlichen Beschrianktheit weill. Dazu musste beispielsweise der
Godelsche Satz das Theater der Berechnung von Hochpunkten aus der Schule (den
Lehrplanen) verdringen. Demokratie ist Anderes als die Freiheit zum schrankenlo-
sen Konsum: Die Ermoéglichung der Teilnahme am gesellschaftlichen Gesprach
wire ein Ziel demokratischer Erziehung, zu dem der Mathematikunterricht viel

beizutragen hatte [Kohler 1998].
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Mathematisches in der Kommunikation

Katja Lengnink

Zusammenfassung: In vielen Verstindigungssituationen werden mathematische
Kommunikationsmittel eingesetzt. Es wird zunichst exemplarisch erarbeitet, wel-
chen Stellenwert diese im Rahmen von Verstindigungsprozessen einnehmen und
welche Zielsetzungen mit ihrer Verwendung verbunden sind. Ein allgemeinbilden-
der Mathematikunterricht, der zum kompetenten Umgang mit mathematischen
Kommunikationsmitteln befihigt, konnte wesentlich zum Verringern einer unkriti-
schen Mathematikglaubigkeit beitragen. Ein solches Konzept der mathematischen
Kommunikationsfahigkeit wird in dem Beitrag entfaltet und es wird ein Profil fir
einen kommunikationsfahigen Laien in Bezug auf Mathematik zur Diskussion ge-
stellt.

1. Mit Mathematik wird kommuniziert

Mit Mathematik wird in vielen gesellschaftlichen und sozialen Zusammenhingen
argumentiert, etwa in der Werbung, in der Politik, im Sozialwesen, usw. Um einer
solchen Argumentation als Person kompetent und begriindet entgegentreten zu
konnen, sind bestimmte Fihigkeiten und Personlichkeitsmerkmale im Umgang mit
Mathematik notig, die im allgemeinbildenden Mathematikunterricht ausgebildet
werden sollen.

Mit diesem Text méchte ich den Anfang zu einer sicherlich notwendigen umfas-
senderen didaktischen Analyse leisten, welche Kompetenzen im Zusammenhang
mit mathematischer Kommunikationsfahigkeit im Mathematikunterricht zu erwer-
ben sein mussen. Dafiir werde ich das Konzept theoretisch umreif3en, um des dann
an Beispielen zu konkretisieren. Zur Einstimmung wird mit einem solchen Beispiel
begonnen.

1.1 Die Bahn wirbt mit Berechenbarkeit

Wir alle schimpfen hin und wieder einmal Gber die Unzuverlassigkeit und schlechte
Kalkulierbarkeit des Verkehrsmittels Bahn. Umso erstaunlicher war es fir mich, die

folgende Anzeige in der FAZ vom 30.10.01 zu finden:

,»Von welcher Seite Sie es auch sehen: Die Bahn ist viel ptnktlicher als jedes andere Ver-
kehrsmittel.*

»Das kann nicht sein®, war meine erste Reaktion. Ich war gespannt, wie die Bahn
thre Aussage begriindet. Sie tat dies mit Zahlen:

,,Rund 90 Prozent aller Ziige kommen im Schnitt plinktlich an. Die Sicherheit, beim Um-
steigen im Fernverkehr seinen Anschlusszug zu erreichen, ist sogar zu 96 Prozent gewihr-
leistet, weltweit ein Spitzenwert.*

Davon ausgehend, dass die Zahlen von den Fachleuten der Bahn serios ermittelt
und zusammengezogen wurden, schwindet schon ein guter Teil der aus personli-
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chen Erfahrungen resultierenden Gegenwehr. An dem Beispiel ist fiir das Thema
einiges bemerkenswert:

* Zwecke: Die Bahn argumentiert mit Zahlen. Warum tut sie das?

* Personliche Relevanz: Sie spricht damit mich als potentielle Nutzerin ihres
Verkehrsmittels an und versucht mich, mit den Zahlen zu iiberzeugen.

* Kompetente Beurteilung: Es wire gut, wenn ich diese Werbung kompetent
bewerten konnte, um mich fiir oder gegen die Bahn als Beférderungsmittel zu
entscheiden. (Es gibt natiirlich andere Entscheidungsgrundlagen, aber wenn ich
die Werbung als eine nutzen mochte, so muss ich die mathematischen Kommu-
nikationsmittel, die in ihr verwendet werden, einschitzen und beurteilen kén-
nen.)

Bevor das Beispiel aus mathematischer Sicht eingehender analysiert wird, mochte
ich mathematische Kommunikationsmittel und ihre Verwendungszwecke allgemei-
ner untersuchen.

1.2 Mathematische Kommunikationsmittel

Die Fulle der in Tageszeitungen enthaltenen mathematischen Kommunikationsmit-
tel lasst sich in mindestens vier verschiedene Typen einteilen, denen zum Teil un-
terschiedliche Verwendungszwecke zugeordnet werden kénnen:

e Kommunizieren mit Zahlen- und Zahlentabellen
* Kommunizieren mit mathematischen Symbolen und Formeln
* Kommunizieren mit mathematischen Graphiken

* Kommunizieren unter Riickgriff auf mathematische Begriindungsmuster

Ganz allgemein lasst sich der Einsatz von mathematischen Kommunikationsmit-
teln immer auf das Streben nach Sicherheit, Belegbarkeit und Transparenz zurtick-
tihren. Denn die Stirke der Mathematik besteht gerade darin, dass etwa mit Zahlen
und Graphiken Teilaspekte komplexer Sachzusammenhinge erfasst und damit
Uberhaupt kommunizierbar gemacht werden. Dieser Aspekt hat, wie Fischer be-
tont, grol3e gesellschaftliche Relevanz:

,Die mathematische Darstellung durch Vergegenstindlichung (Materialisierung) ermég-
licht eine Fokussierung der Aufmerksamkeit und damit Massenkommunikation, die fir
kollektive Entscheidungsprozesse benotigt wird. (Fischer 1996, S. 43)

Mit den einzelnen Typen von Kommunikationsmitteln werden unterschiedliche
Aspekte von Situationen erfasst und materialisiert. Sie sind damit in unterschiedli-
chen Sachzusammenhingen erfolgreich anwendbar und mit ihnen sind unter-
schiedliche Verwendungszwecke verbunden. Im folgenden sind einige dieser Ver-
wendungszwecke aufgefithrt und den Kommunikationsmitteln zugeordnet. Die
Liste ist sicher unvollstindig und die Zuordnung zu den einzelnen Kommunikati-
onsmitteln ist nicht eindeutig, sondern als Schwerpunktsetzung zu verstehen.
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Zahlen und Zahlentabellen:

* Zum Quantifizieren und Vergleichen

* Als Indikatoren zur Beschreibung von Sachzusammenhingen
* Zum Verdeutlichen von und als Prognosemittel fur Trends

* Zahlentabellen zum Darstellen von relationalen Beziehungen

Mathematische Symbole und Formeln:

* Zum prizisen Erfassen von Zusammenhingen

* Zum Festlegen und Normieren von Situationen

* Zum Aufstellen und Durchsetzen von allgemeinen Regeln

* Zum Automatisieren von Teilaspekten in gro3eren Sachzusammenhingen

Mathematische Graphiken:

* Zum Visualisieren von Zusammenhangen

* Zum Verdeutlichen von Effekten

* Zum Aufzeigen von Trends bei zeitlichen Entwicklungen

* Als visuelle Kommunikationsgrundlage in Entscheidungssituationen

Mathematische Begriindungsmuster:

* Als allgemein anerkannte Uberzeugungsprinzipien

* Als formale Denkweisen, die unabhingig vom konkreten Sachzusammenhang
aktivierbar sind

Die Zwecke, die mit der Verwendung solcher Kommunikationsmittel intendiert

sind, zu durchschauen und die Mittel auf die Angemessenheit zu tberprifen, sollte

im Mathematikunterricht angeregt werden. Was dabei und dartuber hinaus einen

kompetenten Umgang mit mathematischen Kommunikationsmitteln auszeichnet

und in welchem Sinne dieser Inhalt und Aufgabe mathematischer Allgemeinbildung

sein sollte, wird im Folgenden entfaltet.

2. Mathematische Kommunikationsfihigkeit
als Aufgabe mathematischer Bildung

Im ersten Teil meiner Arbeit habe ich beschrieben, dass und wie mathematische
Mittel in der menschlichen Kommunikation vorkommen. Wie gegenwirtig Mathe-
matik auch im Bereich menschlicher Kommunikation ist, ist iberraschend. Wenn
Skovsmose also von der ,,formatting power of mathematics spricht, so tritft dies auch
fur Kommunikation zu:

»oocial phenomenon are structured and eventually constituted by mathematics.”
(Skovsmose 1998, S. 197)

Kommunikationsprozessen kommt in unserer Gesellschaft eine grof3e Bedeutung
zu. Situationen werden beschrieben, Interessen werden formuliert, Ziele und Zwe-
cke werden benannt, Gutachten werden formuliert und gelesen, es wird argumenta-
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tiv gestritten und Entscheidungen werden argumentativ begriindet. Auf all diesen

Ebenen werden mathematische Kommunikationsmittel eingesetzt. Deshalb gehort

es zur (mathematischen) Allgemeinbildung dazu, den Einsatz dieser Mittel zu ver-

stehen und kompetent beurteilen zu kénnen. Allgemeiner gesagt geht es um die

Fragen:

,2Does mathematics education produce critical readers of the formatting? Or does math-
ematics education prepare a general acceptance of the formatting, independent of the crit-
ical nature of the actual formatting?* (Skovsmose 1998, §.197)

Auf welchen Ebenen Mathematikunterricht zu einem kritischen Umgang mit Ma-

thematik beitragen kann, arbeitet Skovsmose (1998, S. 198f) tberzeugend aus: Im

Mathematikunterricht kann dazu angeregt werden,

* Mathematik als ,language of power” einem kritischen Diskurs zuginglich zu
machen (Citizenship)

* Mathematik in lebensweltlichen Zusammenhingen zu erkennen und offenzule-
gen (Mathematical Archaeology)

* Mathematik zu reflektieren in Bezug auf die Richtigkeit der mathematischen
Operationen, auf die Angemessenheit der Mathematisierung realer Situationen
und auf den Zweck des Einsatzes mathematischer Mittel (Mathemacy)

* Mathematik in einer Kultur von Dialog und Widerspruch zu erleben (Deliberate
Interaction).

Mathematische Allgemeinbildung aus Sicht der Kommunikationsfihigkeit

An diesen vier Elementen des Mathematikunterrichts ldsst sich fur den Fokus der
mathematischen Kommunikationsfihigkeit viel lernen.

So ist etwa im Rahmen der Citigenship interessant, was die ,language of power*
Mathematik ausmacht, dass sie in Kommunikationssituationen als Mittel eingesetzt
wird. Es wurde bereits angefithrt, dass mit ihr Abstraktes materialisiert und somit
menschlichen Entscheidungsprozessen zuginglich gemacht wird. Diesen Beitrag
von Mathemaik zur Kommunikation kritisch zu wiirdigen, sollte Ziel des Mathema-
tikunterrichts sein. Zur Citigenship, wie Skovsmose sie versteht, gehort auch hinzu,
die Bereitschaft bei den Lernenden anzuregen, sich mit dem Stellenwert von Ma-
thematik in der Gesellschaft und damit - bezogen auf Kommunikation - mit ma-
thematischen Kommunikationsmitteln auseinanderzusetzen. Dabei kann es helfen
Mathematical Archaeology in Bezug auf mathematische Kommunikationsmittel zu be-
treiben, d. h. relevante Situationen und Sachzusammenhinge aufzuspiiren, in denen
mathematische Kommunikationsmittel eingesetzt werden. Was genau an Mathema-
tik hinter diesen Kommunikationsmitteln steckt und welche Begriindungsmuster
mathematischer Natur dem kritischen Kommunikationspartner dabei angeboten
werden, sollten Fragen fur einen allgemeinbildenden Mathematikunterricht sein.

Fir diesen Beitrag ist besonders die Ausbildung einer Mathemacy zentral, wobei
auch die anderen Aspekte mit in die Betrachtung eingehen. Mit Fokus auf einen
kritischen Umgang mit Mathematik im Skovsmoseschen Sinne musste sich im Ma-
thematikunterricht in der Auseinandersetzung mit mathematischen Kommunikati-
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onsmitteln deutlich mehr als bisher der folgenden Fragen angenommen werden:

* Sind die zur Kommunikation eingesetzten mathematischen Mittel der Sachfrage
angemessen?

* Sind die durchgefithrten mathematischen Operationen fur diesen Typ von Fra-
ge- und Problemstellung bedeutsam?

* Zu welchem Zweck und mit welchem Geltungsanspruch werden mathemati-
sche Kommunikationsmittel eingesetzt?

* Was an der Situation wird durch den Einsatz mathematischer Kommunikati-
onsmittel geklart, was nicht?

* Wird die Kommunikation durch den Einsatz dieser Mittel sinnvoll unterstitzt?

Diese Fragen konnten leitend fiir einen Unterricht sein, in dem eine Kultur der De-
liberate Interaction gelebt wird. Hier geht es nicht um Entscheidungen tber richtig
und falsch, sondern um ein argumentatives Streiten iiber Fokussierungen und Gel-
tungsanspriche in Bezug auf die Verwendung mathematischer Kommunikations-
mittel. Der sicher spannenden Frage, welche Unterrichtskultur und welche Unter-
richtsmittel geeignet sind, um einen echten Diskurs tiiber mathematische Kommu-
nikationsmittel zu férdern, soll im Weiteren nicht nachgegangen werden.

Was auf dieser allgemeinen Ebene noch weitgehend unstrittig ist, lasst sich in
unterschiedlichen Richtungen weiterdenken und konkretisieren. Im Folgenden wird
ein Konzept fiir mathematische Kommunikationsfahigkeit diskutiert, das ausdriick-
lich nicht an mathematischen Experten, sondern an gebildeten Laien orientiert ist.

Kommunikationsfihigkeit mathematisch gebildeter Laien

Mathematische Allgemeinbildung muss sich primir an allgemeingebildeten Laien
orientieren und nicht daran, Experten fir das Fach auszubilden. In unserer arbeits-
teilig strukturierten Demokratie ist die Verstindigung zwischen Experten und Laien
eines der Schlisselprobleme (vgl. Heymann 1996, S. 113f). Wir alle sind nur in we-
nigen Sachzusammenhingen Experten, auf allen anderen Gebieten miissen wir als
Laien den Rat von Experten einholen. Die Rationalitit von Entscheidungen hingt
vom Gelingen der Kommunikation zwischen Laien und Experten ab.

,Der Dialog zwischen Experten und Laien setzt, wenn er gelingen soll, allgemeingebildete
Experten voraus, die tiber den Zaun ihres Spezialgebiets hintiberzuschauen vermégen, und
allgemeingebildete 1aien, die zumindestens soviel von den Fragen verstehen, fiir deren Lo-
sung sie Experten brauchen, daf3 sie ithnen nicht blind vertrauen missen.” (Heymann
1996, S. 114)

Was Heymann aus der piadagogischen Perspektive als Allgemeinbildungsauftrag der
Schule beschreibt, entfaltet Fischer als Konzept fiir Hohere Allgemeinbildung, das
bezogen auf die Sekundarstufe II als Orientierungsrahmen fir die Auswahl von
Inhalten dienen kann (Fischer 2000 und Fischer 2001). Fir die Klarung, welche
Kompetenzen ein hoher gebildeter Laie benétigt, bedient er sich des Bildes vom
Richter, der sehr oft zur Urteilsfindung Sachverstindige zu Rate ziehen muss:

,Die Fragen, die sich ein Richter stellen muf3, sind u. a. die folgenden: Was kann ich von
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cinem Experten im jeweiligen Gebiet erwarten? Welche Relevanz hat das, was er sagt, fir
die gegenstindliche Sache? Wie wiirdige ich die Expertise des Sachverstindigen im Hin-
blick auf das Urteil? Der Richter muf3 Antworten auf diese Fragen geben, ohne dal} er
selbst Experte ist, und er darf die Beantwortung auch nicht den Experten tberlassen.*
(Fischer 2000, S. 2)

Bezogen auf Mathematik sind die Fischerschen Vorstellungen mit denen Skovsmo-
ses besonders im Aspekt der Mathemacy eng in Verbindung zu bringen, da der Rich-
ter weitgehend reflektierend titig sein muss. Es kommt mehr auf die Bewertung der
Relevanz von mathematischen Mitteln fiir die Sachfrage als auf die Kontrolle ihrer
Richtigkeit an. Er muss allerdings auch einschitzen kénnen, bei welchen Sachfra-
gen mathematische Mittel zur Entscheidungsfindung etwas beitragen konnen, also
im Bereich der Mathematical Archaeology getibt sein.

Fischer akzentuiert die wunschenwerten Kompetenzen von hoher gebildeten
Laien gegentiber den Experten dieses Fachgebietes folgendermallen:
,Ich teile die in Bezug auf ein Fach zu erwerbenden Kompetenzen in drei Bereiche: ers-
tens Grundkenntnisse (Konzepte, Begriffe, Darstellungsformen) und —fertigkeiten, zwei-
tens mehr oder weniger kreatives Operieren damit im Bereich der Anwendung (Problem-
16sen) oder zur Generierung neuen Wissens (Forschen), und drittens Reflexion (Was ist
die Bedeutung der Begriffe und Methoden, was leisten sie, wo sind ihre Grenzen). Exper-
ten missen in allen drei Bereichen kompetent sein, fiir die gebildeten Laien hingegen sind
vor allem der erste und der dritte Bereich, also Grundwissen und Reflexion, von Rele-

vanz. Brsteres ist Voraussetzung fur die Verstindigung mit Experten, das Dritte ist not-
wendig fir die Beurteilung der Expertisen.* (Fischer 2000, S. 5)

Es ist also hier eine Verschiebung des derzeitigen Stoffkanons weg vom Operieren
mit mathematischen Formeln und Symbolen und dem Anwenden mathematischer
Verfahren hin zu einem besseren Verstindnis der Grundkonzepte und zur stirke-
ren Betonung von Orientierungs- und Reflexionswissen angestrebt. Eine genauere-
re Bestimmung der drei Kompetenzbereiche nimmt Edith Schneider in ithrem Bei-
trag in diesem Band vor.

Das Konzept der Kommunikationstahigkeit ist bei Fischer bewusst auf der Ebe-
ne Hoherer Allgemeinbildung, d.h. fir den Bereich der Sek II bzw. etwa ab der 10.
Klasse, angesiedelt. Hier kann es als Orientierungsrahmen fir die Auswahl von In-
halten angesehen werden. Die Perspektive der Kommunikationsfahigkeit kann aber
zweifellos auch fiir die Sek I schon fruchtbar gemacht werden, indem an den Inhal-
ten stirker das Reflektieren als das Operieren in den Vordergrund gestellt wird.
Dass es dabei nicht immer gleich um Reflexion auf hochstem Niveau gehen muss,
mit denen unsere Schilerinnen und Schiler vielleicht uberfordert sind, werde ich
im dritten Teil der Arbeit exemplarisch an der Bahnwerbung ausfiihren. Die Per-
spektive ist jedoch klar: Reflexion muss angesichts des Anforderungsprofils in un-
serer Gesellschaft verstirkt gelernt werden - auch im Mathematikunterricht.

So instruktiv das Fischersche Konzept der Kommunikationsfahigkeit mit Exper-
ten als Orientierungsrahmen fiir die Auswahl von Inhalten ist, so viele Spielrdume
lisst es fur handlungsrelevante Konkretisierungen. Im folgenden Abschnitt werde
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ich mein Verstindnis von mathematischer Kommunikationsfahigkeit an Beispielen
entfalten und zur Diskussion stellen.

3. Auf der Suche nach Profilen fiir mathematisch kommunikationsfihige
Laien

An zwei alltagsrelevanten Beispielen zur Kommunikation mit mathematischen Mit-
teln werde ich in diesem Abschnitt Konkretisierungen fiir mathematische Kommu-
nikationskompetenzen vorstellen. Dabei werden die Fischerschen Ebenen des
Grundwissens, Operierens und der Reflexion mit mathematisch-inhaltlichem Le-
ben geftllt und fiir die Beispiele greifbarer gemacht. Mit meiner exemplarischen
Analyse mochte ich dazu anregen, aktiv in die Diskussion um mathematische
Kommunikationskompetenzen einzusteigen.

Bevor ich mit meiner Analyse beginne, ist noch eine Vorbemerkung nétig. Ma-
thematische Expertisen in der reinen Form begegnen dem Laien in der Regel nicht.
Dennoch wird mit Mathematik in Sachsituationen argumentiert, die fiir menschli-
ches Handeln relevant sind. Die dort verwendeten mathematischen Argumente
werden vom Laien oft als Expertisen gesehen, auch wenn sie das im engeren Sinne
nicht sind — vielleicht sind sie noch nicht einmal von Experten erstellt worden.
Laien gegentuber erscheinen solche Argumentationen oft als unanfechtbar, oder sie
verwerfen sie generell, ohne ihren je spezifischen Wert fur die Klirung der Sache
anzuerkennen. Herauszuarbeiten, welchen Wert eine solche mathematische Be-
trachtung der Sache hat und wo sie kritisch einzuschitzen ist, wie dies Fischer fiir
den Richter fordert, ist auch im Mathematikunterricht lohnend.

3.1 Methodisches Vorgehen

Auf der Grundlage der aus dem Skovsmoseschen Ansatz herausgefilterten Fragen
ist die folgende Liste entstanden, die Antworten herausfordert, die zur Beurteilung
mathematischer Expertisen oder der Verwendung mathematischer Kommunikati-
onsmittel hilfreich sind. Anhand dieser Liste wird eine Sachanalyse der Beispiele
vorgenommen und daran aufgezeigt, welche inhaltlichen Kompetenzen fur die
Auseinandersetzung mit mathematischen Kommunikationsmitteln fiir einen ma-
thematisch gebildeten Laien wiinschenswert sind.

Datengrundlage/ Semantische Grundlage

e Uber welche Daten/Objekte wird in dem Beispiel geredet? Welchen Typus ha-
ben sie? Welche Weltbeziige werden mit thnen hergestellt?

* Welche Qualitit und Genauigkeit haben die Daten, welche Toleranzen sind
thnen einzuriumen?

* Sind die angewendeten mathematischen Operationen fiir den Daten- bzw. Ob-
jekttyp bedeutsam?

* Welche situativen Anteile wurden durch die Daten/Obijekte etrfasst, welche
nicht? Ist dies der Sachfrage angemessen?

* Welche alternativen Mathematisierungen waren moglich?
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Mathematische Mittel

* Welche mathematischen Mittel werden in dem Beispiel zur Kommunikation ein-
gesetzt?

* Welche Grundkonzepte stehen dahinter?

* Welche Begriffe werden verwendet?

* Welche Operationen werden durchgeftihrt?

* Wie werden die Ergebnisse dargestellt?

* Erscheinen die mathematisch gewonnenen Ergebnisse plausibel?

Zwecke und Geltungsanspriiche

* Welche Aussagen werden aufgrund der Verwendung mathematischer Mittel ge-
troffen?

* Wie werden sie mit den mathematischen Mitteln begriindet?

* Welchen Zweck verfolgt der Kommunikationspartner mit dem Einsatz von Ma-
thematik?

* Welcher Geltungsanspruch ist damit verbunden?

* Wie weit reicht die Mathematisierung, welche Aspekte sind dariiber hinaus von
Interesse und von Relevanz?

* Welchen Stellenwert messe ich als I.aie und Nutzer der mathematischen Sicht
bei?

Im Folgenden werde ich anhand dieser Liste meine Beispiele durchgehen und da-
ran die Fischerschen Kompetenzebenen Grundkenntnisse, Operieren und Reflexcion tir
die Beispiele konkretisieren.

3.2 Mit der Bahn die Prozentrechnung erforschen
Ich komme nun auf das eingangs erwihnte Beispiel der Bahn zuriick.

,»Wer seine Fahrzeit sicher kalkulieren will, ist bei der Bahn am besten aufgehoben.
,,Rund 90 Prozent aller Ziige kommen im Schnitt ptinktlich an. Die Sicherheit, beim Um-
steigen im Fernverkehr seinen Anschlusszug zu erreichen, ist sogar zu 96 Prozent gewihr-
leistet, weltweit ein Spitzenwert.

Verwendete Mathematische Mittel:

Die Bahn argumentiert mit Prozentsitzen. Dies macht nur in Bezug auf eine
Grundgesamtheit Sinn. Erst nach lingerem Nachlesen und Nachdenken erschloss
sich mir als Leserin der Werbung, was die Grundgesamtheit ist, von der hier ein
Prozentsatz angegeben wurde: Es sind alle tiglich fahrenden Zuge.

,Rund 1500 Fernverkehrsziige, rund 6000 Gtuterztige und rund 29000 Nahverkehrsziige
fahren tiglich auf einem der engmaschigsten Schienennetze der Welt. Und das beeindru-
ckend prazise. Mit der durchschnittlichen Punktlichkeitsrate von 90 Prozent stehen wir in
Europa — gemeinsam mit der Schweizer Bahn - an der Spitze.*

Dabei ist noch nicht die Frage beantwortet, wortiber hier gemittelt wird. Wurden
die Daten fir jeden Tag eines ganzen Jahres erhoben, oder z. B. nur fiir einen
Sommermonat? Dariiber gibt die Anzeige keinen Aufschluss. Unter Mittel ist ver-
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mutlich auch der Mittelwert zu verstehen, also eine Messgro3e, die zumindestens
Intervallniveau der Daten benétigt. Hier ist die Frage, wie die Bahn das Mittel ge-
bildet hat. Wurde einfach der Mittelwert der Prozentsitze ausgerechnet, so handelt
es sich dabei nicht um eine bedeutsame Grof3e, da sich die einzelnen Prozentsitze
an unterschiedlichen Wochentagen auf unterschiedliche Grundgesamtheiten bezie-
hen (sonntags fahren weniger Ziige als wochentags).

Datengrundlage des Beispiels

Die Datengrundlage sind alle taglich fahrenden Ziige der Bahn. Von diesen Ziigen
wurde anscheinend gemessen, ob sie weniger oder mehr als 5 Minuten verspatet
waren.

,JFakt ist: Wir zdhlen Verspitungen ab 5 Minuten, und das macht auch Sinn.*

Rechnet man die Anzahl der weniger als 5 Minuten verspateten Ziige durch die
Anzahl aller Zige, so ist dies rund 90 Prozent, jedoch nur im Mittel tber einen
nicht genannten Zeitraum, wobei auch das Mittel nicht genauer expliziert wird.
Daran mag einiges befremden:

* Es bleibt etwa unklar, was mit ,,rund* gemeint ist. Sind z. B. 87,1 Prozent auch
rund 90 Prozent?

* Es sind nicht die méglichen oder von einer Person gebuchten Gesamtverbin-
dungen zum Erreichen eines Zielortes erfasst, wo funf Minuten Toleranz in der
Tat nur wenig Effekt machen wirden.

* KEs ist in den Daten und bei ihrer Weiterverarbeitung nicht gemessen, ob ein
Zug, der eine regulire Fahrzeit von 30 Minuten hat, um 6 oder um 40 Minuten
verspatet ankam. Insofern ist die Frage berechtigt, wie aussagekriftig eine solche
Aussage ist, wie die Bahn sie mit ihrer Anzeige trifft. Informativer fur Reisende
wire etwa eine Darstellung der Verpatungszeiten der Bahn durch einen
Boxplot, in dem die durchschnittliche Verspatungszeit im Nahverkehr wie auch
die Spannweite abgelesen werden kann. Dies miisste aber durch eine andere Da-
tengrundlage abgesichert werden.

Zwecke und Geltungsanspriiche

Der Zweck einer prozentualen Erfassung von Verspitungen ist es, die Vergleich-
barkeit zwischen verschiedenen Verkehrsmitteln in Bezug auf ihre Punktlichkeit
herzustellen und damit der Bahn einen objektiv fassbaren Vorsprung vor anderen
Verkehrsmitteln zu geben.

,»Aber unabhingig davon bleibt die Bahn weiterhin duflerst berechenbar — die Anschluss-
sicherheit erreicht dauerhaft Werte bis zu 96 Prozent.*

Mathematik wird hier also als eine Kraft der objektiven Uberzeugung fiir komplexe
Sachzusammenhinge eingesetzt, der man sich als Laie nur schwer entziehen kann.
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Auswertung des Beispiels in Bezug auf die drei Kompetenzebenen

Die Antworten auf die Fragen der Liste geben einige Hinweise auf notige Kompe-
tenzen in den Fischerschen Bereichen Grundkenntnisse, Operieren und Reflexion,
will man Kommunikationsfihigkeit von Laien schulen:

Grundfenntnisse
In dem Beispiel sind mathematische Mittel aus den Bereichen Prozentrechnung
und deskriptive Statistik eingesetzt worden:

In dem Bereich der Prozentrechnung muss fiir ein kritisches Verstindnis des
Beispiels das Grundkonzept des Prozentsatzes ,,1 ergleichen von Anteilen unterschiedli-
cher Grundgesamitheiten’ vorhanden sein. Die Frage nach der Grundgesamtheit, auf
die sich der angegebene Prozentsatz bezieht, d. h. letzthin die Frage nach der Da-
tengrundlage, ist fir die Analyse der Kommunikationssituation der entscheidende
Schlussel.

Mit der Frage nach dem Mittelwert ist immer schon die Frage nach dem Daten-
typ verkntpft. Bezogen auf Prozentsitze greift die Frage nach dem Mittelwert die
immer wieder mit Lernenden zu fihrende Diskussion tber die Sinnhaftigkeit oder
Unsinnigkeit des Addierens von Prozentsitzen auf. Dartiberhinaus gehoren
Grundkenntnisse im Bereich der Messtheorie, d. h. welche Operationen fir wel-
chen Datentyp bedeutsame GréB3en sind, wegen der grolen Bedeutung des Einsat-
zes von Kenngroflen als Kommunikationsmittel in jedem Fall zur Allgemeinbil-
dung auch in der Sekundarstufe I hinzu. Damit meine ich, zum einen verschiedene
Datentypen benennen und an Beispielen kompetent identifizieren zu kénnen. Zum
anderen sollte es Ziel mathematischer Allgemeinbildung sein, dass Lernende die
Bedeutsamkeit von mathematischen KenngroBen fiir verschiedene Datentypen
zumindestens hinterfragen und damit eine begrindete Auswahl von Kenngrélen
einfordern kénnen.

Operieren

Da das operative Umgehen mit Prozenten sicherlich zur engeren Lebensvorberei-
tung im Sinne Heymanns zu zihlen ist (vgl. Heymann 1996), soll hierauf nicht na-
her eingegangen werden. Eines nur ist mir wichtig: Das Operative darf nicht so
Uberlastig werden, dass es ein Verstindnis der Grundkonzepte verschiittet, wie es
oben eingefordert wurde.

Reflexion
Fir eine gut ausgebildete Reflexionskompetenz benétigt man m. E. sowohl ein so-
lides Grundwissen als auch ein Kontextwissen. Das macht es nicht leicht, die spezi-
fisch mathematischen Anteile bei der Diskussion eines solchen Beispiels herauszu-
arbeiten. Andererseits geht es beim Ausbilden einer kritischen Haltung gegentiber
der Mathe im Unterricht genau darum, die spezifische Sicht der Mathematik auf
Sachfragen beurteilen und hinterfragen zu lernen.

Zur Beurteilung der ,,mathematischen Brille® gehort es, Gber die vielfach unbe-
wussten Zwecke und Geltungsanspriiche ebenso nachzudenken wie tber die M6g-
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lichkeiten und Grenzen des mathematischen Modells, die mit ihm getroffenen Aus-
sagen und deren Bewertung fiir den situativen Kontext. Dies beginnt bei der direk-
ten Bewertung der Sinnhaftigkeit der eingesetzten Mittel, wie wir sie bereits unter
dem Punkt Grundkenntnisse diskutiert haben. Es geht aber so weit, dass auch der
Einsatz mathematischer Mittel insgesamt in Hinblick auf seine Zwecke hinterfragt
sowie die Grundanlage der vorgenommenen Mathematisierung zur Disposition
gestellt werden kann. Dadurch kénnen auch alternative Mathematisierungen und
alternative Darstellungsformen nachgefragt werden. An dem Beispiel wurde das auf
mathematisch relativ elementarem Niveau deutlich. Wir sollten aber von Laien
nicht fordern, alternative Mathematisierungen selbst zu entwerfen, dafir ist wieder
der Experte zustandig.

3.3 Auf den Spuren funktionalen Denkens in der Rentenreform

Nach dem mathematisch elementaren Beispiel der Bahnwerbung aus dem Bereich
des Sek I - Kanons wird nun ein Beispielfeld angesprochen, das mindestens fur die
etwas jungeren Deutschen enorme Handlungsrelevanz hat. Es ist die Riestersche
Rentenreform. Auf der Web-Seite der SPD (http://www.spd.de) wurde die Ren-
tenreform im November 2001 so beworben: Unter dem Stichwort Grundbegriffe
der Rentenreform fand sich die Rentenformel:

ZF x EP x RF x AR = monatliche Bruttorente
Fir die sog. Standardrente (West) ergibt dies seit Juli 2000
1,0 x 45x 1,0 x 48,58 = 2.186,10 DM

Dieses Beispiel unterscheidet sich qualitativ von dem vorhergehenden in mehr-
tacher Hinsicht: Gehen wir zunichst einmal von den Zwecken des Einsatzes ma-
thematischer Mittel aus, so versuchte die Bahn ihre Punktlichkeit durch Daten und
Zahlen zu belegen. Sie versuchte also, anhand von Daten und ihrer Verrechnung
zu Uberzeugen. Das ist in diesem Beispiel nicht der Fall. Das Angeben einer Ren-
tenformel hat, wie bereits generell fiir Formeln angesprochen, den Zweck, gesell-
schaftliche Abldufe zu normieren und in gewisser Weise zu automatisieren. Damit
verbunden ist auch eine Planbarkeit und Transparenz des Ergebnisses (ich kann zu
jeder Zeit berechnen, wie hoch meine zukiinftige staatliche Rente unter gewissen
Annahmen in Bezug auf mein weiteres Einkommen sein wird).

Hier geht es also nicht um ein deskriptives Beschreiben einer vorliegenden Sach-
situation mit mathematischen Mitteln, sondern um das praskriptive Schaffen einer
solchen durch das Festlegen einer Berechnungsformel. Diese beiden Aspekte der
Verwendung von Mathematik sollte auch dem mathematisch gebildeten Laien ge-
genwartig sein.

131




Mit dieser Tatsache ist auch ein anderer Fokus auf die Datengrundlage oder
konkreter die Bedeutsamkeit von mathematischen Operationen und Verfahren in
der Sachsituation verbunden. In dem Beispiel der Riester-Rente ist die beim vori-
gen Beispiel Bahn noch aktivierte Ebene der Daten schon gar nicht mehr vorhan-
den. Sie wird durch eine Zahlensemantik ersetzt. Die Fragen, die vorher die Be-
deutsamkeit der verwendeten Operationen betrafen, verschieben sich in diesem
Beispiel auf die Ebene der Zahlbereiche und ihrer Interpretation fiir den Sachzu-
sammenhang:

* Welche Zahlen kénnen fiir die einzelnen Variablen eingesetzt werden?

* Was geben diese Zahlen an?

* Welche Auswirkungen auf die Zahlen hat es, wenn ich linger/kurzer arbeite?

* Welche Auswirkungen hat mein Gehalt/haben meine Rentenversicherungsbei-
trage auf die zu erwartende gesetzliche Rente?

* Warum werden die Zahlen gerade durch einfache Multiplikation zu einer For-
mel verkniipft? Warum gehen nicht einzelne Faktoren quadratisch ein? Warum
wird nicht addiert?

Der Leser muss also moglichst konkret die Interpretationen und Belegungen der
einzelnen Variablen kennen, um tiber die Stimmigkeit und Plausibilitit der Renten-
tormel urteilen zu kénnen. Auch dartiber gibt der Text der Webseite Auskunft, in-
dem er die Bestandteile der Rentenformel erliutert:

,,Die Bestandteile der Rentenformel sind:

* der Zugangsfaktor (ZF), der grundsitzlich 1,0 betrigt; bei einem vorzeitigen oder her-
ausgeschobenem Zugang gibt es versicherungsmathematische Ab- bzw. Zuschlage;

* die Entgeltpunkte (EP), die Ausdruck der individuellen Beitragsleistung des Versicher-
ten sind. Wenn in einem Kalenderjahr Beitrige auf Grundlage des Durchschnittsent-
geltes aller Versicherten geleistet worden sind, ergibt dies 1 EP;

* der Rentenartfaktor (RF), der die unterschiedlichen Sicherungsziele der einzelnen
Rentenarten berticksichtigt. Bei Renten wegen Alters betragt er 1,0;

* der aktuelle Rentenwert (AR). Er ist der dynamische Berechnungsfaktor in der Ren-
tenformel, der die Summe der EP in einen dem aktuellen Lohnniveau angepal3ten
DM- Betrag umwandelt.*

(Aus der Web-Seite der SPD zur Rentenreform, Stand 28.11.01)

Dennoch handelt es sich bei der Rentenformel um eine Black Box, da die Zusam-
menhinge zwischen den realen Gegebenheiten und der Formel nur teilweise zu
durchschauen sind. So ist beispielsweise unklar, wie sich der Zugangsfaktor genau
andert, wenn man schon mit 60 Jahren in die Rente eintritt. Man kann nur erahnen,
dass er sich veringert. Auch der aktuelle Rentenwert kann und wird je nach politi-
scher Einschitzung der Versorgungslage im Alter angepasst, wie genau bleibt meist
im Dunkeln.

Es wire spannend zu wissen, wie die Rentenformel vor der Rentenreform aus-
sah und was sich genau verandert hat, um sich der Rentenreform positiv oder nega-
tiv gegenuberzustellen. Auf jeden Fall ist bemerkenswert, dass zur Validierung der
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Plausibilitait und zum Vergleich zwischen anderen méglichen Rentenmodellen eine
Standardrente (West) angegeben wird, die den Wert der Rente bei innerhalb von 45
Jahren stets durchschnittlichen Rentenversicherungsbeitrigen angibt:

,,Die Standardrente (auch Eckrente genannt) ist eine fiktive Rente. Sie dient dazu, Verin-
derungen in der Rentenformal zu veranschaulichen.” (Aus der Web-Seite der SPD zur
Rentenreform, Stand 28.11.01)

Es ist demnach fir einen Laien nicht einmal nétig, einen solchen Wert der Formel
exemplarisch selbst ermitteln zu kénnen.

Es betritft den Laien jedenfalls direkt, inwiefern die Rentenformel ,,Ausdruck
des sozialpolitischen Leitgedankens seit 1957 (SPD) ist, der dort wie folgt be-
schrieben wird:

¢ Die Rente soll Lohnersatz sein und damit eine Teilhabe an der Einkommensentwick-
lung der aktiv Beschiftigten gewihrtleisten.

* Sie soll die relative Einkommensposition im fritheren Erwerbsleben auch im Alter
abbilden.

* Deshalb ist der durchschnittliche — beitragspflichtige — Lebensarbeitsverdienst Grund-
lage der Rentenberechnung.

* Elemente des sozialen Ausgleichs kommen hinzu, wie z.B. die Absicherung des Er-
werbsminderungsrisikos und die Anrechnung von Ausbildungszeiten.*

(Aus der Web-Seite der SPD zur Rentenreform, Stand 28.11.01)

Zu allen diesen Punkten wire es flr einen hoher gebildeten Laien wiischenswert,
thre Umsetzung in der Rentenformel wenigstens teilweise explorieren zu koénnen
und sie kritisch zu bewerten, soweit die Black Box dies zulasst. Welcher Faktor
stellt mir etwa die Anpassung der Rentenhohe an die relative Einkommensposition
im fitheren Erwerbsleben sicher? Wie ist dieser Faktor genau zu bestimmen? Mo-
delliert er in verntunftiger Weise die Situation, so dass die Rente in addquater Weise
angepasst ist? Was ist, wenn ich heute viel und im Alter wenig verdiene? Wie gehen
tamilidre Situationen in die Berechnung der Rente mit ein? Was wire da wiin-
schenwert?

Diese Fragen sind alle noch im elementaren mathematischen Bereich anzusie-
deln. Was dann schon gar nicht mehr so elementar ist, ist die Frage nach der ,kapi-
talgedeckten Zusatzvorsorge als erginzender Stutze der Alterssicherung®. Schon
allein die Vielzahl der Bedingungen und Beschrinkungen der Férderung macht es
dem Laien schwer, sich zu orientieren. Aber zusitzlich kommen noch Begriffe, wie
,Gunstigerprifung® bei der Wahl zwischen Zulagengewahrung und steuerlichen
Sonderausgabenabzug und ,,Nachgelagerte Besteuerung® erschwerend hinzu. Hier
steckt dann auch mathematisch wie sozial mehr dahinter:

Ist es sozial gewollt, den Hoherverdienenden ein mehr an staatlicher Férderung
zukommen zu lassen, als den Niedrigverdienern? Die Gunstigerprifung wird diese
Fille produzieren. Mathematische Kompetenz braucht man hier im Nachfragen der
Berechnungen fir die Grenzbereiche der Forderung. Ein Ausloten der Férdermog-
lichkeiten fur verschiedene Einkommens- und Steuerklassen ist entweder mithilfe
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von Computeralgebrasystemen oder von Online-Rechnern mdéglich, wie sie im
Web zu diesem Thema zu finden sind.

Die nachgelagerte Besteuerung ist als mathematisches Konzept auch fiir mathe-
matische Laien ein wichtiges Thema. Thre Vorteile gegeniiber der direkten Besteue-
rung benennen zu kénnen und gegebenenfalls Beispielrechnungen einzuholen und
auf Plausibilitit zu Uberprifen, gehort zum kompetenten Umgang mit mathemati-
schen Mitteln dazu. Einsicht in den sozialen Effekt, dass auch von der nachgelager-
ten Besteuerung die Hoherverdienenden mehr profitieren als die Niedrigverdiener,
ist auch fur mathematisch gebildete Laien wiinschenswert.

Auswertung des Beispiels in Bezug auf die drei Kompetenzebenen

Die obigen Aspekte geben einige Hinweise auf nétige Kompetenzen in den Fi-
scherschen Bereichen Grundkenntnisse, Operieren und Reflexion, will man die
Kommunikationsfahigkeit von Laien schulen:

Grundkenntnisse

In dem Beispiel sind mathematische Grundkenntnisse im Bereich der elementaren
Algebra (Variable, Terme und Funktionen) notig. Die Konzeptionen, die hinter
diesen Begriffen stehen, sollten im Mathematikunterricht in vielfiltiger Weise ver-
ankert und vernetzt werden.

Daneben fihren die Fragen nach der Versteuerung auf Progressionskurven und
Funktionsverldufe, die wieder dem praskriptiven Aspekt der Verwendung von Ma-
thematik zuzuordnen sind. Die Verzinsung von Anlagen fihrt auf exponentielles
Wachstum. Die Bewertung von Funktionsverliufen aus den unterschiedlichsten
Blickwinkeln und die Einordnung in Sachzusammenhinge ist daher m. E. auf jeden
Fall im Bereich des wiinschenswerten Grundwissens anzusiedeln.

Operieren

Das operative Ausloten verschiedener Vorsorgevarianten nach Riester ist wie be-
schrieben derzeit bereits durch Rechenbeispiele und Computerprogramme ohne
Rechenbedarf beim Laien verfiighar. Das Operieren ist demnach in diesem Beispiel
schon an , Experten® (Maschinen oder Sachbearbeiter) ausgelagert (vgl. dazu das
Auslagerungsprinzip in Peschek 1999). Die Laien missen das Operieren im Sinne
des Rechnens von Beispielen hier nicht mehr beherrschen, es sollte und kann daher
auch einen geringeren Stellenwert im Mathematikunterricht einnehmen.

Reflexion

Reflexionskompetenzen werden hier in mehrfacher Hinsicht benétigt: So ist es fiir
gebildete Laien generell wichtig, den Stellenwert von Formeln fir das Normieren
gesellschaftlicher Zusammenhinge zu erkennen und zu wiirdigen. Allerdings soll
damit nicht eine Formelglaubigkeit erzeugt werden. Formeln sind prinzipiell hinter-
fragbar, in ihren Effekten analysierbar und veridnderbar. Dieses Bild von Mathema-
tik wirde ich mir von einem gebildeten Laien beim Umgang mit Formeln win-
schen. Alternative Formeln zur Normierung gesellschaftlicher Zusammenhinge zu
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entwickeln, kann nicht die Aufgabe von Laien sein. Bestehende aber zu hinterfra-
gen und ihre Effekte auf Plausibilitit zu iberpriifen, kann und sollte ein Laie leis-
ten.

4. Eine Vision:
Der ,,Mathematisierungsrichter* als kommunikationsfihiger Laie?

Mit den Beispielen wurde eine Sachanalyse vorgelegt, welche Kompetenzen fiir den
kritischen Umgang mit mathematischen Kommunikationsmitteln hilfreich und
wunschenswert wiren. Dabei wurde zunichst auf der Ebene der Kompetenzen
eine Akzentverschiebung weg vom Operieren hin zu einem soliden Grundwissen
und dem Reflektieren begriindet und inhaltlich gefillt. Diese Analyse verdndert
sicherlich auch die Sicht auf den Mathematikunterricht, in dem danach mehtr Zeit
und Raum fir den Erwerb von Grundwissen und dem Erlernen von Reflexion zur
Verfiigung stehen sollte. Dies kann zulasten des Operierens im Unterricht zeitlich
moglich gemacht werden.

Sicherlich kann das Reflektieren im Unterricht nur exemplarisch gelernt werden,
geht es hier doch wesentlich darum, sich selbst Fragen zu stellen, die eigene Positi-
on und Betroffenheit zu formulieren und dadurch zu eigenen Antworten zu kom-
men und diese argumentativ zu vertreten. Der Transfer auf andere Sachbereiche ist
von den Lernenden selbst zu leisten. Doch sollte Mathematikunterricht sich der
Aufgabe stellen, eine Reflexionskompetenz bei den Lernenden zu férdern, da diese
im Anforderungsprofil unserer Gesellschaft fiir mathematisch gebildete Laien stark
gefordert ist. Es kann nicht das Ziel des Mathematikunterrichts sein, von den Schi-
lerinnen und Schilern Antwort auf jede der in Abschnitt 3.1 formulierten Fragen
zu erhalten. Dennoch kann ein solcher Katalog als grundlegendes Schema fiir das
Reflektieren im Mathematikunterricht aktiviert werden, das der jeweiligen Sachsitu-
ation und Lerngruppe anzupassen ist. Mit einem solchen Schema ist die Hoffhung
verbunden, dass durch seine vielfaltige Aktivierung auch fur andere Sachfragen das
Nachfragen in dem beschriebenen Sinne anregt wird.

Werden Grundwissen und Reflektieren im Mathematikunterricht stirker gewichtet,
so ergibt sich daraus mittelfristig eine Vision des mathematisch gebildeten Laien,
die gut zu dem hier entwickelten Verstindnis von Kommunikationsfihigkeit passt:
Es ist die Vision eines Mathematisierungsrichters. Der Mathematisierungsrichter
beurteilt die Angemessenheit einer Mathematisierung in Bezug auf eine aullerma-

thematische Sachsituation und den Wert der mathematischen Expertise in Bezug
auf die Sache.

Was sollte ein solcher Mathematisierungsrichter kénnen?

* Er musste zunichst das Mathematische an der Kommunikationssituation erfas-
sen und beschreiben kénnen.

* Dazu musste er sich Fragen nach den Daten, der Semantik, den eingesetzten ma-
thematischen Mitteln und der mit dem Einsatz von Mathematik verbundenen
Zwecke stellen.
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* Er briduchte ein Grundwissen, das ihn befdhigt, die hinterliegenden Konzepte
von Mathematisierungen einordnen und hinterfragen zu kénnen.

* Er duirfte keine Angst haben, diese Fragen auch an die betreffenden Experten zu
richten.

* Er misste auf der Grundlage dieser Recherche kompetent und begriindet Stel-
lung zur Sache beziehen konnen, auch auf die Gefahr hin (um im Bild des Rich-
ters zu bleiben), dass es zur Berufung auf einer hoheren Instanz kommt.
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Kommunikation mit Expert/inn/en und
Computeralgebrasysteme

Edith Schneider

Zusammenfassung: Das Funktionieren unserer Gesellschaft basiert ganz
wesentlich auf einem verstindigen wund emanzipierten Umgang mit
hochspezialisiertem Expert/inn/enwissen. Das erfordert eine hochentwickelte
Kommunikation zwischen Expert/inn/en und Lai/inn/en — und 2. T. andere
Kompetenzen als jene, die man bendétigt, um selbst Experte oder Expertin zu sein.

H. W. Heymann auf kommunikativ-sozialer Ebene und R. Fischer auf inhaltlich-
fachlicher Ebene sehen in der Kommunikationsfahigkeit mit Expert/inn/en ein
Orientierungsprinzip fiir die Unterrichtskultur bzw. die Auswahl von Inhalten fiir
einen allgemeinbildenden Mathematikunterricht.

Computeralgebrasysteme (CAS) machen einen Teil jenes Wissens und Kénnens,
das fir Expert/inn/en als besonders bedeutsam gilt, fiir Lai/inn/en verfigbar und
kénnen als didaktisch und pidagogisch sinnvoll nutzbarer Modellfall fir eine
Kommunikation zwischen Expert/inn/en und Lai/inn/en gesehen werden.

1. Vorbemerkungen

J. Kilpatrick und R. B. Davis identifizieren folgende Fragen als zentrale Fragen fur
den Mathematikunterricht:
,,What is mathematics?

What knowledge of mathematics does tomorrow's society demand?

What mathematics should this pupil learn so as to be wise and humane citizen of that

society?* (Kilpatrick/Davis 1993, p. 204)
Mit der ersten Frage werden wissenschaftstheoretische, mit der zweiten
sozialphilosophische Aspekte von Mathematik angesprochen, die dritte Frage ist
eine originir padagogische und didaktische.

Diese drei genannten Perspektiven bilden die Grundlage der Klagenfurter
Arbeiten zum Einsatz von Computer(-algebrasystemen) im Mathematikunterricht,
wobel wir uns bei den wissenschafts- und sozialphilosophischen Aspekten vor
allem an Arbeiten von R. Fischer orientieren, beim piddagogischen Aspekt an der
Bildungs-theorie von H. W. Heymann.

Da es nun hier nicht moglich ist, den gesamten theoretischen Rahmen
auszubreiten, mochte ich einige Aspekte herausgreifen, die mir im Hinblick auf das
Thema dieses Sammelbandes besonders interessant erscheinen. Fir umfassendere

Ausfihrungen verweise ich auf Peschek/Schneider (2001) und Schneider (2000).
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2. Kommunikation mit Expert/inn/en als Orientierungsprinzip fiir
mathematische (Aus-)Bildung

Das Funktionieren unserer arbeitsteilig organisierten, demokratischen Gesellschaft
basiert sehr wesentlich auf einem verstindigen und emanzipierten Umgang mit
hochspezialisiertem Expert/inn/enwissen: Als miindige Birger und Birgerinnen
sind wir permanent mit Expert/inn/enaussagen konfrontiert, die wir bewerten und
beurteilen mussen, um Entscheidungen treffen zu kénnen. Man wird sich dabei in
der Regel auf die fachliche Richtigkeit der Expert/inn/enaussagen vetlassen, wird
aber deren Wichtigkeit fiir sich und fiir die Gesellschaft bewerten mussen. Wir
missen als Lai/inn/en also in der Lage sein, die richtigen Fragen an die
Expert/inn/en zu stellen, ihre Antworten zu gewichten und daraus Schlusse zu
zichen (vgl. Fischer 2000, S. 36 - 37). Das erfordert eine hochentwickelte
Kommunikation zwischen Expert/inn/en und Lai/inn/en, wobei damit sowohl die
kommunikativ-soziale wie auch die inhaltlich-fachliche Dimension angesprochen
1st.

H. W. Heymann sieht im ,,Problem der Verstindigung zwischen Experten und
Laien ... eines der Schliisselprobleme einer hochdifferenzierten und arbeitsteilig
strukturierten Demokratie (Heymann 1996, S. 113). Der Schule kommt dabei
nicht nur hinsichtlich der fachlichen Ausbildung eine wichtige Rolle zu, die
Kommunkation zwischen Lehrer/inne/n und Schiler/inne/n wird auch zum
prigenden Modell fiir den gesellschaftlich erwiinschten Umgang zwischen
Expert/inn/en und Lai/innen (vgl. Heymann 1996, S. 114), Schule und Unterricht
sind ein wichtiges Modell der Interaktion zwischen Expert/inn/en und Lai/inn/en
in unserer Gesellschaft.

R. Fischer kommt zu dhnlichen Einschitzungen, wobei er — anders als H. W.
Heymann — vorrangig auf die fachliche Seite der Verstindigung zwischen
Expert/inn/en und Lai/inn/en abzielt: Die durch den Besuch weiterfithrender
Schulen (Gymnasien und berufsbildende Ho6here Schulen) ,, ‘hiber Gebildeten
(Fischer o. J., S. 3) sollten in besonderer Weise befihigt sein, Meinungen von
Expert/inn/en verstindlich zu erkliren und in ihrer Bedeutung zu bewerten (vgl.
Fischer o. J., S. 3f). Er schldgt vor, eine solche ,,Kommunikationsfihigkeit mit Experten
und mit der Allgemeinheit* als ,,Orientierungsprinzip® fur die Auswahl von Inhalten an
weiterfiihrenden Schulen zu nehmen (Fischer o. J., S. 3 und S. 4).

Fir die in einem Fach zu erwerbenden Kompetenzen identifiziert R. Fischer
dabei folgende drei Bereiche (Fischer o. J., S. 5):

- Grundfkenntnisse und -fertigkeiten
(Begriffe, Konzepte, Darstellungsformen)

- Operieren
(Probleml6sung, Beweise, allgemein: Generierung neuen Wissens)

- Reflektieren
(Moglichkeiten, Grenzen und Bedeutung von Begriffen und Methoden)
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R. Fischer beschreibt dabei die einzelnen Kompetenzbereiche nicht niher,
insbesondere expliziert er auch nicht genauer, was etwa zum mathematischen
Grundwissen gehoren sollte und wie sich der Kompetenzbereich der Reflexion
konkreter fassen lasst. Zu Fragen des Grundwissens (in naturwissenschaftlichen
Fichern) wird seit ca. einem Jahr im Rahmen des vom Bundesministerium fiir
Bildung, Wissenschaft und Kultur geférderten IMST?-Projekts (,,Innovations in
Mathematics Science and Technology Teaching®) gearbeitet, an dem R. Fischer
malgeblich beteiligt ist.

Ich mochte hier kurz mein Verstindnis der Kompetenzbereiche Grundwissen
und Reflexion darlegen:

In den Bereich von Grundwissen fallen Grundvorstellungen und -verstindnisse
von mathematischen Begriffen, globalen Konzepten sowie Darstellungsformen
mathematischer Begriffe. Um mit mathematischen Expert/inn/en kommunizieren
zu konnen, benotigt man Grundbausteine der Fachsprache Mathematik. Dabei
gentgt es in der Mathematik nicht, lediglich die entsprechenden Fachworter zu
lernen und somit die Bezeichnungen zu kennen, in der Mathematik sind mit den
einzelnen Begriffen bestimmte Konzepte verbunden, die verstanden werden
sollten, um sie verstindig und verstindlich einsetzen zu konnen. Es geht bei
Grundwissen also um Wissen, das dem Laien und der Laiin hilfreich ist,
mathematische (Grund-)Begriffe adidquat zu verstehen, einzuordnen und in der
eigenen Kommunikation aktiv zu verwenden (etwa: Wodurch kann die Idee der
Abhingigkeit von Merkmalen mathematisch umgesetzt werden? Wodurch (durch
welchen Funktionstyp) ldsst sich eine absolute konstante Zu-/Abnahme
beschreiben, wodurch eine prozentuell konstante? Wie lassen sich funktionale
Zusammenhinge darstellen? Und noch zuvor: Was versteht man mathematisch
unter einem funktionalen Zusammenhang? Welche Beziehung besteht zwischen
Art des Zusammenhangs und seiner Darstellung?)

Zu Kompetenzen im Bereich der Reflexion zihle ich Wissen hinsichtlich
Interpretation und Bewertung mathematischer Begriffe und Methoden, Wissen
tber Anwendungsmoglichkeiten mathematischer Begriffe und Methoden, weiters
Wissen  Gber  Zusammenhinge  wie auch  Unterschiede  zwischen
aullermathematischem und mathematischem Denken, tber grundlegende (inner-
)mathematische Ideen und deren Entsprechungen im auflermathematischen Alltag
sowie diesbeztigliche Unterschiede, also Wissen tber Reichweiten und Grenzen
mathematischer Begriffe und Methoden (etwa: Wo benétigt man die Idee von
Exponentialfunktionen? Unter welchen Bedingungen sind exponentielle Modelle
sinnvoll, wann problematisch, wann unbrauchbar? Wo liegen Grenzen
exponentieller Modellierung, also Grenzen der Idee der konstanten relativen
Verinderung?).

Wihrend R. Fischer nun meint, dass Experten und Expertinnen vor allem in
Bereichen Grundwissen und operatives Wissen und Konnen kompetent sein
miussen, sieht er fiir den allgemeingebildeten Laien und die allgemeingebildete Laiin
die Kompetenzbereiche Grundwissen und Reflexion als besonders bedeutsam an (vgl.
Abb.1): Grundwissen ,,ist Voraussetzung fir die Verstindigung mit Experten®,
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Reflexion ,,ist notwendig fiir die Beurteilung der Expertisen® (Fischer o. J., S. 5).

/ Grundwissen \

operatives Wissen Expertenausbildung
und Kénnen

\ Reflexion

Allgemeinbildung

Abb. 1: Kompetenzbereiche (nach R. Fischer o. J., S. 5 und 2000, S. 36)

R. Fischer weist darauf hin, dass die vorgenommenen Zuordnungen nicht absolut
verstanden werden diirfen: Weder diirfen die Expertinnen und Experten aus der
Verantwortung entlassen werden, ihr Wissen, Konnen und Tun zu reflektieren,
noch kann und sollte im Rahmen eines allgemeinbildenden (Mathematik-)Unter-
richts ganzlich auf das Operieren verzichtet werden — es ergeben sich jedoch fur
Expert/inn/en und Lai/inn/en unterschiedliche Profile.

Fir die Ausbildung von Expertinnen und Experten bedeutet dies — nach dem
Ansatz von R. Fischer — hohe Anspriche im Hinblick auf das operative Wissen
und Koénnen.

Fir den Mathematikunterricht, also die Ausbildung von allgemeingebildeten
Laiinnen und Laien, ergibt sich daraus fur R. Fischer als Konsequenz, kurz gesagt:

,»Reduktion der Anspriiche im Bezug auf Operieren und eine Erhohung der Anspriiche
im Bezug auf Reflexion.* (Fischer o. J., S. 6f)

R. Fischer erlautert dies anhand eines Beispiels aus der Statistik:

,Bei der letzten Wahl gewann die XPO 30% der Stimmen. Eine Blitzumfrage von 100
Personen ergab einen Anteil von 23%. Wenn sich der Anteil nicht gedndert hat, hat dieses
Ergebnis eine Wahrscheinlichkeit von 6% (kann man errechnen).

Was folgt daraus auf dem Signifikanzniveau 0,95:
A Die Partei hat in der Wahlergunst abgenommen.

B Aus dem Testergebnis kann nicht geschlossen werden, daf3 die Partei Stimmen
verloren hat.

C Die Partei hat in der Wiahlergunst nicht abgenommen, denn die Abweichung ist mit
94% zufillig.

D Die Partei hat in der Wahlergunst nicht abgenommen, denn der Stichprobenumfang
ist zu gering.* (Fischer o. ., S. 7)

Im Mathematikunterricht wird tblicher Weise bei einer solchen Aufgaben das
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Ergebnis nicht bereits angegeben, sondern es wird die Rechnung von den Schiilern
und Schiilerinnen durchzufiihren sein; die Interpretationsfrage wire allenfalls eine
Zusatzaufgabe. Im Sinne einer stirkeren Betonung der Reflexion sollte aber gerade
letztere im Zentrum stehen.

Ich fasse zusammen:

Die Kommunikation zwischen Lai/inn/en und Expert/inn/en kann sowohl im
Hinblick auf inhaltliche Schwerpunktsetzungen wie auch im Hinblick auf die
Unterrichtskultur  wesentliche Orientierungen fiir den allgemeinbildenden
Mathematik-unterricht liefern: Die Kompetenzschwerpunkte des
allgemeingebildeten Laien bzw. der allgemeingebildeten Laiin liegen beim
Grundwissen und bei der Reflexion; Schule und Unterricht konnen als Modell der
Interaktion und Vermittlung zwischen Expert/inn/en und Lai/inn/en
(Allgemeinheit) gesehen werden.

3. Die Auslagerung des Operativen

Selbstverstindlich gibt es einen nicht unwesentlichen Unterschied zwischen jenem
Wissen und Konnen, tiber das wir selbst kognitiv verfiigen und das wir direkt
ansprechen kénnen und solchem Wissen und Kénnen, zu dem wir nur vermittelt
Uber andere (z. B. Biicher, Maschinen, Expert/inn/en) Zugang haben, Wissen und
Ko6nnen also, das von uns ,,ausgelagert® ist.

Ein emanzipierter Umgang mit ausgelagertem Wissen ist im Alltagsleben wie
auch in den Wissenschaften von groler Bedeutung; fur die Mathematik gilt dies aus
wissenschaftstheoretischen wie auch aus sozialphilosophischen Grinden ganz
besonders und in spezifischer Weise (vgl. v. a. Fischer 1991 sowie Peschek 1999a,
S. 2671, Peschek 1999b, S. 400):

Wir arbeiten in der Mathematik stindig mit der Methode der Awuslagerung. Das ist
bei elementaren Rechenverfahren wie dem Divisionsalgorithmus nicht anders als
bei komplexeren Begriffen und Verfahren bis hin zu Beweistechniken: Man muss
nicht wissen, warum der angewendete Divisionsalgorithmus funktioniert, um bei
der Durchfihrung einer Division erfolgreich zu sein, man kiimmert sich im
Allgemeinen kaum um die logische Begriindung der Aquivalenzurnformungen,
wenn man diese einsetzt, um eine Gleichung zu losen, und man muss die
mengentheoretische Grundlegung des Funktionsbegriffs nicht kennen, um in der
Analysis bei der Ermittlung einer Ableitung erfolgreich sein zu koénnen. Man
verwendet viele dieser mathematischen Begriffe und Konzepte auch innerhalb der
Mathematik als kom-primierte Wissenseinheiten, als Module, von denen man zwar
sehr genau die Wirkung und die ,,Schnittstellen® nach auBlen kennen muss, um sie
erfolgreich verwenden zu konnen, nicht aber deren innere Funktionsweise.
(Module, deren innere Funktionsweisen dem Benutzer oder der Benutzerin nicht
vertraut sind, werden in der didaktischen Diskussion um den Computereinsatz
gelegentlich als ,,Black Boxes* bezeichnet.)

Auslagerung in einem spezifischen Sinn tritt in der Mathematik dann zu zutage,
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wenn man anhand eines (auflermathematischen) Kontexts Beziechungen abstrahiert,
symbolhaft darstellt und damit das Problem an das formal-operative System der
Mathematik auslagert (wie dies in Abb. 2 (1) und (2) anhand eines Beispiels
dargestellt ist). Diese Auslagerung erlaubt es, auf syntaktischer Ebene, ohne Bezug
zum inhaltlichen Kontext und von diesem entlastet (also in gewissem Sinne
,verstindnislos®) zu operieren (vgl. Abb. 2 (3)). Diese Vorgehensweise reduziert
die Komplexitit des Problems, sie ist sehr denk6konomisch, und sie ermdéglicht
Losungen und Losungswege, die ohne die Auslagerung in das formale System nicht
oder nicht so einfach zu finden gewesen wiren.

(1)  Auf einem Bauernhof leben 21 Hihner und Hasen mit zusammen 58
Beinen. Wie viele Hasen und wie viele Hithner sind es?

2) x +y=21
2x + 4y =58
©)) -2x - 2y =-42
2x + 4y = 58
2y =16
y=28 x=13

(4)  Auf dem Bauernhof leben 13 Hithner und 8 Hasen.

Abb. 2: Beispiel zur Auslagerung (vgl. Peschek 1999a, S. 267)

Auslagerungen sind der Mathematik genuin, sie sind einer der Wesensziige der
Mathematik — und ein wesentlicher Grund fur ihre Leistungsfihigkeit und
Effizienz. Computer und CAS sind dabei nur ein vorerst letzter
Entwicklungsschritt:  eine  durch  Materialisierung — mathematisch-abstrakter
Gegebenheiten in  Maschinen moglich gewordene Extensivierung und
Perfektionierung solcher Auslagerungen.

Zu diesen wissenschaftstheoretischen Uberlegungen findet man sofort
Analogien auf sozialphilosophischer Ebene: In unserer hochtechnisierten und -
okono-misierten, arbeitsteiligen Gesellschaft ist die stindige Verwendung von
Modulen (,,Black Boxes®) lingst zur Selbstverstindlichkeit geworden, die
verstindige Verwendung von ,Black Boxes“ ist eine unverzichtbare
Notwendigkeit. Der Mathematik kommt dabei eine besondere Rolle zu:
»~Mathematik ist relativ gut gesichertes, sozial ausgehandeltes, codifiziertes Wissen, das in
besonderem Mal3e eine Trennung zwischen Verstehen und Tun zulésst ..... (sie) verdankt
thre hohe gesellschaftliche Relevanz nicht zuletzt der Tatsache, dass sie — via

Auslagerungen — auch dann funktioniert, wenn der Anwender schon lingst nicht mehr
weill warum®. (Peschek 1999b, S. 4006)

(Detailliertere und umfassendere Ausfithrungen dazu findet man z. B. in Fischer
1991, Maal3/Schl6glmann 1988 oder Peschek 1999a.)

Ein elaboriertes Bild von Mathematik, von ihrem Wesen, ihren Denk- und
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Arbeitsweisen und ihrer kulturell-gesellschaftlichen Bedeutung wird die
Auslagerung als wichtigen wissenschaftstheoretischen und sozialphilosophischen
Aspekt mit einschliefen; CAS und Computer generell konnen dabei als zeitgemil3e
und besonders augenfillige Beispiele die Reflexion und Thematisierung dieser
grundlegenden Wesensart der Mathematik erleichtern.

Diese Uberlegungen hat W. Peschek mit seinem Awslagerungsprinzip als
didaktische Forderung formuliert:
,Die mathematische Ausbildung sollte sich bei der Einfihrung wie auch bei der
Anwendung mathematischer Konzepte zeitgemier Mittel bedienen; sie sollte
insbesondere auch versuchen, operatives Wissen und operative Fertigkeiten an diese

ansznlagern, soweit dies didaktisch sinnvoll méglich ist. Sie hat dabei darauf bedacht zu
sein, die Lernenden

- zur effizienten Nutzung von mathematischen Black Boxes

- zur Beurteilung der Voraussetzungen, Wirkung, Reichweite und Grenzen der
verwendeten Black Boxes und

- zur Einsicht in die wissenschaftstheoretische wie auch gesellschaftliche Bedeutung
der Verwendung mathematischer Black Boxes

zu befihigen. Ich nenne dieses didaktische Prinzip Auslagerungsprinzip.*
(Peschek 1999b, S. 407)

Dabei wird deutlich, dass es bei der Auslagerung keineswegs darum geht, auf
mathematisches Verstindnis zu verzichten. Das Gegenteil ist der Fall: Operatives
Wissen und operative Fertigkeiten sollen zwar soweit an CAS ausgelagert werden,
als dies didaktisch sinnvoll erscheint (was in jedem FEinzelfall abzuwigen, zu
konkretisieten, zu begrinden und allenfalls auch mit den Schiler/inne/n
auszuhandeln ist), es sind dabei aber jedenfalls die Voraussetzungen, Wirkungen,
Reichweiten und Grenzen der operativen Module zu reflektieren, um einen
verstindnisvollen und effizienten Einsatz der Module zu gewihrleisten. Und nicht
zuletzt soll die Auslagerung auch als grundlegender Wesenszug der Mathematik
erfahren und als konstitutiver Aspekt ihrer gesellschaftlichen Bedeutung verstanden
werden.

Der Computer und insbesondere CAS konnen dafiir als besonders
anschaulicher, im urspringlichsten Sinn des Wortes ,,begreifbarer Modellfall fiir
die Auslagerung an Expert/inn/en dienen und als solcher im Mathematikunterricht
thematisiert und reflektiert werden.

4. Die Verwendung von CAS ist Kommunikation mit Expert/inn/en

Nach R. Fischer haben wir den Kompetenzbereich des operativen Wissens und
Konnens vorrangig Expertinnen und Experten zugeordnet. Es handelt sich dabei
genau um jenen Kompetenzbereich, den wir auch am umfassendsten an CAS
auslagern konnen. In diesem (engen) Sinne konnen wir CAS als elektronisches
Modell eines mathematischen Experten sehen.

Zugegeben, als mathematischer Experte macht CAS keine sonderlich gute Figur:
CAS ist zu eingeschrinkt und penibel in der Kommunikation mit uns Be-
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nutzer/inne/n, viel zu gering sind sein mathematisches Grundwissen, seine
Darstellungs- und Interpretationsfihigkeiten — und selbst im operativen Bereich
etleben wir mit CAS gelegentlich Enttauschungen. CAS kann kein Ersatz fir den
menschlichen Experten oder die menschliche Expertin (schon gar nicht fir den
Lehrer oder die Lehrerin) sein. Aber in der Verwendung von CAS, in der
Kommunikation Mensch — Maschine, zeigen sich Elemente, die auch fur die
Verstindigung, die Kommunikation zwischen Lai/inn/en und menschlichen
Expert/inn/en sehr bedeutsam sind.

Eine <gielfiibrende und ertragreiche Interaktion mit dem Experten CAS
erfordert vom Laien bgw. der Latin:

- umfassendes mathematisches Grundwissen
So ist es etwa fir die korrekte Eingabe von (symbolischen) CAS-Darstellungen
erforderlich, die Struktur des vorliegenden Terms zu erkennen und mit der
Hierarchie der Rechenoperationen vertraut zu sein, da die Eingabe von
(arithmetischen, algebraischen) Termen bei den meisten CAS sequentiell

erfolgen muss (vgl. Abb. 3).

a? 4-b?
"Z-z2bB'Zb-3 <P 3
a*2/¢a—2h>>+(4h"*2/(2h—-a))-2H

[FAIN RAD_AUTO FUNC 1730

Abb. 3

Symbolische Eingaben werden von manchen CAS manchmal automatisch
,vereinfacht®, (Umformungs-)Ergebnisse werden gelegentlich in ungewohnten
(mit mathematischen Lehrbtichern nicht Ubereinstimmenden) Formen
angegeben. In Abb. 4a wird eine solche automatische ,,Vereinfachung® anhand
der Fingabe der Barwertformel fiir nachschiissige Renten demonstriert; Abb. 4b
zeigt die ,,Quotientenregel® (als Ableitungsergebnis) in ungewohnter Form.
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Das kann fir Schiler/innen verwirrend sein und verlangt von ihnen die
Fihigkeit, die Aquivalenz derartiger Ausdriicke zu (er-)kennen, allenfalls
Strategien (mit oder ohne CAS) zur Verfiigung zu haben, um Ausdriicke auf
Aquivalenz priifen zu koénnen.

Das Arbeiten mit CAS erfordert oftmals funktionale Sichtweisen: So basiert
die von CAS angebotene Méglichkeit, Terme als Module abzuspeichern und mit
diesen Modulen zu operieren auf Interpretationen dieser Terme als
Funktionensterme und erfordert entsprechende Kenntnisse im Umgang mit
Funktionen (auch mehrerer Verinderlicher). In Abb. 5 wird dies anhand der
Endwertformel fir nachschiissige Renten (abhidngig von den Parametern
Rentenrate 7, Zinssatz je Rentenperiode 7, Rentendauer #) dargestellt:
Abspeichern der Formel als Modul ew abhingig von den genannten Parametern
(also als Funktion dreier Veranderlicher); Berechnung des Endwertes einer Rente
bei Kenntnis von Rentenrate, Zinssatz und Rentendauer mit Hilfe des Moduls
ew; Ermittlung der Rentenhohe mit Hilfe des Moduls ew bei Kenntnis von
Rentenendwert, Zinssatz und Laufzeit bzw. der Laufzeit bei Kenntnis von
Rentenendwert, Rentenrate und Zinssatz.
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Abb. 5

Ahnliches gilt fiir den Finsatz von elementaren Problemlésemethoden (wie etwa
Ermittlung von Extremstellen, Losung einer Gleichung anhand einer grafischen
oder tabellarischen  Darstellung), deren Effizienz durch CAS im
Mathematikunterricht nun genutzt werden koénnen. Ein FEinsatz solcher
Methoden erfordert eine Betrachtung des Sachverhalts als mathematische
Funktion, nur so kénnen Funktionsgraphen bzw. Wertetabellen zur Losung
herangezogen werden.

Ein weiteres Beispiel fiir notwendiges Grundwissen ist die Wahl geeigneter
Bildschirmausschnitte fiir eine Grafik (Sind bereits alle besonderen Punkte der
Funktion am Bildschirm sichtbar?) und das Wissen, dass die Wahl des
Bildschirmausschnitts den optischen Verlauf des Funktionsgraphen mitbestimmt
(etwa der Graph einer Exponentialfunktion in einem kleinen Ausschnitt nahezu
die Form einer Geraden annimmt).

Auch die Interpretation unkorrekter grafischer Darstellungen (z. B. an
Unstetigkeitsstellen) erfordert einiges Wissen und Verstindnis fiir den
vorliegenden Sachverhalt und fir die mit der Darstellung intendierten
Zielsetzungen.
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- genaue Vorstellungen von den grundsdtlichen Moglichkeiten, der Reichweite
und den Grengen von CAS
Die Voraussetzungen, Wirkungen, Reichweiten und Grenzen der vom Experten
CAS angebotenen Module miissen bekannt und vertraut sein (sie kénnen
allenfalls auch ,,experimentell” in der Interaktion mit CAS ausgelotet werden),
um einen verstindnisvollen und effizienten Einsatz der ,,CAS-Kenntnisse® zu
gewihrleisten (z. B. Welche Gleichungen bzw. Gleichungssysteme koénnen mit
CAS-Modulen gelost werden? In welchen Situationen macht es Sinn mit dem
Modul ,,solve” zu arbeiten, in welchen Situationen ist es zielfihrender die
Losung einer Gleichung niherungsweise mittels Tabelle oder Funktionsgraph zu
ermitteln? Bei welchen Gleichungen muss man jedenfalls auf eine numerische
Losungsmethode tberwechseln? Oder: Welche Grafiken kénnen mit/von CAS
erstellt werden? Bei welchen Grafiken wird es Probleme geben? In welchen
Situationen ist welcher Grafikmodus der zielfihrende? etc.).

- die Bereitschaft und Fihigkeit, die richtigen Fragen 3u stellen, die eigenen
Fragestellungen und Uberlegungen u prigisieren und in einer von CAS
verarbeitbaren Form dargustellen
Eine Kommunikation mit CAS setzt voraus, dass die Problemstellung prizise
formuliert wird, um dann in eine addquate CAS-Syntax transformiert zu werden
- in einer Genauigkeit wie sie selbst in der Kommunikation mit menschlichen
Expert/inn/en kaum erforderlich ist. CAS reagieren ausschlieflich und in
dullerst penibler Weise auf die ihnen ,,gestellten® Fragen, auf die Form in der
diese formuliert sind, und beantworten diese und nur diese; von CAS
Unverstandenes fiihrt unweigerlich zu einer ,,Antwortverweigerung® in Form
einer Fehlermeldungen, die den Schiler bzw. die Schilerin zu weiteren
Prazisierungen auffordern (,,zwingen®) — vgl. Abb. 6. Aushandlungsprozesse,
die mit menschlichen Expert/inn/en zur Klirung noch vorhandener Grauzonen
moglich wiren, sind mit CAS nur sehr begrenzt iber Fehlermeldungen bzw.
nicht adidquate Beantwortung der gestellten Fragen durch CAS moglich.
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- eine Kontrolle, eine verstindige Interpretation und eine Bewertung der von
CAS gelieferten Antworten
Jede (schematische und symbolische) Darstellung bedarf der Interpretation
durch diejenigen, die die Darstellung ,lesen®, daraus Informationen gewinnen
und damit weiterarbeiten mochten. Das Interpretieren von Darstellungen
mathematischer Sachverhalte gehort — neben dem Darstellen und Operieren
(vgl. Fischer 1990, S. 38: ,Mathematik = Darstellen + Operieren +
Interpretieren®) — zu den grundlegenden mathematischen Tatigkeiten. Erfordern
bereits erste Schritte der Verwendung von CAS Interpretationsleistungen (ein in
tblicher mathematischer Notation dargestellter Term muss interpretiert und
hinsichtlich seiner Struktur erkannt werden, um in die fiir die Eingabe in ein
CAS erforderliche Form transformiert werden zu kénnen — vgl. Abb. 3), so gilt
dies ganz besonders auch fir die von CAS erstellten Bildschirmanzeigen. Die
von CAS angezeigten Losungen mussen nicht nur als Losung einer Gleichung,
als Ableitung einer Funktion, als Graph einer Funktion, etc. erkannt werden, um
sie dann im Kontext entsprechend als optimales Produktionsprogramm, als
Abflussgesschwindigkeit oder Grenzkosten, als Verlauf einer Kostenfunktion,
etc. deuten zu konnen. Es ist auch eine (innermathematische) Kontrolle,
Interpretation und Bewertung der angezeigten Losungen erforderlich: Warum
hat diese Gleichung keine reellen Losungen? Wie ist es zu erkliren, dass das
Integral einen negativen Wert hat? Sind am Bildschirm alle wesentlichen Punkte
des Funktionsgraphen sichtbar? etc.

Wird die leichte Verfiigbarkeit verschiedener CAS-Darstellungen und der
Wechsel zwischen verschiedenen Darstellungsformen genutzt, so sind dabei
weitere nicht zu unterschitzende Interpretationsleistungen und Bewertungen zu
erbringen, ,,Ubersetzungsqualifikationen® sind notwendig.

Mit einem Wort: Hs bedarf eines soliden Grundwissens und es bedarf
eingehender Reflexion, wenn mit Hilfe von CAS mathematische Probleme sinnvoll
und angemessen behandelt werden sollen.

Wenn die CAS-Benutzer/innen  (Schuler/innen) in  entsprechenden
Sozialformen, also zu zweit oder in Gruppen arbeiten, kommt noch etwas hinzu:
Die Weitergabe der von CAS gelieferten Antworten an Gruppenmitglieder, also an
andere Laien und Laiinnen, die Diskussion dieser Antworten unter den Laien und
Laiinnen und Aushandlungsprozesse tber deren Bewertung sowie iiber weitere
Fragen an den Experten CAS — insgesamt also wesentliche Elemente dessen, was
R. Fischer (o. J., S. 4) als Kommunikation mit der Allgemeinheit bezeichnet.

Resumé

CAS ermoglichen die Auslagerung des Operativen. Durch CAS kann auf operatives
Wissen im Mathematikunterricht zugegriffen werden, operatives Wissen ist fur
Schiiler und Schiilerinnen in hohem Mal3e verfiigbar - ohne dass dieses Wissen von
den Schilern und Schiilerinnen selbst kognitiv entwickelt werden muss. Dadurch
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entstehen fiir den Mathematikunterricht Freirdume, die die Moglichkeit bieten, die
Schwerpunkte der unterrichtlichen Kommunikation weg von operativen Aspekten
der Mathematik hin zu den Bereichen Grundwissen, Grundvorstellungen sowie
Reflexion und Interpretation zu verlagern. Abb. 7a und 7b sollen diese
Verschiebung in den Schwerpunktsetzungen veranschaulichen.

Abb. 7b

Abb. 7a

Durch eine verstirkt auf Grundvorstellungen und -kenntnisse sowie auf Reflexion
und Interpretation mathematischer Aussagen bzw. Darstellungen fokussierende
Kommunikation werden gerade jene Kompetenzbereiche thematisiert, die im Sinne
von R. Fischer als besonders bedeutsam fiir allgemeingebildete Laien und Laiinnen
und deren Kommunikationsfihigkeit mit mathematischen FExperten und
Expertinnen zu sehen sind.

Gleichzeitig wird durch CAS auch ,,Expertenwissen® zur Verfiigung gestellt, das
Inhalt der (unterrichtlichen) Kommunikation sein kann - sei es indem nach
,Expertenantworten gefragt wird, sei es dass ,,Expertenantworten® bewertet
werden mussen.

Einige Elemente der Kommunikation zwischen Expert/inn/en und Lai/inn/en
lassen sich exemplarisch auch in der Kommunikation zwischen Mensch und
Maschine (CAS) wiederfinden oder treten dort zumindest in dhnlicher Form auf.
Dies sollte im Unterricht thematisiert und reflektiert werden und in diesem Sinne
auch didaktisch und padagogisch genutzt werden.

Weiters kann die Verwendung von CAS genutzt werden, um Elemente der
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Kommunikation zwischen Lai/inn/en zu thematisieren und reflektieren.
Diskussionen tber ,,Expertenaussagen®, die in Form von Computerergebnissen
vorliegen, sowie Uber daraus resultierende Handlungen und Entscheidungen
konnen selbst erlebt und getibt werden. Dies kann als anschaulicher Modellfall fiir
Aushandlungsprozesse hinsichtlich Sinn, Bedeutung und Beurteilung von
Expert/inn/enmeinungen unter Lai/inn/en und somit im Sinne von R. Fischer
und H. W. Heymann als Modellfall fiir eine verstindige und emanzipierte
Kommunikation unter Lai/inn/en dienen.

Fur einen allgemeinbildenden Mathematikunterricht, der
Kommunikationsfihigkeit mit Expert/inn/en und der Allgemeinheit im Sinne von
R. Fischer wie auch im Sinne von H. W. Heymann als wesentliches
Orientierungsprinzip sieht, kann somit CAS eine bedeutsame Komponente
darstellen, die neue, fiir die mathematische Allgemeinbildung didaktisch und
padagogisch gut nutzbare Aspekte in die unterrichtliche Kommunikation einbringt.
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Mathematik und 6konomische Kommunikation

Roland Fischer

Zusammenfassung: Organisation ist Voraussetzung fir Kommunikation, und
zwar umso mehr, je mehr Menschen beteiligt sein sollen. Im weiten Sinn kann man
das Prozessieren einer Organisation als Makro-Kommunikationsprozess verstehen.
— In dem Artikel geht es um Analogien zwischen Prinzipien der Mathematik, wie sie
beispielsweise dem Funktions- und den Mengenkonzept zugrundeliegen, und Prin-
zipien 6konomischer Organisationsformen wie Markt und Wirtschaftsbetrieb. Es
wird ein Widerspruch zwischen einem dialektischen Verstandnis von Organisation
und dem Prinzip der Trennung von Element und Menge (oder Funktion) im Sinne
logischer Typen herausgearbeitet. Dieser Widerspruch kann durch ein spezifisches
Verstandnis der Rolle von Mathematisierung iiberwunden werden.

Kommunikation wird oft als das verstanden, was sich zwischen zwei oder mehr
Menschen abspielt, wenn sie sprechen, einander schreiben oder korpersprachliche
Signale senden usw. In jedem Fall geht es bei Kommunikation darum, Gemein-
samkeit herzustellen. Nicht immer hat man im Blick, dass fur das Herstellen von
Gemeinsamkeit immer schon Gemeinsamkeit Voraussetzung ist, z. B. eine Sprache,
eine Schrift oder auch nur Wissen dartiber, was ein Signal bei jemand anderem be-
wirken konnte. Immer ist ein Medium der Kommunikation vorausgesetzt — von der
Sprache bis zu den Korpern.

Ein Medium der Kommunikation, mit dem immer schon zu rechnen ist, und das
immer schon Gemeinsamkeit schafft, ist Organisation. Organisation legt fest, wer
mit wem worlber kommunizieren muss, soll, datf etc. So wie die Strukturen unse-
rer Sprache die Einzelkommunikationen mitbestimmen, tun dies auch die Organi-
sationsstrukturen, seien es Vereinsregeln, die Verfassung eines Staates oder die
Vorschriften eines Betriebes. In weitem Sinn kann man das Prozessieren einer Oz-
ganisation selbst als Kommunikationsprozess verstehen. Wenn viele Menschen be-
teiligt sein sollen, ist oft die einzige Moglichkeit fur Kommunikation, diese eben als
Verhalten nach bestimmten Regeln zu begreifen, zuzlglich zu den face-to-face
Mikro-Kommunikationsprozessen zwischen wenigen Personen. So kann man etwa
das Funktionieren des Marktes oder eines Ministeriums als Makro-Kommunika-
tionsprozess verstehen.

Wenn das Thema "Mathematik und Kommunikation" gestellt wird, denken viele
an das Verhiltnis zwischen Mathematik und dem, was ich gerade Mikro-
Kommunikationsprozesse genannt habe. Mein Thema ist das Verhiltnis zwischen
Mathematik und Makro-Kommunikationsprozessen, oder, anders ausgedriickt, je-
nes zwischen Mathematik und Organisation. Ich versuche, Analogien herzustellen
zwischen mathematischen (Denk-) Prinzipien und Prinzipien von Organisation.
Ziel ist eine Uberwindung der mit diesen Prinzipien verbundenen Schranken, also
eine Befreiung von Mathematik und von (mathematikdhnlicher) Organisation. Die
Rolle der Mathematik ist dabei, dass sich an ihr besonders deutlich Grundprinzi-
pien ablesen lassen, an den Organisationen hingegen erkennt man, dass manches
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Idealtypische in Reinkultur nicht lebbar ist, woraus sich Hinweise auf alternative
Denkweisen ergeben.

Der vorliegende Artikel stellt eine Fortsetzung des Aufsatzes "Mathematik und
Burokratie" dar. Diesmal geht es um die Organisationstypen "Markt" und "Wirt-
schaftsbetrieb", wobei dieselben Eigenarten wie beim Typ "Burokratie" herausge-
stellt werden. Die in "Mathematik und Birokratie" sowohl fir die Mathematik als
auch fir die Birokratie konstatierte "Verselbstindigung des Maschinellen", in letz-
terem Fall als Regelbefolgung, im ersteren als gedankenloses Operieren realisiert, ist
auch wesentlich fiir Markt und Wirtschaftsbetrieb. Ebenso die damit verbundene
"Trennung von Regelsystem und Motiv" (siche dazu Fischer 2001).

1. Markt als Maschine

Befurworter der freien Marktwirtschaft betonen deren Flexibilitit, deren Kapazitat,
sich auf neue Situationen (z. B. neue Bediirfnisse oder Technologien) einzustellen.
Andererseits ist klar, dass ein Minimum an fixen Regeln notwendig ist: Vertragssi-
cherheit muss gegeben sein, Monopole miussen verhindert werden. Dass derzeit der
Kapitalismus in manchen osteuropiischen Staaten (noch) nicht richtig funktioniert,
wird von Experten mit der Schwiche des Justizapparates in eben diesen Staaten
begriindet. Zusitzliche Voraussetzungen fur ein marktwirtschaftliches System sind
in weitestem Sinn kultureller Art: Die Marktteilnehmer miissen iiber eine Mindest-
ausstattung an Einsicht und Motivation (thren Vorteil zu suchen) verfigen. Aber
wenn letzteres gegeben ist und die Regeln beachtet werden, soll das System funkti-
onieren, quasi maschinenhaft, von einer, wie Adam Smith es formulierte, "invisible
hand" gesteuert. Die Marktteilnehmer brauchen sich tiber das Ganze dann nicht
den Kopf zu zerbrechen, es funktioniert eben wie eine Mega-Maschine. Diese Ma-
schine kann mathematisch modelliert und es konnen Sitze — wie z. B. iiber das Er-
reichen eines optimalen Gleichgewichtes — bewiesen werden.

Die Maschinenhaftigkeit des Marktes soll anhand eines Problemtypus, der bei
marktwirtschaftlichem Verhalten auftreten kann, erlautert werden. Dazu dient ein
Beispiel aus der Spieltheorie, das nach dem bekannten "Gefangenendilemma" mo-
delliert ist. Es stammt von Wirtschafts-Nobelpreistriger A. Sen und es geht dabei
um die Rickgabe bzw. um das Wegwerfen von Flaschen (Sen 1982). Aus Umwelt-
grinden missten wir interessiert sein, dass moglichst viele Menschen die Flaschen
zuriick geben. Allerdings ist fur jeden Einzelnen der Beitrag, den er zur Sanierung
der Umwelt leisten kann, relativ klein. Fiir mich personlich kann die Situation etwa
so aussechen: Am liebsten wire mir (aus Bequemlichkeitsgrinden), wenn ich die
Flaschen wegwerfen konnte, alle anderen sie allerdings zuriickgeben. Am zweit-
liebsten ist mir, wenn wir alle, ich und die anderen, die Flaschen zuriickgeben. An
dritter Stelle steht, dass wir alle die Flaschen wegwerfen und an vierter und letzter
Stelle steht natiirlich, dass alle anderen die Flaschen wegwerfen, nur ich sie zurtick-
bringe. Ich stelle die Situation in einer Tabelle dar, wobei die Zahlen 1 — 4 den Pri-
terenzrang angeben.
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Die anderen

geben zurtick |werfen weg

gebe zurtick 2 4

Ich
werfe weg 1 3

Ich optimiere nun, indem ich die beiden Fille, nimlich dass die anderen die Fla-
schen zuriickgeben bzw. nicht zurtickgeben (jeder Fall entspricht einer Spalte der
Tabelle), getrennt betrachte und erkenne: In jedem Fall, egal was die anderen tun,
bin ich besser dran, wenn ich die Flaschen wegwerfe. So konnen alle Gberlegen.
Das Resultat liegt auf der Hand.

Was ist der allgemeine Hintergrund dieses Beispiels? Wir haben einen fixen
Rahmen, innerhalb dessen Menschen handeln, insbesondere sich entscheiden kén-
nen. Der Rahmen selbst steht nicht zur Diskussion. Von jedem Menschen wird
angenommen, dass er seine/ihre individuelle Wohlfahrt maximiert, d. h. als soge-
nannter "homo oeconomicus" agiert. Aber gerade das wird letzten Endes nicht er-
reicht, da ein gemeinsames anderes Verhalten selbst fir den Einzelnen ein besseres
Ergebnis brichte. Das Verhalten des "homo oeconomicus" wird in der 6konomi-
schen Theorie auch "rationales Verhalten" genannt. Nach Sen beschreibt die Theo-
rie den "rational fool", der mit engem Horizont konsistent handelt, jedoch nichts
um sich herum wahrnimmt, insbesondere nicht solidarisierungstfahig ist, und damit
letzten Endes auch seine eigenen Interessen verletzt (Sen 1982, S. 99).

Das Scheitern des 6konomischen Rationalititskonzepts an Situationen vom Ty-
pus des Gefangenendilemmas hiangt mit der Maschinenhaftigkeit des Zusammen-
wirkens der Akteure zusammen oder anders gesagt damit, dass Einzelrationalititen
maschinenhaft zu einer Gesamtrationalitit integriert werden. Die einzelnen Teile
mussen nicht Maschinen sein, thnen kann ein freier Wille zugestanden werden, das
Zusammenwirken allerdings erfolgt nach genauen Regeln und wird im Falle der
idealtypischen Okonomie auf Geld-, Giiter- und Dienstleistungsaustausch sowie
Preisinformation reduziert (siche etwa Kornai 1975). Was im Inneren eines Teiles
vor sich geht, ist nur im Hinblick auf diese regelhaften Interaktionen von Interesse.
Diese Abstraktion ermdglicht eine mathematische Modellierung des Marktes und
statistische Aussagen iber seine Entwicklung, insbesondere die Aussage, dass sich
unter gewissen Bedingungen ein optimales Gleichgewicht einstellt. Es besteht die
Annahme, dass man durch Abstraktion von den (lebendigen) inneren Vorgingen
einzelner Teile und durch Konzentration auf Beziehungen zwischen den Teilen zu
etwas Berechenbarem kommt.

Man erkennt anhand dieser Beschreibung jene Verselbstindigung des Maschinel-
len, die bereits bei der Burokratie herausgearbeitet wurde und die andererseits ein
Wesenszug der Mathematik — und ein Grund fir ihre Nitzlichkeit — ist (vgl. Fi-
scher 2001). Auch die Trennung von Regelsystem und Motiv ist erkennbar: Das
Regelsystem ist vorgegeben, die Motive hingegen liegen bei den Individuen und

153



dirfen keinen Einfluss auf das Regelsystem haben. Auch umgekehrt wird davon
ausgegangen, dass das Regelsystem die Motive nicht tangiert, d. h. dass sie im Kern
ohne dieses zustande kommen. Es gibt gute Grinde, anzunehmen, dass letzteres
nicht so ist — z. B. kénnten bestimmte durch den Markt befriedigbare Bediirfnisse
gefordert, andere unterdrickt werden — aber idealtypisch muss man von einer
Trennbarkeit von Regelsystem und Motiven ausgehen.

2. Funktionsbegriff und Organisation

Der Markt ist also eine Organisationsform, bei der es einen gegentber dem Zeitab-
lauf invarianten Mechanismus gibt, der nicht in der Verfiigung der Subjekte ( =
"Unterworfene" (lat.)) stehen darf. Das damit verbundene Denkprinzip ldsst sich
anhand des mathematischen Funktionsbegritfs noch deutlicher herausarbeiten.
Betrachten wir dazu die Funktion f mit

f)=x°

Die Variable x hat Freiheitsgrade: Sie kann die Werte 0; 1; 2; -1; -2; 0,5; ..., letzten
Endes alle reellen Werte annehmen. Aber dass dieser Wert dann quadriert wird,
steht nicht in ihrer Verfligung. Was mit dieser Variablen geschieht, konnte eventu-
ell durch eine neue Variable gesteuert werden, z. B. so:

flen) = x  (n=123..)

Aber auch hier steht etwas fest, nimlich, dass potenziert wird. Man kann den
Gedanken weiter treiben:

(n=1,2,3,..)

Flony) = {Sx, falls y =0

inx, falls y<0

Hier ist die Situation schon komplizierter, aber es gilt trotzdem: Es gibt einen
Funktionsmechanismus, der den Variablen x, n, y vorausgesetzt ist und der nicht in
ithrer Verfiigung steht. Egal wie viele Variable man hinzuftgt, es kénnen auch un-

endlich viele sein, durch die Funktion "/ kommt etwas hinzu, das nicht in der
Verfigung der "Inputvariablen" steht (auch nicht in der Verfigung ihrer Gesamt-
heit). M. Otte spricht von einer "Trennung der Relationen von den Relaten" (Otte
1993, S. 402). Anders ausgedrickt: In einer Hierarchie logischer Typen befindet
sich die Funktion auf einer anderen Ebene als die Inputvariablen und ihre Werte.
Kehren wir wieder zurtick aus der Welt der Mathematik in die Welt der Organi-
sationen, diesmal zum Typus Wirtschaftsbetrieb. Die mathematisch-funktionale
Denkweise spielt eine Rolle in Management- und Organisationstheorien. Zu sagen,
dass der Output eines Betriebes eine Funktion verschiedener Inputs, etwa von
Technologie, Kapital und Arbeit (und damit der Betriebsmitarbeiter ) ist, heil3t, dass
man damit einen bestimmten Mechanismus annimmt, der den Output aus den ver-
schiedenen Inputs "herstellt", und dass dieser Mechanismus invariant ist, d. h. au-
Berhalb der Disposition der Inputs steht. Zu "Organisieren" heil3t einerseits, einen
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solchen Mechanismus herzustellen und zu implementieren — dazu darf man dem
System, das man ja erst herstellt, nicht angehéren — und es heil3t andererseits —
dann eher "managen" genannt — auf der Basis eines solchen Mechanismus zu steu-
ern, um optimale Ergebnisse zu erhalten. Das zugeho6rige mathematische Teilge-
biet, "operations research", besteht zu einem Grofiteil aus Optimierungsverfahren,
wobei aber immer bestimmte Mechanismen vorausgesetzt werden miussen, eben
die Funktionsmechanismen.

Anscheinend gilt ganz allgemein: Ein System zu steuern, ist nur moglich, wenn
es in dem System bestimmte Invariante gibt, also fixe Zusammenhinge und Bezie-
hungen, sodass die Komplexitit des Systems reduziert wird, d. h. die Freiheitsgrade
eingeschrinkt werden. Die Steuerung erfolgt dann durch Kontrolle bzw. Verande-
rung einiger Variabler, aber nicht aller. Wenn eine Komplexititsreduktion nicht
moglich wire, musste die Steuerungseinheit (der Manager) alle Variablen unter Be-
obachtung und Einfluss haben, d. h. sie miisste zumindest die Komplexitit des Sys-
tems ohne einschrinkenden funktionalen Zusammenhang haben, was in der Regel
nicht moglich sein durfte. Wir kénnen den Gedanken auch paradox formulieren:
Ein System zu steuern setzt voraus, dass im System etwas wirksam ist, das nicht
gesteuert werden kann, weil es fix ist.

Gibt es Gberhaupt eine Alternative zum "funktionalen Denken" im Organisati-
onsbereich? Steuern, so wie es ublicherweise verstanden wird, setzt offensichtlich
funktionales Denken im Sinne der Annahme fixer Relationen, denen die Variablen
unterworfen sind, voraus. Ich schlage eine andere Akzentuierung von "Steuern"
vor, die man mit "Interagieren und Beeinflussen" umschreiben kénnte und frage:
Kann man mit einem sozialen System nicht-funktional interagieren und es damit
beeinflussen?

"Interagieren” konnte zunichst bedeuten, dass man dem System ein Eigenrecht
zuerkennt, dass es also nicht blo3 Mittel fiir einen Zweck des Akteurs ist, sondern
dass es als Selbstzweck akzeptiert wird, so wie das I. Kant in Bezug auf menschli-
che Individuen postuliert. Ublicherweise wird ein solches Eigenrecht lediglich Indi-
viduen zugestanden, die Frage ist, ob im Sinne einer erweiterten "Organisations-
ethik" auch sozialen Systemen Derartiges konzediert wird. (Organisationsethik um-
tasst dann auch das ethische Verhalten von Organisationen selbst — Voraussetzung
dafiir ist aber die Zuerkennung einer moralischen Handlungsfahigkeit und damit
ein Eigenrecht — sieche Fischer 2000). Mit diesem Figenrecht verbunden sein miiss-
te eine prinzipielle Selbstverfigungskompetenz iiber die das System ausmachenden
Regeln. Das konnte bedeuten, dass Teile oder Elemente des Systems, die ja bli-
cherweise als einem Mechanismus Unterworfene gedacht werden, die Moglichkeit
haben, Mechanismen des Systems zu dndern, neue Ziele zu definieren, etc. (Dass
eine solche Selbstverfugung nur realisiert werden kann, wenn eine innere Differen-
zierung des Systems moglich ist, die es gestattet, dass Teile des Systems phasenwei-
se fur das Ganze agieren, ist eine Tatsache, die mit dem Phinomen "Bewusstsein
eines sozialen Systems" zusammenhingt (siche Fischer 1998). Welcher Teil dies in
welcher Phase ist, hingt von der inneren Dynamik des Systems ab.)
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Wie kann dann Einfluss auf ein solches System ausgeiibt werden? Man kann sich
an das System ankoppeln, Teil eines erweiterten Systems werden und, zumindest
teilweise, im inneren Systemprozess mitwirken. Weiters kann man von auflen Rah-
menbedingungen schaffen, die das System irritieren, es dazu veranlassen, sich auf
neue Situationen einzustellen. Sowohl von innen wie von aullen kann man damit
Einfluss auf das System ausiiben. Was man nicht kann, ist vorher bestimmen, was
bei dieser Einflussnahme herauskommt. Das ergibt sich aus seiner inneren Dyna-
mik heraus, die eine ganzheitliche ist und weder von einem Teil noch von auflen
determiniert werden kann.

Funktionales Denken bedeutet nach dem Gesagten, folgende Hierarchie zu etab-
lieren: Der Funktionsmechanismus steht tUber den (Input-)Variablen. Nicht-
funktionales Denken wurde bedeuten, dass der Mechanismus und die Elemente
gleichberechtigt sind. Ethische Prinzipien, wie z. B. der zweite kategorische Impe-
rativ von I. Kant ("Handle so, dass die Maxime deines Willens Grundlage einer all-
gemeinen Gesetzgebung sein konnte") oder die christliche Gewissensethik, die das
Individuum nicht einem allgemeinen Gesetz unterwirft, gehen von einem solchen
"dialektischen Verhiltnis" von Element bzw. Teil einerseits und Ganzem anderet-
seits aus. Individuelle Uberlegung und Entscheidung sowie allgemeines Gesetz
miussen einander beeinflussen dirfen, ohne eine vorab gegebene Rangordnung.

3. Mengenideologie und die Irreflexivitit der Mathematik

Funktionales Denken bedeutet also, eine Hierarchie zwischen den Inputvariablen
und dem Funktionsmechanismus einzurichten. Dies entspricht einer noch prinzipi-
elleren Hierarchie in der Mathematik: jener zwischen den Flementen einer Menge
und der Menge selbst. Prinzipieller insofern, als die Mengenlehre fiir die Mathema-
tik so etwas wie eine Grundlagentheorie darstellt. Fast alle mathematischen Kon-
zepte konnen als Mengen definiert werden, z. B. eine Zahl, eine Funktion, eine Ge-
rade, ein Kreis, ein Vektor, usw. Die Grenzen der Mengenlehre, die hier betrachtet
werden sollen, deuten somit auf Grenzen der Mathematik insgesamt hin.

Ublicherweise wird "Menge" in der Mathematik als Grundbegriff verwendet,
d. h. es wird keine mathematisch strenge Definition gegeben (eine solche wire
moglich, setzt aber wiederum andere Grundbegriffe voraus, z. B. die Elemente ei-
ner "formalen Sprache"). Immer noch beliebt ist die von G. Cantor gegebene Be-
schreibung einer Menge:

"Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche Elemente der
Menge genannt werden) zu einem Ganzen" (Cantor 1895, S. 481).

(Eine philosophische Analyse dieser Definition ist Gibrigens in Castoriadis 1984,
Kapitel 5, zu finden.)

Eine erste Beobachtung in Bezug auf diese Definition ist die folgende: Mengen
werden als unstrukturiert betrachtet. Ich kann einen Bleistift, einen Buchstaben und
die Idee der Gerechtigkeit zu einer Menge mit 3 Elementen zusammenfassen. Die
Elemente existieren fur sich und haben nichts miteinander zu tun, auller dass es
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mir eingefallen ist, sie zu einer Menge zusammenzufassen. Diese a priori Unstruk-
turiertheit von Mengen und deren alleinige Bestimmung durch einen du3eren Kon-
strukteur widerspricht, auf soziale Verhaltnisse umgelegt, einem von P. Watzlawick
formulierten Grundsatz, nimlich: "Menschen kénnen nicht nicht kommunizieren"
(Watzlawick u. a. 1969). Ich kann zwar — willktrlich ausgewihlt — Menschen in ei-
nen Raum sperren, ab dem Zeitpunkt aber, an dem sie einander wahrnehmen, ent-
steht Kommunikation und damit Beziehung und Struktur. Anders ausgedriickt, ei-
ne "nackte" Menge von Menschen ist zumindest auf Dauer nicht méglich. In der
Mathematik hingegen wird eine Struktur zu einer Menge von aullen dazugegeben,
durch eine Entscheidung des Mathematikers.

Der zentrale Punkt ist nun der folgende: Die Flemente miissen — unabhingig
voneinander und von der Zusammenfassung zu einer Menge — vorab gegeben sein.
Es ist nicht erlaubt, zur Definition eines Elements schon die ganze Menge zu beno-
tigen. Anders ausgedriickt: die Definition von Elementen und Mengen darf nicht
"zirkuldr" sein. Dass dies in einer sozialen Interpretation der Mathematik Probleme
bereiten kann, hat Th. Kuczynski in einer Analyse der Moglichkeiten und Grenzen
der Anwendbarkeit der Mathematik auf wirtschaftliche Bereiche dargelegt. Er sieht
tfolgendes Problem:

"Das erste sei zunichst im Sinne der Heisenberg'schen "Einfithrung in die einheitliche
Feldtheotie der Elementarteilchen" formuliert. "Jedes Partikel besteht aus allen tbrigen
Partikeln" (Heisenberg 1967, S. 30). Das Verhalten jedes einzelnen Partikels ist also durch
das Verhalten der tibrigen 1080 Partikel bestimmt (Das trifft auch zu auf Einsteins Pro-
gramm, die Elementarteilchen aus der Weltgeometrie abzuleiten). Die Partikel bilden
hiernach keine Menge im Sinne der klassischen Mengenlehre, gemil3 dem Carnapschen
Zirkelfehlerprinzip ist eine Gesamtheit genau dann keine Menge, wenn die Mitglieder der
Gesamtheit durch die Gesamtheit selbst bestimmt sind. (Carnap 1931, S. 98).

Die Behauptung, dass das Elementarteilchen in seiner Wirklichkeit das Ensemble der
kosmischen Verhaltnisse sei, ist in morphologisch-homologer Weise 120 Jahre vor Hei-
senberg schon einmal aufgestellt worden, denn in der 6. Feuerbachthese von Marx heil3t
es lapidar: "In seiner Wirklichkeit ist es" (das Individuum) "das Ensemble der gesellschaft-
lichen Verhiltnisse." (Marx 1958, S. 6). Der einzige Unterschied besteht darin, dass das
einzelne Elementarteilchen "sich nicht daran stort", wenn wir es bei unseren Betrachtun-
gen des Pico- oder Megakosmos vernachlassigen, wogegen sich das Individuum bei derar-
tiger Vorgehensweise permanent "auf den Schlips getreten fihlt", insbesondere wenn es
aus dem Drei-Sigma-Bereich der statistischen Normalverteilung herausfallt (oder heraus-
zufallen glaubt). Die Tatsache, dass wir bei unseren wirtschaftsmathematischen Untersu-
chungen und Modellen stets einen Teil der Wirtschaft isolieren, quasi herausschneiden, ist
eines unserer Grundprobleme, weil wir nur sehr wenig tiber die — praktische wie theoreti-
sche — Zulissigkeit solchen Vorgehens wissen."

Die Kernaussage ist also: Die Mengenlehre verbietet, dass Elemente einer Menge
wechselseitig durch ihre Beziehungen zu anderen Elementen der Menge definiert
sind. Interpretiert man "wechselseitig durch Bezichungen zueinander definiert
Sein" so, dass ein Element x seine Bezichung B zu einem anderen Element, etwa y,
mengenmafig enthilt und x und y mengenmaflig Elemente dieser Beziehung sind,
so kommt man zu
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x,y € BCux, alsoinsbesondere x € x;

oder auch, indem man zusitzlich umgekehrt argumentiert zu

y € x €y

Alle diese Beziehungen sind in der Mengenlehre verboten (vgl. Meschkowski
1980, S. 24). Ich nenne dies die Irreflexivitit der Mathematik.

Man kann das Prinzip, dass die Elemente fir ihre Existenz nicht schon die Men-
ge bendtigen durfen, auch umgekehrt lesen. Die Elemente definieren in ihrer iso-
lierten Existenz damit auch nicht die Menge. Die Definition der Menge selbst
kommt — wie die eines Funktionsmechanismus — von auflen. Sie ist eine Entschei-
dung eines Konstrukteurs. Insbesondere in ihrem Dazu- oder Nicht-Dazu-
Gehoren werden die Elemente von aul3en determiniert und bestimmen sich nicht
selbst.

Man kann an dieser Stelle noch einmal eine Analogie von Mathematik und Markt
herstellen: Das a priori, unabhingig voneinander Gegebensein der Elemente ent-
spricht dem sogenannten "methodischen Individualismus" neoklassischer, natio-
nal6konomischer (heute kénnte man auch sagen "globalokonomischer") Theorie:
Jedes Individuum d. h. jeder Marktteilnehmer existiert und agiert zunachst isoliert.
Insbesondere darf seine Priferenzordnung nicht die der anderen voraussetzen.
Selbst wenn bestimmte Einflisse in Form von Preis- und Wareninformationen als
wirksam betrachtet werden, wird davon ausgegangen, dass es einen Kern des Indi-
viduums gibt, der unabhingig von den anderen existiert und Quelle der Motivation
ist.

Wie Kuczynski ausgefiihrt hat, widerspricht, auf soziale Verhiltnisse umgelegt,
die Irreflexivitit der Mathematik einem Bild von Menschen, das von einem dialekti-
schen Verhiltnis zwischen Individuum und sozialem System ausgeht, einem Ver-
hiltnis, in dem keine der beiden Seiten Prioritat genie3t; einem Verhiltnis, bei dem
Individuen im Kern durch das soziale System bestimmt werden und umgekehrt
Individuen die Moglichkeit haben, das System zu bestimmen (der Marxismus be-
tont in der Regel nur das erste). Im Sinne dieses Widerspruchs zwischen Mathema-
tik und Menschenbild ist die Mathematik inhuman.

4. Festhalten versus Uberwinden

Ist die Mathematik wirklich inhuman? In der Auffassung, dass Mathematik "Mate-
rialisierung des Abstrakten" ist (Fischer 1999), habe ich die Notwendigkeit, der Ma-
thematik fir die Gestaltung (zumindest groBer) sozialer Systeme begrindet.
Gleichzeitig soll sie inhuman sein? Der Anspruch, vor dem diese Inhumanitat fest-
gestellt wurde, ist allerdings ein hoher: einen Beitrag zu leisten fir "dialektische Or-
ganisation" oder diese zumindest nicht zu behindern. Da es kaum Denksysteme
gibt, die diesen Anspruch iiberhaupt wahrnehmen, ist die Mathematik mit dieser
Inhumanitit in gar nicht so schlechter Gesellschaft. Sie vertritt blof3 ein Prinzip, das
tast allen Wissenschaften zugrundeliegt, besonders radikal. Gerade aus dieser Radi-

158



kalitit konnte man aber auch eine andere Konsequenz als die der Inhumanitat zie-
hen. Gerade dadurch, dass sie ein Prinzip zuspitzt, konnte die Mathematik einen
Beitrag fir dialektisch-prozessuale Organisation leisten. Wie konnte das geschehen?

Eine Beschreibung einer Struktur mit mathematischen Mitteln im weitesten Sinn
kann man fiir zwei ganz unterschiedliche Dinge ntitzen:
~um die Struktur festzuhalten, zu stabilisieren, und damit bestehende Verhaltnis-

se zu legitimieren, oder
~um eben diese Struktur zur Diskussion zu stellen, um sie zu verandern.

Ich illustriere dies am Beispiel Soziogramm: Soziogramme sind Instrumente u. a.
der Gruppendynamik, die dazu dienen, soziale Konstellationen zu beschreiben.
Man kann z. B. in einer Gruppe durch eine Umfrage erheben, wer mit wem zu-
sammenarbeiten mochte, wobei jeder héchstens drei Personen nennen darf. Ein
Knoten-Kanten-Graph, in dem die Knoten die Gruppenmitglieder symbolisieren
und von jedem Knoten (maximal drei) gerichtete Kanten zu jenen Knoten gezeich-
net werden, die die gewlnschten Kooperationspartner symbolisieren, wire dann z.
B. ein solches Soziogramm. Diese Darstellungsform wurde zu Anfang des
20. Jahrhunderts von dem Psychologen L. Moreno "erfunden" (Moreno 1974). Sie
wurde vielfach weiterentwickelt (inklusive einer entsprechenden Theoriebildung,
z. B. Definitionen, was ein "Star" in einer Gruppe ist, wann von einer "Untergrup-
pe" gesprochen werden kann, usw.). Aulerdem hat man versucht, durch Gruppen-
experimentserien und deren statistische Auswertungen allgemeine Aussagen iber
Strukturen und Entwicklungen von Gruppen herzuleiten.

Das Motiv von Moreno bei der Verwendung von Soziogrammen war allerdings
ein ganz anderes: Er wollte mit Soziogrammen den Gruppen einen Spiegel vorhal-
ten und damit sogenannte "Mikrorevolutionen" auslosen, die letztlich dazu fihren
sollten, dass die im Soziogramm abgebildete Struktur nicht mehr gegeben ist. Sozi-
ogramme waren also nicht blof3 als Beschreibungsmittel, sondern als Interventions-
instrumente zur Forderung eines kollektiven Bewusstseinsprozesses einschlieB8lich
der Veranderung gedacht. Zugespitzt: ein Soziogramm ist dann gut, wenn es nach
seiner Erstellung nicht mehr stimmt.

Man sieht also: Mathematik ist sehr wohl in der Lage, einen Beitrag zum dialekti-
schen Organisationsprozess zu leisten, und zwar dann, wenn sie sich als Wirkungs-
element in einem Wechselspiel von Festhalten und Uberwinden versteht; einem
Wechselspiel von Konstruktion und Dekonstruktion eines sozialen Systems. Gera-
de weil die Mathematik sich besonders gut fiir das prizise Festhalten eignet, kann
sie damit schneller die Grenzen des Bestehenden aufzeigen und schneller zur
Uberwindung kommen. Die Mathematik spitzt gewissermalen zu. Sie hat deswe-
gen m. E. wie keine andere Wissenschaft das Potential, sich selbst zu transzendie-
ren und damit prozessual reflexiv zu sein. Damit kann die Mathematik als eine in
hochstem Sinn humane Schépfung des Menschen gesehen werden.
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»Mathematik [...] ? War eine meiner Lieblingswissenschaften”,
sagt Karl Mays Held.

Uber Mathematik, Neugeburt und Kommunikation in Abenteuererzihlungen

Martin Lowsky

Zusammenfassung: Ein Hauptthema der Abenteuerliteratur ist das Eindringen des
Helden in den utopischen Abenteuerkosmos; es geschieht dadurch, dass der Held
eine Art Todesschlaf und Neugeburt erlebt. Erstaunlicherweise spielt dabei oft die
Mathematik eine Rolle, etwa wenn Geheimschriften (Jules Verne), Wegmarkierun-
gen (Stephen King) oder Landkarten mit Koordinaten (R. L. Stevenson) zu deuten
sind. Diese Nihe von Neugeburt/Kindlichkeit einerseits und Mathematik anderet-
seits gemahnt an neuere piddagogische Forschungen und an die geometrischen
Gemailde Piet Mondrians. Fir die Rolle der Mathematik ergibt sich in allen diesen
Fallen (in Anlehnung an ein Wort Jaffés iitber Mondrian) die Formel ,Mathematik als
Reinigung des Geistes’. Es ist eine weit reichende Formel, die die emanzipatorische
Kraft der Mathematik ausdriickt. — Weitere Textpassagen von Karl May (,Ardistan
und Dschinnistan’) und Paul Valéry (,Histoires brisées’) belegen, dass die Frage nach
dem Ursprung der Mathematik sogar die Abenteuerliteratur inspiriert hat.

1

Die Literatur reagiert wie ,,ein empfindlicher Seismograph” auf die Bedeutung der
Mathematik in der kulturellen Entwicklung — so hat Knut Radbruch in seinem
Buch ,Mathematische Spuren in der Literatur’ im Hinblick auf das spite 18. Jahr-
hundert geurteilt (Radbruch 1997, S. 33). Hiervon angeleitet, wollen wir im Folgen-
den untersuchen, wie weit ein bestimmtes Genre der erzahlenden Literatur auf die
Prasenz des mathematischen Denkens in der Kultur reagiert. Vielleicht kénnen so-
gar wir Mathematiker Impulse fur unser eigenes Mathematik-Verstindnis bekom-
men, wenn wir beachten, welches Bild die Schriftsteller von dieser Wissenschaft
haben. Unsere Blicke nun gelten dem Genre der Abenteuererzihlungen und
Abenteuerromane. Ein spezielles Genre, gewiss — aber es hat eine altehrwiirdige
Tradition.

Mit diesem Genre der Abenteuererzahlung hat sich die Literaturwissenschaft in
den letzten Jahrzehnten intensiv beschiftigt. Das Besondere der Abenteuererzih-
lung ist, dass ihr Held in zwei Welten zu Hause ist: im Bereich des Alltags und in
den Gefilden des Abenteuers, Gefilden, die exotisch, utopisch und/oder unwirklich
sind, jedenfalls aber durch ihre Fremdartigkeit bezaubern. Robinson, die Haupt-
figur in Daniel Defoes Roman (1719), war zuerst ein gewoOhnlicher Biirger und
Seemann, ehe er plotzlich als Schiffbrichiger auf die Insel verschlagen wurde, Karl
Mays Held, im Roman ,Winnetou’ (1893), war gutbiirgerlicher Hauslehrer, ehe er in
den Wilden Westen kam und der Blutsbruder eines Indianers wurde, und die junge
Trisha in Stephen Kings modernem Abenteuer ,Das Madchen’ (im Original: ;The
Girl who loved Tom Gordon’, 1999) befand sich auf einem biederen Familienaus-
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flug, ehe sie sich auf katastrophale Weise im Wald verlief. Die Schwelle von der
Welt des Alltags in die Welt des Abenteuers, also der Moment des Ubergangs, die
sogenannte Initiation, hat in besonderer Weise die Aufmerksamkeit der Interpreten
gefunden. (Vgl. Steinbrink 1983.) Wie kommt der Held von hier nach dort? Oft
geschieht dies dadurch, dass er eine schwere Gefahr erlebt, die ithn von seinen Ge-
tahrten losrei3t und ihn in einen tiefen Schlaf oder zumindest in eine Atmosphire
der Dunkelheit versetzt. In den Marchen gibt es den Sturz in den dunklen Brunnen
und im Alten Testament, im Buch Jonas, den Aufenthalt im Fischbauch. In
,Robinson’ etleben wir den Moment, wo der Held nach seiner Ankunft an der
tfremden Kiuste und noch vor seinem Rundgang auf der Insel in einen Schlaf ver-
sinkt, aus dem er ,,erquickt” erwacht und feststellt: Es war ,heller Tag, das Wetter
schon, der Sturm beruhigt, so dal3 die See nicht mehr tobte und brauste wie
gestern” (Defoe 1973, S. 68f.). In einen fiebrigen Schlaf verfillt Mays Held, wih-
rend er verwundet in das fremde Indianerdorf transportiert wird (May 1893,
S. 301f.) Der Schlaf, die Dunkelheit und das Abgeschlossensein sind also die Kenn-
zeichen fiir den Ubertritt in die Abenteuerwelt. Diese Motive lassen sich deuten als
Symbole fiir Todesschlaf und anschlieBende Neugeburt. Gerade der Gedanke an
Geburt ist offenbar, wenn, wie in unseren Beispielen, Enge und Wassernihe er-
scheinen.

Fir uns Leser hat diese Anspielung auf das Geborenwerden zunachst etwas Be-
driickendes, etwas von Regression und Unreife, dann aber etwas Verfithrerisches, ja
den Ausdruck der Befreiung. Der Traum von der Geburt oder von der Ruickkehr in
die Kindheit besagt auch Neubeginn, Chance auf ein neues Leben, ,,Rekonstruk-
tion einer intakten Personlichkeit” (Roxin 1997, S. 90). Wer davon trdumt, wieder
Kind zu sein, unternimmt eigentlich keine Weltflucht; im Gegenteil, er will die Welt
mit frischem geistigen Startkapital neu erleben. Hier zeigt sich iibrigens auch, wie
nahe der Abenteuerroman dem Bildungsroman steht.

Interessanterweise — und damit kommen wir zum eigentlichen Thema — findet
bei diesem Eindringen in die fremde Welt auch eine intellektuelle Anstrengung
statt, wobei dann oft die Mathematik eine Rolle spielt. Das kann in einem ganz all-
gemeinen Sinne sein. In dem Roman ,Die Schatzinsel’ (1883) von Robert Louis
Stevenson bestaunt der Held — es ist ein naiver und begeisterungstihiger Knabe
(auch hier sehr deutlich das Motiv des Neubeginns!) — die Landkarte der Insel ,,mit
Breiten- und Langengraden, Lotungen, Namen von Hiugeln und Buchten”
(Stevenson 1997, S. 61), und so eingestimmt, auch von den Koordinaten fasziniert,
macht er sich auf die Reise.

In dem erwihnten Roman von Stephen King sagt sich Trisha zu Beginn ihres
Irrganges: ,,Die beiden Wege hatten sich y-f6rmig gegabelt; sie wirde einfach gera-
deaus weitergehen” (King 2001, S. 30), und sie vergewissert sich, dass sie ,,in gera-
der Linie unterwegs war, und wihlte einen dritten Markierungspunkt” (ebd., S. 41).
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— Abb. 1 —
Aus: Stevenson 1948, S. 90
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Am Rande: Eine Kombination von diesen Motiven findet sich andeutungsweise zu
Beginn von Thomas Manns Roman ,Der Zauberberg’, wo der Held, ein Ingenieur
ausgerechnet, in die Alpen reist und die ,,stockfinstere[n]” Eisenbahntunnels und
die Richtungswechsel so ,,verwirrend” empfindet, dass er die Geometrie des Rei-
seweges nicht mehr meistert (Mann 1981, S. 11).

Nun Beispiele, in denen die Mathematik deutlicher in Erscheinung tritt. In Mays
,Winnetou’ ist der Held, als er die besagte Verwundung erfahrt, als Landvermesser,
also als Geometer, titig, und dem todlich gemeinten Messerhieb entgeht er da-
durch, dass er eine Blechbtichse in der Brusttasche hat, die aufgezeichnete Mes-
sungsergebnisse enthilt und durch ihre Festigkeit das Messer ablenkt (May 1893,
S. 45, 295). Ein mathematisch inspiriertes Manuskript als Lebensretter! Schon zu
Anfang des Romans wird der Held gefragt: ,,Habt Ihr Mathematik getrieben?”, und
er antwortet: ,,War eine meiner Lieblingswissenschaften.” (Ebd., S. 15) In Voltaires
Erzahlung ,Candide’ (1759) dringen wihrend ihrer Weltreise die Hauptpersonen in
das Zauberland Eldorado ein. Die Hinreise geschieht so: ,,Der in der Schlucht ein-
geengte Bach trug sie mit grausiger Schnelligkeit und grausigem Getése dahin.
Nach vierundzwanzig Stunden erblickten sie wieder das Tageslicht” (Voltaire 1977,
S. 48) — auch hier das Geborenwerden — ; die Riickreise aber ist so: Der Konig be-
tahl ,,seinen Ingenieuren, eine Maschine zu bauen, um [die Giste| aus dem Konig-
reich hinauszuwinden. Dreitausend gute Physiker machten sich ans Werk™ (ebd., S.
55f). Durch Hin- und Ruckreise werden also die beiden Motive ,Fahrt durch das
Dunkle’ und ,physikalisch-mathematische Anstrengung’ verkniipft. Eine naturwis-
senschaftliche Graphik, im ,Brockhaus’ Giber einhundert Jahre spiter, vereint Dun-
kelheit und mathematisch-physikalische Elemente und mutet wie eine Illustration
zu Voltaires ,Candide’ an (Abb. 2). Tatsichlich hat diese Graphik aus dem Berg-
bauwesen die Abenteuerliteratur beeinflusst (vgl. Lieblang 1999, S. 245¢£f.).

Unser drittes Beispiel ist der Roman von Jules Verne: ,Reise zum Mittelpunkt
der Erde’ (1864). Da miissen die Personen, ein Geologie-Professor und sein Neffe,
zuerst eine Geheimschrift 16sen, die mathematisch definiert ist (im Original:
,»donnée mathématiquement”, das letzte Wort ist im Druck hervorgehoben; Verne
1977, S. 65). Der Professor hat Ideen, er ,ergriff die Feder und fing an, Formeln
niederzuschreiben, die einem algebraischen Rechenexempel glichen” (Verne 1984,
S. 25), und ,,seine Phantasie verlor sich in der idealen Welt der Kombinationen”
(ebd., S. 28). Mehr als einen vollen Tag schliel3t sich der Professor fiir seine Arbeit
ein; dann, nach der gefundenen Losung gesteht er: ,,Ich habe Hunger zum Umfal-
len” (ebd., S. 30). Er fuhlt sich auf dem Weg der Neugeburt; der enge Kanal
kommt dann spater beim Abstieg in die Erde.

Man wird sich erinnern, dass gelegentlich in den Abenteuergefilden selbst, be-
sonders im Falle Verne, Messvorginge und Zahlenangaben, also mathematische
Details erscheinen. Wesentlicher aber als diese gleichsam verstreuten mathemati-
schen Elemente ist das Auftreten der Mathematik in der Phase, die dem Abenteuet-
Erleben vorausgeht.
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— Abb. 2 —
Aus: Brockhaus, Bd. 2, 1882, Tafel Bergbau

Was haben wir erkannt? Der Held der Abenteuererzahlung bewegt sich zum ei-
nen in der Alltagswelt, zum andern in der fremden Welt, und zusatzlich gibt es eine
Art Zwischensphire, in der er sich — so sagen unsere Beispiele — der Mathematik
widmet. Diese drei Bereiche lassen sich durch die unterschiedliche Art des Kom-
munizierens kennzeichnen. In der Alltagswelt herrscht, das wissen wir alle, zuvor-
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derst die Kommunikation durch die Sprache. Was zu Beginn einer solchen Erzih-
lung geschieht, ist im allgemeinen ein Sprechen. Es verbindet hier die Figuren. In
der Abenteuerwelt dagegen ist die sprachliche Kommunikation nicht die bedeu-
tendste. Wichtiger ist dort das Lesen von Spuren, die Vermittlung von Nachrichten
durch Rauchzeichen, das Erriechen und das weitsichtige Beobachten von Gefah-
renherden. Wenn man Niklas Luhmann folgt und seiner Uberlegung, wonach
Kommunikation immer Selektion bedeutet (Selektion von Information, von Mit-
teilung, von Verstehen; vgl. Luhmann 2001, S. 97), dann ist die literarische Aben-
teuerwelt eine Fundgrube origineller Kommunikationsformen.

In der Zwischensphire nun, die eigentlich uns beschiftigt, ist die Sachlage wie-
der anders: Sie ist eine kommunikationsfreie Zone — in dem Sinne, dass es keine
direkte zwischenmenschliche Kommunikation gibt. Hier herrscht ja die geburts-
dhnliche Isoliertheit. Der Professor bei Jules Verne zieht sich vollkommen zuriick
und verweigert das Essen, wahrend er mathematisch arbeitet. Auch der Landver-
messer bei Karl May arbeitet ohne Kommunikation mit seinen Kollegen; die sind
namlich faul, und er muss die Arbeit ,allein” machen (May 1893, S. 45). In einem
weiteren Sinne wird freilich in der Zwischensphire doch kommuniziert: Es ist eine
Zone des mathematischen Kommunizierens’.

2

Welches Bild von Mathematik ergibt sich in unseren Fallen? Geht man von dem
Erzahler der Abenteuergeschichte aus (der Erzihler ist nicht der Autor selbst), so
herrscht die Vorstellung von einer starren, abgeschlossenen Wissenschaft Mathe-
matik. Die Mathematik ist vorgegeben, und von da aus kann man gewisse
Probleme bearbeiten; etwa ein Terrain ausmessen oder eine Maschine bauen, die
Berge Gberwindet. Die Mathematik selbst wird nicht vom Menschen gemacht. Das
alles steht der platonischen Vorstellung von den Idealitit der Mathematik nahe.
Hierzu ein eindrucksvoller Beleg: Karl Mays Held hat an einem Vormittag den Be-
such eines hoheren Vermessungsingenieurs, und von ihm, einem Mathematiker
also, bekommt er seinen Wildwest-Ehrennamen ,,Old Shatterhand” zugesprochen
(May 1893, S. 51). Die Mathematik ist eben die Welt des Idealen, und der wahre
Namen fir jemanden kann nur von dort kommen.

Doch bleiben wir nicht bei dem Erzihler, gehen wir zum Helden selbst. Wieso
strebt der Held zur Mathematik gerade in dieser Zwischensphire, in der es um
Dunkelheit, um Schlaf, um Neugeburt geht — in der er wieder zum Kind wird?
Welches Bild von Mathematik verbirgt sich hier? Zuerst einmal driickt sich dies
aus: Man kann Kind und Mathematiker zugleich sein. Das ist ein erstaunlicher Ge-
danke, doch erinnert er an eine Uberlegung von Hermann Broch. Nach Broch,
dem Ingenieur, Schriftsteller und Literaturtheoretiker, neigen das Kind und der alte
Mensch gleichermal3en zum Abstrakten, zum ,,Abstraktionismus®; und zwar, weil

,»der Stil beider Entwicklungsstadien bestrebt ist, vornehmlich Wesentliches und nur We-
sentliches auszudriicken, der des ersteren, bevor noch die Sphire der Subjektivitit er-
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schlossen ist, der des letzteren, nachdem diese Sphire verlassen wurde.” (Broch 1975,
S. 212f)

Die Kulturwissenschaftlerin Donata Elschenbroich sagt uber das kindliche Den-
ken: , Kunst und Mathematik sind noch nicht auseinanderdefinierte Schulficher.

(Elschenbroich 2001, S. 49). Sehr aufschlussreich tiber ,das Kind als Mathematiker’
sind die Arbeiten von Anton Strobel und Kerensa Hulswitt im vorliegenden Band.

Doch nochmals: Welche grundsatzliche Vorstellung ist es, die die Mathematik mit
dem Motivkreis Kindsein und Geburt zusammenrtckt? Ein Stichwort kann dabei
sein ,das Gottliche’. Bekanntlich stehen in der Mythologie die Kinder dem
Gottlichen nahe. Es ist das ,gottliche Kind’, das ein gliickliches Zeitalter er6ttnet;
man denke an Jesus, an den im Nil ausgesetzten Mose oder an Beschreibungen in
Vergils 4. Ekloge. Hintergrund dafir ist, dass das Kind — manchen Theoretikern
zufolge (zu nennen ist Jean-Jacques Rousseau) — eine natirliche Unverdorbenheit
besitzt. Doch auch die Mathematik wird von manchen in der Nihe des Goéttlichen
gesehen. ,Astralgeometrie’, also ,Sternengeometrie’, wurde friher die nichteuklidi-
sche Geometrie auch genannt. Erinnert sei ferner an Georg Cantor und an Niko-
laus von Kues, die beide den ,,unendlichen Gott” (Radbruch 1989, S. 82) in der
Mathematik und ihren Konstruktionsméglichkeiten wiederfanden, und erinnert sei
auch an Entwicklungen in der bildenden Kunst.

Hierzu Genaueres. Im Jahre 1927 notierte der Maler Piet Mondrian unter der
Uberschrift ,,Das bildnerische Mittel” Prinzipien fiir seine Art des Kreierens. Als
erstes heillt es da: ,,Das bildnerische Mittel hat die Fliche oder das rechteckige
Prisma in den Primirfarben (Rot, Blau und Gelb) und in den Nicht-Farben (Weil3,
Schwarz und Grau) zu sein. [...]7”; als ein weiteres Prinzip erscheint: ,,Das feste
Gleichgewicht wird durch Positionsbeziehung erzielt [...].” (Zit. nach Jaffé 1976,
S. 39.) An anderer Stelle sagt Mondrian, an seine geometrischen Figuren denkend:
,Wenn man nicht die Dinge darstellt, bleibt Raum fir das Géttliche.” (Zit. nach
Klant u. a. 1988, S. 179.) Der Gedanke der geometrischen Beziechungen, die reine
Mathematik, fihrt demnach hin zum Gottlichen.

Im Jahre 1928 stellte Piet Mondrian sein Bild (Ol auf Leinwand) ,Komposition
mit Rot, Gelb und Blau’ vor, mit dem er seine Gedanken in die geistige Tat um-
setzte. Sein Bild ,Broadway Boogie-Woogie’ von 1942 steht in derselben Tradition.

Nattrlich befremden heute solche Hinweise auf das Goéttliche der Mathematik.
Aber nehmen wir sie ernst, und sehen wir sie relativ. Der Kunsthistoriker Hans L.
C. Jaffé sagt, Mondrians Schaffen sei ,,das Paradigma einer Utopie, einer Reinigung
der Kinste und des Lebens tiberhaupt” (Jaffé 1980, S. 387). An anderer Stelle fasst
Jaffé Mondrians Visionen so zusammen:

»Reinheit ist das Schliisselwort dieser Betrachtungen, und diese Reinheit kommt
in Mondrians Bild von 1928 vollkommen zum Ausdruck. Aber diese Zielsetzung

beschrankt sich nicht auf den reinlichen Gebrauch der Mittel: das eigentliche Ziel ist
die Reinigung des Auges und des Geistes des Betrachters.” (Jaffé 1976, S. 39)

Reinigung des Geistes! Diese Formel Jaffés ist eine biindige und realistische Cha-
rakterisierung dessen, was Mondrians Kunst der reinen Formen leisten will
Zugleich ist sie aber auch, scheint mir, eine Kennzeichnung der Rolle der Mathe-
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matik in den Abenteuererzihlungen. Mathematik in der Nihe der Neugeburt,
Mathematik als Begleiter kindlicher Seelenverfassung, Mathematik als kommuni-
kationsfreie Zone vor dem Aufbruch in eine neue, vielleicht utopische Welt — dafiir
ist die Formel ,Mathematik als Reinigung des Geistes’ ein grofler gemeinsamer
Nenner.

— Abb. 3 —

Piet Mondrian: Broadway Boogie-Woogie (1942).
(Wiedergabe nach M. Le Bot, 1980)
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Gewiss, die Formel ,Mathematik als Reinigung des Geistes” hort sich wenig wis-
senschaftlich an. Doch aus ihr spricht die emanzipatorische Kraft der Mathematik
tir die personliche Entwicklung des Einzelnen. Oder, bescheidener ausgedriickt:
Diese Formel macht die Mathematik fast zu einer psychisch-kulturellen Lebens-
hilfe. Wir sind ja seit Reuben Hershs Studie ,What is Mathematics, Really?” sehr
sensibel dafiir, dass die Mathematik ein kulturell gewachsenes Phinomen ist (,,a
social-cultural-historical entity”’; Hersh 1997, S. 249). Zugleich ist die — faszinie-
rende — hohe Konsistenz der Mathematik unbestritten, mag diese Konsistenz von
vornherein in der Natur der Mathematik liegen und mit ihr Teil der Schopfung sein
(so wiirde ein Platoniker sagen), oder mag sie das Werk der Mathematiker sein.
Diesen letzten Standpunkt hat Susanne Prediger einmal sehr schon dargestellt: Die
Mathematik ist konsistent, weil sich die Mathematiker anstrengen, Konsistenz her-
zustellen (Prediger 2001, S. 29). Es ist vor allem diese Konsistenz, die beim Benut-
zer der Mathematik die ,Reinigung des Geistes’ schafft.

Die Formel taugt auch etwas fiir den praktischen Umgang mit Mathematik. Ich
nenne drei Beispiele. Beim Unterricht in der 7. Klasse behandelt man tblicherweise
zuerst rechnerischen Stoff wie Proportionenrechnung und Dreisatz-Aufgaben; an-
schlieBend kommt das Thema Kongruenz und Dreieckskonstruktionen. Nun hore
ich von den Schiilern zu Anfang, bei den Rechenproblemen, AuBerungen wie
,blode Aufgabe”. Beim Thema Geometrie sagen sie das nicht; da vernehme ich
cher Urteile wie ,,schwere Aufgabe” oder ,,ich hab’s!”. Abstrakte Geometrie reinigt
den Geist. Sodann, als zweites Beispiel, erinnere ich mich an eine Untersuchung in
meiner Studentenzeit tber Schiiler aus bildungsfernen Schichten (vgl. Weinert u. a.
1974, S. 331). Die Untersuchung kam zu der Erkenntnis, dass in Deutsch und in
den Fremdsprachen diese Kinder benachteiligt sind, nicht aber im Fach Mathema-
tik. Es mag daran liegen, dass hier alle denselben Start, eben die Reinigung des
Geistes, haben. Als drittes Beispiel dieser Fall: Ein Kind wundert sich, dass 2 geteilt
durch 1/4 die Zahl 8 ergibt, etwas GroBeres als 2 also; es erkennt dann aber, dass
,teilen” auch eine Antwort liefert auf die Frage: ,wie viele x passen in y?” und sieht
nun die 8 als sinnvolles Resultat an. Dank eines mathematischen Ergebnisses er-
kannt man, was ein bestimmtes Wort des Alltags bedeutet. Diese Beobachtung
(entnommen Heymann 1996, S. 207f.) zeigt, wie die Mathematik den Geist von der
zu engen Auslegung eines Wortes ,reinigt’. Zu alledem passt die Vision Rudolf
Willes vom idealen Forscher, der einen ,,mathematischen Entwurf’ macht und ,,ihn

im Einklang mit sich selbst empfindet” (Wille 2000, S. 20).

3

Kommen wir auf das ,mathematische Kommunizieren’ zuriick. Uber die ,Reinigung
des Geistes” hinaus hat es ihren eigenen Wert. Blicken wir zum Schluss in zwei lite-
rarische Texte, die dem Abenteuergenre nahe stehen. In beiden Fillen werden wir
Hinweise auf die reinigend-klirende Kraft der Mathematik finden. Zugleich fallt
hier die mathematische Kommunikation auf. Es ist eine Kommunikation, die von

169



mathematischen Symbolen ausgeht, dabei die Zeiten tiberschreitet und so schlie3-
lich zur zeitlosen Kommunikation zwischen Individuen wird.

Der erste Text ist von Karl May, aus seinem Altersroman ,Ardistan und
Dschinnistan’ (1909), der zweite stammt aus den ,Histoires brisées’ (,Gebrochenen
Geschichten’) von Paul Valéry, dem franzosischen Poeten und Denker, und wurde
posthum 1950 verotfentlicht.

Zuerst zu May! Zwei Reiter stoBlen in der Wiste von Ardistan, einem Phanta-
sieland, auf eine Felsformation mit einer Engelsstatue, und sie besteigen den
Felsen, also das Postament.

».Hier ist Etwas, Sihdil Etwas, was von Menschen stammt, nicht von der Natur. [...] Eine
Figur mit drei Spitzen.” [..] Als ich zu ihm getreten war und die Stelle sah, die er meinte,
mufBte ich lachen. ,Da sagt man doch nicht, das ist eine Figur mit drei Spitzen!” verbes-
serte ich ihn. ,Wie denn?’ fragte er. ,Man sagt sehr einfach, das ist ein Dreieck!” [...] Indem
ich dieses sagte, kniete ich nieder, um die Figur genau zu betrachten. Das Dreieck war
vertieft, sein Inneres aber wieder als Relief behandelt. Die Vertiefung war mit feinstem,
mehligem Flugsande ausgefillt, welchen der nichtliche Tau in eine Kruste verwandelt
hatte, die man nicht einfach durch Fortblasen entfernen konnte. Ich muflte die Spitze des
Messers zu Hilfe nehmen, und indem ich dies tat, trat der Inhalt des Dreieckes immer
deutlicher als ein Auge hervor, ungefihr in der Weise, wie es als Symbol Gottes, des Va-
ters, gebraucht zu werden pflegt [...]. ,Ein Auge!’ rief Halef aus. ,Ein richtiges, wirkliches
Auge! Ich frage dich, was es sagen soll? Was hat es zu bedeuten!” ,Wie ich von Sitara her
weil3, ist dieses Auge das Handzeichen und Siegel des Mir von Dschinnistan [eines mach-
tigen Herrschers],” antwortete ich. ,Wir wissen also, dal3 dieser Engel weder von den
Ussul noch von den Tschoban [hier lebenden Vélkern] kommt, sondern auf Anregungen
aus Dschinnistan entstanden ist. [...]"”

Bei dem Dreieck ist eine (sehr komplizierte) Offnung im Felsen. Die beiden steigen
ins Felsinnere:

»[---] in der Mitte des ziemlich grof3en, unterirdischen Raumes, in dem wir uns befanden,
stand ein langer, breiter Felsentrog mit je einem Rade vorn und hinten. Wenn man das
eine drehte, so bewegte sich auch das andere mit. Ueber die beiden Réider war ein Leder-
riemen gelegt, an dem in gewissen Abstinden Kriige hingen, die, mit geschopftem Wasser
gefullt, auf der einen Seite aus dem Boden kamen, im Weitergleiten sich ihres Inhaltes in
den Trog entleerten und dann auf der andern Seite nach unten zurtickkehrten.”

Dabei bemerkt man, dass die Radersysteme tber mehrere Stockwerke laufen:

,»,00 wurde das Wasser von Trog zu Trog nach oben getragen, und indem dies geschah,
kam es derart mit der Luft in Berithrung, daf} es sich mit Kohlensdure sittigte und die
Eigenschaft annahm, nicht nur durstléschend, sondern auch erquickend zu sein.” (May
1909, S. 489-502)

Wir erleben hier, wie ,,Geometrie” und ,,Mechanik” zusammenwirken (die beiden
Worter werden im Text auch ausgesprochen; ebd. S. 490, 495), damit das er-
quickende Wasser zutage tritt. Der Ausloser fir das Ganze ist das schlichte Drei-
eck, und dieses geometrische Zeichen stammt von dem gottihnlichen Mir, d. h.
Emir, von Dschinnistan.
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Nun die Passage bei Paul Valéry. Valéry hat sich eine intellektuelle Erganzung
zum ,Robinson’-Stoff ausgedacht, unter der Uberschrift: ,,Der miiige, nachdenkli-
che, versorgte Robinson”. Wir befinden uns auf der Insel:

,,Eis gab bei Robinson noch eine alte, aus den Wassern gerettete Logarithmentafel; nicht
weit von der Feuerstelle entfernt lag sie auf der Erde herum und verlor ihre Blitter, sei’s
in den Flammen, sei’s bei anderer Verwendung. Die ganz von winzigen Ziffern zerfresse-
nen Seiten — sie sahen aus, als wiren sie ubersit von Ameisen in Schlachtordnung —
brachten in ihrer naiven dezimalen Sprache zum Ausdruck, dal3 unser fleiBiges Ge-
schlecht es verstanden hatte, Ersparnisse von Wahrheiten und Vermégen von Resultaten
zusammenzutragen. Die langen Mihen und Nachtwachen einiger weniger speichern sich
in erfinderischen Schriften; die Geduld und die Verdienste der kleinen Zahl sind ein Ge-
winn fur die Ungeduld aller.” (Valéry 1992, S. 411)

Auch hier, bei Paul Valéry, ist die Mathematik Zeichen und Symbol, denn die Loga-
rithmentafel ist unbrauchbar geworden.

Die beiden Texten fiihren eine mathematische Kommunikation vor, die sogar
eine uberzeitliche brudetliche Verbundenheit mit anderen Individuen bedeutet.
Dartiber hinaus wird bei dieser Kommunikation ein Problem zu l6sen versucht,
namlich die Frage nach dem Ursprung der Mathematik. Die beiden Antworten sind
gegensatzlich. Bei Karl May kommen die mathematischen Elemente von einem
tern residierenden Herrscher, sind also gottlicher Natur. Bei Paul Valéry ist die
Mathematik — sehr modern! — das Resultat von ,,Muhen und Nachtwachen™, also
das Produkt menschlichen Flei3es und Kooperationswillens.

Berichte von Abenteuer und Reise fihren in die Philosophie der Mathematik ein!
Dazu (vgl. Guirlinger 1998, S. 19) ein Satz von Karl Jaspers: ,,Philosophieren heil3t
Unterwegssein.”
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Platons Dialektik als Theorie von ,,Mathematik und Kommunikation*

Knut Radbruch

Zusammenfassung: Es ist hinreichend bekannt, dass sich Platon sowohl bei der
Konzeption als auch bei der Entfaltung seiner Ideenlehre an der Mathematik orien-
tiert hat. Vollig zu Recht spricht Mittelstral3 von den ,,geometrischen Wurzeln der
Platonischen Ideenlehre®. Folglich bietet sich die Ideenlehre als Rahmen fiir eine
Philosophie der Mathematik an; auf diese Moglichkeit weist Platon in seinen Dialo-
gen und in seiner ungeschriebenen Lehre immer wieder hin. Allerdings sieht Platon
auch die Grenzen dieser Theorie, insbesondere in Hinblick auf die lehrhafte Ver-
mittlung und allgemeiner auf die intersubjektive Verstindigung bzw. Kommunikati-
on. In meinem Beitrag versuche ich zu zeigen, dass und wie Platon dialektische Me-
thoden und Prinzipien entwickelt, um eine optimale Kommunikation insbesondere
von Mathematik zu erméglichen.

Mit dem Ubergang vom Mythos zum Logos wurde in der klassischen Antike der
bis heute in seinen Grundziigen anerkannte und gultige Wissenschaftsbegrifft auf
den Weg gebracht. Man sagt: Am Beispiel der Mathematik haben die Griechen die
Moéglichkeit von Wissenschaft entdeckt. Und sie haben nicht nur véllig neue For-
men des Wissens entwickelt, sondern zugleich auch tber Anfinge und Status dieses
neuen Wissens nachgedacht. Was den Anfang betrifft, also die Initialziindung des
Wechsels vom Mythos zum Logos, verlegen die Griechen selbst diesen Anfang
durchweg nach Agypten. So berichtet Herodot, dass der dgyptische Konig Sesostris
jeweils im Anschluss an Uberschwemmungen die Felder neu vermessen lie und
den Pachtzins danach neu festlegte. ,,Mir scheint, dass hierbei die Geometrie er-
tunden worden ist.“ (Herodot, Historien, S.144) Aristoteles sieht die Dinge etwas
anders. Fiir ihn ,entstanden die mathematischen Wissenschaften in Agypten, denn
dort gestattete man dem Priesterstand, Mulle zu pflegen® (Aristoteles, Metaphysik
981b) Am ausfiihrlichsten berichtet Platon tber den Ursprung von Wissenschaft,
zugleich jedoch mit der fir ihn charakteristischen Redlichkeit. In Platons Dialog
Phaidros beginnt Sokrates seine diesbeztglichen Ausfiihrungen mit dem Hinweis:
,,Eine Sage wenigstens habe ich dariiber zu erzahlen von den Alten, das Wahre aber
wissen nur jene selbst.” Dann fihrt er fort:

,Ich habe also gehért, zu Naukratis in Agypten sei einer von den dortigen alten Géttern
gewesen, dem auch der Vogel, welcher Ibis heil3t, geheiligt war, der Gott selbst habe
Theuth geheilen. Dieser habe zuerst Zahl und Rechnung erfunden, dann die Messkunst
und die Sternkunde, ferner das Brett- und Wiirfelspiel, und so auch die Buchstaben.” (Pla-
ton: Phaidros 274c)

Die hier von Platon im Hinblick auf die Genese vorgenommene Reihenfolge der
mathematischen Wissenschaften — Arithmetik vor der Geometrie —, hat er spiter
offensichtlich auch aus systematischen Grinden bis zuletzt beibehalten. Denn der

Platon-Schiler Philippos von Opts schreibt in den Epznormis:
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,Die grofite und erste Wissenschaft ist die von den Zahlen selbst ... vom Geraden und
Ungeraden in ihrer Entstehung ... Hat man dies gelernt, so schlieB3t sich folgerichtig an,
was mit einem sehr licherlichen Namen als Landmesskunst (Geometrie) bezeichnet
wird.” (Gaiser: Platons Zusammenschau, S.107)

Alle drei Autoren stimmen aber neben der Zuweisung nach Agypten auch darin
Uberein, dass die mathematischen Disziplinen als Ursprung des neuen Wissen-
schaftsverstindnisses fungieren. Was die Argumentation im Detail betrifft, geht
Platon dabei besonders griindlich vor. Uber ihn schreibt Ernst Cassirer in einem zu
Lebzeiten nicht ver6tfentlichten Manuskript:

,oeit Platon die Briicke zwischen philosophischer und mathematischer Erkenntnis ge-
schlagen, und seitdem er beide ... miteinander verkettet hat, gibt es keine Theorie des Wis-
sens mehr, die nicht in irgendeiner Weise auf das Faktum der Mathematik bezogen wiire.
Erst kraft dieser Orientierung gibt es ein eigentlich dialektisches Wissen, d.h. ein solches,
das nicht nur besteht und gilt, sondern das sich auch iiber die Griinde seiner Geltung aus-
zuweisen und von ihnen Rechenschaft abzulegen vermag.* (Cassirer: Ziele und Wege der
Wirklichkeitserkenntnis, S.33)

Platons eigene Bemithungen um die Griinde der Geltung sowie seine Vorschlige
zur Rechenschaft sollen in diesem Aufsatz nachgezeichnet werden.

In der bereits zitierten Phazdros-Stelle wird — wenn auch an letzter Stelle — auf die
Erfindung der Buchstaben und damit also auf die Moglichkeit der Verschriftli-
chung des gesprochenen Worts hingewiesen. Sokrates sagt dazu:

,»Als er aber an die Buchstaben gekommen, habe Theuth gesagt: Diese Kunst, o Konig,
wird die Agypter weiser machen und gedichtnisreicher, denn als ein Mittel fiir Ermnerung
und Weisheit ist sie erfunden. Jener aber habe erwidert ... diese Erfindung wird den Seelen
der Lernenden vielmehr Vergessenheit einfloflen aus Vernachla551gung der Erinnerung,
weil sie im Vertrauen auf die Schrift sich nur von aullen vermittels fremder Zeichen, nicht
aber innerlich sich selbst und unmittelbar erinnern werden.” (Platon: Phaidros 274¢)

Es handelt sich hier um Platons beriithmte Schriftkritik, wie er sie auch in anderen
Dialogen mehrfach artikuliert. Der geschriebene und damit lesbare Text ist fur ithn
kein adiquates Medium, um Wissen bzw. Wissenschaft Geltung zu verschaffen
oder auch Rechenschaft dariber abzulegen. An die Schriftkritik schlieB3t sich bei
thm tbrigens die Dichterkritik nahtlos an, weil der Dichter ,,imstande ist, auch die
Wohlgesinnten, einige gar wenige ausgenommen, zu verderben.” (Platon: Politeia
605¢)

Im Folgenden muss nun zunichst Platons Ideenlehre kurz in Erinnerung geru-
fen und dann weiter ausgefiihrt werden, dass und wie Platon selbst die Grenzen
dieser Wissens-Legitimation per Ideen siecht und deshalb mit seiner Dialektik einen
neuen Anlauf zur argumentativen Grundlegung von Wissenschaft nimmt.

Beim Ubergang von vorgriechischer zu griechischer Mathematik ist statt bisher
von geraden Ackerfurchen und Balken nun von Geraden die Rede, anstelle runder
Wagenrider und Felder werden Kreise betrachtet. Und es wird auch nicht mehr der
Flicheninhalt eines runden Feldes mit einem prizise angegebenen Durchmesser
konkret ausgerechnet, sondern es werden Aussagen mit dem Anspruch von Allge-
meingultigkeit formuliert. Es werden also Behauptungen aufgestellt, deren univer-
selle Giltigkeit durch einen deduktiven Beweis gestiitzt wird. Dieser Paradigmen-
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wechsel von vorgriechischer zu griechischer Geometrie bringt véllig neue Formen
des Wissens unter die Menschen.

Als grof3er Gliicksfall fiir den Gang der abendlindischen Kultur- und Wissen-
schaftsgeschichte erwies sich nun, dass schon sehr bald nach dem Aufkommen die-
ser neuen Formen des Wissens ein weitsichtiger Denker tiberzeugend darauf hin-
wies, dass es mit der bloBen Entfaltung und Konservierung dieses neuen Wissens
nicht sein Bewenden haben dirfe. Wir verdanken Platon die zeitlos giiltige Ein-
sicht, dass stets sowohl eine subtile Reflexion uiiber den Status von neuem Wissen
als auch eine handlungsorientierte Konzeption fir den sinnvollen Umgang mit dem
neuen Wissen erarbeitet werden missen. Seit Platon sind fur jede Wissenschaft —
hier also insbesondere fiir Mathematik — Philosophie und Didaktik einer jeden Wis-
senschaft unverzichtbare Bausteine der Wissenschaft selbst.

Mit heutigem Vokabular und Begriffsverstindnis waren die neuen Aussagen der
griechischen Geometrie und Arithmetik ein Beitrag zur mathematischen For-
schung. Und genau diese neuen mathematischen Forschungsresultate unterzieht
Platon einer zweifachen Kritik: Er fragt einerseits, iber welche Objekte hier allge-
meingultige Urteile getroffen werden. Und er fragt andererseits nach der Bedeutung
dieses neuen Wissens fiur die Birger, also einer angemessenen Einstellung zum
neuen Wissen und einem sinnvollen Umgang damit. Platon fragt also sowohl nach
dem wissenschaftstheoretischen Status des neuen Wissens als auch nach einer In-
tegration des neuen Wissens in den Lebensalltag. Er weist damit auf die Notwen-
digkeit einer Philosophie und einer allgemeinen Didaktik von Mathematik hin - und
bei deren Ausarbeitung lisst er sich von Beginn an durch die Uberzeugung leiten,
dass die Entfaltung von Philosophie und Didaktik nicht unabhingig voneinander
erfolgen durfen, weil zwischen beiden ein Begrindungszusammenhang besteht:
,,Und dann bedurfte es eines sehr talentierten Mannes, der imstande wire zu erkennen,
dass es fur jedes Seiende ein allgemeines Wesen rein fir sich selbst gibt, und eines noch
bemerkenswerteren Mannes, der imstande wire, nicht nur das zu finden, sondern es auch
alles einem anderen beizubringen, indem er alles klar genug auseinandersetzt.”“ (Platon:
Parmenides 135a/b)

Der Philosoph Platon stellt zunichst die Frage, von welcher Art die Objekte der
neuen mathematischen Disziplinen Geometrie und Arithmetik sind. Und er selbst
ist es, der eine originelle Antwort auf diese Frage gibt. Die Aussagen dieser neuen
Form von Wissen, so sagt er gelten fir die Idee der Geraden, die Idee des Kreises,
die Idee der Funf. In der Po/iteia etwa heil3t es, dass die Mathematiker

,,sich der sichtbaren Gestalten bedienen und immer auf diese ihre Reden beziehen, uner-
achtet sie nicht von diesen handeln, sondern von jenen, dem sie gleichen, und um des
Vierecks selbst willen und seiner Diagonale ihre Beweise fithren® (Platon: Politeia 510d)
Platons genialer Einfall besteht also darin, dass er mit den mathematischen Ideen
einen Bereich intelligiblen, insbesondere nicht-empirischen Seins postuliert und auf
diese Weise die theoretischen Gegenstinde nachreicht fir die zuvor aufgestellten
theoretischen Aussagen. Nun hat Platon an keiner Stelle die Ideen explizit einge-
tihrt oder systematisch abgehandelt. In den mittleren Dialogen — z.B. Euthydemos
und Phaidon — sind sie unvermittelt plotzlich da und bleiben dann auch bis in die
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Spatdialoge prisent. Bei aufmerksamer Lektire der Dialoge kann man auch einiges
tber die Ideen erfahren: Weil sie nicht von dieser Welt sind, muss man sie mit dem
geistigen Auge schauen — die unvollkommenen Realisierungen von kreisformigen
Gegenstinden in der profanen Welt stehen in einer gewissen Teilhabe-Beziehung
zur Idee des Kreises — weil die mathematischen Ideen zur Grundausstattung ver-
nunftbegabter Wesen gehoren, ist ,,das Lernen eine Erinnerung (Platon: Phaidon
762) und folglich gibt es eine Anamnesislehre. Aber dies sind alles nur Bruchstticke,
eine geschlossene Theorie ist weder Platons Dialogen noch seiner ungeschriebenen
Lehre zu entnehmen. Deshalb hat Aristoteles diesen Ansatz scharf kritisiert:

,Dinge dieser anderen Art nun nannte er [Platon] Ideen und meinte, die Sinnesdinge exis-
tieren neben diesen und aufgrund ihrer Teilhabe existieren »die vielen«, die mit den Ideen
den gleichen Namen haben. Allein der Name »Teilhabe« war neu ... Doch was diese Teil-
habe sei, diese Untersuchung lieSen sie offen.* (Aristoteles: Metaphysik: 987b)

Es gibt nun aber deutliche Hinweise, dass auch schon Platon selbst die Grenzen
seiner Idee von den Ideen deutlich erkannt hat. So lisst er uns im Parmenides durch
Sokrates ausrichten:

,»Meinst Du nicht, dass es rein fiir sich so etwas wie eine Idee der Ahnlichkeit gibt und
umgekehrt ein Anderes, einem solchen Entgegengesetztes, das das ganz und gar Unahnli-
che ist, und dass an diesen beiden ich und Du und alles andere, das wir vieles nennen,
teilnehmen? ... Wenn nun aber einer bei solchem, von dem ich sprach zunichst einmal
die Ideen selber cine jede rein fiir sich getrennt setzte, z.B. Ahnlichkeit und Unihnlich-
keit, Vielheit und Eines, Ruhe und Bewegung und alles Derartige, und danach bewiese,
dass diese in sich selbst sich miteinander zu vermischen und voneinander zu sondern
vermochten, dann wire ich, mein lieber Zenon, gewaltig imponiert. Die erste Sache nun
ist, meine 1ch hier ganz prachtlg durchgefiihrt worden. Weit mehr aber wiirde es mir, wie
ich sagte, imponieren, wenn einer in dieser Weise oben dieselbe Schwierigkeit innerhalb
der Ideen selber nachwiese, die sich dort ebenso mannigfaltig durch alles hindurchziche,
und dass es so, wie Thr es bei den sichtbaren Dingen zeigtet, auch bei den im bloBen
Denken erfassten sei. (Platon: Parmenides 129a-130a)

Diese von ihm aduBlerst deutlich formulierte ,,Schwierigkeit innerhalb der Ideen®
konnte als Erklirung dafiir herhalten, dass sich Platon stets nur recht vage dazu
geaullert hat. In der Politeia gibt es nun eine Passage, die bisher — wie ich meine —
wohl doch noch nicht mit der ihr gebithrenden Aufmerksamkeit gelesen worden
ist. Darin geht es um die ,,Melodie, welche eigentlich etlernt werden soll*, also um
das hochste Wissen tiberhaupt. Fur Platon ist es vollig ausgeschlossen, ,,dass sol-
che, die nicht einmal vermogen, irgend Rede zu stehen oder zu fordern, irgendet-
was wissen werden von dem, was man wissen muss®. Und daran anschlieBend pra-
zisiert Platon die ,,Melodie, welche eigentlich erlernt werden soll*:

,,00 auch, wenn einer unternimmt, durch Dialektik ohne alle Wahrnehmung nur mittels
des Wortes und Gedankens zu dem selbst vorzudringen, was jeder ist, und nicht echer ab-
lasst, bis er, was das Gute selbst ist, mit der Erkenntnis gefasst hat, dann ist er am Ziel
alles Erkennbaren.” (Platon: Politeia 532a)

Hier spricht Platon nicht als Ontologe, sondern als Erkenntnistheoretiker. Und es
kommen jene beiden Denkformen auf den Plan, die in Platons spiten Dialogen
und in seiner ungeschriebenen Lehre eine zentrale Rolle einnehmen: Die Methode
der dialektischen Rede als Weg zur Erkenntnis sowie das Gute als hochstes Ziel der
Erkenntnis.
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Zu Platons berithmtem Vortrag tiber das Gute haben wir leider nur Zeugnisse
aus dritter Hand. Aristoxenos schrieb auf, was Aristoteles ihm erzahlt hat:
,,00 ging es, wie Aristoteles immer wieder erzahlte, den meisten von denen, die bei Platon
den Vortrag tber das Gute horten. Jeder sei nimlich hingegangen mit der Vorstellung, er
werde etwas erfassen von dem, was man allgemein fiir die menschlichen »Gtter« hilt,
etwa Reichtum, Gesundheit, Korperkraft und alles in allem eine wunderbare Gliickselig-
keit. Als nun aber zum Vorschein kamen die Darlegungen tber Mathematik — tiber Zah-
len, Geometrie und Astronomie - ... da erschien ihnen dies, meine ich, als etwas ginzlich
Unerwartetes und Sonderbares, und so dachten die einen geringschitzig iiber die Sachen,
die anderen lehnten sie offen ab.” (Gaiser: Platons Zusammenschau, S.117)
Was Aristoxenos hier so knapp und pointiert formuliert, kann man auch aus den
Spatdialogen Platons herausfiltern, quasi als sein erkenntnistheoretisches Ver-

michtnis:
1) Das hochste Ziel der Erkenntnis ist Einsicht in die Idee des Guten.
2) Dieses Ziel kann nur auf dem Weg tiber die Mathematik erreicht werden.
3) Die adiquate Methode auf diesem Weg ist die Dialektik.

Ganz offensichtlich sieht Platon in der Dialektik eine Moglichkeit, mittels diszipli-
nierter Rede zur Ideenschau und allgemeiner zur Erkenntnis zu gelangen. Denn bei
ihm ,ist Dialektik eine Methode, die beim Reden beachten muss, wer Erkenntnis
auf dem Weg des intersubjektiven Gesprichs sucht® (Bubner: Zur Sacher der Dia-
lektik, S.124) Damit bindet er zugleich das Wissen an den Wissenden und macht
folglich orale Kommunikation zu einem unerldsslichen Instrumentarium der Er-
kenntnisgewinnung. Insofern ist Platons Dialektik die historisch dlteste Theorie
von ,,Mathematik und Kommunikation®.

Im Folgenden méchte ich an Hand ausgewihlter Textstellen aus seinen Dialogen
Platons Auffassung von Dialektik etwas genauer schildern. Zunichst einmal unter-
scheidet Platon zwischen gewohnlicher Rede und genauer Rede und diese letztere
ist Domine der Dialektik:

,» Wir sagen wohl so in gewOhnlicher Rede, der Arzt hat sich geirrt, der Rechenmeister hat
sich geirrt und der Sprachmeister; ich meine aber, ein jeder von diesen, sofern er das wirk-
lich ist, was wir ihn nennen, fehlt doch niemals. So dass nach der genauen Rede, weil auch
du es so genau nimmst, kein Meister jemals fehlt.” (Politeia 340d)

Die genaue Rede setzt voraus, wie wir bereits von Platon gelernt haben, ,,irgend
Rede zu stehen und zu fordern®. Hier wird im Diskurs argumentiert und nicht po-
lemisiert, so dass ,,zu unterscheiden ist, ob wir in unseren Reden dialektisch oder
nur streitstichtig miteinander verfahren® (Platon: Philebos 17a) Weiter weist Platon
immer wieder darauf hin, dass zur Dialektik die lebendige, gesprochene Rede ge-
hort und dass Verschriftlichung den Ausstieg aus der Dialektik bedeutet.

, Wer aber weil3, dass in einer geschriebenen Rede tber jeden Gegenstand vieles notwen-
dig nur Spiel sein muss ... in denen hingegen, welche gelehrt und des Lernens wegen ge-
sprochen werden, vom Gerechten, Schonen und Guten, in diesen allein weil3 man, dass
etwas Wirksames sei und Vollkommenes und der Anstrengung Wirdiges.” (Platon:
Phaidros 278a)

Dies ist nun wirklich ein klares Plidoyer dafir, die Ideen nicht direkt zu schauen,
sondern sich ithnen durch kommunikative Dialektik zu nihern. Der an der TU
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Darmstadt lehrende Philosoph Bohme hat es sehr pointiert folgendermallen for-
muliert: ,,Die Dialektik ist offenbar ein Weg mittels der Rede zur Ideenschau zu
tihren. (Bohme: Platons theoretische Philosophie, S.103)

Das dialektische Gesprach, die dialektische Methode hat wiederum selbst als
Wissenschaft eine Heimat, namlich in der Philosophie:
,»Da wir nun zugestanden haben, dass auch die Begriffe sich gegeneinander auf gleiche
Weise in Hinsicht auf Mischung verhalten: muss nicht auch mit einer Wissenschaft seine
Reden durchfiihren, wer richtig zeigen will, welche Begriffe mit welchen zusammenstim-
men und welche einander nicht aufnehmen? ... Aber dieses dialektische Geschaft wirst du,
hoffe ich, keinem anderen anweisen, als dem rein und recht Philosophierenden?* (Platon:
Sophistes 253b-e)
An einer anderen Stelle spricht Platon explizit von der dialektischen Methode und
prazisiert dabei zugleich das intendierte Ziel dieser Vorgehensweise:
,»INun aber, sprach ich, geht allein die dialektische Methode, auf diese Art alle Vorausset-
zungen aufhebend, gerade zum Anfange selbst, damit dieser fest werde, und das in Wahrt-
heit in barbarischem Schlamm vergrabene Auge der Seele zieht sie gelinde hervor und
tihrt es aufwarts. (Platon: Politeia 533c)
Die Pointe dieser Passage liegt darin, dass die dialektische Methode — und nur sie —
Voraussetzungen authebt und auf den Anfang zielt. Mit dieser Argumentation stellt
Platon nun einen Begriindungszusammenhang her zwischen der dialektischen Me-
thode und den Aufgaben des Dialektikers, wie er sie mehrfach beschrieben hat.
Insbesondere arbeitet er immer wieder den Unterschied und die Zusammengeho-
rigkeit von Mathematiker und Dialektiker heraus und nimmt dabei eine wichtige
und folgenreiche Trennung vor, indem er zwischen »Wahrheit von Mathematik«
und »Wahrheit in der Mathematik« sorgsam unterscheidet. Dem Mathematiker im
engeren Sinne obliegt die immanente Wahrheit — wir wirden heute sagen: Richtig-
keit oder Strenge —, die auf dem Weg von den Grundbegriffen und Voraussetzun-
gen zu den Theoremen durch einen mathematischen Beweis gesichert wird. Eine
Reflexion oder gar Rechtfertigung der Grundbegriffe und Annahmen fallt nicht in
den Zustindigkeitsbereich des Mathematikers:
,Denn ich denke, du weillt, dass die, welche sich mit der Messkunst und den Rechnungen
und dergleichen abgeben, das Gerade und Ungerade und die Gestalten und die drei Arten
der Winkel und was dem sonst verwandt ist in jeder Verfahrensart voraussetzend, nach-
dem sie dies als wissend zugrunde gelegt, keine Rechenschaft weiter dartiber weder sich
selbst noch anderen geben zu miissen glauben, als sei dies schon allen deutlich, sondern
hiervon beginnend gleich das Weitere auszufithren.” (Platon: Politeia 510c¢/d)
Der Mathematiker ist demnach also fiir die Ausgestaltung und Durchfihrung, nicht
jedoch fir die Konzeption und Architektur seiner Wissenschaft zustindig; diese
zuletzt genannte, und nattrlich ranghéhere Aufgabe weist Platon dem Philosophen
— genauer: dem Dialektiker — zu. Der Dialektiker bemiiht sich um »Wahrheit von
Mathematik«, indem er ,,die Voraussetzungen nicht zu Anfiangen, sondern wahrhaft
zu Voraussetzungen macht® (Platon: Politeia 520b) Der Dialektiker ist also fiir das
»voraus« und fiir das »setzen« verantwortlich. Und diese Voraussetzungen gewinnt
der Dialektiker nicht primar durch sein geistiges Auge — oder wie Platon auch oft
sagt: mit dem Auge der Seele —, sondern im dialektischen Gesprich, also durch dia-
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lektisches Reden mit anderen Dialektikern. Architektur und Dramaturgie der Ma-
thematik bediirfen also nach Platon der Kommunikation und seine dialektische
Methode bzw. seine Dialektik ist ein theoretischer Entwurt zum Verstindnis dieser
Zusammengehorigkeit von Mathematik und Kommunikation. Als eine Art syste-
matischer Zusammenfassung dieses theoretischen Entwurfs muss jene oft zitierte
und interpretierte Passage aus dem 7. Brief angesehen werden:

,Fur jedes Seiende gibt es dreietlei, wodurch sich seine Erkenntnis notwendig vermitteln
muss, ein viertes ist die Erkenntnis selbst, als funftes muss man die Sache selber ansetzen,
das was erkennbar und in Wahrheit seiend ist. Wir haben also: 1. Name, 2. Begriffserkla-
rung, 3. Bild, 4. Erkenntnis. Nimm ein einzelnes Beispiel und lass dir daran verstindlich
machen, was ich meine, und dann halte es so fiir alles fest: Kreis z. B. sei das, wovon die
Rede ist.”“ (Platon: Briefe 342a/b)

Am Beispiel des Kreises wird dann der Durchgang durch die finf Stationen — vom
Wort Kreis bis zur Idee des Kreises — im Detail geschildert, doch fungiert der Kreis
hier wirklich nur als Beispiel, denn ,,dasselbe gilt aber ebenso ... vom Guten und
Schonen und Gerechten ...“. (Platons Briefe 342d) Doch fihrt dieser Durchgang
im Medium der Sprache zwangsliufig an eine Grenze, und zwar ,wegen der
Schwachheit aller Rede®. (Platon: Briefe 343a) Deshalb bedarf es einer zweifach

kreativen Aktivitit, nimlich sowohl beim Lehrenden als auch beim Lernenden:

,»Wohl aber vermag verweilendes Durchgehen aller dieser vier, das hinauf und hinab bald
zu diesem, bald zu jenem sich wendet, am Ende doch in den recht Gearteten Wissen vom
Rechtgearteten zu erzeugen.” (Platon: Briefe 343e-344a)

Hier wird die Dynamik oder auch der prozessuale Aspekt von Kommunikation
deutlich herausgestellt. Und damit erweist sich platonisches Denken auch zweiein-
halbtausend Jahre danach noch ausgesprochen aktuell. Denn in einem sehr lesens-
werten Beitrag aus dem Jahr 2000 heil3t es:

,,Communicating in or about the field of mathematics involves taking part in mathemati-
cal discourse, whether by reading, writing, listening or speaking. Discourse is a broader
concept than’ language because it also involves all the activities and practices that are used
to make meaning in a particular profession. The discourse of mathematics includes all the
ways that mathematics is done: through language, textbooks, mathematicians talking to
each other and to a wider public, and through populansatlon and application of mathe-
matical knowledge.” (Wood: Communicating mathematics, S.1/2)
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Kommunikative Rationalitiat und Mathematik

Rudolf Wille

Zusammenfassung: In dieser Arbeit wird folgende These erldutert und begriindet:
Sinn und Bedeutung von Mathematik liegen letztlich darin, dass Mathematik die ra-
tionale Kommunikation von Menschen wirksam zu unterstiitzen vermag. Kern der
Argumentation ist, dass die wirksame Unterstiitzung rationaler Kommunikation
moglich wird durch die enge Verbindung von Mathematik und Logik (im Sinne der
Peirceschen Spitphilosophie), durch die wiederum die kommunikative Rationalitit
(im Sinne von Jirgen Habermas) aktiviert werden kann. Wie eine derartige Unter-
stiitzung konkret aussehen kann, wird beispielgebend an einer Zusammenarbeit von
Politikwissenschaft und Mathematik verdeutlicht.
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1. Das Wirken von Mathematik durch Logik: ein Beispiel

Sinn und Bedentung von Mathematik liegen letztlich darin, dass Mathematik die rationa-
le Kommunikation von Menschen wirksam 3u unterstiitzen vermag.

Diese These ausfihrlicher zu erldutern und zu begriinden, ist das Anliegen dieses
Beitrags (s. auch [Wi02b]).

Zunichst soll an einem Beispiel deutlich gemacht werden, wie sich Mathematik
durch Transformieren mathematischer Denkformen in logisches Denken auf die
rationale Kommunikation nachhaltig auswirken kann. Schon in [WiO1b] wurde in
der engen Verbindung von logischem und mathematischem Denken der zentrale
Grund daftir gesehen, dass die Mathematik das rationale Denken und Handeln
wirksam zu unterstutzen vermag. Logisches Denken als Ausdruck menschlicher Ver-
nunft erfasst die aktuale Realitit in den grundlegenden Denkformen von Begriff,
Urteil und Schluss, wahrend mathematisches Denken vom logischen Denken abstra-
hiert, um — wie es Charles Sanders Peirce formuliert hat [Pe92; S.121]- einen Kos-
mos von Formen potentieller Realitit zu erschlieBen. Der Mathematik als einer je-
weils historisch, sozial und kulturell bestimmten Ausformung mathematischen
Denkens ist es deshalb méglich, Menschen in threm logischen Denken und damit
in ihrer rationalen Kommunikation zu unterstitzen. Wie man sich eine solche Unter-
stitzung vorzustellen hat, soll anhand einer Zusammenarbeit von Politikwissen-
schaft und Mathematik erlautert werden.

In dieser Zusammenarbeit wurde als mathematische Theorie die Formale Begriffsa-
nalyse [GWI0] aktiviert, die als angewandte Verbandstheorie aufgefasst werden
kann. Die Formale Begriffsanalyse grindet sich auf eine Mathematisierung von Begriff,
der einfachsten Grundform menschlichen Denkens (vgl. [Se01]). Erfasst wird bei
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dieser Mathematisierung, dass ein Begriff als Bestimmungsstiicke einen Umfang
(Extension) und einen Inhalt (Intension) hat; der Begriffsumfang besteht aus allen
Gegenstinden, die unter den Begriff fallen, und der Begriffsinhalt aus allen Merkma-
len, die all diesen Gegenstinden gemein sind. Um dieses Begriffsverstindnis men-
gensprachlich ausdriicken zu konnen, wird der mathematische Begriff eines formalen
Kontextes eingefuhrt und zwar als eine Mengenstruktur (G,M,I), bei der G und M

Mengen sind und [ eine binite Relation mit I € GxM ist; die Elemente von G hei-
Ben Gegenstinde, die von M Merkmale, und glm wird gelesen: der Gegenstand g hat
das Merkmal 7. Ein formaler Begriff von (G,M,I) wird dann definiert als ein Paar
(A,B) mit A € G, BC M, A = {3€G |NmEB: glm}, und B = {mEM | sEA: glm}.
Die Unterbegriff-Oberbegriff-Relation wird mathematisiert durch (A,B) = (C,D) := A C
C (& B 2 D). Bzgl. dieser Ordnungsrelation bildet die Menge aller formalen Be-
griffe von (G,M,]) stets einen vollstindigen Verband, den sogenannten Begriffsver-
band des formalen Kontextes (G,M,I).

Eine Datentabelle wie die in Abb.1 wird mathematisch als formaler Kontext ver-
standen und zwar derart, dass die Worter vor den Zeilen die Gegenstinde, die
Worter tiber den Spalten die Merkmale benennen, und die Kreuze die Kontext-
Relation anzeigen. Der Begriffsverband dieses Kontextes ist in Abb.2 durch ein L
niendiagramm dargestellt; in diesem Diagramm
steht die Benennung eines Gegenstands jeweils
an dem Kireis, der den kleinsten Begriff repri-
sentiert, der diesen Gegenstand in seinem Um-
fang hat, und die Benennung eines Merkmals
jeweils an dem Kreis, der den grofiten Begriff
reprasentiert, der dieses Merkmal in seinem
Inhalt hat. Die Diagramm-Darstellung eines
Begriffsverbands macht begriffliche Zusam-
menhinge transparent; im vorliegenden Bei-
spiel betrifft das die Themen ,,Verteilungsfeld*
und ,,Konfliktgegenstand* internationaler Re-
gime (das sind normen- und regelgeleitete in-
ternationale Kooperationen). So erkennt man
z.B. an Abb.2, dass Nonproliferation das ein-
zige Regime ist, das sowohl dem Verteilungs-
feld ,,Wohlfahrt“ als auch dem Verteilungsteld
,woicherheit™ angehort, und dass jedes Regime
des Verteilungsfeldes ,,Wohlfahrt bzw. ,,Si-
cherheit® mit Interessenskonflikten zu tun hat,
dagegen jedes des Verteilungsfeldes ,,Herr-
schaft® mit Wertekonflikten.

Abb. 1: Datentabelle iiber Regime

Die Datentabelle in Abb.1 wurde aus der detaillierteren Datentabelle in Abb.3 ab-
geleitet, die die Politikwissenschaftlerin Beate Kohler-Koch gemeinsam mit den
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Autoren des Fallstudienbandes ,,Regzme in internationalen Beziehungen® [Ko89] erarbei-
tet hat. Mit dieser Datentabelle wurde eine vereinheitlichende Beschreibung der
unterschiedlichen Regime angestrebt, um bessere Einsichten in die Entwicklungs-
und Erfolgsbedingungen von internationalen Regimen zu gewinnen; die kategori-
sierenden Merkmale und Merkmalsausprigungen wurden dazu auf der Grundlage
der aktuellen Theorie internationaler Regime ausgewihlt. Als Grundlage fiir ihren
allgemeinen Einfiihrungstext zu dem Fallstudienband wollte Beate Kohler-Koch
eine umfassende Analyse der Datentabelle haben und bat deshalb die ,,Forschungs-
gruppe Begriffsanalyse® im Fachbereich Mathematik der TU Darmstadt um Unter-
stutzung. Die Aufgabe der Mathematiker war nun, die rationale Kommunikation
der Politikwissenschaftler uber die Inferpretation der Daten und den damit verbunde-
nen Theoriebildungsprozess mit den mathematischen Mitteln der Formalen Begriffsa-
nalyse wirksam zu unterstiitzen (vgl. [SWO01]).

Wie in vielen anderen Anwendungsprojekten — Mitglieder der Forschungsgruppe
Begriffsanalyse haben schon mehr als 200 solcher Projekte durchgefiihrt — traf sich
auch in dieser Zusammenarbeit mathematisches und nichtmathematisches Denken
im /logischen Denken. Exst der Bezug des politikwissenschaftlichen Denkens zur aktu-
alen Realitit der untersuchten Regime machte die mathematischen Strukturen und
Beziehungen der Formalen Begriffsanalyse als logische Strukturen und Beziehun-
gen verstindlich. So wurden die mathematischen Operationen und Zusammenhin-
ge in formalen Kontexten wie der in Abb.1 ohne besondere Schwierigkeiten in der
,»,oprache® inhaltlicher Reprisentationen in Kreuztabellen logisch begriffen. Ent-
sprechend konnte die ,,.Sprache® begrifflicher Reprisentationen in Liniendiagram-
men fir inhaltliche Interpretationen logisch aktiviert werden.

Abb. 2: Begriffsverband des formalen Kontextes in Abb. 2
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Abb. 3: Datentabelle tiber internationale Regime
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Ausgangspunkt der Zusammenarbeit war die Datentabelle in Abb.3, in der 18 in-
ternationale Regime durch 24 Merkmale und den ihnen zugehorigen Merkmals-
auspriagungen klassifiziert werden. Gemeinsam mit Beate Kohler-Koch und Mit-
arbeitern wurde zunichst die Methode der ,,Begrifflichen Skalierung tur die Daten-
tabelle in Abb.3 durchgefuhrt; bei dieser Methode geht es darum, entsprechend
dem Zweck der Analyse eine begriindete Begriffsstruktur fir die benutzten (und
potentiellen) Merkmalsauspriagungen eines jeden Merkmals der Datentabelle fest-
zulegen. Hierzu musste auf vielfaltige Weise explizites und mehr noch implizites
Wissen der Regimeforschung aktiviert werden. Die Mathematiker konnten den
Prozess der Begrifflichen Skalierung dadurch effektiv unterstiitzen, dass sie die
jeweils politikwissenschaftlich diskutierte logische Begriffsstruktur in einem Lini-
endiagramm veranschaulichten und zwar in einer Form, der der in der Mathematik
etablierten Darstellung des schliefllich anzustrebenden Begriffsverbandes entspricht.
So wurde erstaunlich ziigig ein Einverstindnis iber die begriffslogischen Struktu-
rierungen der zu den 24 Merkmalen gehérenden Mengen von Merkmalsauspri-
gungen erzielt, von denen jede direkt mit einem Begriffsverband korrespondiert
(die Begriffsverbinde zu den Merkmalen ,,Verteilungsfeld” und ,,Konfliktgegen-
stand“ sind in Abb.4 dargestellt). Jeder so gewonnene Begriffsverband reprisen-
tiert mathematisch die praskriptiv festgelegte lokale Theorie, die einer dieser be-
griffslogischen Strukturierungen zugrunde liegt. Diese lokalen Theorien werden
durch den Gesamtzusammenhang der Datentabelle zu einer globalen Theorie aggre-
giert, die ebenfalls logisch durch ein Liniendiagramm und mathematisch durch
einen globalen Begriffsverband reprasentiert werden kann.

Abb 4: Begriffsverbinde zu den Merkmalen ,,Verteilungsfeld” und ,,Konfliktgegen-
stand*

Es stellte sich allerdings heraus, dass der globale Begriffsverband wegen seiner
GroBe nicht mehr durch ein noch lesbares Liniendiagramm dargestellt werden
konnte. Deshalb wurden zur Reprisentation von kleineren Theorien, die jeweils
nur wenige lokale Theorien aggregieren, mehr als 100 Begriffsverbinde mit zugehori-
gen Liniendiagrammen aus der Datentabelle abgeleitet (Der Begriffsverband in
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Abb.2 ist eine Aggregation der Begriffsverbinde in Abb.4). Die umfangreiche Ar-
beit des Erstellens von so vielen Begriffsverbinden und Liniendiagrammen hat
nicht nur den Politikwissenschaftlern viel gebracht, sondern auch die ,,Forschungs-
gruppe Begriffsanalyse® zur Entwicklung des heute viel angewandten Programms
,» TOSCANA® angeregt [VWI1], [KW94]. Die Aggregationen lokaler Theorien
wurden jeweils so ausgesucht, dass an den sie reprisentierenden Liniendiagrammen
interessierende Zusammenhange aufgedeckt und uberpriift werden konnten. Stell-
vertretend soll hier nur ein Beispie/ angegeben werden, das die folgende in der Lite-
ratur verbreitete Hypothese betrifft: ,,.Stark ausgestaltete internationale Kooperatio-
nen sind vornehmlich unter hegemonialen Strukturen zu finden* [KVO00]: Zur Pru-
tung dieser These wurde die Aggregation der lokalen Theorien ,,Machtstruktur®
und ,,Ausgestaltungsgrad® durch das Liniendiagramm in Abb.5 reprisentiert; an
dem Diagramm ist sofort ablesbar, dass die Regime mit egalitirer Machtstruktur
nicht weniger stark ausgestaltet sind als die Regime mit hegemonialer Machtstruk-
tur. Dieser Befund stellt die genannte Hypothese erheblich in Frage. Wie sehr den-
noch die Hypothese politisch plausibel zu sein scheint, machte bei einer Vorfih-
rung des Programms TOSCANA auf der CeBIT 93 der damalige hessische Wis-
senschaftsminister Wolfgang Gerhardt deutlich, als er bei dem Liniendiagramm der
Aggregation von ,,Machtstruktur® und ,,Ausgestaltungsgrad* mehrfach seine Ver-
wunderung iiber den sichtbar werdenden Befund ausdriickte. [Wi0OOb]

Abb. 5: Ageregation der Begriffsverbinde zu ,,Machtstruktur* und
,»Ausgestaltungsgrad
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Die Formale Begriffsanalyse unterstiitzt nicht nur die Interpretation von Daten
durch logisch verstindliche Liniendiagramme von Begriffstrukturen, sondern
kann auch helfen, Prozesse der Theoriebildung transparent zu machen. Schon bei
der Festlegung der lokalen Theorien und erst recht bei den Aggregationen ergibt
sich in der Regel, wie es auch im Projekt mit Beate Kohler-Koch der Fall war,
dass das datenorientierte Vorgehen und das theorieorientierte Vorgehen ausei-
nanderfallen. Fiir das Erkennen und die Uberwindung dieser Liicken kann die
mathematische Theorie der Begriffsverbande Hilfen anbieten, die die notwendige
rationale Argumentation der betroffenen Fachwissenschaftler durch anschaulich-
logische Strukturen unterstiitzen kénnen (s. [SWO01]). In einem gerade angelaufe-
nen Forschungsprojekt mit Darmstidter Politikwissenschaftlern, das die begriffs-
logische Unterstiutzung der Regimeforschung bezogen auf Daten von mehr als 90
Regime-Komponenten fortsetzt, liegt ein Schwerpunkt darauf, die Formale Be-
griffsanalyse zur Unterstitzung von Prozessen politikwissenschaftlicher Theorie-
bildung einzusetzen.

2. Kommunikative Rationalitit und Logik

Nach dem beispielgebenden Bericht iiber ein Projekt, in dem Mathematik die ra-
tionale Kommunikation von und mit Polittkwissenschaftlern wirksam unterstiit-
zen konnte, soll nun allgemein die anfangs aufgestellte These ausfithtlicher erldu-
tert und begrindet werden. Es wird verdeutlicht, dass rationale Kommunikation
auf kommunikative Rationalitat (im Sinne von Jurgen Habermas) angewiesen ist, der
eine kommunikative Iogik (im Sinne von Charles Sanders Peirce) und daran an-
schlieBend eine kommunikative Mathematik (im Sinne Allgemeiner Wissenschaft)
korrespondiert. Mit diesem Zusammenhang kann dann argumentiert werden, dass
die Mathematik tuber ihre enge Verbindung zur Logik kommunikative Rationalitit
aktivieren kann, durch die sie die rationale Kommunikation von Menschen wirk-
sam zu unterstitzen vermag.

Rationale Kommunikation kann nur gelingen, wenn bei ihr die teilnehmenden Per-
sonen eine intersubjektive Verstindigung iiber die thematisierten Sachverhalte an-
streben. Nach Jirgen Habermas ist fur diese Verstindigung notwendig, dass die
Kommunikationsteilnehmer ,,ihre zunidchst nur subjektiven Auffassungen uber-
winden und sich dank der Gemeinsamkeit verniinftig motivierter Uberzeugungen
gleichzeitig der Einheit der objektiven Welt und der Intersubjektivitit ihres Le-
benszusammenhangs vergewissern® [Ha81; Bd.1, S.28]. Bewusst zu machen ist
hierbei ein Teil der gemeinsam geteilten Lebenswelt, die nach Habermas aus den kul-
turell und sozial konstituierten und reproduzierten Wissensbestinden, Deutungs-
mustern sowie Handlungsformen, Selbstverstindnissen und Uberzeugungen der
jeweils zugehorigen sozialen Gruppe besteht (s. auch [Wi0Ola]). Die zweckorientier-
te Aktivierung des lebensweltlichen Hintergrundes ist unerlasslich fur die reflektie-
rende Deutung von Situations- und Weltbeztigen und die Gewinnung intersubjek-
tiver Ednverstandnisse iber solche Deutungen. Reale Sachverhalte und deren Verfiig-
barkeit sind nicht einfach gegeben, sondern miissen einvernehmlich interpretiert
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und gedeutet werden. Fir die rationale Kommunikation ist demnach eine kommu-
nikative Praxis konstitutiv, die vor dem lebensweltlichen Hintergrund einer Kom-
munikationsgemeinschaft auf die Erzielung, Erhaltung und Erneuerung von Kon-
sens angelegt ist, der auf der intersubjektiven Anerkennung von kritisierbaren Ge
tungsanspriichen beruht. Nach Habermas sind kritisierbare Geltungsanspriiche nicht
nur mit konstitutiven Sprechhandlungen, sondern auch mit normenregulierten
Handlungen und expressiven Selbstdarstellungen verbunden. Solche Handlungen
mussen fur Habermas den Charakter sinnvoller, in ihrem Kontext verstindlicher
AuBerungen haben; insbesondere geht es bei

* den konstitutiven Sprechhandlungen um den Anspruch auf die Wabrbeit von
Beztigen auf Tatsachen in der objektiven Welt,

* den normenregulierten Handlungen um den Anspruch auf die Richzigkeit von
Beziigen auf legitime normative Kontexte in der gemeinsamen sogzalen Welt und

* den Selbstdarstellungen um den Anspruch auf die Wabrhaftigkeit von Beziigen
auf privilegiert zugangliche Erlebnisse in der jeweils eigenen, subjektiven Welt.

[Ha81; Bd.1, S.35]

Die Rekonstruktion der Rationalitit verstindigungsorientierten Handelns fihrte Jur-
gen Habermas zu dem Begritt der ,,kommunikativen Rationalitat®, der - in Anlehnung
an die Kennzeichnung von Rationalitit in der ,,Enzyklopadie Philosophie und Wis-
senschaftstheorie® [Ge93] - wie folgt charakterisiert werden kann:

Kommunikative Rationalitit ist die Fabigkeit,
* sich der jeweils gemeinsam geteilten Lebensiwelt intersubjektiv 3u vergewissern,
* Einverstandnis iiber Situations- und Weltheziige reflexiv 3u erielen sowie

* kritisierbare Geltungsanspriiche in Bezug anf Wabrbeit, Richtigkeit und W abrbaftigkeit

diskursiv eingulisen.

Damit lasst sich der Zusammenhang der rationalen Kommunikation mit der kom-
munikativen Rationalitit folgendermallen beschreiben: Rationale Kommunikation kann
nur gelingen, wenn die Kommunikationsteilnehmer im Sinne kommunikativer Rati-
onalitit sich tber den lebensweltlichen Hintergrund ihrer Anliegen intersubjektiv
vergewissern, sich tiber die relevanten Situations- und Weltbeziige reflexiv und kon-
sensuell verstindigen und die mit ihren Anliegen verbundenen Geltungsanspriiche
diskursiv einlésen (vgl. [An97; Kap.5-8]).

Um kommunikative Rationalitat fir rationale Kommunikation aktivieren zu kon-
nen, mussen fur die Kommunikationsteilnehmer lebensweltliche Interpretationen,
Weltbeztige und Situationsdefinitionen sowie Geltungsanspriiche und Argumente
in Formen menschlichen Denkens verfiigbar gemacht werden. Daftr ist ein tiefer-
gehendes Verstindnis von der Struktur, den Formen und Gesetzen des Denkens
forderlich, ja notwendig. Nach dem Duden ,,Das grof3e Worterbuch der deutschen
Sprache® [Du95; S.2145] ist es die Aufgabe der Logik, ein solches Verstindnis zu
erarbeiten und bereitzustellen. Ein Philosoph, der diese Aufgabe besonders intensiv
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und uberzeugend bearbeitet hat, ist der Amerikaner Charles Sanders Peirce. In
seinen Cambridge Conferences Lectures ,,Reasoning and the Logic of Things* von 1898
charakterisiert er die Logik wie folgt:

,,Logic is the science of thought, not merely of thought as a psychical phenomenon but of
thought in general, its general laws and kinds.” [Pe92; S.116]

Als Teildisziplin der wissenschaftlichen Philosophie gehort die Logik nach Peirce
zu den positiven Wissenschaften [Pe98; S.144|, im Gegensatz zur Mathematik, die
Peirce als konditional-hypothetische Wissenschaft kennzeichnet. Wihrend die
Mathematik hypothetisch Denkformen fir potentielle Realititen entwickelt, be-
tasst sich die Logik als positive Wissenschaft mit allgemeinen Denkformen bezo-
gen auf aktuale Realitit. Allerdings adaptiert die Logik in vielfiltiger Weise ma-
thematische Denkformen (wie z.B. die Zahlen), um mit ihnen aktuale Realititen
zu erfassen.

Die zentrale Maxime der Logik ist fur Peirce der von thm eingefihrte ,,Pragma-
tismus® [Pe91; S.337ff], fur den grundlegend ist, eine untrennbare Verbindung
zwischen rationaler Erkenntnis und rationalem Zweck anzuerkennen. Mit dieser
Anerkennung ist fur Peirce ein sinkritisches Wabrbeitsverstindnis verbunden, nach
dem nichts logisch wahr sein kann ohne einen Zweck, in Hinblick auf den es so
genannt werden kann (vgl. [Ap75; S.175]). Fur den Beginn der Wabrbeitssuche sieht
Peirce ,,nur einen Geisteszustand, von dem aus man ,aufbrechen kann, namlich
genau den Geisteszustand, in dem man sich zur Zeit, in der man ,aufbricht’, tat-
sachlich befindet — ein Zustand, in dem man mit einer ungeheuren Masse von be-
reits geformten Erkenntnissen beladen ist, von denen man sich nicht befreien kann,
selbst wenn man wollte® [Pe91; S.434]. Diese individuellen bzw. kollektiven Se/bsz-
verstindnisse und Ubergengungen werden so lange als subjektiv bzw. intersubjektiv
wahr angesehen, bis sich ein begriindeter Zweifel gegen sie wendet. Erst solche
Zweifel machen fur Peirce Forschung sinnvoll und zwar Forschung, die die Anlidsse
der Zweifel beseitigt und zu neuen, fiir wahr gehaltenen Uberzeugungen kommt
[Pe91;157f.]. Wegen der Verankerung des Fur-Wahr-Haltens in den evolutionir
entstandenen Selbstverstindnissen und Uberzeugungen der Menschen warnt Peirce
vor oberflichlichem logischem Schlussfolgern, das Instinkt und Gefithl des Men-
schen nicht beachtet [Pe92; S.110].

Als Grundlage fur alle logischen Denkformen hat Peirce seine Theorie der Kate-
gorien der Erstheit, der Zweitheit und der Drittheit entwickelt, die wie folgt definiert
werden [Pe92; S.146ft.]: Erstheit ist der Modus, in dem etwas nur als es selbst ge-
dacht wird, unabhingig von etwas anderem; Zweitheit liegt vor, wenn etwas auf et-
was anderes bezogen wird, unabhingig von irgendeinem Dritten; Drittheit bedeutet
die Reprisentation der Verbindung von etwas mit etwas anderem. Beispielsweise
versteht Peirce das Phinomen eines Zeichens im Sinne der Erstheit als ein ,,Ikon®,
wobei nur das Zeichen selbst gedacht wird, im Sinne der Zweitheit als ein ,,Index®,
wobei das Zeichen bezogen auf ein Bezeichnetes gedacht wird, und im Sinne der
Drittheit als ein ,,Symbol“, wobei das Zeichen als Verbindung von Zeichen und
Bezeichnetem interpretiert wird. [Pe91; S.362ff.] Von seinen drei Kategorien leitet
Peirce drei Arten des logischen Schlussfolgerns ab: die Abduktion, die Induktion und
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die Deduktion. Die Abduktion bringt aus dem Horizont des Selbstverstindlichen
eine Hypothese als ein Erstes hervor; die Induktion bestitigt eine Hypothese an fak-
tisch Gegebenem als einem Zweiten; die Deduktion schliel3t eine Hypothese aus gtl-
tigen Pramissen aufgrund logischer Gesetze als einem Dritten. Das heilt: ,,Die De-
duktion beweist, dass etwas der Fall sein muss; die Induktion zeigt, dass etwas zaz-
sachlich wirksam zs#, die Abduktion vermutet blof3, dass etwas der Fall sezn mag*
[Pe91; S.400]. Jedes Schlussfolgern ist stets unter der fir das logische Denken cha-
rakteristischen Eigenschaft der prinzipiellen Kritisierbarkeit zu verstehen. Das drickt
Peirce in besonderer Weise in seiner ,,First Rule of Logic aus: Logisches Denken
tendiert dazu, sich selbst zu korrigieren und zwar nicht nur seine Schlisse, sondern
auch seine Pramissen [Pe92; S.165].

Zusammenfassend kann die enge Verbindung der Peirceschen Logik zu Haber-
mas kommunikativer Rationalitit durch folgende Bestimmung ,,kommunikativer 1 o-
gif, in der sich weitgehend der kommunikative Anteil vom Logikverstindnis der
Peirceschen Spatphilosophie widerspiegelt, verdeutlicht werden:

Kommunikative Logik ist der Teil von 1ogik, der auf die Fdbigkeit hinwirkt,

* sich intersubjektiv der soial und kulturell gewachsenen Selbstverstindnisse, Ubersengungen
und Intentionen im logischen Denken u vergewissern,

* ein vor allem sinnkritisch reflektiertes Einverstandnis jiber grundsdtzliche und sitnative Bezii-

ge der Logik zur realen Welt zu erzielen sowie
* logische Denkformen, insbesondere das abduktive, induktive und deduktive Schlussfolgern, fiir

die kommunikativ-rationale Argumentation u erschliefSen.

Da die kommunikative Logik in ihrer engen Verbindung zur kommunikativen Ra-
tionalitit ein tiefergehendes, kommunikativ-rationales Verstindnis von der Struk-
tur, den Formen und Gesetzen des Denkens zu erreichen vermag, kann mit ihr
auch eine wirksame Unterstitzung der rationalen Kommunikation von Menschen
gelingen. Eine noch bessere Unterstiitzung kann erwartet werden, wenn in der
kommunikativen Logik stirker als bei Peirce die begriffliche Natur menschlichen
Denkens, wie sie Jean Piaget [Pi73] und Thomas Bernhard Seiler [Se01] herausge-
arbeitet haben, in den Vordergrund gestellt wird, d.h. wenn als Grundformen
kommunikativ-logischen Denkens die Begriffe (als Grundeinheiten des Denkens),
die Urteile (als assertionale Verbindungen von Begriffen) und die Schlussweisen
(als logische Folgerungen von Urteilen aus Urteilen) aktiviert werden.

3. Kommunikative Mathematik

Nachdem der enge Zusammenhang von rationaler Kommunikation, kommunika-
tiver Rationalitit und Logik aufgezeigt worden ist, muss noch geklart werden, wie
die enge Verbindung von logischem und mathematischem Denken explizit ge-
macht werden kann. Um fiir diese Aufgabe die notwendige Orientierung zu be-
kommen, soll entsprechend dem Begriff kommunikativer Logik der Begriff ,,kom-
munikativer Mathematik* eingefithrt werden:
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Rommmunnikative Mathematik ist der Teil von Mathematik, der auf die Fibigkeit hinwirks,

o sich intersubjektiv der soial und kulturell gewachsenen Selbstverstindnisse, Uberseugnngen
und Intentionen im mathematischen Denken 3u vergewissern,

* ein vor allem sinnkritisch reflektiertes Einverstandnis iiber grundsatzliche und situative Bezii-
ge der Mathematik gur realen Welt u erzielen sowie

* mathematische Denkformen eng mit logischen Denkformen u verbinden, um sie damit fiir die
kommunikativ-rationale Argumentation u erschliefSen.

Diese Bestimmung von kommunikativer Mathematik ist eng verwandt mit den
Vorstellungen von Allgemeiner Wissenschaft (und damit auch von Allgemeiner
Mathematik), die sich seit mehr als zwanzig Jahren vornehmlich an der Darmstid-
ter Universitit entwickelt haben. Alfgemeine Wissenschaft wird verstanden als jeweils
der Teil einer wissenschaftlichen Disziplin, bei dem es darum geht, sich mit dem
Selbstverstindnis der Disziplin, threm Verhiltnis zur Welt sowie Fragen nach Sinn,
Bedeutung und Zusammenhang diszipliniren Tuns auseinanderzusetzen. Aufgabe
ist insbesondere die allgemeine Vermittlung von geeignet restrukturierter disziplina-
rer Wissenschaft. Nach Hartmut von Hentig kann und muss die notwendige Rest-
rukturierung der Disziplinen - ,,um sie besser lernbar, verfigbar und allgemeiner
(d.h. auch jenseits der Fachkompetenz) kritisierbar zu machen — [...] nach Mustern
vorgenommen werden, die den allgemeinen Wahrnehmungs-, Denk- und Hand-
lungsformen unserer Zivilisation entnommen sind* [He74; S.33f.]. Wie durch All-
gemeine Wissenschaft kann insbesondere durch kommunikative Mathematik die
von den Disziplinen immer stirker geforderte Transdisziplinaritit eingelost werden;
dabei heif3t eine Forschungsform ,,transdisziplindr®, wenn mit ihr Disziplinen da-
rauf hinwirken, dass ihre Denkweisen Uber ihre Grenzen hinaus rational verstind-
lich, verfigbar und aktivierbar werden, um insbesondere zu Losungen von Proble-
men beitragen zu konnen, die rein disziplinar nicht zu bewiltigen sind [Wi02a]. Wie
Erfahrungen mit kommunikativer Mathematik zeigen, ist es gerade die aus ihr her-
vorgehende transdisziplinire Kompetenz, die Mathematik in rationaler Kommuni-
kation wirksam werden ldsst. Um das verstindlicher zu machen, soll der Begriff
kommunikativer Mathematik ausfihrlicher expliziert werden.

Kommunikative Mathematik geht von der Auffassung aus, dass Selbstverstind-
nisse, Uberzeugungen und Intentionen im mathematischen Denken durch &ommu-
nikative Praxis entstehen und weiterleben. Dieser kommunikativ-rationale Prozess
tragt entscheidend bei zur jeweiligen Ausformung von dem, was Mathematiker un-
ter Mathematik verstehen. Allerdings sind sich viele Mathematiker dieses /bensweltli-
chen Hintergrundes ihres Mathematikverstindnisses kaum bewusst. Das hat vor allem
fir die Vermittlung von Mathematik die negative Auswirkung, dass haufig weit
Uberschatzt wird, was an Erklirung mathematischer Sachverhalte im Denken des Ler-
nenden tiberhaupt Widerhall finden kann. In den mehr als 200 Anwendungsprojek-
ten, die die Darmstadter ,,Forschungsgruppe Begriffsanalyse® bisher durchgefihrt
hat, konnte immer wieder die Erfahrung gemacht werden, dass die beteiligten
Nichtmathematiker die benutzten mathematischen Begriffe und Resultate kaum
erfassen und aktivieren konnten; allerdings konnten sie die korrespondierenden
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logischen Denkformen wegen des jeweils aktualen Realititsbezugs in der Regel
durchaus souveran handhaben (vgl. [Wi0Olb; S.151ff.]). Das macht deutlich, wie
wichtig es ist, sich der gewachsenen Selbstverstindnisse, Uberzeugungen und In-
tentionen, die hinter den mathematischen Denkformen stehen, im Sinne kommu-
nikativer Mathematik zu vergewissern, um die allgemeine IVermittiung mathematischer
Erkenntnisse und die dazu notwendigen Transformationen in logische Denkformen
leisten zu kénnen. Hilfreich dafiir sind systematische Untersuchungen, wie sie bei-
spielgebend Philip Kitcher in seinem Buch ,,The Nature of Mathematical Know-
ledge* [Ki84] (besonders aus historischer Sicht) durchgefiihrt hat.

Kommunikative Mathematik geht von der Auffassung aus, dass grundsitzliche
und situative Beztige zur Welt fur die Mathematik konstitutiv und sinngebend sind.
Uber diese Beziige ein sinnkritisch reflektiertes Einverstindnis in der Wissenschaft-
lergemeinschaft zu erzielen, ist deshalb eine zentrale Aufgabe kommunikativer Ma-
thematik. Haufig wird unterschitzt, wie schwierig es ist, die Beziechungen zwischen
abstrakter Mathematik und realen Sachverhalten sinnkritisch verstindlich zu ma-
chen. Deshalb bleiben Mathematisierungen realer Zusammenhinge nur zu haufig un-
wirksam oder werden unkritisch angewandt, was in nicht wenigen Fallen zu kaum
brauchbaren, ja sogar irrefiihrenden Resultaten fithrt. Als negatives Beispiel soll
hier nur die mit der , Faktorenanalyse® aktivierte Mathematisierung psychischer
,,Faktoren® durch Koordinatenachsen euklidischer Riume erwihnt werden, die
nach dem Urteil des renommierten Statistikers Louis Guttman trotz vielfiltiger
Anwendung in 70 Jahren Forschung noch keine einzige etablierte empirische Er-
kenntnis hervorgebracht hat [Gu77] (vgl. auch [Wi95; Exkurs 1]). Ganz im Sinne
der kommunikativen Mathematik sind die umfangreichen Forschungen zur ,,repri-
sentationalen Messtheorie® zu sehen, bei denen es im Kern um das Herausarbeiten be-
deutsamer mathematischer Messstrukturen zur zweckgerechten Interpretation em-
pirischer Daten geht [K+71]. Allgemeiner als die Messtheorie setzt die ,,Formale
Begriffsanalyse an, indem sie auftbauend auf einer kontextuellen Mathematisierung
von Begriff und Begriffshierarchie zunichst die in Daten inhirenten Begriffsstruk-
turen mathematisch reprisentiert und in Diagrammen veranschaulicht [GW90];
damit kann das logische Denken der Betroffenen aktiviert werden, um Einver-
stindnis tber den materialen Gehalt der Daten zu erzielen und mit ggf. weiteren
(mathematischen und logischen) Mitteln zur zweckgerechten Interpretation der
Daten zu gelangen. Die Formale Begriffsanalyse hat sich im Zusammenhang mit
den Bemiithungen um eine Allgemeine Wissenschaft entwickelt, was dazu gefihrt
hat, dass mit ihr ein bedeutsames Stiick kommunikativer Mathematik entstanden
ist.

Kommunikative Mathematik geht von der Auffassung aus, dass mathematisches
Denken tber das ithm korrespondierende logische Denken die kommunikativ-
rationale Argumentation wirksam unterstiitzen kann. Deshalb liegt eine weitere
wichtige Aufgabe der kommunikativen Mathematik darin, mathematische Denk-
formen und logische Denkformen so miteinander zu verbinden, dass die Mathema-
tik iiber geeignete logische Denkformen fiir die kommunikativ-rationale Argumen-
tation nutzbar gemacht werden kann. Um systematisch zu einer engen Verbindung
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zwischen mathematischem und logischem Denken zu kommen, bietet sich an, als
erstes die Grundformen logischen Denkens — Begriff, Urteil und Schluss - zu mathe-
matisieren und darauf aufbauend weitere logische Denkformen ins Mathematische
so zu abstrahieren, dass moglichst viele mathematische Theorien dadurch aktiviert
werden koénnen. Der erste Schritt dazu ist durch die schon weit gediechene Ausar-
beitung einer ,,Kontextuellen 1ogik getan, bei der die mathematische Begriffslehre
der Formalen Begriffsanalyse entlehnt ist, die mathematische Urteilslehre (aufbau-
end auf dieser Begriffslehre) die Theorie der Begrifflichen Graphen von John Sowa
mathematisch ausformt und die mathematische Schlusslehre sowohl das Peircesche
Schlussfolgern mit existentiellen Graphen wie auch die tblichen Schlussweisen der
mathematischen Logik aufnimmt (s. [Wi0Oa], [Pr00], [WiO1b; S.147ff.]). Wenn auch
schon dariiber hinausgehende Schritte zur substantiellen Einbindung weiterer ma-
thematischer Gebiete wie Algebra, Geometrie und Topologie gemacht wurden, ist hier
tir die kommunikative Mathematik noch sehr viel zu tun. Auf jeden Fall mussen
alle diese Verbindungen die mathematischen Denkformen derart anschaulich ver-
mitteln, dass nicht nur deduktives, sondern auch induktives und abduktives
Schlussfolgern sowie Denkhandlungen im Sinne der Peirceschen ,,First Rule of Lo-
gic® unterstitzt werden.

Am Beispiel des ersten Abschnitts soll kurz exemplarisch verdeutlicht werden,
wie kommunikative Mathematik in seinen drei Aspekten konkret zum Tragen
kommen kann. Das Se/bstverstandnis der gegenwirtigen Mathematik, dass es fur das
mathematische Erfassen von Denkvorstellungen wohldefinierter mengensprachli-
cher Grundformen bedarf, fihrte bei der Mathematisierung von Begriff dazu, als
grundlegende Mengenstruktur den mathematischen Begriff ,,formalen Kontext®
einzufithren und in Bezug auf ihn die mathematischen Begriffe ,,formaler Begriff*
und ,,Unterbegriff-Oberbegriff-Relation. Die Ubergeugung, dass fiir die Untersu-
chung mathematischer Begriffe aus ihnen gebildete Strukturen gewinnbringend
sind, legte nahe, die mathematische Struktur des Begriffsverbands eines formalen
Kontextes ins Zentrum der Betrachtung zu riicken; dazu war allerdings erst zu be-
weisen, dass in der Tat die Menge aller formalen Begriffe eines formalen Kontextes
bzgl. der Unterbegriff-Oberbegriff-Relation einen (vollstindigen) Verband bildet.
Die Intention gegenwirtiger mathematischer Forschung, bedeutsame mathematische
Strukturen moglichst weitgehend verstehbar zu machen, hat u.a. eine Theorie ,,ad-
ditiver® Liniendiagramme von Verbinden hervorgebracht (s. [GW96], S.691t.), die
auch die Gestaltung der im ersten Abschnitt wiedergegebenen Verbandsdiagramme
geleitet hat. Fur die Entwicklung der Formalen Begriffsanalyse als angewandte
Verbandstheorie waren allgemein die Anwendungen in der Datenanalyse und Wis-
sensverarbeitung onstitutiv und sinngebend, wie fruchtbar diese Zweckorientierung
von Mathematik war und ist, wurde besonders in der beschriebenen Kooperation
mit der Politikwissenschaft deutlich, durch die uv.a. die TOSCANA-Methodologie
und ihre mathematische Grundlegung angeregt wurde. Wie im ersten Abschnitt
am Beispiel des Regime-Projekts dargelegt wurde, verbinden sich bei Anwendun-
gen der Formalen Begriffsanalyse mathematische Denkformen eng mit logischen
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Denkformen und férdern damit die kommunikativ-rationale Argumentation, was in der
Mathematik besonders abduktives Denken herausfordert.

Zusammenfassend kann argumentiert werden: Die Mathematik als Produkt
menschlichen Denkens und Kommunizierens findet ihren Sinn darin, dass sie fur
Menschen bedeutsam ist. Wegen ihrer rationalen abstrakten Natur realisiert die Ma-
thematik ihre Bedeutsamkeit in der wirksamen Unterstiitzung rationaler Konmunika-
tion von Menschen. Diese Unterstiitzung wird durch die enge Verbindung mathe-
matischen und logischen Denkens ermoglicht, und zwar eines logischen Denkens,
dass die kommunikative Rationalitit im menschlichen Denken und Handeln akti-
viert. Die Mathematik kann folglich an Sinn und Bedentung gewinnen, wenn sich da-
rum bemiht wird, zu einem Mehr an kommunikativer Logik und kommunikativer
Mathematik zu kommen.
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Begriffliche Informationskarten -
Orientierungs- und Navigationshilfe
in Lernumgebungen auf kontextuell-logischer Grundlage

Markus Helmerich

Zusammenfassung: Die Gestaltung von computer-gestiitzten Lernumgebungen
bietet die Chance zu neuen Bildungsméglichkeiten. Damit diese Lernumgebungen
dem Anspruch, exploratives Lernen zu ermoglichen, gerecht werden, bedurfen sie
einer nach besonderen Gesichtspunkten gestaltete Orientierungs- und Navigations-
hilfe. Im Folgenden wird beschrieben, welche Anforderungen sich fur das Design
einer solchen Orientierungs- und Navigationshilfe ergeben, welche Méglichkeiten
die Mathematik zur Unterstitzung einer Mensch-Maschine-Kommunikation bietet
und welche mathematischen Methoden und graphischen Darstellung zur Erschlie-
Bung einer Lernumgebung helfen kénnen.

1. Grundlagen und Ziele einer Lernumgebung

Lernumgebungen sind Arrangements von Lerngegenstinden, Inhalten und Stoff-
gebieten in einer Art und Weise, die den Lernenden zwm Lernen animieren, ihm
Lernchancen aufzeigen und somit ein Lernen ermdglichen, das den dargebotenen
Stoff vielfiltig verknlpft, auch mit schon Bekanntem, um daraus neues Wissen zu
konstruieren. Diese Vorstellung des Wissenserwerbs orientiert sich an den Thesen
des Konstruktivismus: Wissen wird, jeweils abhiangig vom Subjekt, im Akt des Erken-
nens konstruiert (vgl. Schulmeister 1997, Glaserfeld 1985), d. h. Wissen wird immer
in der aktiven Auseinandersetzung eines Lernenden mit seiner Umwelt konstruiert.

In dieser Arbeit soll eine Orientierungs- und Navigationshilfe fiir Lernumgebun-
gen entwickelt werden, die das freie Selbststudium anleitet, indem sie dem Lernen-
den ermoglicht, sich weitgehend selbstindig fur einen Weg durch die Lernumge-
bung zu entscheiden. Der selbstverantwortlich gestaltete, individuelle Lernweg soll
motivieren und auch bessere Moglichkeiten zur Ankntipfung an das Vorwissen und
die Neigungen des Lernenden bieten.

Die Orientierungs- und Navigationshilfe verbindet und prasentiert die Lernein-
heiten der Lernumgebung in einem komplexen Netz, was einem reichhaltigen Ler-
nen mit vielfaltigen mentalen Verkniipfungen entgegen kommt. Die vernetze Dar-
stellung von einzelnen Lerneinheiten in der Orientierungs- und Navigationshilfe
erschlieSt die Zusammenhinge und ermdglicht dem Lernenden, sich auf seinem
Weg durch die Lernlandschaft zu positionieren und fur die weiteren Lernschritte zu
entscheiden.

Dabei werden zwei Ziele verfolgt: Zum einen soll eine Struktur fur den Autor
einer Lernumgebung geschaffen, die eine zweckgerichtete Erstellung der Lernum-
gebung unterstiitzt. Zum anderen wird fir den Nutzer einer Lernumgebung eine
Oberfliche bereitgestellt, die mathematisch-strukturell unterstitzte Darstellungs-
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moglichkeiten enthilt, die den Anforderungen an ein Hilfesystem geniigt und den
Bediirfnissen des Lernenden nach Orientierung, Uberblick, Entscheidungshilfe fiir
den passenden Lernweg und Dokumentation des Lernprozesses entspricht.

Das Angebot von Lerngebieten in einem Netz aus Lernmodulen in der Orien-
tierungs- und Navigationshilfe unterstiitzt den Ansatz des explorativen (entdecken-
den) Lernens (vgl. auch Steiner 2000, Kreutz 2000) dort, wo der Lernende - im Ge-
gensatz zum expositorischen Lernen mit linearen Vorgaben des Lernweges - die
Moéglichkeit hat, sich frei in der Lernumgebung zu bewegen und selbst zu entschei-
den, welche Lerneinheit er besuchen mochte. Studien belegen, dass diese Form des
Lernens, durch das selbstindige Erforschen der Wissenslandschaft, bessere Lerner-
gebnisse hervorbringt, als das Lernen mit linear organisierten Medien, wie z. B. Bu-
chern (vgl. Kreutz 2000).

Vielmehr als bei linearen Medien bedarf der Lernende in einer explorativen Ler-
numgebung - bei aller Selbstbestimmung und Entdeckungsfreude - einer ,,effizien-
ten Hilfe* (Klimsa 1997) und einer ,logischen Strukturierung der dargebotenen
Information® (Kerres 2001, S. 219) zur Unterstiitzung. Fir ein zielgerichtetes,
selbstbestimmtes Lernen ergeben sich folgende Forderungen an eine Orientie-
rungs- und Navigationshilfe:

1. Die Lernumgebung muss 2 einem Blick erfassbar sein.

2. Die vernetzten Bezgiehungen der Bestandteile der Lernumgebung mussen #ranspa-

rent gemacht werden.

Der Lernende muss 7z Ausschnitte der Lernumgebung |, hineinzoomen “ konnen.

4. Zusatzliche Informationen Gber die Lerneinheiten miissen abgefragt werden
koénnen.

5. Es sollen didaktisch wverschieden-orientierte 1ermwege durch die Lernumgebung
aufgezeigt und dokumentiert werden.

&

Ein so umfassendes Hilfesystem ist auch notwendig, weil der Lernende in ganz
unterschiedlicher Form und auf verschiedenen Ebenen mit einer Lernumgebung in
Kontakt tritt und interagiert. Nach Kreutz (2000) braucht der Lernende fiir seinen
Weg durch die Lernlandschaft Orientierung, wo welche Informationen zu finden
sind. Die hiufig auftretenden Probleme mit Hypertext-strukturierten Lernumge-
bungen sind Entscheidungsprobleme beim Arbeiten, welche Lerneinheiten als
nichstes besucht werden sollen, und Orientierungsverlust in der Vielfalt der Mog-
lichkeiten beim Lernen in der Lernumgebung. Um diese zu vermeiden, soll dem
Lernenden eine Orientierungs- und Navigationshilfe mit auf seinen Weg durch die
Wissenslandschaft gegeben werden. Diese Landschaft aus Lerneinheiten soll in ei-
nem Gesamtiberblick tber den Inhalt und die Themen der Lernumgebung, wie
z. B. in Abbildung 1 gezeigt, bieten, aber auch alle Wege und Beziehungen der
Lerneinheiten darstellen, wie in Abbildung 2 fiir einen Teil einer Lernumgebung zu
sehen ist (s. Abschnitt 3). So kann der Lernende trotz aller Méglichkeiten die Ori-
entierung behalten und die fiir das eigene Lernen zutrigliche Entscheidungen tber
das weitere Fortkommen treffen. Auf die Abbildungen wird spiter noch zurtckge-
kommen.
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Uber Auswahlleisten in der Navigationshilfe kénnen Inhalte, Meta-Informatio-
nen, welche Art und Funktion Lerninhalte haben, ausgewihlt werden. Aullerdem
werden die verschiedenen Lernwege tiber die Darstellung der Verbindungen der
Lerneinheiten angeboten, was den Zugriff auf einzelne Informationen und die Entschei-
dung im Lernprozess unterstiitzt. Durch die sinnhafte Vernetzung der Lerneinhei-
ten in der Navigationshilfe wird vermieden, dass der Lernende ,,wild* zwischen den
Lerneinheiten springt und den Uberblick verliert.

Da es unter den Lernenden auch ganz unterschiedliche Lerntypen geben wird,
sollte es moglich sein, die Lernumgebung den jeweiligen Bedtrfnissen und Wiin-
schen in gewissem Malle anzupassen. Die Orientierungs- und Navigationshilfe for-
dert dies, indem sie didaktisch verschieden-orientierte Lernwege zur Wahl stellt.

Das Hilfesystem muss auch die Dokumentation des Lernprozesses unterstiitzen,
damit kein wichtiges Element der Lernumgebung und kein bedeutender Inhalt ver-
gessen wird oder verloren geht, und sich die Lernende dartiber hinaus jederzeit
tber die jeweiligen Standorte und zuriickgelegten Wege im Lernprozess informie-
ren kénnen.

2. Erstellung und Aufbereitung einer Lernumgebung

Im folgenden Abschnitt soll vorgestellt werden, wie ein Stoffgebiet aufbereitet
werden muss, um eine explorative Lernumgebung mit einer Orientierung- und Na-
vigationshilfe auszustatten, in der die Elemente der Lernumgebung in ihren Zu-
sammenhingen vernetzt dargestellt werden.

Modularisierung des Lerngebietes nach geeigneten didaktischen Kriterien

Selbstverstindlich sollte die intensive, aktive Arbeit mit dem Lernstotf die wichtigste
Rolle beim Lernen in Lernumgebungen spielen. Falls das Lerngebiet noch nicht als
Lernumgebung vorliegt, muss es noch zielgerichtet und nach didaktischen Ge-
sichtspunkten (vgl. Erne 2000, Meder 1999, Schulmeister 1997) modularisiert
werden. Das heif3t, dass ein groes Themengebiet in kleine, in sich abgeschlossene
Stoff- und Lerneinheiten transformiert werden muss. Die richtige Granularitit zu
treffen ist eine anspruchsvolle Aufgabe. Erne wahlte im Beispiel ihrer Lernumge-
bung als Richtgréfle fir ein Lernmodul maximal eine Standard-Bildschirmseite.
Weiter ist es wichtig, eine gewisse Abgeschlossenheit der einzelnen Module zu er-
reichen, sodass sie in sich verstindlich sind. Auflerdem missen auch bestimmte
Module gezielt hergestellt werden: So sollte es z. B. zu jedem Themengebiet ein
Uberblicksmodul geben, das den Inhalt kurz vorstellt, oder aber auch Module, die
Auskunft iber Quellen und Ansprechpartner geben. Eventuell miissen somit auch
tir vermeintlich fertige Lernumgebungen bestimmte Module nacherstellt werden,
um den Anforderungen zu gentigen.

Stofflich-inhaltliche Merkmale

Fir den Lernenden ist es von Bedeutung, tber die inhaltliche Zuordnung der
Lernmodule zu bestimmten Themengebieten informiert zu sein. Deshalb werden
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den Lerneinheiten gewisse stofflich-inbaltliche Merkmale zugeordnet, die bestimmen,
zu welchem Themengebiet ein Lernmodul gehéren soll. Falls die Lernumgebung
aus einem vorliegenden linearen Medium heraus konzipiert wird, kann das dort
verwendete Inhaltsverzeichnis eine Grundlage fir die Auswahl von Themengebie-
ten bilden. Welche Merkmale zur Klassifizierung der Lernmodule gewihlt werden,
hingt nattirlich von der jeweiligen Lernumgebung ab. Auch die Feinheit der Auftei-
lung ist dem Autor der Lernumgebung freigestellt, jedoch sollte spiter aufgrund
dieser Merkmalszuordnung inhaltliche Zusammengehorigkeit erkennbar sein.

Metadaten

Es ist sinnvoll, die Lernmodule dariber hinaus verschiedenen Metadaten zuzuord-
nen. Dabei hat sich eine Klassifikation der Lernmodule nach folgenden Aspekten
bewihrt:

* Unterscheidung nach Wissensarten ( z. B. Orientierungs-, Erklirungs-,
Handlungs- und Quellenwissen)

* Typisierung des Darstellungsmediums

* Unterscheidung verschiedener Aufgabentypen
* Trennung nach Kommunikationsbeitrigen

* FEinteilung nach Lernarten

Diese Metadaten sollen helfen, die Module unabhingig von ihrem Inhalt nach
rein methodisch-didaktischen Gesichtspunkten zu ordnen. Sie weisen jedem Modul
eine bestimmte Funktion im Lernprozess zu.

Die Metadaten dienen sowohl der inneren Differenzierung fiir den Autor der
Lernumgebung, konnen aber auch dem Lernenden mitteilen, welche Aktionen von
thm in bestimmten Lerneinheiten erwartet werden. Welche zusitzlichen Informati-
onen mitgegeben werden, muss der Autor der Lernumgebung bestimmen, jedoch
sollten sie didaktisch begriindet, trennscharf und Gberschaubar bleiben, damit sie
das Lernen auch unterstiitzen kénnen.

Didaktische Relationen

Um die Verbindungen zwischen den einzelnen Lernmodulen beschreiben zu kon-
nen, mussen didaktische Relationen bestimmt werden, die den Zusammenhang der
Lernumgebung wiedergeben.

Als didaktische Relationen sollen im Weiteren nur zweistellige Relationen be-
trachtet werden, weil es sich fir die Gestaltung der Beispiel-Lernumgebung von
Erne (2000) gut geeignet und bewihrt hat. Die Abbildung der Information iber
Verbindungen zwischen Lernmodulen bleibt dadurch recht einfach und iibersicht-
lich.

Im Beispiel von Erne (2000) kamen Verallgemeinerungsrelationen, Trigerrelati-
onen (wie ,,ist Voraussetzung fur®), Veranschaulichungsrelationen (wie ,,ist Beispiel
tir®), Vertiefungsrelationen (wie ,,ist Beweis von®), Zusammenhangsrelationen (wie
»ist Anlage zu) und Ahnlichkeitsrelationen zum Einsatz.

200



Diese Relationen geben die Zusammenhinge der Lernmodule sowohl bzgl.
stofflich-inhaltlicher Gesichtspunkte wieder, indem z. B. historische Hintergriinde,
Beispiele, oder Anlagen verkniipft werden, sie geben aber auch Aufschluss iiber die
didaktisch-funktionellen Aspekte der Lernmodule, da auch Voraussetzungen, Wei-
terfiuhrungen oder Prozesse in Beziehung gesetzt werden (vgl. auch Abbildung 2).

3. Konsequenzen fiir das Orientierungs- und Navigationssystem

Zum Themengebiet der Formalen Begriffsanalyse wurde von Erne (2000) eine
Lernumgebung mit 88 Lernmodulen gestaltet. Im Folgenden sollen anhand dieser
Lernumgebung Méglichkeiten vorgestellt werden, Lernumgebungen so zu prisen-
tieren, dass Lernende einen Einstieg in die Lernumgebung finden und sich dort
,besser bewegen kénnen.

In Abbildung 1 ist eine Ubersichtskarte iiber die Teilgebiete der Lernumgebung
zu sehen, die als Endprodukt einer kontextuell-logischen Strukturierung durch den
Autor hervorgeht. Die Strukturuntersuchung bringt auch die Einteilung der Lern-
module in Linder hervor, die Namen der Teilgebiete sind Kapiteliiberschriften und
entstammen aus dem zugrundeliegenden Buch tber Formale Begriffsanalyse von

Ganter und Wille (1996).

Abbildung 1: Linder-Ubersicht mit allen Themen- und Teilgebieten
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Diese Karte soll dem Nutzer der Lernumgebung als Orientierungshilfe dienen. Die
Erstellung einer solchen Ubersichtskarte kann nach einer strukturellen Vorberei-
tung durch mathematische Methoden, wie spiter beschrieben, unterstiitzt werden,
muss aber auch zu einem guten Teil auch vom Autor der Lernumgebung ,,per
Hand* angefertigt werden: er muss entscheiden, wie genau er die Karte zeichnet,
wie die Linder geformt sind, welche Linder benachbart liegen sollen und welche
Verfeinerungen durch den Nutzer méglich sein sollen.

Von einer solchen Ubersicht ausgehend, die eine gute Orientierung iiber den
Gesamtinhalt der Lernumgebung bietet, soll es méglich sein, in einzelne Gebiete
rein zu zoomen, und wie am Beispiel des Themengebietes ,,Liniendiagramme*® in
Abbildung 2 gezeigt, einen detaillierteren Einblick zu gewinnen.

Abbildung 2: Informationskarte zum Themengebiet ,,Liniendiagramm®
(ohne Unterscheidung der Relationstypen)

Dazu werden alle Lernmodule zu dem ausgewahlten Themengebiet als Knoten ei-
nes Graphen mit ihren Wissensarten (unterschiedliche Darstellungen der Knoten
geben die Meta-Daten entsprechend der Legende in Abbildung 3 wieder). Ver-
kntipfungen tber didaktische Relationen sind in der Karte als Verbindungslinien
zwischen Lernmodulen zu sehen. Zwei Lernmodule sind miteinander verbunden,
wenn sie bzgl. der didaktischen Relationen in Beziehung stehen, d. h. wenn ein Zu-
sammenhang inhaltlicher oder funktioneller Art besteht. An dieser Stelle wurde auf
eine Differenzierung der didaktischen Relationen verzichtet, um die einfache Er-
fassbarkeit und Ubersichtlichkeit zu gewihtleisten. Durch eine unterschiedliche
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graphische Gestaltung der Verbindungslinien konnte dies, sofern es der Lernende
winscht, jedoch jederzeit auch angezeigt werden (z. B. durch Anklicken der ent-

sprechenden Relation).

O Orientrerungs wissen | D Erl(urm\as wissen
Geschichte o
O : i (] Besspiel
O ‘f: - B Be schreibung
@ (Lber blick E] o F""bﬁm
@ Zusam mes fassung :
@ Faleten @ S at2
@ Bewers
(a) Orientierungswissen-Signatur (b) Erklarungswissen-Signatur

N\ Handlngswissen

/\ Regel

[\ FProzess

A Prv'nzfp O Gu_¢ L(.eq_ wissen

A CheckLrste O Archiv , Litecadur

A S‘Emée_a e o Expg(hn_km:‘.‘ckf
(c) Handlungswissen-Signatur (d) Quellenwissen-Signatur

Abbildung 3: Signaturen fiir die Wissensarten

Der Lernende kann nun weiterhin die einzelnen Knoten der Karte anwahlen und
bekommt dann kleine Packchen des eigentlichen Lernstoffs in Text- oder Bilddo-
kumenten prisentiert.

Zur Unterstitzung der Orientierung des Lernenden in der Lernumgebung zeigt
nach dem Aufrufen eines Moduls die Informationskarte einen kleinen ,,Kompass*
wie in Abbildung 5 an, der angibt, wo sich der Lernende gerade befindet (im Bei-
spiel Lernmodul Nr. 65) und welche Aktivitat bzgl. der Metadaten er gerade aus-
tihrt (z. B. einen Prozess beschreibendes Handlungswissen). Aullerdem werden
evtl. zurickliegende und mogliche Anschlussmodule angezeigt (Anschluss an die
Erklarungswissen-Module Nr. 64 und Nr. 66), um dem ,Lost-in-Hyperspace®-
Syndrom vorzubeugen.
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Abbildung 5: Kompass zum Lernmodul M65

Wichtig fiir den spateren Gebrauch ist eine tbersichtliche Gestaltung mit ein-
priagsamen, ,typischen® Symbolen und Farben, und eine Legende, die als Lesehilfe
die Erklarung aller verwendeter Signaturen (Symbole, Farben und Zeichen) bieten
muss, wie z. B. fur die Wissensarten dargestellt in Abbildung 3.

Die Reprasentation von Wissen in solchen begrifflichen Informationskarten hat sich
als fruchtbarer Ansatz erwiesen, da die reichhaltigen Informationen tber den Auf-
bau und den Zusammenhang der Inhalte der Lernumgebung in einer gut struktu-
rierten, leicht erfassbaren Form wiedergegeben werden kénnen, die nicht zu kom-
plex und untibersichtlich wird.

Unter dem Begrifft Informationskarte wird in dieser Arbeit eine Reprisentation
nichtgeographischer Daten und Informationen in Landkartenform verstanden. Da
Karten in vielen Bereichen des alltiglichen Lebens vorkommen, z. B. als Stral3en-
karten, U-Bahn-Netz-Karten, etc., kann das Vorwissen der Lernenden aktiviert
werden: Die meisten Menschen sind im Umgang mit Karten vertraut und verstehen
die Bedeutung der dort gezeigten Zeichen: Die Abbildung der Lernumgebung in
einer ,,Landkarte®, in der die Lernmodule als ,,Stidte®, die Bezichungen und Rela-
tionen zwischen den Modulen als ,,Stralen®, die verschiedenen Themengebiete als
,,Lander® usw. auftreten kénnen, ist sehr nahe an einer herkémmlichen Karte mit
Linien-, Orts- und Flichensignaturen. Zusitzliche Beschriftungen mit den Num-
mern oder Namen der Lernmodule und auch der Einsatz einer Legende, wie aus-
schnittsweise in Abbildung 3 zu sehen, zur Erklirung der eingesetzten Signaturen
sind unmittelbar verstindliche Hilfsmittel zur Unterstitzung der Navigation in der
Wissenslandschaft.

Die begrifflichen Informationskarten sollen dem Lernenden helfen, die Lernum-
gebung in ihrer Vielfalt an Moglichkeiten zu erschlieBen. Dabei reprisentiert die
Informationskarte die Lernumgebung, bietet einen Eindruck der ,,Lernwelt”, nicht
als ,,Fotografie, nicht als objektives Abbild, denn die Lernumgebung ist natiirlich
viel mehr als ihre Informationskarte. Die Informationskarten enthalten kontextuell-
logisch codierte Informationen. Sie schlieBen didaktische Uberlegungen bzgl. der
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didaktischen Relationen und dem Desigh mit ein und berticksichtigen sozio-
kulturelle Konventionen, die in der Lesetechnik von Karten vorhanden sind. Der
Lernende ist nun herausgefordert, mit seiner (Allgemein-)Bildung und seinem
Vorwissen, die in der Informationskarte enthaltenen Informationen herauszulesen,
sich seinen Weg zu suchen, sich sein eigenes Bild des Lerngebietes in der Lernum-
gebung zu konstruieren.

Eine Anbindung an die Lebenswelt des Lernenden muss gerade auch bei der
Auswahl der Metadaten und didaktischen Relationen berticksichtigt werden. Die
verwendeten Metadaten und didaktischen Relationen miissen verstindlich und
weitgehend mit der Allgemeinsprache entlehnten Begriffe gefasst sein, damit sie
thre Funktion als Unterstitzung fiir bestimmte Lernentscheidungen erfillen kon-
nen.
Der Begriff ,Navigationshilfe® soll andeuten, dass der Lernende im Sinne des
explorativen Lernens mit dem Start in einer Lernumgebung gewissermallen eine
Wissenslandschaft betritt, in der er sich mit Hilfe der zur Verfiigung gestellten
Ubersichts- und Detailkarten orientieren muss. Uber das Erkunden von verschie-
denen Pfaden und Plitzen auf seinem Lernweg sammelt er reichhaltige Erfahrun-
gen, aus denen der Lernende fur sich Wissen konstruieren kann. Wichtig ist, dass
die Navigationshilfe nicht nur die formal-strukturellen Aspekte, d. h. die Vernet-
zung, darstellt, sondern auch inhaltlich-begrifflich aufschlussreich ist (vgl. Lechner
1994): In der Informationskarte werden die einzelnen Lerneinheiten als ,,Stidte*
(Knoten in Abbildung 2) mit bedeutungsvollen und inhaltsreichen Namen, die auf
Wunsch zusitzlich angezeigt werden kénnen, und Metadaten, die durch die unter-
schiedlich gestalteten Knoten dargestellt werden, angezeigt. AuBlerdem werden be-
stimmte Wissens- und Themengebiete zu ,Lindern® zusammengefasst und als
Orientierungshilfe untergelegt.

Neben der Darstellung der Nachbarschaft von Lerneinheiten in der Form von
,Landkarten® sollen auch andere Schichten der Lernumgebungsstruktur sichtbar
gemacht werden, insbesondere auch das hierarchische Gefiige der Lernmodule (vgl.
Kreutz 2000, S. 44). Durch die Verwendung von Ubersichtskarten wie in Abbil-
dung 1 und detailliertere Ausschnitte wie in Abbildung zwei, kann auf zwei unter-
schiedlichen Grobheitsstufen in der Lernumgebung gearbeitet und gesucht werden.

Um vielseitig navigieren zu konnen, sind reichhaltig ausgestattete Navigations-
leisten sinnvoll, tber die alle stofflich-inhaltlichen Merkmale (,,Linder und ,,Regi-
onen®), alle Metadaten, in Form von Wissensarten, alle didaktischen Relationen, die
jeweils geeignet gruppiert sein miissen, damit die Ubersichtlichkeit erhalten bleibt,
und auch alle Namen der Lernmodule zur Auswahl stehen. Gerade bei den Namen
der Lernmodule hat man es mit einer gro3en Anzahl von Moglichkeiten der weite-
ren Auswahl zu tun. Um hier trotzdem eine gute Orientierung geben zu konnen,
kann man die thematisch zusammengehorigen Lernmodule zusammen auflisten
und so eine Darstellung dhnlich einem Inhaltsverzeichnis eines Buches erreichen,
das den Zugriff des Lernenden auf einzelne Einheiten schnell und sicher ermog-
licht. Diese Navigationsleisten wiirden dann am Kartenrand dem Lernenden zur

Verfigung gestellt.
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Falls zu viele Zusammenhinge, Strukturen und Informationen in einer eingigen
Karte dargestellt werden, ist die Karte nicht mehr iibersichtlich und enthalt zu viel
Information fir den Lernenden. Besser ist dann eine Reprisentation der verschie-
denen Aspekte durch unterschiedliche ,,Landkarten®. Zur Veranschaulichung der
verschiedenen Gesichtspunkte konnen spezielle Informationskarten entwickelt
werden. Das Entscheidende ist, dass bestimmte Grundelemente, wie z. B. Stidte, in
threr Position unberihrt bleiben, aber dariiber zweckorientiert Reprasentationen
von ganz unterschiedlichen Themen gelegt werden konnen. Bei der Erstellung sol-
cher thematischer Karten muss besonders die ,,Zahl darzustellender Erscheinungen
[...] begrenzt sein, Prinzipien der Wiedergabe dirfen sich nicht durchkreuzen.
(Wilhelmy 1990, S. 198)

In der Lernumgebung kénnen zu allen didaktischen Relationen, allen Metadaten
und allen Facetten des Lernens gezielt thematische Informationskarten angezeigt
werden, sodass dem Lernenden immer gemil3 seinen Bedurfnissen und Fragen ge-
holfen werden kann, den weiteren Lernweg zu bestimmen.

Die Zusammenstellung der einzelnen Karten in einer Art ,,Navigationsatlas® bo-
te den Vorteil, zielgenaue Orientierung und Informationen abrufen zu kénnen. Al-
lerdings leidet beim Einsatz von mehreren Karten das Verstindnis des Zusammen-
hangs und der Gesamtuberblick. Die Handhabung des Navigationssystems durch
den Lernenden wird somit anspruchsvoller.

4. Unterstiitzung durch die Mathematik

Die vernetzte Darstellung von Elementen einer Lernumgebung und ihren Zusam-
menhingen wird wohl nie vollautomatisch in einer schonen Form zu leisten sein
(vel. Kreutz 1994), das heil}t, dass sie weitgehend durch den Autor "per Hand" er-
zeugt werden muss, was einen groB3en Arbeitsaufwand bedeutet und nachtrigliche
Modifikationen erschwert. Im Folgenden soll vorgestellt werden, wie mathemati-
sche Methoden zum Einsatz gebracht werden, um die Lernumgebung mit ihren
Elementen und Zusammenhingen zu formalisieren und so die Erstellung einer
Orientierungs- und Navigationshilfe im Sinne der begrifflichen Informationskarten
unterstutzen.

Bei der Strukturierung einer Lernumgebung werden die Lernmodule mit Merk-
malen versehen, zuerst mit inhaltlichen Merkmalen, der Form ,,das Modul 44 hat
den Inhalt ‘Formaler Begriff* bzw. ,,die Module 54 und 56 gehéren zum Themen-
gebiet ‘Gegenstands- und Merkmalbegriff*. Dariiber hinaus gehoren die Lernmo-
dule bestimmten Wissensarten an, wie z. B. die beiden Lerneinheiten 44 und 54
dem Erklirungswissen, das Modul 56 dem Handlungswissen zugeordnet wurde, sie
erfillen gewisse didaktische Funktionen oder werden von einem bestimmten Me-
dium getragen. Somit konnen die Module den Metadaten zugewiesen werden.

Die Zuordnung von inhaltlichen Merkmalen zu Lernmodulen und deren Zuwei-
sung zu Metadaten erfolgt gut lesbar und tbersichtlich in Kreuztabellen (vgl. Tabel-
le 1 und Tabelle 2), die als Darstellungsform im Alltag gebrauchlich und von daher
bekannt sind und in denen die Beziechungen leicht abzulesen sind. Eine gute For-
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malisierung solcher Tabellen bieten die Kontexte der Formalen Begriffsanalyse. Die
Formalisierung von Daten in Tabellen als formale Kontexte hat inzwischen ein

lange Tradition und sich in der Praxis bewihrt (vgl. Wille 1987, Wille 1995).

Themengebiete
. Gegenstands- und
Formaler Begriff Merkmalbegriff
Modul 44 X
Modul 54 X
Modul 56 X

Tabelle 1: Kontext mit inhaltlichen Merkmalen

Metadaten
Erklirungswissen Handlungswissen
Modul 44 X
Modul 54 X
Modul 56 X

Tabelle 2: Kontext mit Metadaten

Die Lernmodule stehen aber auch in Beziehung zu anderen Modulen tber die
didaktischen Relationen, z. B. ,,Modul 44 ist ein Beispiel fiir Modul 56 oder ,,Mo-
dul 56 ist ein Prozess von Modul 54%. Die Unterscheidung dieser Verbindungen
bzw. Relationen ist mal3geblich fiir den Lernerfolg. Die Relationen sollen nicht ein-
tach zu einer Inzidenzrelation ,steht in Relation mit* zusammengefasst werden,
sondern die Angaben der verschiedenen Relationen sind Trager wichtiger Informa-
tionen: Sie geben an, in welcher Art die Lernmodule verkniipft sind, und stellen so
Uber die Typisierung der Verweise eine Entscheidungshilfe fiir den Lernenden dar.

Fir die Darstellung der Zusammenhinge der Lernmodule tber die didaktischen
Relationen wird jedes Tupel von Lernmodulen, das in einer bestimmten didakti-
schen Relation enthalten ist, erst mal durch einen eigenen kleinen begrifflichen
Graphen wie in Abbildung 4 reprisentiert.

Im Beispiel von Abbildung 4 wird zum Ausdruck gebracht, dass das Lernmodul
M44 ein Beispiel fir das Lernmodul M50 ist, das wiederum als Prozess vom Modul
M54 agiert. Die kleinen Zahlen an den Linien sollen helfen, die Relationen in der
passenden Richtung zu lesen. Auf diese Art konnten alle didaktischen Relationen
zwischen allen Lernmodulen wiedergeben werden.
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Abbildung 4: Beispiele begrifflicher Graphen zur Darstellung
didaktischer Relationen zwischen Lernmodulen

In der klassischen Mengenlehre werden solche Relationen nur extensional be-
handelt und durch eine geordnete Liste von Gegenstinden wiedergegeben, d. h. die
Beziehung ,,Modul M44 ist ein Beispiel fur Modul M56* wiirde durch die Zweier-
liste (M44, M56) als Element der Relation ,,ist Beispiel fur® wiedergegeben; alle
weiteren Paare, die bzgl. dieser Relation in Beziehung stehen, werden auch als
Zweierlisten aufgeschrieben, wobei der erste Eintrag immer das Beispiel fiir den
zweiten Eintrag sein soll, d. h. Giber die Reihenfolge der Eintrige in die Listen wird
die Richtung der Relation zum Ausdruck gebracht.

Da es aber in der Lernumgebung viele zweistellige Relationen gibt und es fur ei-
ne gute Entscheidung des Nutzers fiir einen Lernweg wichtig ist, diese unterschei-
den zu koénnen, ist eine Formalisierung notig, die den intensionalen Aspekt der Re-
lationen starker hervorhebt. Hierfiir ist es auch hier hilfreich, eine tabellarische
Form zu wihlen, in der die Datenfille in einer uberschaubaren Weise reprasentiert
wird. So wird nicht nur zum Ausdruck gebracht, welche Module in Verbindung
stehen, dafur wiirde die Auflistung aller Zweierlisten von Modulen ausreichen,
sondern auch noch welcher Art die Verbindung ist. Daftir werden z. B. die Infor-
mationen des begrifflichen Graphen aus Abbildung 4 wie in Tabelle 3 gezeigt in

einen Kontext eingetragen.

Didaktische Relationen

ist Beispiel fir ist Prozess von

(Modul 44, Modul 56) x
(Modul 56, Modul 54) x

Tabelle 3: Tabellarische Ubersicht tiber die didaktischen Relationen der Lernmodule
Diese Kontexte mit den inhaltlichen Merkmalen, den Metadaten und den didak-

tischen Relationen lassen sich nach Wille (2000a) mit Potenzkontextfamilien ma-
thematisieren, d. h. die Familie von Kontexten wird zu einem Denkobjekt zusam-
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mengefasst. Die darin enthaltenen Informationen lassen sich mit Begriffsgraphen
darstellen, die die graphische Reprisentation der Informationen unterstiitzen und
die Zusammenhinge der Lernmodule durch die Verwendung von graphischen
Elementen der begrifflichen Graphen nach Sowa (1994) ermdglicht. Fiir einen Start
kann dabei jedes Kreuz aus diesen Tabellen in einem eigenstindigen kleinen Be-
griffsgraphen reprasentiert werden. Um grof3ere Zusammenhinge sichtbar zu ma-
chen, konnen diese einzelnen Begriffsgraphen zu einem Geflecht von Graphen zu-
sammengefiigt werden. Das Ziel sollte sein, dem Lernenden kleine ,,Bauteile” an-
zubieten, die zu einer Informationskarte je nach den Bedirfnissen des Lernenden
zusammengesetzt werden konnen.

,Bei all diesen Formalisierungen wird Inhaltliches derart eingebunden, dass die sich erge-
12)888131 Strukturen den Prozess der Wissensbildung wirksam unterstiitzen kénnen.” (Wille
Diese Ansitze der Formalisierung helfen dem Autor der Lernumgebung bei der
Strukturierung der Lernmodule. Aus den Kontexten lassen sich Zusammenhinge
ableiten, die sich in der Darstellung der Informationskarten niederschlagen. So bil-
den z. B. alle Lernmodule mit den gleichen inhaltlichen Merkmalen ein Land in der
Ubersichtskarte. Formale Kontexte und Begriffsgraphen sind eher nicht fiir den
Anwender der Lernumgebung gedacht, fir den Lernenden werden als Orientie-
rungs- und Navigationshilfe die begrifflichen Informationskarten bereitgestellt.

5. Einsatz der Mathematik im Sinne der offenen Mathematik

Um die Lernumgebungen angemessen zu strukturieren und anschlieBend eine Ori-
entierungs- und Navigationshilfe zu erstellen, ist in dieser Arbeit Mathematik mit
dem Anspruch eingesetzt worden, im Sinne der ,,offenen Mathematik® (Fischer
1984) wirksam zu werden.

Damit folge ich dem Fischerschen Anspruch, dass Mathematik in Entschei-
dungssituationen geoffnet werden soll, um die Sachsituation der menschlichen
Kommunikation besser zugianglich zu machen. Fiir das Beispiel der Lernumgebung
hei3t das, dass eben die Beziehungen und vielfaltigen Méglichkeiten nicht durch ein
abgeschlossenes Lern-Modell verpackt werden sollen, das nur enen Lernweg, nur
eine Darstellung der Lernumgebung zulieSe. Durch den offenen Einsatz von Ma-
thematik sollen Zusammenhinge erschlossen, Sachverhalte transparent gemacht
und dadurch die Handlungsmoglichkeiten der Menschen erweitert werden (vgl. Fi-
scher 1984). In diesem Verstindnis fungiert die Mathematik als Darstellungs- und
Kommunikationsmittel, das zur Entfaltung, Strukturierung und Visualisierung bei-
tragen oder diese Vorginge geeignet unterstiitzen kann. Dabei ist die offene Ma-
thematik zu verstehen als
,,Ausdrucks- bzw. Kommunikationsmittel fur Wissenschaftler untereinander bzw. fur den
einzelnen Forscher in seiner Kommunikation mit sich selbst und in der Darstellung der
Ergebnisse nach aulen® (Fischer 1984.S. 140).

Dieses Bild vom offenen Finsatz mathematischer Methoden passt gut zu der
Intention der begrifflichen Informationskarten als Orientierungs- und Navigations-
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hilfe in Lernumgebungen. Das Ziel, exploratives Lernen zu férdern, kann dadurch
erreicht werden, dass Lernmoglichkeiten in ihrer ganzen Vielfalt erschlossen wer-
den und dem Lernenden so angeboten wird, selbstbestimmt aber didaktisch be-
grindet Entscheidungen im Lernprozess zu treffen. So wird der Lernende im vor-
gestellten Fall aufgefordert, sich immer selbst ein neues Ziel zu stecken, sich fur ein
bestimmtes Themengebiet oder Lernmodul zu entscheiden und seinen Weg dort-
hin mit Hilfe der Informationskarten zu bestimmen. Von daher ist eine Mathemati-
sierung, die die Vielfalt der Méglichkeiten erst entfaltet, indem sie Zusammenhinge
aufdeckt, und die Unterstiitzung des Lernprozesses durch die Erstellung von In-
formationskarten vorbereitet, als Beispiel fur den Einsatz von offener Mathematik
besonders geeignet. In welchem Sinne Mathematik hier als offene Mathematik
wirksam wird, soll abschlieBend entfaltet werden.

Mathematik zur Strukturierung

Eine Lernumgebung umfasst neben ihren inhaltlichen Teilen auch noch viele ande-
re Informationen, z. B. Uber die Funktionen der einzelnen Lernmodule oder ihre
Verkntipfung mittels didaktischer Relationen. Selbst in ihrer Zusammenstellung in
einer Datenbank bleiben diese Informationen in ihrer Fille untibersichtlich und in
ithrer Aussage unerschlossen.

Uber die Formalisierung der Inhalte und Zusammenhinge in formalen Kontex-
ten (Kreuztabellen), wie in Tabellen 1 bis 3, wird fir den Autor der Lernumgebung
die Struktur und der Aufbau der Lernumgebung transparent. Man erkennt Zusam-
menhinge, die aus den reinen Daten nicht oder nur mit Mihe erkennbar gewesen
wiren. So lassen sich z. B. die ,,Linder der Ubersichtskarte als zusammengehérige
Themengebiete aus den Kontexten leicht ablesen. Auch um Unvollstindigkeiten
testzustellen, z. B. zu tiberpriifen, ob es zu jedem Themengebiet auch ein Orientie-
rungsmodul gibt, das dem Lernenden einen Uberblick verschaffen soll, muss man
lediglich nachschauen, ob an passender Stelle Kreuze eingetragen sind. Die Struktu-
rierung wirkt also in vielfaltiger Weise auch auf die Erstellung der Lernmodule zu-
ruck: Fehlt ein Modul mit einer bestimmten Funktion, so muss es nachtriglich
noch erstellt werden.

Die mathematische Unterstiitzung tber die Strukturierung dieser Metadaten in
Kontexten ermoglicht auch eine Diskussion tiber die Angemessenheit der Auswahl
der Metadaten und tber die Gestaltung der Lernmodule. Auflerdem legt die ma-
thematische Struktur das Fundament fiir die anschlieBende graphische Darstellung
der Lernumgebung mit Informationskarten, die fiir das Lernen eine wichtige Hilfe
darstellen.

Mathematik zur Visualisierung

In den vorausgegangenen Abschnitten wurde auf verschiedenen Ebenen Darstel-
lungen entwickelt und angeboten, die dem Nutzer von Lernumgebungen Orientie-
rung bieten und selbstbestimmte Entscheidungen beim Lernen ermdéglichen sollen.

Der Einsatz einer graphischen Ubersichtskarte wurde durch die Formalisierung
und mathematische Theorie unterstiitzt: Die Graphentheorie als Teilgebiet der Ma-
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thematik bietet die passende Sprache, um Dinge in ihren Zusammenhingen darzu-
stellen. Daneben sind Karten vielseitige Reprisentationen von Informationen, die
in ihrer Anschaulichkeit von allen verstanden werden, und bilden ein Darstel-
lungsmittel fir mathematische Graphen.

Die visuelle Kommunikation von Informationen wird getragen durch eine offe-
nen Mathematisierung und unterstiitzt durch eine anschauliche Vorstellung der
Lernumgebung in Form von begrifflichen Informationskarten.

Mathematik zur Entfaltung von Méglichkeiten

Die begriffliche Informationskarte zeigt dem Lernenden auf, dass es viele Wege
durch die Lernlandschaft gibt. Sie bietet ihm keinen goldenen Weg, nimmt die Ent-
scheidung fur den Lernweg nicht ab, sondern bietet dem Lernenden auf eine An-
trage hin interaktiv ganz verschiedene Moglichkeiten an. Sie er6ffnet ihm eine Viel-
falt von Lernwegen und unterstiitzt seine Entscheidung durch die Prisenz von Me-
tadaten und didaktischen Relationen.

Somit stellt die Mathematisierung der Lernumgebung und ihrer Orientierungs-
und Navigationshilfe einen lebendigen Beitrag zur offenen Mathematik dar, der
auch dem Anliegen der ,,Allgemeinen Mathematik® (Wille 1988) gerecht wird, die

,»gekennzeichnet ist durch:

* die Einstellung, Mathematik fir die Allgemeinheit zu 6ffnen, sie prinzipiell lernbar und
kritisierbar zu machen,

* die Darstellung mathematischer Entwicklungen in ihren Sinngebungen, Bedeutungen
und Bedingungen,

* die Vermittlung der Mathematik in ihrem lebensweltlichem Zusammenhang tber die
Fachgrenzen hinaus,

* die Awuseinandersetzung iber Ziele, Verfahren, Wertvorstellungen und Geltungsanspri-
che der Mathematik.” (Wille 1988)

Dieses Verstindnis verbindet die Allgemeine mit der offenen Mathematik, die ja

auch die Kommunikation in vielfaltiger Weise ermoglichen und unterstiitzen will.
Da die Formale Begriffsanalyse und die Theorie der Begriffsgraphen in dieser

Weise entwickelt wurden, sind die hier verwendeten Mathematisierungen im Sinne

der Allgemeinen Mathematik zugianglich und kritisierbar.

Dem Lernenden wird kein abgeschlossenes Lernsystem vorgesetzt, in dem er nur
noch den Anweisungen zu folgen hat, sondern es wird ihm ein offenes Angebot
zur Orientierung und Navigation gemacht. So ist es ihm maoglich, seine Arbeit mit
der Lernumgebung zu reflektieren und in Bezug auf seine Lernhandlungen die vor-
genommene Zuweisung von Merkmalen, Metadaten und didaktischen Relationen
zu den Lernmodulen, sowie ihre Darstellung in Informationskarten zu bewerten
und zu kritisieren. Somit leisten explorative Lernumgebungen mit begrifflichen In-
formationskarten auch einen Beitrag, dem prinzipiellen Ziel niher zu kommen,
dass Lernende ihren Lernprozess aktiv mitgestalten sollen.
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