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Das Problem und gängige Antworten 
Die klassische Kurvendiskussion ist vielfach kritisiert worden als Inbegriff 
des mechanischen Abarbeitens von Schemata ohne inhaltlichen Sinn. Ant-
worten auf das Problem wurden durch didaktische Ansätze ganz unter-
schiedlicher Ausrichtung gegeben. Neben der Betonung der geometrischen 
Veranschaulichungen und der Einbeziehung komplexerer Kurven (statt nur 
Funktionen mit eindimensionalem Zielbereich) stehen dabei realitätsbezo-
gene Optimierungsprobleme als sinnstiftende Anwendung der Kurvendis-
kussion im Vordergrund. Damit kann zwar das Themenfeld geöffnet und 
die Bestimmung von Extremstellen als anwendungsrelevant begriffen wer-
den, gleichwohl ist immer noch der Ableitungskalkül als solcher das ent-
scheidende Werkzeug. Andere Autoren haben sich bemüht, Extremwert-
probleme ohne Ableitungskalkül mit elementaren Methoden zu lösen. Fast 
durchgängig findet man den Vorschlag, Rechner zu nutzen, da diese eine 
Entlastung von aufwändigen Kalkülen ermöglichen. 

Was ist der Kern des Themas? 
Angesichts der Vielfalt der Ansätze zur Weiterentwicklung des zu kalkül-
orientierten Unterrichts stellt sich die Frage, was der eigentliche Bildungs-
wert des Themas Kurvendiskussion ist. Neben vielen interessanten inner-
mathematischen Aspekten, etwa der Erfahrung, dass geometrische Eigen-
schaften eines Funktionsgraphen sich rein auf der algebraisch-analytischen 
Ebene bestimmen lassen, liegt unserer Ansicht nach ein wichtiges Ziel der 
Auseinandersetzung mit dem Themengebiet darin, Extrem- und Wende-
punkte als mathematische Konzepte zur Erfassung und Beschreibung der 
charakteristischen Momente von Wachstums- und Veränderungsprozessen 
zu begreifen und aktivieren zu können. (Das trifft ebenso zu auf weitere 
Aspekte der Kurvendiskussion wie Symmetrie, asymptotisches Verhalten 
u.a., wir fokussieren hier jedoch auf Extrem- und Wendepunkte.) Konkret 
gesagt: Es sollte Bestandteil von mathematischer Bildung sein, Aussagen 
wie „Die Neuverschuldung des Bundes ist dieses Jahr erstmalig nicht wei-
ter angestiegen.“ mit Hilfe der mathematischen Konzepte Extrem- und 
Wendepunkt in ihrer Bedeutung adäquat erfassen zu können.  



  
 

Aufbau von Grundvorstellungen über Ableitung hinaus 
Damit Lernende zu einer Mathematisierung solcher Aussagen in der Lage 
sind, müssen sie geeignete Grundvorstellungen zu den Konzepten aufbau-
en. Der Aufbau von Grundvorstellungen als Vermittler zwischen Mathema-
tik und Realität und als mentale Modelle für mathematische Begriffe wurde 
in der Didaktik der Analysis für den Ableitungsbegriff bereits vielfältig 
thematisiert (z.B. Blum 2000 und früher). Wir plädieren dafür, auch den 
Aufbau von Grundvorstellungen zu den weiteren Konzepten wie Extrem- 
und Wendepunkt gezielter zu fördern.  
Zum Aufbau von Grundvorstellungen zu Extrem- und Wendepunkten kann 
die Diskussion höher dimensionaler Kurven ebenso wenig beitragen wie 
die Bearbeitung von Extremwertproblemen mit elementaren Methoden. 
Auch die bisher im Vordergrund stehende geometrische Deutung der Kon-
zepte allein reicht nicht, denn zum Aufbau von Grundvorstellungen als 
Vermittler zwischen Mathematik und Realität (vom Hofe 2003) muss vor 
allem ihre Bedeutung für funktional beschriebene Sachzusammenhänge, 
z.B. als kritische Punkte in Wachstumsprozessen, thematisiert werden.  

Schwierigkeit: Aspekt- und Ebenenwechsel  
Obwohl die meisten Lernenden in einem Graphen die geometrische Deu-
tung der Extrem- und Wendepunkte erläutern können, wirft die Interpreta-
tion in Bezug auf reale Sachzusammenhänge oft Probleme auf. Warum ist 
der Aufbau adäquater Vorstellungen für Lernende eigentlich so schwer? 
Die Komplexität des Lerninhaltes Kurvendiskussion kann in einem Modell 
des Aspekt- und Ebenenwechsels von Grundvorstellungen verdeutlicht 
werden.  
Zu dem für alle Funktionsbetrachtungen unerlässlichen Aspektwechsel 
zwischen der Zuordnungs-, der Kovariations- und der Objektvorstellung 



  
 

kommt in der Kurvendiskussion ein Ebenenwechsel hinzu, denn diese As-
pekte müssen auf Ableitungen f', f'',... übertragen werden. Ein Wechsel 
zwischen den Ableitungsebenen, z.B. von f  nach f', lässt sich im einfachs-
ten Fall als Perspektivwechsel von der Kovariation von f zur Zuordnung f' 
denken. Der Ebenenwechsel bedeutet also in der einen Richtung (nach un-
ten) eine gedankliche Kapselung der Kovariation. Umgekehrt lässt sich in 
der anderen Richtung eine Zuordnung als Kovariation einer neuen Funktion 
denken (nach oben). Analoges gilt für die anderen Ebenenwechsel.  
Erste Untersuchungen zu Schülervorstellungen zeigen, dass eine zentrale 
Schwierigkeit für Lernende darin liegt, die Ebenen einerseits mit Hilfe der 
Aspektwechsel zu verknüpfen und andererseits sauber genug zu trennen.  

Beginnen mit qualitativen Kurvendiskussionen 
Gerade weil die Ebenen- und Aspektwechsel für das inhaltliche Verständ-
nis des Themenfeldes die eigentlichen Schwierigkeiten darstellen, greifen 
wir die Idee auf, die Beschäftigung mit nur qualitativ gegebenen Funktio-
nen (Stellmacher 1986) auch auf die Analysis der Oberstufe auszuweiten 
(Blum 2000). Denn ebenso wie in der Einführung in die Funktionenlehre 
liegt hier in der sofortigen quantitativen Behandlung stets die Gefahr, dass 
Lernende in den Berechnungen verharren. Die Fokussierung auf Funktio-
nen, die nur durch Graphen, nicht durch Funktionsterme gegeben sind, 
kann dagegen dazu anregen, die wesentlichen Charakteristika der von 
Funktionsverläufen begrifflich zu fassen, ihre unterschiedlichen Bedeutun-
gen für die Sachsituation zu klären und Ebenenwechsel einzutrainieren.  

Beispiel 1: Neuverschuldung 
a. Wieso ist mit dem Sinken der Neuverschuldung der 

„freie Fall gestoppt“? Wieso ist die Lage dennoch 
„unverändert kritisch“? 

b. Meine Nachbarin, Frau Meier, glaubte nach dieser 
Meldung, Hamburgs Schuldenberg würde nun sin-
ken. Was würden Sie ihr sagen? Welcher Irrtum ist 
ihr unterlaufen? 

c. Beschreiben Sie die Veränderung der Schulden 
und der Neuverschuldung mit Begriffen aus der 
Analysis.  

d. Die Bundesregierung konnte schon in den letzten 
Jahren nur noch zurückhaltendere Botschaften 
verkünden: „Die Neuverschuldung des Bundes ist 
dieses Jahr erstmalig nicht weiter angestiegen.“ 
Wie würden Sie diese Nachricht interpretieren? 
Was bedeutet sie für die Neuverschuldungskurve, 
was für die Schuldenkurve? 
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Neuverschuldung gesunken 
Die Einnahmesituation Hamburgs 
bleibt nach Einschätzung von Finanz-
senator Wolfgang Peiner (CDU) ʺun-
verändert kritischʺ. Allerdings sei der 
ʺfreie Fallʺ gestoppt. [...] Wolfgang 
Peiner zeigte sich zuversichtlich, dass 
die Netto-Neuverschuldung weiter 
sinkt. Nach dem vorläufigen Haus-
haltsabschluss musste Hamburg 2003 
insgesamt 800 Millionen Euro neue 
Schulden machen, 12 Millionen weni-
ger als 2002. [...]                    



  
 

Beispiel 2: Ertragsgesetz  
Die abgebildete Produktionsfunktion aus der Landwirt-
schaft (nach Schulbuch MatheNetz 11, 2003, S. 105) 
wird auch Ertragsgesetz genannt und veranschaulicht 
den landwirtschaftlichen Ertrag (Output) in Abhängig-
keit von der aufgewendeten Arbeit (Produktionsfaktor 
Arbeit).  

Angenommen wird dabei, das alle anderen Pro-
duktionsfaktoren konstant sind (Boden, Maschinen, 
Düngemttel etc.). Lediglich der Produktionsfaktor Arbeit (z.B. Jäten, Hacken, Graben) wird als 
variabel angenommen. Der Kurvenverlauf gibt zu erkennen, dass zunehmender Arbeitseinsatz 
zunächst zu steigenden Erträgen derart führt, dass sogar die Ertragssteigerung noch zunimmt 
(progressiv). Nach Überschreiten des Wendepunktes steigt der Ertrag zwar noch weiter, jedoch 
nimmt die Ertragssteigerung ab (degressiv). Ab einem bestimmten Arbeitseinsatz, der im Gra-
phen durch einen Extrempunkt repräsentiert wird, ist schließlich überhaupt keine Ertragssteige-
rung mehr zu erwarten. Wird der Arbeitseinsatz über diesen Punkt hinaus noch erhöht, sinkt so-
gar der Ertrag. Mögliche Fragen:  
a. Für welche Betriebe lohnt sich ein zusätzlicher Arbeitseinsatz überhaupt? 
b. Für welche Betriebe lohnt sich ein zusätzlicher Arbeitseinsatz besonders? 

Ausblick auf das Forschungsprojekt 
Wie den Herausforderungen von Ebenen- und Aspektwechsel durch den 
Bezug auf qualitative Beispiele besser begegnet werden kann, ist Gegen-
stand eines Forschungsprojektes zur qualitativen Kurvendiskussion. Darin 
sollen im Forschungsrahmen der Didaktischen Rekonstruktion (Kattmann 
u.a. 1997) ausgehend von einer Analyse von Schülervorstellungen (durch 
eine Interviewstudie) und einer fachlichen Klärung des Lerninhaltes dann 
Lernsequenzen entworfen und erprobt werden, die Schülerinnen und Schü-
ler bei ihren Ausgangsvorstellungen abholen und hinführen zu einem vor-
stellungsorientierten, verständigen Umgang mit einem klassischen Inhalt 
der Analysis.  
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