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Verstehen
durch Vorstellen

Inhaltliches Denken ist absolut
zentral, wenn nicht nur Kalkiil,
sondern auch Verstindnis im
Zentrum der Lernprozesse und
ihrer Ergebnisse stehen soll. Dies
gilt nicht nur fiir die ersten Zu-
giange zu einem Thema, sondern
bis zur Klassenarbeit und darii-
ber hinaus. Kurzum: Inhaltliches
Denken, vor Kalkiil, und beides
immer weiter!

Male ein Bild, das erkldrt, wieso 2-2 gilt.

Da musst du dir was zu vor-
stellen,dann bekommst du es hin.




Inhaltliches Denken von der Begriffsbildung
bis zur Klassenarbeit und dartiber hinaus.

So kann es aussehen ...

Fast alle Zugéinge zur Multiplikation und Division von Briichen beginnen mit anschaulichen Einfithrun-
gen der Operationen anhand von Bildern oder Sachproblemen, so dass inhaltliche Vorstellungen aufge-
baut werden konnen. Doch was bleibt am Ende der Unterrichtseinheit in der Klassenarbeit tibrig? Oft
nur noch die Rechnungen? Dies ist insofern problematisch, als nur diejenigen Teile mathematischen
Wissens und Konnens, die auch gepriift werden, als Lerngegenstand ernst genommen und nachhaltig
behalten werden konnen.

Wie dagegen auch Aufgaben in der Klassenarbeit weiter den Riickgrift auf inhaltliche Vorstellungen
einfordern konnen, zeigt die folgende durchaus anspruchsvolle Beispielaufgabe (aus Prediger 2004).

b

Katharina hat bei ihrer Hausaufgabe die Zahl 2 durch %dividiert. Sie hat die Rechenregeln
richtig angewandt und das Ergebnis 8 erhalten. Nun wundert sie sich:, Wieso kann das
Ergebnis groBer sein als der Dividend? Ich habe doch geteilt?” 167

a) Was wirdest du Katharina sagen?

b) Kannst du ihre Denkweise nachvollziehen? Woran hat sie wohl gedacht?

c) Wie wirdest du die Rechnung 2: % so in eine Geschichte Ubersetzen, dass du dich
nicht Gber das Ergebnis wundern musst?

Eine schwere Aufgabe? Dazu lohnt sich die Betrachtung von Losungen von Lernenden aus Klasse 7:

b

a) Was wurdest du Katharina sagen?
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b) Kannst du ihre Denkweise nachvollziehen? Woran hat sie wohl gedacht?
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) Wie wirdest du die Rechnung 2:]750 in eine Geschichte Ubersetzen, dass du dich nicht
Uber das Ergebnis wundern musst?
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So tragfihige und so iiberraschende Vorstellungen wie hier in den letzten drei Antworten zu c) konnen
Schiilerinnen und Schiiler aktivieren, bei denen das inhaltliche Denken gepflegt wurde! Sie erkldren,
wieso eine Zahl beim Teilen grofer werden kann, hier hilft also das Vorstellen zum Verstehen. Wer dage-
gen immer nur kalkiilorientiert rechnet, hat fiir ein Ringen um das Verstehen eines erstaunlichen Pha-
nomens ein zu eingeschranktes Repertoire, dies zeigt die erste Antwort zu c).

Dass eine solche Aufgabe auch hilft, um diese Ebenen der eigenen Vorstellungen und Interpretationen
explizit anzusprechen, zeigen die metakognitiv orientierten Antworten zu b).



Was dahinter steckt .

¥ Das Problem

Um die Herausforderung des Aufbaus inhaltlicher Vorstellungen zu verdeutlichen, sollen diese reichhal-
tigen Losungen der Siebtkldsslerinnen und Siebtkldssler bei der Klassenarbeit mit zwei anderen Situ-

ationen kontrastiert werden.

Beispiel 2: Wim Thoelke und das Dividieren durch Briiche

,Was ist 30 durch %7 - So fragte Wim Thoelke in der Rate-Sendung,Der grofSe Preis”. Als
der bis dahin sehr erfolgreiche Kandidat passen musste, sagte der Showmaster:,60, aber

fragen Sie mich blof3 nicht mehr wieso!
Wieso kann ein so gebildeter Kandidat diese elementare Aufgabe nicht 16sen? Und wie
kann ein Allgemeinwissen verkorpernder Showmaster sogar damit kokettieren, dass er die

Losung nicht versteht?

Selbst fiir diejenigen, die den Kalkiil (noch?) beherrschen, ist seine zielgerechte Anwendung fiir Sachpro-
bleme keine Selbstverstdndlichkeit, wie Beispiel 3 zeigt durch zwei Testaufgaben und den Antworten von

Lisa (9. Klasse Gymnasium).

Beispiel 3: Multiplizieren oder Dividieren — reine Glickssache?

1 Ein Kilogramm Mandarinen kosten 1,50 Euro. Kerstin will sich % kg kaufen.
Mit welcher Rechnung findet sie heraus, wie viel sie zahlen muss? (Kreuze eins oder mehrere an)

15 -% KH15: % O %*1,5 [ keines von denen, sondern so

b.) Begriinde Deine Antwort zu a):
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2 Mit welcher Rechnung kann man % von 36 bestimmen? (Kreuze eins oder mehrere an)

2 2 p2. - .
36 - = ﬂ’36 = O = 36 [ keines von denen, sondern so:

b) Begriinde Deine Antwort zu a)
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v Inhaltliche Vorstellungen sind wichtig

Alle drei Momente zeigen, wie wichtig neben den Rechenverfahren auch inhaltliche Vorstellungen von
mathematischen Inhalten fiir folgende Tatigkeiten sind:

« Rechenverfahren nachhaltiger und weniger fehleranfillig behalten (wie die einfache Division von
30 durch ¥ bei Wim Thoelke in Beispiel 2)

 Operationen sachangemessen zur Mathematisierung von Situationen nutzen (wie bei den Textauf-
gaben in Beispiel 3)

« Phianomene verstehen, die im Zusammenhang mit den Operationen stehen (die wie Ordnungseigen-
schaft der Division in der Klassenarbeit in Beispiel 1)

In der deutschsprachigen Mathe-
matikdidaktik werden inhaltliche
Vorstellungen mit dem Konzept
der Grundvorstellungen beschrie-
ben.Grundvorstellungenbezeich-
nen inhaltliche Interpretationen

verarbeitep

Modell Ergebnisse

Mathematik

- S -
mathematischer Objekte (d.h. . ] % N
. . / Grundvor-\ £ <, Grundvor- ",
Begriffe, Operationen etc.) und y Ig =t i
" 1. . \ stellungen /5 g\ stellungen /
ermoglichen, mathematische Be- NG A5 N o/
-\ % _

griffe oder Operationen zur Ma-
thematisierung von Situationen
zu nutzen oder umgekehrt ma-
thematische Sachverhalte lebens-
weltlich zu interpretieren (vgl.
nebenstehende Abbildung aus
vom Hofe 2003).

So verfligt etwa Lisa in der 2. Aufgabe aus Beispiel 3 nicht tiber die fiir die jeweilige Aufgabenstellung
notige Grundvorstellung vom Multiplizieren als ,, Anteilnehmen-von®. Daher kann sie die Textaufgabe
zwar durch mehrschrittige Rechnung 16sen, aber die Situation nicht multiplikativ mathematisieren.
Stattdessen aktiviert sie wie viele ihrer Klassenkameraden eine hier unpassende Deutung der Division
tiber das Schliisselwort ,,von® In der ersten Aufgabe wirft Lisa sogar die eigentlich verfiigbare Grundvor-
stellung vom Multiplizieren iiber Bord, um stattdessen an der Ordnungseigenschaft ,, Multiplizieren ver-
groflert” festzuhalten. Ohne addquat aufgebaute inhaltliche Vorstellung droht diese Ordnungseigenschaft
ein Ubergewicht zu erfahren.

Welt

Situation Validieren Konsequenzen

Zu den meisten mathematischen Objekten gibt es

mehr als eine relevante Grundvorstellung, aus de-

nen jeweils situativ die richtige ausgewéhlt werden

muss. Katharina (in der Aufgabe des Beispiel 1)

ebenso wie Wim Thoelke (in Beispiel 3) verstehen
die Divisionsaufgabe nicht, weil sie auf die Grund-  Grundvor.
vorstellung der Division als Verteilen fixiert sind. | % stellungen
Wer dagegen - wie einige der Schiiler in den Ant-
worten auf die Testaufgaben des ersten Beispiels —

die Division als ,passen in“ interpretieren kann,

kann sowohl seine Ordnungsvorstellungen vom
Dividieren revidieren (,,Dividieren verkleinert doch
nicht immer!®), als auch langfristig die Aufgabe in 30? 60 mal
30:% l6sen, selbst wenn die Rechenregeln liangst

wieder vergessen sind.

Modell verarbeiten Ergebnisse

Mathematik

1siere"

Dividieren als
passen in

“\a(hem_{zt

Welt

Situation Validieren Konsequenzen



v Inhaltliche Vorstellungen werden nicht automatisch aufgebaut

Viele empirische Untersuchungen haben allerdings gezeigt, dass inhaltliche Vorstellungen nicht automa-
tisch aufgebaut werden, im Gegenteil: Lernende zeigen Schwierigkeiten beim Mathematisieren und beim
Interpretieren mathematischer Sachverhalte, die sich oft auf ein eingeschranktes Repertoire von Grund-
vorstellungen zuriickfithren lassen. Dies gilt nicht nur fiir die Bruchrechnung, sondern fiir viele mathe-
matische Themengebiete (Weitere Beispiele finden sich im Material auf der DVD). Nur ein Unterricht,
der gezielt am Aufbau addquater Vorstellungsrepertoires arbeitet, kann dem entgegen wirken. Beispiele
fiir solche Unterrichtskonzepte findet man beispielsweise bei Malle (2004) oder vom Hofe (2003).

Es stellt sich allerdings die Frage: ,,Bauen wir im Unterricht nicht eigentlich immer schon Vorstellun-
gen auf?“ Die meisten Schulbiicher liefern durchaus Material, das fiir den Vorstellungsaufbau gedacht ist:
Fast immer werden in Einstiegsaufgaben neue mathematische Objekte durch Ankniipfung an lebens-
weltliche Zusammenhénge oder Bilder eingefiihrt.

3 2
—von——
4 5

So hat sich etwa fiir das Multipli-

zieren von Briichen die Veran-
haulich d G d | Petra, Birgit und Susanne stellen gemeinsam diese drei Decken her. Sie haben die Arbeit gleich-
schaulichung der run vorstel- miiBig verteilt. Jedes Midchen stellt ein Drittel jeder Decke her. Petras und Birgits Anteile sind

lung des ,,Anteil-Nehmen-von® schon fertig.
in Rechteckbildern etabliert, die
eine tragfahige Basis bilden kann.
Die Aufgabe, einen Anteil von
einem Anteil zu bestimmen,
kann in plausibler Weise zur
Multiplikation fiihren.

Leider wird aber der Ubergang

Kiirzen und Erweitern von Briichen

Vergleicht man die fertigen Teile der Decken, so sieht man:

von solchen vorstellungsorien- -
tierten Einstiegsaufgaben hin zu 812 6 3
denkentlastenden Kalkﬁlen in Wir erhalten Briiche, die zwar verschiedene Schreibweisen, aber den gleichen Wert haben.

. . Eine andere Schreibweise findet man z. B. so:
vielen Lehrgingen sehr schnell — —
32_| 324 |_38 8 84 |_32

03 <« . - —_— — = —
vollzogen. ,,Zugénge“ sind eben 1 w2 FE e 5 =
dafiir da, so schnell wie moglich
verlassen zu werden — wer bleibt S| Bl |24 gy 4. 42 |8

27| 12:2 |76 6 & 12

schon gern im Zugang stehen?

. . . . Man erhéilt verschiedene Schreibweisen eines Bruches, indem man
Dies zeigt sich exemplarisch an » Zihler und Nenner durch die gleiche Zahl dividiert, d. h. den Bruch kiirat;

: m Zihler und Nenner mit der gleichen Zahl multipliziert, d. h. den Bruch erweitert.
der Schulbuchseite (aus ”Zahlen Der Wert des Bruches bleibt in jedem Fall gleich.
. <«
und Groflen 6% Cornelsen Ver-
lag 1998, S.40), bei der man,

. Ubungen Gib eine andere Schreibweise an, indem d
auch ohne Details zu erkennen, Eirslku?zlz_e andere seleee an, mdem
schnell den Grundaufbau er- [} Bestimme die Zahl, mitder gekiirztbzw.mit  a) ¥ o # e & g ) ¥
faSSt der erweitert wurde. by & g N f) &£ hy & j) o=

e . a) d=x=3 Hi=i=4
Die Seite versucht sich dem b ;4 i ;_ » : El Gib eine andere Schreibweise an, indem du
. .. ) 5 2 3= i mit 3 erweiterst.
Thema Erweitern und Kiirzen o 4 h) & » v e @ "
. . . . 12 7 56 a 3 T E 7 1) 5 m %
von Briichen inhaltlich zu ni- 4k P B=tu i of WP b2 mi
hern: Anhand verschiedener e £ P B=fu-g Of DEZ DE DB o f
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Darstellungen fiir den gleichen Anteil (an den gefirbten Teilen der Deckenausschnitte) sollen die Ler-
nenden zundchst erleben, dass es gleichwertige Briiche gibt: ,Wir erhalten Briiche, die zwar verschiedene
Schreibweisen, aber den gleichen Wert haben.“ Dies stellt sich mit dem Beispiel jedoch schwierig dar.

Danach wird das Erweitern und Kiirzen als Verfahren auf der Kalkiilebene eingefiihrt, die es auch ohne
das Zeichnen von Bildern oder das Nachdenken iiber Anteile ermoglicht, zu einem Bruch einen gleich-
wertigen zu finden: , Eine andere Schreibweise findet man z. B. so.“

Der grundsitzliche Weg vom Inhaltlichen zum Kalkiil ist sinnvoll, auch wenn auf dieser Schulbuchsei-
te das Einstiegsbeispiel noch zielfithrender angelegt werden kénnte. Das Tempo des Ubergangs dagegen
ist ausgesprochen problematisch, das Schulbuch gonnt sich dafiir nur eine halbe Seite! Entlarvend ist
auch, dass danach ausschliefllich der Kalkiil geiibt wird, wahrend weder der inhaltliche Begrift der
Gleichwertigkeit noch die Vorstellungen des Verfeinerns und Vergroberns in den Rechenaufgaben noch
einmal aktiviert werden. Wer jedoch den Lernenden nur ein oder zwei Aufgaben mit Bezug zu inhaltli-
chen Vorstellungen anbietet und dann unwiederbringlich zum Kalkaiil tibergeht, darf sich nicht wundern,
dass die Briicke zum inhaltlichen Denken bei vielen Lernenden abbricht.

Deswegen kommt es nicht nur auf die Qualitit des Zugangs an, sondern auch darauf, die Vorstellungs-
orientierung weiter aufrecht zu erhalten, nicht statt Kalkiil, aber immer wieder in Erginzung dazu.

v Wege zur Stiarkung des inhaltlichen Denkens

Die Kritik an der exemplarischen Schulbuchseite weist bereits den Weg zur Veranderung, fiir den es zwei
zentrale Strategien gibt (vgl. Prediger, 2009):

o Linger im Inhaltlichen verweilen, so dass die Lernenden mit dem neuen Inhalt zunédchst Vertraut-
heit gewinnen kénnen und selbst ein Bediirfnis nach denkentlastenden Abkiirzungen empfinden.
Dann kann nach dem Prinzip der fortschreitenden Schematisierung ein Kalkiil erarbeitet werden.

o Auch nach Einfithrung des Kalkiils immer wieder die Rechnungen an inhaltliche Denkweisen riick-
binden, damit der Bezug nicht verloren geht: In Ubungsaufgaben und in der Klassenarbeit.

Wie kann die Umsetzung dieser Prinzipien fiir das Erweitern und Kiirzen von Briichen aussehen? Zu-
néachst miissen Aufgaben gestellt werden, die ganz im Inhaltlichen verweilen (Aufgabe 1), danach kann
der Bezug zwischen Formalem und Inhaltlichem hergestellt werden (Aufgabe 2).

b

1) Stelle verschiedene Gesichter von % her!

2) Kannst Du erkldren, was es bedeutet, dass zwei Briiche gleichwertig sind?

b

Losungen zu Aufgabe (1) sehen etwa so aus:

Robert Anna




Steffen

%MWCM SM

Dies sind Losungen zu Aufgabe (2)

4. Kannst Du erkldren, was es bedeutet, Kannst Du erkldren, was es bedeutet,

dass zwei Brilche gleichwertig sind? : dass zwei Briiche gleichwertig sind?

* Male ein Bild, das erklirt, wieso 32 gilt. o Male ein Bild, das erkldrt, wieso %=% gilt.
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Wenn der Kalkiil erarbeitet ist, muss er geiibt werden. Es kann dabei immer mal wieder der Bezug zum
Inhaltlichen hergestellt werden:

b

3) Wie viele Zehntel sind % ? Rechne aus und erkldre deine Rechnung in einem Bild.

4) Stelle eine Textaufgabe, die zu der Rechnung % = % passt.

Gerade die wiederholte Aufforderung zum eigenstindigen Formulieren von Textaufgaben oder Rechen-
geschichten hat sich bewihrt, um die Verbindung des Kalkiils zum Inhaltlichen aufrechtzuerhalten

(Prediger 2006).

v Ernst nehmen bis zum Schluss: Vorstellungsorientierte Klassenarbeiten

Die auf Seite 167 vorgestellte vorstellungsorientierte Aufgabe ist ein sehr anspruchsvolles Beispiel fiir die
Uberpriifung der Verfiigbarkeit inhaltlicher Vorstellungen, weil der Zweck der Aktivierung anspruchs-
voll ist, namlich die Widerlegung einer vermuteten Gesetzmafligkeit zu den Ordnungseigenschaften der
Division von Briichen.
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Viele leichtere Varianten sind moglich und sollten auch immer vorkommen:

b

- Stelle selbst eine Textaufgabe zu der Rechnung ...

« Bestimme das Ergebnis ohne zu rechnen, z.B. durch ein Bild oder eine Geschichte ...

- Gegeben ist eine Sachsituation, mit welcher Rechnung kénnte man sie erfassen?

+ Anna hat die Rechenregel vergessen, wie kann sie sie sich wieder Uberlegen, wenn sie
sich was dazu vorstellen kann?

Ein Bauer méchte 120 Liter Milch in -;-Liter-Flaschen fullen. Wie viele Flaschen

braucht der Bauer? (Schreibe deine Rechnung bitte mit auf!)
Braucht der Bauer mehr oder weniger Flaschen,

B

wenn er die Milch in % Liter- Flaschen fallen

wiirde? (Versuche diese Frage zuerst ohne
Rechnung zu beantworten! Begriinde!)

Mo~3.= 340, ol a s Wooche Fo. war diy Walffi medie L
passt.

& hrault  coouigpr Randu, ol 3wl als 2 57 abos audh

Diese Aufgabe kann zum Aufbau geeigneter Vorstellungen beitragen, denn die Frage, wie oft ein halber
Liter in 1201 passt, kann mit Division verkniipft werden. Die Frage, ob 120 : 3 oder 120 : % mehr ist, ist
durch ihr explizites Verbot zum Rechnen ein guter Anlass zur Aktivierung inhaltlichen Denkens, das
schliefllich zu den Leistungen wie in Beispiel 1 fithren kann.

v Und das Ergebnis?

,,Bei Thnen miissen wir immer so viel denken, konnen wir nicht einfach mal nur rechnen? Das ist weni-
ger anstrengend!“ Diesen Vorwurf muss sich schon anhéren, wer inhaltliches Denken bis zum Schluss
ernst nimmt, denn in der Tat ist das zeitweise Abweichen vom denkentlastenden Kalkiil immer auch eine
Anstrengung.

Dass sie sich dennoch lohnt, zeigen zahlreiche Unterrichtserfahrungen und empirische Untersuchun-
gen, weil die mathematischen Kenntnisse nachhaltiger erworben und behalten werden kénnen, wenn sie
auf Verstdndnis griinden.



So kann man (sich) fortbilden ...

Fir Fortbildungen zum inhaltlichen Denken hat es sich bewéhrt, zundchst fiir die Problematik nicht
tragfahiger Vorstellungen zu sensibilisieren, die zwar prinzipiell bekannt ist, in der Trageweite jedoch oft
unterschitzt wird. Dazu eignen sich schriftliche Produkte von Lernenden aus verschiedenen mathema-
tischen Themenbereichen, gerade wenn sie mit Losungshdufigkeiten grofierer Schiilerzahlen unterlegt
sind. So aufgeriittelt, kann das didaktische Konzept der Grundvorstellungen als theoretischer Hinter-
grund vorgestellt werden, der hilft, die Herausforderungen genauer zu verorten.

Als zentrale Strategie gegen die Vernachldssigung inhaltlichen Denkens ist das ,,Zugénge weiter fiith-
ren” gut vermittelbar, fiir alle Schritte sind auf der DVD Materialien zusammengestellt.

Zum Weiterdenken und -arbeiten ...

Y ... mitder DVD

Um den Einstieg in die Thematik moglichst zugénglich zu gestalten, wurde auf der CD vielfaltiges Mate-
rial fiir Fortbildungen oder schulinterne Beratung zum Thema zusammengestellt, darunter Antworten
von Lernenden zu Briichen, Termen, Funktionsgleichungen, Folien zur Vorstellung der didaktischen
Konzepte und Ansitze, Materialien zur eigenstindigen Arbeit und Hintergrundtexte.
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