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Zusammenfassung: Wenn Sechstkldsslerinnen und Sechstklédssler selbst normativ modellieren, indem sie Berech-
nungsmodelle fiir Verteilungsprobleme entwickeln und kontrovers diskutieren, ist die Nichteindeutigkeit mathemati-
scher Losungen ein produktiver Ausgangspunkt fiir verschiede bildungswirksame Erfahrungen: 1. Mathematik ist nicht
immer eindeutig, sondern zum Beispiel Gerechtigkeitsiiberlegungen unterworfen. 2. Die mathematische Fachsprache
hilft, Modellierungsansitze prégnant zu fassen und diskutierbar zu machen. 3. Mit Termen kann man Modelle mit
Gewinn beschreiben.

Grundidee: Normative Modelle sind per se nicht eindeutig

Wie lassen sich 1000 € gerecht teilen? Innermathematisch eine klare Sache: 500 + 500 = 1000. Sind
dagegen die 1000 € die Mietkosten eines Ferienhauses, das sich eine dreikopfige und eine fiinfkopfige
Familie teilen, ist die Frage schwieriger zu beantworten. Und wie sieht die ,richtige* Aufteilung aus,
wenn eines der Kinder erst ein Jahr alt ist, die anderen bereits 15 Jahre alt sind? Auch hier kann man
mathematische Modelle benutzen, um Gerechtigkeit herzustellen, doch sind diese Modelle keineswegs
eindeutig.

An der Mathematik wird héufig ihre Eindeutigkeit geschitzt, Fischer und Malle fassen diese Hal-
tung pragnant so zusammen: ,,Mathematik ist richtig und deshalb auch wichtig. (Fischer/Malle 1985,
S. 11). Zu unterscheiden sind jedoch das eindeutige Ergebnis eines mathematischen Kalkiils von der
Eindeutigkeit der Losung eines (mathematischen oder alltaglichen) Problems: Es liegt auf der Hand,
dass es eine Vielfalt von Losungen gibt, die jeweils durch unterschiedliche mathematische Ansétze
beschrieben werden kénnen. Ein Mathematikunterricht, der sich lediglich mit (inner-)mathematischen
Kalkiilen beschiftigt, grenzt wesentliche Uberlegungen aus und vermittelt Schiilerinnen und Schiilern
kein addquates Bild von der Rolle der Mathematik in unserer Welt.



Wie verteilen wir die Miillgebiihr?

Wie verteilen wir die 750 € Miillgebiihr auf fiinf Haushalte mit elf Erwachsenen und
vier Kindern?

Der Vermieter hat gesag‘m
Haus zahlt dieses Jahr 750 € fiir den

Miill. Wir sollen uns einigen, wie wir
die Kosten auf die fiinf Haushalte
verteilen wollen.

Aber da muss es gerecht
zugehen! Wie sollen die
Kosten fiir die Miillentsor-
gung méglichst gerecht auf
die vier Kinder und die elf
Erwachsenen aufgeteilt
werden?

Abb. 1: Verteilungsproblem als Ausgangspunkt (Formulierung geglittet gegeniiber Unterrichtsversuch)

In diesem Artikel mochten wir am Beispiel eines Unterrichtsversuchs in zehn Realschul-, Ge-
samtschul- und Gymnasialklassen des 5./6. Jahrgangs zeigen, wie viel didaktisches Potenzial in der
Beschiftigung mit der Nichteindeutigkeit (normativer) Modelle steckt. Die Einblicke aus dem Beginn
einer 10- bis 12-stiindigen Unterrichtseinheit (Marxer / Prediger 2012) machen dariiber hinaus deut-
lich, wie das Diskutieren normativer Modelle bei entsprechenden Aufgabenstellungen auch zum in-
struktiven Anlass fiir die Weiterentwicklung algebraischer Konzepte werden kann.

Hintergrund: Deskriptive und normative Modelle und ihre gesellschaftliche Bedeutung

Anwendungen von Mathematik verfolgen zwei zentrale Ziele (vgl. Kasten I): Zum einen dienen sie
dazu, Teilaspekte von Realitdt zu beschreiben (zum Beispiel um sie zu erkldren oder vorherzusagen),
dann spricht man von deskriptiven Modellierungen (Jablonka 1996, Forster 1997). Diese sind zwar
selten eindeutig, weil bei Modellierungen stets nur Teilaspekte im Hinblick auf den Modellierungs-
zweck erfasst werden konnen, doch erleben einige Lernende sie auch als willkiirlich; das ist eine
Schwierigkeit der Schulmathematik.

Zum anderen aber hat Mathematik in unserer Gesellschaft die wichtige Funktion, Beziehungen
iiber quantitative Aspekte zu regeln und so Realitdten zu schaffen (Davis 1991). So wird zum Beispiel
versucht, durch die Etablierung eines Steuersystems eine ausgleichende Gerechtigkeit zwischen ver-
schiedenen gesellschaftlichen Schichten zu schaffen oder durch die Festlegung von Zéhlungsverfahren
fiir Wahlen zu regeln, wie die Stimmen der Bevodlkerung in Sitze im Parlament iibersetzt werden
(Skovsmose 1994, Becker 1992). In diesen Zusammenhéngen spricht man von normativen Modellie-
rungen, denn die Mathematik wirkt hier Normen setzend, nicht nur beschreibend. Skovsmose betont
die Bedeutung dieser ,,formatting power* der Mathematik, also die Kraft der Mathematik zur Gestal-
tung gesellschaftlicher Realitéten, derer sich Lernende im Rahmen ihrer mathematischen Bildung be-
wusst werden sollen (Skovsmose 1994, S. 42—-58).



Modellieren als Erfassen oder Konstruieren von Realitit
deskriptive Modelle normative Modelle
* Anspruch: Phinomene und Zu- ¢ Anspruch: Beziehungen und Zusam-
sammenhédnge der physischen menhénge regulieren, reale Situatio-
und sozialen Realitét in Teilas- nen gestalten
pekten beschreiben * Zwecke: regulieren, strukturieren,
e Zwecke: erkldren, verstehen, ordnen, konstruieren
prognostizieren, ... * Beispiele: Verteilungsmodelle, Zug-
* Beispiel: Wachstumsmodelle fahrplan
* Qualitatskriterien: *  Qualitédtskriterien:
o Angemessenheit fiir spezifi- o Angemessenheit fiir spezifischen
schen Zweck der Modellie- Zweck der Modellierung
rung o in sozialen Zusammenhéngen
o Passung zum Ausschnitt oft Gerechtigkeit
der Realitit o Praktikabilitét
o o

Kasten 1: Begriffserklirung

Dass normative Modellierungen nicht eindeutig, sondern hochst diskutierbar sind, zeigt nicht nur
die derzeitige Steuerdiskussion, sondern auch das im nédchsten Abschnitt vorgestellte Beispiel der Kos-
tenverteilung. In unserem Alltag sind allerdings normativen Modelle hdufig sehr komplex und haben
einen so hohen Abstraktionsgrad, dass die fehlende Eindeutigkeit der ihnen zugrunde liegenden Ent-
scheidungen im Verborgenen bleibt. Die Effekte solcher Modellierungen werden dann als ,,objektiv*
erlebt.

Deswegen ist es fiir eine allgemeinbildende Reflexion der Rolle der Mathematik sehr wichtig,
normative Modelle im Unterricht selbst zu entwickeln und so die Mechanismen auf elementarem Ni-
veau erlebbar zu machen (Skovsmose 1994).

Die Einstiegssituation: Wie verteilen wir die Miillgebiihren?

Aufgabenstellung der Lernsituation

In der konkreten Realisierung unserer Lernsituation folgen wir der Erfahrung von Skovsmose (1994,
S. 125 ff.), der mit seinem Projekt ,,Family support in a Micro-Society* gezeigt hat, wie gut sich gera-
de Verteilungsprobleme fiir das Erleben der normativen Kraft mathematischer Modellierungen eignen
(dhnlich auch MaaB3 2007 mit seiner Verteilung von Heizkosten). Um dies anschaulich zu gestalten,
pléadiert er fiir spezifisch dazu entworfene, iiberschaubare soziale Gemeinschaften.

Das Unterrichtsmaterial startet daher mit der Hausgemeinschaft aus 4bb. 1 und einem Vertei-
lungsproblem, das durch den Eingangsdialog zwischen zwei WG-Mitgliedern in der Wohnung unten
rechts eingefiihrt wird.



Unterrichtliche Umsetzung

In Hausaufgabe oder Einzelarbeit entwickelten die Lernenden zunéchst einzelne Ansitze (diesen Be-
griff benutzen wir mit den Kindern fiir mathematische Modelle), wie das Verteilungsproblem zu 16sen
sei. Dies ermoglicht jedem Kind, sich zuerst seine eigenen Gedanken zu machen und erzeugt erfah-
rungsgeméil eine groBere Divergenz, die hier erwiinscht ist. Die darauf folgende Diskussion der An-
sitze in Kleingruppen wurden in Strategiekonferenzen (vgl. Artikel ,,Mathe-Konferenz*“ von Gotze
und Schwitzer in diesem Heft) oder Rollenspiele initiiert.

Zentraler Auftrag der Strategiekonferenz war, nicht nur die Rechenergebnisse, sondern die Ansit-
ze der anderen zu verstehen und zu ermitteln, inwiefern anderen Idee von Gerechtigkeit dahinter ste-
cken. Erst danach sollte sich die Kleingruppe auf einen Ansatz zu einigen versuchen und ggf. Kom-
promisse schlieBen.

Das Rollenspiel ging eine Stufe weiter und erforderte, die unterschiedlichen Lebenslagen der Par-
teien in die Diskussion einzubeziehen. Dies kann sehr fruchtbar sein, war fiir die Kinder aber schwie-
rig, solange sie die Ansétze nicht vollstindig durchdacht hatten. Erprobt wurden zwei Varianten: In
der einen iibernahm jedes Kind eine Partei der Hausgemeinschaft und sollte fiir ihre Interessen disku-
tieren, in der anderen waren alle Kinder der Vermieter und sollten einen gerechten Ausgleich finden.
Mehr bewéhrt haben sich spontane Rolleniibernahmen in diejenigen Situationen, die den Kindern ver-
traut sind (,,Studenten haben halt nich so viel Geld!*).

Da die in Kleingruppen ausgehandelten Verteilungsansétze immer noch grofle Unterschiede auf-
wiesen (vgl. Kasten 2), erwies sich die Vorstellung der ausgehandelten Losungen in der Klasse (im
Stuhlkreis o. d.) zum Abschluss als fruchtbar, um noch nicht explizierte Hintergrundiiberlegungen
gemeinsam freizulegen.

Grofle Breite entwickelter und ausgehandelter Ansdtze

Wurden zunéchst nur Rechenergebnisse vorgestellt (,,Jeder muss 150 € zahlen®), ergab sich die Frage
nach den dahinter liegenden Ansdtzen ganz natiirlich (,,Wieso, bei mir muss jeder 50 € zahlen, wie
rechnest du das denn?*). Fiir einige Kinder war die Erfahrung neu, dass man ganz unterschiedlich
rechnen kann und dass es vielfiltige Zugénge und plausible Losungen gibt. Den meisten Gruppen
gelang es, die divergierenden Ansétze als Hintergriinde ihrer unterschiedlichen Ergebnisse herauszu-
arbeiten (vgl. das Produkt einer Gruppe in Abb. 2).
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Abb. 2: Was steckt hinter unseren unterschiedlichen Ansdtzen?



So unterschiedlich kann man 750 € Miillkosten im Haus verteilen:
* Jede der 15 Personen bezahlt gleich viel.
* Jeder der fiinf Haushalte bezahlt gleich viel.
* Nur die elf Erwachsenen miissen bezahlen.
* Erwachsene zahlen 68 €, Kinder 50 ct.
* Kinder sind halbe Erwachsene, also zahlen sie nur die Halfte.
e Kinder bezahlen mehr als Erwachsene, da sie mehr Miill verursachen.
* Der Vermieter bezahlt alles.
* Die eine Hilfte der Kosten wird auf die fiinf Haushalte, die andere auf die 15 Personen
umgelegt.
* Die Kosten werden auf die neun Namen aufgeteilt, die an den Klingeln stehen.
* Studierende haben am wenigsten Geld und miissen wie Rentner weniger bezahlen.

* Familien, die mehr Miill machen, miissen mehr zahlen.

Kasten 2: Uberblick iiber die Breite der in zehn Klassen entwickelten Anstze

Wer mathematisch argumentiert, bekommt eher Recht

Vor allem die Ansdtze mit der gleichmaBigen Aufteilung auf Haushalte oder Personen tauchten in fast
allen Gruppen auf und konnten meist in eine korrekte Rechnung iibersetzt werden. Bei der Suche nach
Kompromissen entstanden komplexere Ideen wie die Verteilung zur Hélfte tiber Personen und zur
Hilfte iiber Haushalte. Auch die Berechnung von Kindern als halbe Erwachsene wurde intensiv disku-
tiert und anschlieBend korrekt mathematisiert.

Spannend fiir uns war, dass in den Aushandlungsprozessen der Kinder die Mathematik eine dhn-
liche Rolle spielte wie oft in der Gesellschaft der Erwachsenen: In den Diskussionen wurden Ansétze,
die mathematisch errechnet waren, von den anderen Gruppenmitgliedern zunichst eher akzeptiert als
solche, bei denen die Mathematisierung umstdndlich oder unvollstindig war. Dies motivierte einige
Kinder, ihre initialen Ansitze mathematisch zu begriinden, wobei sie allerdings zum Teil an ihre
Grenzen stiefen. So konnte Kilian zum Beispiel zwar durch Aufaddieren zeigen, dass sein Vorschlag
funktionierte, Erwachsene 68 € und Kinder 50 Cent zahlen zu lassen, er scheiterte jedoch an einer
mathematisierten Begriindung seiner Verteilung und kommentierte ,,Ja, ich weill das Ergebnis, aber
irgendwie ist das schwer®. Seine Kleingruppe lieB sich so nicht iiberzeugen und einigte sich schlieB3-
lich auf die Verteilung pro Haushalt.

Andere Schiiler gaben sich mit weniger ausgefeilten Modellen zufrieden, zum Beispiel der Idee,
Kinder (einen unbestimmten Betrag) mehr zahlen zu lassen. In der Gruppendiskussion konnten sich
diese Modellierungsansétze allerdings ebenfalls nicht durchsetzen.

Sozial gerecht kann auch bedeuten, jeden Einzelnen zu betrachten

Die Ansitze, die iiber soziale Gerechtigkeit (,,Die Rentner haben nicht so viel Geld.”) oder fiktive
Miillmengen argumentierten, wurden meist durch Ausprobieren verschiedener additiver Zerlegungen
gelost.

In den Gruppen, in denen soziale Modelle mit Einzelfallentscheidungen auftauchten, wurden sie
meist als gerechteste Losung akzeptiert (z. B. der Ausschnitt eines verschriftlichten Rollenspiels in
Abb. 3). Die durch Divisionen ermittelten Losungen wurden in solchen Gruppen hédufig kontrovers
diskutiert und durch Perspektiviibernahme als ungerecht entlarvt: ,,Ahm, bei dem Nico, das ist dann ja
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ungerecht, weil dann muss ja das Baby von der einen Familie auch fiinfzig Euro bezahlen* oder ,,So
viel Geld hat doch kein Kind der Welt!*.
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Abb. 3: Gerechtigkeit muss nicht immer errechnet werden

Weitere Argumente verwiesen auf dulere Umsténde, die mit einzubezichen seien: ,,Ist ja irgend-
wie ungerecht, weil je zwei Familien ham ja die gleiche Quadratmetersumme und die anderen ham ja
kleinere, also is das ja irgendwie voll unfair bzw. ,,Eigentlich miisste man den Miill ja z&hlen, wer
wie viel verbraucht hat®.

Und wie wird in Realitdt verteilt?

Die normativen Modelle der Schiilerinnen und Schiiler sind von den derzeit iiblichen tatsdchlichen
Berechnungsmodellen fiir Miillkosten nicht weit entfernt: Wéhrend in einigen Kommunen noch nach
Haushalten oder Personen abgerechnet wird (meist in Verbindung mit dem Tonnenvolumen), stellen
immer mehr Kommunen auf den Einsatz von Computerchips in den Miilltonnen um. Diese speichern
bei jeder Abfuhr individuelle gefaBbezogene Daten iiber Gewicht und Anzahl der Leerungen und sen-
den sie vom Entsorgungsfahrzeug direkt an den Zentralcomputer (siehe Internethinweise). Zwar sind
diese technischen Moglichkeiten beeindruckend, weil das Verursacherprinzip auch von den Kindern
als das gerechteste empfunden wird, allerdings wire es fiir Mehrfamilienhduser nur bei eigenen Miill-
tonnen fiir jede Partei tragfahig.

Wer die derzeit iiblichen Modelle mit ins Klassenzimmer bringen will, sollte darauf achten, stets
konkurrierende Modelle unterschiedlicher Gemeinden zu zeigen, sonst setzt sich falschlich doch eine
»richtige Losung™ im Kopf fest.

Das Potenzial fiir Algebra-Lernen: Uber Terme konnen wir besser diskutieren

Mathematische Modelle sind — unter anderem — deshalb sinnvoll, weil man sie fiir mehr als eine Situa-
tion verwenden kann. Fiir normative Modelle trifft dies ganz besonders zu, vor allem, wenn man lernt,
sie mit algebraischen Mitteln zu beschreiben (zunéchst iiber Terme mit Zahlen, in spiteren Jahrgéngen
auch iiber Termen mit Variablen). In der Unterrichtssituation erfolgte ein erster Schritt in die Algebra
hinein anhand eines zweiten Verteilungsproblems.

Noch ein Verteilungsproblem

Verteilungsprobleme entstehen auch durch unterschiedlichen Verbrauch. Dies erlebt die Wohnge-
meinschaft (WG), die in der Hausgemeinschaft unten rechts wohnt, beim Aufteilen der Kosten fiir
Essen und Getrinke. Ausgangspunkt sind ihre in Kasten 3 dargestellten unterschiedlichen Ess- und
Trinkgewohnheiten. Wer soll nun wie viel vom Wocheneinkauf zahlen?



Kostenverteilung in der Wohngemeinschaft
Diese Ess- und Trinkgewohnheiten haben die vier WG-Bewohner:

e

Dina ||  Tobias ; Maja ’ Max
... istimmer da und| § ... trinkt statt | ... fahrt jedes Wochen- | | ... istzwar héufig nicht da, l&dt |
hat viel Besuch. Sie | | Friihstiicknurein | | ende zu ihren Eltern. aber auch ab und zu jemanden

verbraucht die Half- | | Glas Milch und isst

§ Sie verbraucht ungefahr | | ein. Er verbraucht wie Maja un-
te des Essens. { E immer auswarts.

| ein Viertel des Essens. ’Lgeféhrein Viertel des Essens.

Im Mai haben sie alle zusammen 60 € fiir Getranke und 72 € fiir Essen verbraucht.
Was fandest du gerecht, wie viel Dina zahlen soll?

Kasten 3: Kostenverteilung in der Wohngemeinschaft
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Abb. 4: Entwickelte Ansdtze fiir die Kostenverteilung der WG



Auch wenn die meisten Lernenden den ersten Ansatz bevorzugten, haben sie auch zu diesem Vertei-
lungsproblem unterschiedliche Ansédtze fiir Dinas Anteil an den Kosten produziert, einige davon sind
in Abb. 4 angedeutet.

Ansdtze iiber Terme vergleichen und Terme durch Ansdtze interpretieren

An diesem weniger offenen Verteilungsproblem und seiner Zweischrittigkeit lernten die Kindern nun,
ihre meist verbal formulierten Ansédtze und zweischrittigen Rechnungen in einem geschlossenen Term
darzustellen, um sie pridgnanter zu fassen. Die Beschreibung von Ansdtzen durch Terme hat mehrere
Vorteile, von einigen wird in den folgenden Abschnitten angedeutet, wie dies fiir die Lernenden erleb-
bar wurde:
e Unterschiedliche Anséitze konnen besser verglichen werden,
¢ die Struktur unterschiedlicher Ansétze kann deutlicher werden,
* gleiche Ansitze, die nur unterschiedlich dargestellt sind, konnen als gleichwertig erfahren
werden,
* bei Verfiigbarkeit von Umformungsregeln kann die Gleichwertigkeit zweier Ansdtze durch
Umformung der Terme {iberpriift werden,
* die Anpassung an andere Ausgangszahlen ist leicht und tibersichtlich moglich,
e die Variation der Ausgangszahlen ermdglicht ein Grundverstindnis fiir ein spéteres Umgehen
mit Variablen.
Umgekehrt bieten die vielfaltigen Ansétze zu Verteilungssituationen aus Sicht der Algebradidaktik
sehr produktive Gelegenheiten, das Mathematisieren mit und Interpretieren von Termen zu iiben, be-
vor die zusétzliche Schwierigkeit der Variablen hinzukommt — ein entscheidender Baustein zum Auf-
bau inhaltlichen Denkens (vgl. Prediger 2009). In der weiteren Unterrichtseinheit zeigte es sich immer
wieder als Vorteil, eine genauere Beleuchtung der Terme an die Moglichkeit ihrer Interpretation im
Sachkontext kniipfen zu konnen, wie an einigen Beispielen gezeigt werden soll.

Gleichwertigkeit von Termen erleben

Haben die Lernenden ihre Ansédtze in Termen gefasst (ohne sie auszurechnen), konnen sie hinsichtlich
ihrer Struktur verglichen werden. Wer wie Mia 132 : 2 oder wie Soren 132 : 3 rechnet, scheint nicht
zwischen Essen und Trinken zu differenzieren, der Term 60 : 4 + 72 : 3 differenziert aber schon.

Verschiedene Ansitze werden durch verschiedene Terme beschrieben, fraglich ist aber, ob (60 +
72) : 2 und (60 : 2) + (72 : 2) wirklich unterschiedliche Ansétze darstellen, oder nur unterschiedlich
aussehen. Dass verschiedene Terme zum gleichen Ansatz gehdren konnen, war fiir viele eine neue
Erfahrung. Sie erkannten aber, dass die genannten Terme fiir Dinas Kosten ,,irgendwie schon gleich*
(in Fachsprache: gleichwertig) sind, denn ihnen liegt der gleiche Verteilungsansatz zugrunde: Dina
zahlt von allem die Halfte.

Spéater im Kapitel lernten die Kinder, die immer gleichen Umstrukturierungen von Situationen im
Distributiv- und Kommutativgesetz zu verallgemeinern. Diese kénnen dann genutzt werden, um durch
Umformen die Gleichwertigkeit von Termen zu iiberpriifen. So erfahren die Umformungsregeln eine
vorstellungsbezogene und sinnstiftende Fundierung.

Variation der Zahlen

Der Sinn, die Tauglichkeit und der Nutzen eines Modells zeigen sich am besten in seiner mehrmaligen
Verwendung. Die Aufgabe zur Verteilung der Einkaufskosten der Wohngemeinschaft wurde deswe-
gen auf Folgewochen erweitert (in Kasten 4 Aufgabenteile b und c).



Aufgabe
Diese zwei Anséatze hattet ihr hauptsachlich zur Kostenverteilung in der WG:

Ansatz A Ansatz B

Fiir die Getrdanke zahlen alle gleich viel. ~ Wir teilen die ganze Rechnung einfach
Beim Essen zahit Tobias nichts, Dina die  durch 3, weil Tobias ja eh kaum da ist.
Hilfte, Maja und Max teilen sich den

Rest.

a) Inder ersten Woche wurden fiir 60 € Getranke und fiir 72 € Essen gekauft. Die
sechs folgenden Terme wurden gefunden fiir die Berechnung, wie viel Dina zahlt:

: : 1eos+L. :
60:4+72:2 7 60 +=-72 (60+72):4

60:3+72:3 (60+72):3 [(60+72):2]:2

Welche der Terme passen zum Ansatz A, welche zum Ansatz B, welche passen
gar nicht fir Dina?

Zu welchem WG-Mitglied und welchem Modell wiirden die Terme passen, die
tibrig bleiben?

b) Inder zweiten Woche wurden Getrénke fiir 60 € und Essen fiir 54 € gekauft.
Stelle fiir die zweite Woche einen Term auf, der beschreibt, was Dina nach An-
satz A bezahlen muss.

Finde ebenso einen Term fiir Dinas Kosten nach Ansatz B.

c) Inder dritten Woche wurden Getrénke fiir 48 € und Essen fiir 60 € gekauft. Wie
sehen die Terme fiir die 3. Woche aus?

Kasten 4: Operatives Durcharbeiten der Beziehung zwischen Termen, Ansdtzen und Situation

Aufgabenteil a) vertieft die Erfahrungen im Vergleichen von Termen und Zuordnen gleichwertiger
Terme zum selben Verteilungsansatz. In Aufgabenteil b) und c¢) wechseln die Ausgangswerte, aber die
Verteilungsansétze und die Strukturen der Terme bleiben gleich. Begreifen die Lernenden die Aus-
gangswerte als ,,quasi-variabel* (im Sinne generischer Zahlen), ist der Schritt hin zum Ersetzen dieser
Stelle durch eine ,,echte* Variable nicht mehr grof3.

Die Variation der gegebenen Einkaufskosten stellt also einen wichtigen Schritt im Verstindnis
der Terme als Beschreibungen fiir allgemeine Modelle dar. Sie fiihrt zu einer Schirfung des Blicks auf
den Term:

* FEinerseits: Welche Zahlen dndern sich durch andere Ausgangswerte (hier: die Einkaufskosten),
wenn der Verteilungsansatz gleich bleiben soll?

* Andererseits: Welche Zahlen charakterisieren den gewahlten Ansatz?

Die Variation der Ausgangswerte ermoglicht auch, einem typischen Fehler zu begegnen: Viele Schiile-

rinnen und Schiiler versuchen zunichst, gleiche Ansatze schlicht am gleichen Termwert zu identifizie-

ren. Da allerdings die Wertgleichheit auch zufillig sein konnte, ist die Variation der Ausgangszahlen

eine gute Moglichkeit, den Weg zu iiberpriifen. So wird der Blick vom ,,Ergebnis®, also dem Wert des

Terms, auf seine Struktur gelenkt.

Wie wir Terme lesen, soll eindeutig sein — Vorfahrtsregeln

Bei aller Produktivitit, die gerade in der Mehrdeutigkeit der normativen Modelle und der Terme liegt,
ergibt sich durch das Sprechen iiber Terme auch ein natiirlicher Anlass, mit Punkt-vor-Strich und
Klammern eindeutig festzulegen, in welcher Reihenfolge Teilterme ausgerechnet werden.



So hatten zum Beispiel Kim und Christopher fiir die Aufgabe in Kasten 4 zwei unterschiedliche
Terme fiir die zweite Woche im Ansatz B aufgeschrieben: Kim schrieb 60 + 54 : 3 und Christopher
(60 + 54) : 3. An der Diskussion um den Unterschied und den Nutzen von Klammern beteiligten sich
viele verschiedene Kinder:

S1:,,Also eigentlich ist — das find ich dasselbe, nur dass der Christopher das halt in der Klammer zu-
erst ausrechnet und dann geteilt durch 3.

S2: ,,Sonst ist auch — bei der ohne Klammer miisste man blof3 54 durch 3.

S3: ,,Aber das ist irgendwie komisch, weil man muss ja erst das Ergebnis haben, damit man das teilen
kann, also man muss doch erst zum Beispiel bei 60 plus 54 geteilt durch 3 haben, da muss man
doch erst das Ergebnis von 60 plus 54 haben, oder?*

S4: ,,Wenn da keine Klammern sind, dann meint man — kdnnte ja auch rechnen 60 plus das Ergebnis
von 54 durch 3.“

S5:,,Ich find auch, dass der Christopher recht hat, wegen der Punkt-vor-Strich-Regel. Weil, der rech-
net ja erst das in der Klammer aus und dann geteilt durch 4. Und das ist dann besser.*

Lehrer: ,,Kim, iiberzeugt dich das?

Kim: ,,Aber das ist ja nur ein Term, das muss man ja nicht ausrechnen.

Lehrer: ,,Noch nicht ausrechnen. Wenn du jetzt den ausrechnen wiirdest, spricht dann irgendwas fiir

einen der beiden?*
Kim: ,,Also dann wiird ich das in die Klammer setzen.*

In Termen kann man festhalten, wie man rechnen wiirde, ohne gleich auszurechnen zu miissen, das hat
Kim wunderbar begriffen. Damit jedoch alle dasselbe rechnen, sind Klammern und ,,Vorfahrtsregeln*
(wie z. B. ,,Punkt-vor-Strich*) wichtig, das machen ihr die Mitschiiler klar. Auch in dieser Situation
hilft der Sachkontext, um nicht beliebig erscheinen zu lassen, was gerechnet werden muss, und so wird
Kim iiberzeugt.

Schlusswort: Vom Nutzen vielfiltiger normativer Modellierungen

Lernende kennen aus ihren Schulbiichern viele Textaufgaben, in denen genau eine spezielle mathema-
tische Operation eingekleidet wurde, die sie herausfinden und nutzen sollen. In den meisten authenti-
schen, lebensweltlichen Situationen dagegen sind die mathematischen Mittel zur Modellierung der
Situation keineswegs so eindeutig; genau dies macht die modelltheoretische Perspektive auf die Be-
ziehung von Mathematik und Realitét aus. Modellieren ist per se eine Tatigkeit, die im Kern durch
ihre Vielfaltigkeit geprégt ist. Dies ist gerade bei normativen Modellierungen in elementarer Form gut
erlebbar, auch wenn sich alle Beteiligten an den Verlust der Eindeutigkeit erst einmal etwas gewdhnen
miissen. Uber die Adidquatheit konkurrierender mathematischer Modelle gezielt kontextorientiert und
modellorientiert (vgl. Peschek u. a. 2008) zu reflektieren, ist hilfreich fiir den Aufbau eines angemes-
senen Bildes von der Rolle der Mathematik in unserer Welt.

Doch auch fiir die Weiterentwicklung algebraischer, also zunédchst innermathematischer Kompe-
tenzen und Vorstellungen kann der Umgang mit normativen Modellen instruktiv genutzt werden,
wenn Terme (nicht nur von Schiilerinnen und Schiilern) als eine Moglichkeit wahrgenommen werden,
Vielfalt besser zu erfassen und strukturell zu vergleichen. Die Riickmeldungen der an der Erprobung
beteiligten Lehrkrifte zeigen, dass das Aufstellen und Interpretieren von Termen (schon vor der Ein-
filhrung der Variablen) an den normativen Modellen und ihren zunéchst verbalen Beschreibungen sehr
gut gelibt werden kann und so eine behutsame Anbahnung algebraischen Denkens moglich wird.
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Anmerkung

Die Unterrichtseinheit ist entstanden im Rahmen des langfristigen Forschungs- und Entwicklungspro-
jekts KOSIMA. In ihm hat Susanne Prediger (gemeinsam mit Timo Leuders, Stephan Hufmann und
Bérbel Barzel) die Projektleitung inne und gemeinsam mit Michael Marxer als Autor das Unterrichts-
material entwickelt. Susanne Schnell hat die Erprobung empirisch begleitet und ausgewertet. Wir dan-
ken den Erprobungsklassen und ihren Lehrkréften fiir die Mitarbeit.

Exemplarische Internethinweise
Informationen zu aktuellen kommunalen Miillgebiihren-Modellen:
* Helmstedt http://www.helmstedt.de/pics/medien/1 1238586440/Kapitel 2—6.pdf
* Ziipich, Landkreis Euskirchen http://www.ksta.de/html/artikel/1156248633544.shtml
* Heidenheim http://www.abfallwirtschaft-
heidenheim.de/HOMEPAGE/gebuehreninfo.html#gewichtsgeb%C3%BChr
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