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Ankniipfen, Konfrontieren, Gegeniiberstellen

Strategien zur Weiterarbeit mit individuellen Vorstellungen
am Beispiel relativer Hiufigkeiten

Susanne Prediger

Zusammenfassung: Individuelle Vorstellungen sollen nicht nur aktiviert, sondern auch im weiteren
Unterricht produktiv genutzt werden. Vor dem Hintergrund von Theorien zum Konzeptwechsel lassen
sich drei zentrale Strategien zur Weiterarbeit mit Vorstellungen ausmachen. Diese werden am Beispiel
einer Unterrichtseinheit zur relativen Haufigkeit und dem Vergleich von Briichen konkretisiert, die in
sieben Klassen der Jahrgangsstufe 6 erprobt wurde. Dabei werden individuelle Wege der Vorstellungs-
entwicklung sichtbar.

Die Grundidee

Vorstellungen von Lernenden ernst zu nehmen bedeutet, sie als Ausgangspunkte zu verstehen, auf de-
nen Lernprozesse aufbauen sollten (vgl. Duit 1993, Prediger 2005). Um dies unterrichtlich umzusetzen,
braucht man zum einen Strategien, um die individuellen Vorstellungen zu aktivieren und im Unterricht
hervorzulocken, zum anderen aber auch Strategien, wie diese zu den intendierten Lerninhalten in Bezie-
hung gesetzt werden konnen. Jung (1986) hat fiir die Weiterarbeit mit Vorstellungen drei Strategien
vorgeschlagen, die in diesem Beitrag — in leicht abgewandelter Fassung — an Beispiclen konkretisiert
werden sollen; ich nenne sie Ankniipfen, Konfrontieren, Gegeniiberstellen.

Unterrichtseinheit zur relativen Hiiufigkeit

Der Vergleich und die Gleichwertigkeit von Briichen bilden einen zentralen Lerngegenstand in der
Bruchrechnung der Klasse 6. Vorstellungen zu diesen Inhalten kénnen in Riickschauperspektive zum
Beispiel nach dem Prinzip des Darstellungswechsels erhoben werden:



»Erkléare, wieso gilt 3/4 = 6/8 und 3/4 > 2/3, indem du passende Situationen beschreibst oder passen-
de Bilder zeichnest.” (vgl. Prediger 2006)

Da auf eine solche Frage vor Behandlung des Themas wenig addquate Antworten zu erwarten sind, wird
zur Erhebung und Aktivierung von Vorstellungen in Vorschauperspektive die Aufgabenstellung umge-
kehrt: Ausgehend von Problemen in lebensweltlichen Kontexten sollen die Lernenden zunéchst indivi-
duelle Strukturierungen von Situationen aktivieren und formulieren. An diese individuellen Strukturie-
rungen soll der weitere Unterricht dann ankniipfen (vgl. Einfithrungsartikel in diesem Heft).

Die zentrale didaktische Herausforderung beim Design der Unterrichtseinheit besteht in der Auswahl
der Situationen und der darin zu entwickelnden Mathematisierungsmuster (bzw. Grundvorstellungen).
In der hier vorzustellenden Unterrichtseinheit fiel die Wahl auf relative Haufigkeiten, weil sie ein zent-
rales Mathematisierungsmuster zur Anteilsvorstellung darstellen. Sowohl das vorstellungsbezogene
(und spater auch kalkiilmiBige) Vergleichen von Briichen, als auch das Mathematisierungsmuster rela-
tive Haufigkeit bilden somit zentrale Lerninhalte der hier vorgestellten Unterrichtseinheit (aus Glade /
Prediger / Schmidt 2012).

1 Wer hat besser geworfen: Jungen oder Madchen?

Im Sportunterricht sind die M&dchen und die Jungen in Kleingruppen gegeneinander angetreten.
Das sind die Ergebnisse der Gruppen von Pia und Ole.

d TA"fz:m Pias Team Oles Team
er Treffer .
Station (4 Mddchen) (10 Jungen)

Papierkorbball

7/ \ Schuh in Kreis werfen -
)

a)  Arbeite zunéchst allein: Betrachte die Haufigkeiten in den Teams von Pia und Ole.
Welche war die beste Station der Madchen? Welche war die beste Station der Jungen?
An welcher Station waren die Madchen besser als die Jungen?

b)  Erklart euch gegenseitig, wie ihr die Ergebnisse verglichen habt.
Welche Vergleiche waren einfach? Was war an den anderen schwierig?
Wie fair sind eure Vergleiche?

Kasten 1: Kontextproblem zum Erfinden des Vergleichs tiber Anteile (relative Hdufigkeiten)

2 Wie kann man fairer vergleichen?

a) Ole vergleicht mit diesen Streifen rechts.
Zu welchem Ergebnis kommt er wohl, Treffer der Mddchen beim Papierkorbball

wer beim Papierkorbball besser ist? _ | | | |

b) Warum zeichnet er die beiden Treffer der Jungen beim Papierkorbball
Streifen gleich lang?

Kasten 2: Weiterfiihrung des Kontextproblems in Richtung Anteile (relative Hdiufigkeit)

Die zu strukturierende Situation begegnet den Kindern (auf dem Einstiegsbild, s.o0.) eingebettet in
den Kontext eines Gruppenwettbewerbs mit Wurfspielen. Aus dem Kontext erwéchst die Kernfrage, wie
man die Treffer der unterschiedlich groen Gruppen mdglichst gut vergleichen kann. Mithilfe des Kon-
textproblems ,,Wer hat besser geworfen?* (abgedruckt in Kasten I und fortgesetzt in Kasten 2) soll fol-
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gende Kernidee erarbeitet werden: ,,Um Haufigkeiten fair zu vergleichen, kann man sie erstens absolut
oder zweitens mit Bezug zur Gesamtzahl beschreiben. Fiir den zweiten Weg sind Anteile eine gute Be-
schreibung.* (Diese Kernidee ist genauer erldutert in Prediger / Glade / Schmidt 2011.)

Bewusst ist die erste Aufgabe offen gestaltet, damit sie breiten Raum ldsst fiir die Aktivierung diver-
genter individueller Wege zum (mehr oder weniger) fairen Vergleich.

Wie wir in insgesamt sieben Erprobungsklassen im Rahmen des Projekts Kosima erfahren konnten,
erfinden Sechstklédsslerinnen und Sechstkldssler aller Schulformen zahlreiche unterschiedliche Ver-
gleichswege. Wer diese Breite einmal wahrgenommen hat, wird die Selbstverstindlichkeit relativieren,
mit der man aus der Riickschau das Beschreibungsmittel relative Haufigkeit nutzt. Die Lernwirksamkeit
des Kontextproblems héngt dann entscheidend davon ab, wie mit den abweichenden Ideen umgegangen
wird.

Im Folgenden werden die am héufigsten vorkommenden Vergleichswege und die ihnen zugrunde
liegenden individuellen Vorstellungen vorgestellt, um danach Strategien aufzuzeigen, mit ihnen lern-
wirksam umzugehen.

Viele Wege zum Vergleich — Intendierte und andere individuelle Vorstellungen

Die Madchengruppe hat 3 Treffer von 4 Wiirfen, die Jungengruppe 5 von 10, wer hat besser getroffen?
Die Kinder aus den sieben Erprobungsklassen entwickelten viele unterschiedliche Wege, um die Treffer
dieser unterschiedlich groBen Gruppen zu vergleichen. Die am héufigsten vorkommenden Wege wurden
in Kasten 3 klassifiziert.

Viele Kinder verglichen spontan, indem sie nur absolut auf die Trefferzahl schauten, so wie etwa
Merve in Kasten 3. Die meisten Lernenden argumentierten jedoch im zweiten Zugriff wie Lilli, der
schnell bewusst wurde, wie unfair ein solcher Vergleich angesichts der unterschiedlichen Treffermog-
lichkeiten wire. Auch Carla und Joran meinten, dass die Gesamtzahl der Wiirfe einbezogen werden
sollte, ohne im Einzelnen schon Ideen zu entwickeln, wie dies quantifizierbar wire. Joran wurde eben-
falls dieser Gruppe zugeordnet, weil er seine Idee angesichts eines erst diffusen Begriffs von Prozenten
noch nicht weiter ausfiihren konnte.

Uberraschend fiir viele Lehrkrifte waren die zahlreichen subtraktiven Vergleichswege: Ben zog den
Jungen 6 Punkte ab, weil sie sechs Personen mehr sind. In seiner Vorstellung betrachtete er also alle
fehlenden Médchen als Treffer. Semra betrachtete nur die Fehltreffer: Ein Fehltreffer ist besser als fiinf
Fehltreffer, deswegen haben die Méadchen gewonnen. Bei beiden Vergleichswegen wiren allerdings 3
von 4 genauso gut wie 99 von 100. So unsinnig dies zunéchst erscheinen mag, so naheliegend ist es fiir
FuBballinteressierte, denn in der Bundesliga wird bei gleicher Punktzahl tatsdchlich die Tordifferenz
betrachtet. Dabei wird ebenfalls subtraktiv verglichen, wenn auch Tore und Gegentore; die Tordifferenz
im Beispiel 99 von 100 bezdge sich also auf 99 gegen 1 und wére demnach 98. Fiir viele Kinder der
Klasse 6, die noch keine Routine im multiplikativen Denken haben, sind die subtraktiven Vergleichs-
wege jedenfalls sehr naheliegend.

Einige Kinder schlugen aber auch schon Vergleichswege ein, denen eine (partiell) multiplikative
Vorstellung zugrunde liegt. Denan erfasste mit seinem Weg des Hochrechnens den Kern des relativen
Haufigkeitskonzepts bereits voll. Jacqueline verglich (in diesem und weiteren Texten) mit der Hélfte,
sie strukturierte die Situation also fiir den einen (sehr bekannten) Bruch 1/2 bereits multiplikativ, dies ist
ausbaufdhig in Richtung weiterer Anteile.



Individuelle Wege des Vergleichs

Merve

Erste Wege zum Einbezug der Gesamtzahl ohne Quantifizierung
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Kasten 3: Individuelle Wege des Vergleichs (Mddchen 3 von 4 gegen Jungen 5 von 10)

Paulas Weg, nur die Gruppengrofle zu betrachten, vermag zunéchst erstaunen. Er wird aber besser
verstehbar, wenn man auf ihrem Blatt sieht, dass sie sich nur mit Spielsituationen beschiftigt hatte, in
der jede Gruppe nur einen Treffer erzielte. Fiir Stammbriiche allein ist die reine Betrachtung der Ge-
samtzahlen absolut zielfiihrend. Dies bekriftigten auch andere Kinder, die fiir Stammbriiche mithilfe
geteilter Pizzen ihren Vergleichsweg mit Verweis auf die Grof3e der Stiicke begriindeten.

Nur wenige Kinder gingen gleich zu Beginn den intendierten Weg iiber das Vergleichen in Anteilen.
Wer Bilder zeichnete, musste dabei auf die entscheidende Idee kommen, die jeweils insgesamt mogli-
chen Treffer gleich grof3 zu zeichnen, auch wenn es unterschiedlich viele waren. Diese Grundidee er-
moglichte, iiber Zeichnungen wie Oles Streifenbild einen relativen Vergleich anzustellen. Nur ein Kind
in allen Klassen hatte diese Idee sofort und zeichnete Kreisbilder, die anderen gingen zunichst den Weg
iiber die grundsétzliche Einsicht, die Gesamtzahl zu beriicksichtigen.
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Oles Streifenbild wurde im weiteren Unterrichtsverlauf fiir alle verbindlich eingefiihrt, weil es die
Idee der Beriicksichtigung der Gesamtzahl fachlich treffend und kindgerecht operationalisiert (vgl. Kas-
ten 2). Am Ende der Unterrichtseinheit konnten alle Kinder mit Hilfe der relativen Héufigkeiten auch
symbolisch vergleichen, so wie Aaron, dessen Antwort aus der Klassenarbeit in Kasten 3 abgedruckt ist.
Doch wie kommt man dort hin? Und was bleibt auf der Strecke?

Wie kann man mit den individuellen Vorstellungen weiter arbeiten?

In allen sieben Klassen der Erprobung wurde durch diese erste Aufgabe eine grofle Vielfalt moglicher
individueller Vergleichswege eroffnet und in der Klasse gesammelt. Der weitere Umgang mit dieser
Vielfalt war jedoch sehr unterschiedlich und enthielt insbesondere die unterschiedlichen Strategien An-
kniipfen, Konfrontieren und Gegeniiberstellen beim Nutzen von individuellen Vorstellungen, die im
Kasten 4 im Uberblick skizziert sind. Im Folgenden wird erliutert, wie diese mit den unterschiedlichen
Entwicklungszielen Ergdnzen, Ausdifferenzieren, Verwerfen sowie kontextaddquat Aktivieren (vgl.
Lengnink / Prediger / Weber in diesem Heft) korrespondieren.

Vergleich iiber <= Vergleich iiber

absolute ) . relative Haufigkeit
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Haufigkeit kontext-adaquates
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=
= b
= Hoch-
]
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1/2

Ausdiffe- Ausdiffe-
renzieren renzieren

subtraktive
ergleichswege

multiplikative Vergleichswege

) Anknipfen

absoluter Vergleich Einbezug der Gesamtzahl

Erganzen

Kasten 4: Weiterarbeit mit Vorstellungen beim Vergleich von Hdéufigkeiten —
Entwicklungsziele (grau) und Strategien (schwarz)

Ankniipfen, um Auszudifferenzieren

Da fast alle Kinder ihre spontanen absoluten Betrachtungen (in Kasten 4: gelbe Vorstellung ,,nur auf die
Treffer schauen®) eigenstindig weiter entwickelt hatten um Versuche, die Gesamtzahl mit einzubezie-
hen (Ergdnzen oder zwischenzeitliches Verwerfen), wurden die absoluten Betrachtungen im Unter-
richtsgespréich zunédchst kaum thematisiert.

Einen lernforderlichen Ankniipfungspunkt bildeten die oft noch nicht quantifizierten Versuche, die
Gesamtzahl einzubeziehen (in Kasten 4: blaue Vorstellungen). Dabei lieen sich die Lehrkréfte nicht
verfithren von den nur vordergriindig tragfahigen Argumenten wie Jorans ,,Das sind ja irgendwie mehr
Prozente*. Sie gingen nicht zu schnell zur richtigen Losung iiber, sondern verweilten bei der zentralen
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Frage, wie man die Gesamtzahl einbeziehen kdnnte und sammelten dazu gezielt Ideen, die die Kinder
auf weitere Vergleichswege brachten und damit die initiale Vorstellung durch Ankniipfen ausdifferen-
zieren konnten.

Jacquelines Idee, mit der Hélfte zu vergleichen (erste griine Vorstellung in Kasten 4), bot den Lehr-
kréaften einen Anlass, ein Streifenbild wie das von Ole zu zeichnen und so die zugrunde liegende An-
teilsvorstellung graphisch sichtbar zu machen. So konnte ihre Idee an weiteren Beispielen anderer be-
kannter Anteile weiter ausdifferenziert werden, die stets mit der Visualisierung an der Streifentafel ver-
bunden blieben. Von da ab war der Weg zur Beschreibung in Bruchschreibweise nicht mehr weit, weil
die Streifen schon graphisch an bekannte Bruchdarstellungen erinnerten. Fiir die Entwicklung der Vor-
stellung zur relativen Haufigkeit erforderte es einer weiteren Ausdifferenzierung, indem die Streifenbil-
der umgedeutet wurden (eine spezifische Form des Ankniipfens).

Ein weiterer Entwicklungsweg hin zur relativen Haufigkeit lief iiber den Vergleichsweg des Hoch-
rechnens, der sich ebenfalls zur relativen Haufigkeit ausdifferenzieren ldsst, wenn daran angekniipft
wird.

Nicht Ubergehen, sondern Konfiontieren fiihrt zum Verwerfen

Schwieriger war der Umgang mit den abweichenden subtraktiven Vergleichswegen, die ebenfalls aus
der qualitativen Idee ,,Gesamtzahl irgendwie beachten* durch Ausdifferenzieren erwachsen waren,
wenn auch in abweichender Strukturierung. In einigen Klassen blieben diese abweichenden subtraktiven
Vergleichswege weitgehend unkommentiert neben den multiplikativen Vergleichswegen stehen; statt
dessen wurde durch einen Zugang wie in der (nun etwas iiberarbeiteten) Aufgabe in Kasten 2 direkt das
Streifenbild eingefiihrt.

Dieses kommentarlose Ubergehen der abweichenden Vorstellungen kann allerdings Probleme mit
sich bringen, die erst spdt auffallen: Zwar lernten diese Klassen schnell, relative Haufigkeiten ins Strei-
fenbild einzutragen und damit auch abstrakte Vergleichsaufgaben mit Briichen zu 16sen. Doch sobald
der Vergleichsweg in kontextuell verankerten Vergleichsaufgaben freigestellt wurde, griffen gerade in
den Klassen, die so vorgingen, immer wieder Kinder auf subtraktive Vergleichswege zuriick. So stammt
zum Beispiel der Scan von Semra in Kasten 3 sogar noch aus der im Anschluss an die Unterrichtseinheit
geschriebenen Klassenarbeit.

Dieses Phdnomen ist relativ typisch: Ohne eine explizite Thematisierung abweichender Vorstellun-
gen im Unterricht konnen Lernende zuweilen zwar ,,glatter* neue mathematische Konzepte und Verfah-
ren erwerben, jedoch besteht die Gefahr, dass sie lebensweltliche Situationen, in denen man sich fiir die
Aktivierung eines mathematischen Konzepts wie der relativen Héufigkeit erst entscheiden muss, nicht
addquat mathematisieren.

Das Phénomen ist in didaktischen und psychologischen Theorien zum Konzeptwechsel immer wie-
der beschrieben worden: Dem Unterricht gelingt es nicht immer, das notwendige Umlernen von nicht
tragfahigen individuellen Vorstellungen zu den fachlich intendierten Vorstellungen bei allen Lernenden
zu garantieren (vgl. Duit 1993). In einigen Zusammenhéngen halten sich fachlich nicht tragfahige Vor-
stellungen sogar mit ziemlicher Hartndckigkeit. Empirische Studien zum Konzeptwechsel haben ge-
zeigt, dass dies eher verhindert werden kann, wenn die abweichenden individuellen Vorstellungen im
Unterricht aktiv verworfen werden, indem die Lernenden Einsicht in die Unterlegenheit ihrer mitge-
brachten Vorstellungen gewinnen. Jung (1986) wirbt daher fiir die Strategie des Konfrontierens.

Diese Strategie des Konfrontierens wurde in anderen Klassen verfolgt. Hier wurden die subtraktiven
Vergleichsstrategien explizit aufgegriffen und mit anderen Ideen konfiontiert. Dazu sind insbesondere
geeignete andere Zahlenbeispiele hilfreich, die die Problematik zuspitzen: Dass 3 von 4 und 99 von 100
irgendwie doch kein gleich gutes Ergebnis bieten, ldsst sich einfacher erfassen als beim Vergleich 5 von
10 gegen 3 von 4. Sie fiihrten bei vielen (wenn auch nicht allen) Kindern zum Verwerfen der subtrakti-
ven Strukturierungen.
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3 Welcher Vergleich von Haufigkeiten ist fair?

Wie entscheidet man, ob eine Gruppe besser getroffen hat als eine andere?
Beim Vergleichen haben die Kinder in Oles Klasse verschiedene Wege gefunden:

Wer mehr Treffer
hat, gewinnt.
Merve

Wer weniger Versu-
che hatte, gewinnt.
Paula

a) Wie wirden die finf Kinder fiir die folgenden Spiele entscheiden, wer gewonnen hat?

(1) Jungengruppe 10 von 100, Madchengruppe 5 von 10
(2) Jungengruppe 2 von 3 und Madchengruppe 9 von 10

b) Schreibe fiir jeden Weg auf, inwieweit du ihn fair oder unfair findest.
Benutze auch ein Streifenbild, um zu argumentieren.

Kasten 5: Aufgabe zum Konfrontieren abweichender Vergleichswege

Die Strategie des Konfrontierens ldsst sich im Unterricht nicht nur durch spontane Initiierung einer
Diskussion nutzen, sondern auch gezielt vorbereiten durch Aufgaben, die Argumente und Beispielzah-
len konzentriert zusammenstellen und gezielte Reflexionsanldsse bieten. Kasten 5 zeigt eine mogliche
Ausgestaltung, wie sie in die Uberarbeitung der Unterrichtseinheit eingegangen ist (vgl. Glade u.a.
2012). Wichtig sind dabei sowohl die Zahlenbeispiele, an denen man sich von der Tragfahigkeit einzel-
ner Strategien iiberzeugen kann, als auch der gezielte Riickgriff auf das (zuvor natiirlich eingefiihrte)
Streifenbild, weil der Darstellungswechsel die Weiterentwicklung der Vorstellungen befordern kann.

Gegentiiberstellen kann zu situationsaddquatem Aktivieren fiihren

Da die Nutzung der Streifenbilder fiir viele Kinder so eingéngig ist, besteht die Gefahr der Trivialisie-
rung, dass also die dahinterliegende Kernidee des relativen Vergleichs schlicht iibergangen wird, weil
alles ,,sowieso klar ist. Wer aber die zugrunde liegende Idee und damit den spezifischen Nutzen nicht
explizit begreift, wird im néchsten Kontext vielleicht wieder einen absoluten oder subtraktiven Ver-
gleichsweg nutzen. Daher muss die absolute Sicht zum einen stabilisiert, zum anderen explizit der rela-
tiven Sicht gegentibergestellt werden.

Eine solche Gegeniiberstellung hat das Ziel eines Vorstellungsaufbaus, der auch unterschiedliche
Ansédtze nebeneinander bestehen lassen kann, aber fiir eine kontextaddquate Nutzung der jeweiligen
Vorstellungen Sorge trigt (sogenannter horizontaler Vorstellungsautbau, vgl. Prediger 2005 und Leng-
nink / Prediger / Weber in diesem Heft). Sie kann erfolgen, indem explizit die Vor- und Nachteile unter-
schiedlicher Vorstellungen reflektiert werden. Dass natiirlich auch das Abwégen und Erkldren unter-
schiedlicher Vorstellungen auf unterschiedlichen Niveaus gelingt, zeigen die Beispiele in Kasten 6.
Daher bedarf die Behandlung einer entsprechenden Gegeniiberstellungsaufgabe (Ordnenaufgabe 1 in
Glade u.a. 2012) weiterer gemeinsamer Gespriache, um die Komplexitét des fiir einen kontextaddquaten
Gebrauchs notwendigen Wissens zu erarbeiten.
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Was bringt das Streifenbild? Gegeniiberstellen von absoluter und relativer Sicht

Loana (vergleicht zwei Perspektiven, wenn auch mit Simon (erkennt Grenze des Vergleichswegs Ausgleichen, ohne explizit
eigenwilliger Interpretation der relativen Sicht) relative Sicht einzunehmen)
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Kasten 6: Was bringt das Streifenbild? Gegeniiberstellen von absoluter und relativer Sicht

Fazit
Erst Vorstellungen aktivieren und dann gezielt damit arbeiten, das ist die Grundbotschaft dieses gesam-

ten Heftes. In diesem Beitrag wurde an einem Beispielfeld aufgezeigt, wie die drei Strategien Ankniip-
fen, Konfrontieren und Gegeniiberstellen dazu beitragen konnen, ein mathematisches Konzept samt
seiner Kernidee gut zu erfassen und die vielfiltigen spontan aktivierten Vorstellungen jeweils fokussiert
weiter zu entwickeln.

Eindriicklich war in der Unterrichtsbeobachtung insbesondere, wie stark die Qualitit dieser Entwick-
lung in den Erprobungsklassen mit dem Tiefgang der Reflexion iiber unterschiedliche Vorstellungen
zusammenhing. Diese Erfahrung macht Mut fiir weitere Versuche in anderen Themengebieten.

Dank: Die meisten Scans und Unterrichtsmitschnitte haben Angelina Cerminara, Cornelia Késtner, Julia Bosseck
und Dorothee Scharenberg wéhrend ihrer Masterarbeit erhoben, dafiir mochte ich mich bedanken. Ebenso danke
ich allen Erprobungsklassen und ihren Lehrkréften fiir ihre Geduld mit unseren Videokameras.
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