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Abstract. Nicht nur der erste Aufbau von Grundstellungenist fYr einen verstehensorientien Zugang
zur Mathematik wichtig, sondernauchdie fortgesetzte und flexible Aktivierung von inhaltlichen Vorstellun
gen und Struktureauch im Umgang mit OperationeAim Beispiel eines verstehensnd struktuorientier
ten tbungsspiels zu Bruchoperationen sollSzenenaus DesigrExperimenterillustriert werden, welche
Potentiale und Herausforderungen issdm Zugang liegen.

1 Einleitung: Verstehensorientierte Mathematik umfasst mehr
als Grundvorstellungen aufbauen

Damit Schiilerinnen und Schiiler die Mathematik nicht als bedeutungsloses Kalkiil erleben, miissen

sie tragfdhige Grundvorstellungen aufbauen; diese Forderung wurde in den letzten Jahrzenten nicht

nur immer wieder formuliert und begriindet (z.B. Borneleit, Danckwerts Henn, Weigand2001,

S.79), sondern auch zunehmend in der UnterrichtsrealitSt umgesetzt. FYr den unterrichtlichen Um
gang mit BrYchen hei§t dies zum Beispadss an der grundlegenden Vorstellung vom Bruch als
Teil eines Ganzen intensiv gearbeitet wird und die Lernenden sehr vielfSltige Bilder zu BrYchen
zeichnen und BrYche zu Bildern suchen, bevor sie RaohnenYbergeherfMalle 2004. tber

diesen reinen Aibau der elementaren Grundvorstellungen hinaus umfasst ein verstSndiger Umganc
mit BrYchen jedochmindestens vier asitere Komponenten:

1. Elementare Grundvorstellungen wachhali@auch in Phasen des tbens
Nicht nur der Eistieg in ein Thema sollte verstetsorientiert sein, sondern alle Phasen des
Unterrichts bis hin zur Klassenarbelvinter 1999,Prediger 200): Wird nSmlich deé&tber-
gang zum KalkYl@ls Einbahnstrage ohne Umkehrmsglichkeit verstandemden Potentiale
der permanenten RYckgriffe auf inhaltliche Vorstellungen zu wenig genunztBeispiel fYr in
haltliche BegrYndungen.

2. FestigungtragfShiger Vorstellungen zu Operationen
Nicht nur zumBruchzahlbegriff an sich, sondern auch zu den Operationen mit BrYchen mYssen
tragfShige inhaltliche Vorstellungen aufgebaut imdbungsphasen gefestigterden Malle
(2004, S. 7nennt hier etwa die inhaltliche Deutung von 2/3 ! 4/5 als Anteil 2/3 vorodér
vom Erweitern als Verfeinern eines AnteiBiese werden nicht automatisch mit gelernt, wenn
nur der Bruchzahlbegriff selbst verstehensorientiert erarbeitet wird.

3. Flexibles Umgehen mit Strukturierungen zwischen Teil, Anteil und Ganzem
Das fexible Umgehen mit Strukturierungen zwischen Teil,téih und Ganzem d.h. das
Herstellen und Nutzen von Zusammenhdngen zwischen diesen drei Komponenten als Dreiheit
sollte beim Arbeiten mit BrYchen angestrebt wer@shink2013, S. 39 ff.): So sind z.B. 3/4
(Anteil) von 12 Bonbons (Ganzes) genau 9 Bonbons (Td#) Anteil kann aber auch durch
9/12 dargestellt werdemer Teil zum Anteil3/4 ist unterschiedlich gro§, je nach dem Ganzen,
auf das esich beziehtWird das Ganze grs8er und deeil bleibt gleich, so wird deAnteil
kleiner. Einen Bruch versteht man also erst, wenn man alle drei Komponenten gemeinsam be
trachtet.



4. Erfassen struktureller Beziehungen zwischen Aufgaben
Die Erfassung struktureller Beziechungen zwischen Aufgaben sollte im Vordergrund stehen und
nicht das Anwenden isolierter auswendig gelernter Verfahren (Siebel und Wittmann 2012,
Schink 2013). Dies beginnt schon mit einfachen Beispielen: Wer 2/3 | 1/6 schon berechnet hat,
sollte es in Bezichung setzen konnen zu 1/3 - 1/6, entweder durch Abschitzen oder durch
Multiplizieren.

Erst diese Komponenten gemeinsam kennzeichnen einen verstindigen Umgang mit Briichen, doch
werden sie bisher in der Unterrichtspraxis nicht immer konsequent thematisiert, sondern eher impli-
zit vorausgesetzt. Fiir ihre explizitere Behandlung haben wir ein Ubungsspiel entwickelt und in sei-
nen Wirkungen beforscht, das diese Komponenten aufgreift und im Folgenden exemplarisch fiir ein
weiter gefasstes VerstSndnis von versteheunsd strukturorientieem Uben diskutiert werden soll.

2. Grundideen des verstehens- und strukturorientierten Ubungsspiels ,,Fang das Bild

Ubungsspiele sollen dazu dienen, bereits erarbeitete Lerninhalte (Vorstellungen, Begriffe, Fertig-
keiten, ...) spielerisch zu vertiefen und zu festigen. Leuders (2008, S. 2) pladiert auch bei dieser
Methode fiir das Prinzip des produktiven Ubens, in dem Aufgaben beziehungsreich, kognitiv
aktivierend und mit strukturierten Beziehungen gestellt werden, statt isolierte Aufgaben abzuarbei-
ten (Wittmann und Miiller 1990).

Das Ubungsspiel ,,Fang das Bild* ist ein Brettspiel fiir bis zu
vier Personen. Es ist Teil einer Lernumgebung zum
systematisierenden Abschluss der Bruchrechnung, die im
Rahmen des Forschungs- und Entwicklungsprojekts KOSIMA
entstanden ist (Mathewerkstatt 7, Glade u.a. 2014). Das Spiel
adressiert sowohl Fertigkeiten im Operieren mit Briichen als  Abb. 1: Beispiel fYr Bilderkarte (links)

auch das Interpretieren der Operation und strukturierende und Laufkarte (rechts)

Lesen von bildlichen Darstellungen und besteht damit aus zwel

wesentlicherfbungsbereichen

Suchkartersind Karten, auf denen einzelne BrYche und Terme wie Z-83/40 stehen. Diese Aus
drYcke gilt es, in den auf dem Spielfeld verdeckt liegerBidaterkarten interpretierend und
strukturigend wieder zu findenJede Bilderkarte (wie in Ablldung 1 links) besteht aus einem
Recheck mit horizontaler und vertikaler Einteilung (AKSstchenO), von dem verschiedene-FISchen
anteile in zwei oder drei versiedenen FarbegefSrbt sindhier hellgrau, wei§, dunkelgrau abge
druckp. Dabei wird die prinzipielle Maerdeutigkeit von Bildern\{oigt 1990 explizit genutzt, denn

die Nichteindeutigkeit der Zuordnung zwischen einzelnen Bilded Suchkarten macht d&uche

nach Passungen erst kognitiv aldrend So kann in die in Ablbdung 1 abgedruckte Bilderkarte

etwa die Passung zur Suchkarte 8140 hiringesehen werden, nSmlich ddenkelgrau€Teil des
dunkel- undhellgrauerGanzerist 1/4 desdunket undhellgrauenGanzenO.
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Abbildung 2 zeigt, wie die 15 Suchkarten, 12 Bilderkarten und 40 Laufkarten auf dem Spielfeld
angeordnet sind und verdeutlicht eine knappe Spielanleitung. Die Spielfiguren bewegen sich mittels
der Laufkarten auf dem Spielfeld (Abbildung 2) und versuchen, moglichst viele Suchkarten zu
gewinnen: Auf den Laufkarten sind Briiche oder zweigliedrige Terme mit Briichen und ganzen Zah-
len abgebildet, in denen bis zu vier Platzhalter vorkommen (Abbildung 1 rechts).

Die Terme enthalten unterschiedliche Operationen, und die Platzhalter stehen mal fiir Zahler oder
Nenner, mal fiir ganze Zahlen und variieren ihren Platz im Term (vgl. Abbildung 1 und Tabelle 2
hinten fiir weitere Beispiele). Ist ein Spieler an der Reihe, zieht er eine Laufkarte und wiirfelt mit
vier Wiirfeln. Dann entscheidet er, welche der gewiirfelten Zahlen er in welchen Platzhalter der
Laufkarte einsetzen mochte. Der beim Einsetzen erhaltene Wert wird nach oben auf eine ganze Zahl
gerundet und bestimmt, wie weit die Spielfigur iiber das Spielfeld ziehen darf.

Uberquert eine Spielerin bei ihrem Zug Bilderkarten, so darf sie diese anschauen und versuchen, die

Passung der aktuellen Suchkarte zu dieser Bilderkarte zu erkldren. Wenn ihr das gelingt, darf sie die
Suchkarte behalten; sonst ist der nichste Spieler an der Reihe. Das Spiel endet, wenn alle Such-

karten gefunden wurden bzw. nach einer vereinbarten Zeit. Sieger ist, wer die meisten Suchkarte
hat.

Spiel Fang das Bild

Spielregel: Ziel des Spiels ist es, die
meisten Suchkarten zu sammeln,
indem man die passenden Bilderkarten
findet.

1. Laufen I

Wer an der Reihe ist,

zieht eine Laufkarte

vom Stapel und wiirfelt |

mit 4 Wiirfeln.

Aus den vier 20: .-
gewlirfelten Zahlen
wihlt man aus, welche
man in den Term der
Laufkarte einsetzt
(jeder Wiirfel ist max.
einmal nutzbar).

Den nach oben
gerundeten Wert des
Terms darf man laufen.

®

hoch gerundet
4, die lauf ich

Fang das ‘
Bild! \
\\
~ %,

Wa

Die Suchkarte passt zu
dieser Bilderkarte, weil...

SN 15+ 2/5

3. Bilderkarte zur Suchkarte
erreichen

Die oberste Suchkarte liegt offen
fiir alle auf einem Stapel.

Wer iiber eine Bilderkarte
kommt, die zur aufgedeckten

Suchkarte passt, darf sie zeigen.
Dann erkldrt man, wie man die
Aufgabe der Suchkarte auf der
Bilderkarte wiederfindet.

Sind die anderen mit der
Erklarung einverstanden,
bekommt man die Suchkarte.
Die Bilderkarte wird wieder
zugedeckt.

N

2. Bilderkarten anschauen

Alle Bilderkarten, iiber die man lauft, darf man
aufdecken und priifen, ob sie zur Suchkarte
passt.

4. Spielende

* Das Spiel ist zu Ende, wenn alle Suchkarten zugeordnet
wurden oder eine vorher vereinbarte Spielzeit um ist.

¢ Sieger ist, wer die meisten Suchkarten hat.

Abb. 2: Das Ubungsspiel ,,Fang das Bild“ (aus Mathewerkstatt 7, Copyright Cornelsen, Berlin)
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Bezogen auf die oben aufgefiihrten vier Komponenten eines verstindigen Umgangs mit Briichen
leisten die zwei Ubungsbereiche des Spiels damit folgenden Beitrag (vgl. auch Abschnitt 3 fiir
Einblicke in initiierte Bearbeitungsprozesse)

Komponentd.: Elementare Grundvorstellungen wachhal@auch in Phasen des tbens

GeYbt wirdmit den Laufkarten das Operieren mit Br¥Ychen (Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren,
Dividieren, Erweitern, KYrzen und Rundgjjloch richt allein als Festigung des Kalkiils, sondern
verkniipft mit einem Wachhalten der elementaren Vorstellungen von Anteilen eines Gemnden
Rechteckbildern)relativen Anteilen (wenn Anteile von KSstchamgezShit werden) sowfdurch
das Runden ddserechneten Wertauf den laufkarten mit einem Training vorGrs8envorstellun
gen fYr unechte BrYche.
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Abb. 3: VielfSltige Realisierungen f\"(r%ivong o

Komponent@: Festigung tragfShiger Vorstellungen zu Operationen

Nicht nur die BrYche selbstpndernauch die Operationen mit BrYchen sollen immer wieder inhalt
lich gedeutet werdemnlies erfolgt imSpieldurch die Darstellungsvernetzung zwischen der symboli
schen Dastellung auf den Suchkarten und der graphischen Darstellung auf den Bilderkarten. Akti
viert werden dabei die inhaltlich&/orstellungen vom Verfeinern oder Vergrsbé¥r dasErweitern
undKYrzen vom Zusammenoder HinzufYgen von AnteileiYr dasAddieren, WegnehmefiYr das
Subtrahieren, Schachteln von Anteilfr dasMultiplizieren oder AusmessefYr dasDividieren

(vgl. Malle 2004). Diese gedanklichen Operationen mYssen in die Bilderkarten hineingesehen wer
den und haben jeweils mehrere Realisierungém die Vielfalt der m&glichen Bilderkarten fdie
Suchkarte &1/2 von 4/5 O in Abbilduhigeigt.Das Beispiel unten rechts widerspricht dabei aller
dings der Spielregel, denn es ist zwar erlaubtkieimeresGanzes innerhalb des Bildes suchen,
jedochreicht es nicht, nur da&rgebnis der Suchkart finden, sondern auatie AusgangsbrYche
1/2und 4/5 und ihre Beziehung, die hier durch die Operation dvonO ausgedrYckt wird.
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Komponente 3: Flexibles Umgehen mit Strukturierungen zwischen Teil, #nd Ganzem

Die in den Bilderkarten angelegte prinzipielle Mehrdeutigkeit gibt Anlass dazu, sich Yber verschie
dene Strukturierungen von Teil, Anteil und Ganzem auszutauschen und ZusammenhSnge gezie
herzustellen

So kannb ganz elementab sowohl auf die Anzahl der einzelnen KSs
chen geschaut werden, als auch in gr$8eren Strukturen argerne
werden, indem mehrere KSstchen z.B. zu Reihen oder Sp
zusammengefasst werd@ugl. Abbildung4 und Abschnitt 3.1).

VielfSltiger werden die Strukturierungen, wenn die Lernenden an
Ganze als das UstSndige Rechteck entdecken und nutzen. Dies ist fYr 5 5

die Identifizierung geschachtelter Anteile wie 1/2 von A4fgl. Abb. 4 22 undg
Abbildung 3) konzeptuelhotwerdig, wird in der Literatujedoch selten

expliziert (empirsche Belege in SchinR013, S. 131 ff.). Im Spiel kann diese Erfahrung aDas
Ganzekann sich Siern, dann verSndern sich auch die AnteileO, bereits fYr einfaobeite und
Operationergemacht werden, wie etwlr die Subtraktion (wie in Abbildung 1 bzw. Abbildung 5

fiir einfache Anteile). Dies ermdglicht eine Vorbereitungbzw. UnterfYtterung fYr dekonzeptuell
anspruchegollen Anteil vom Anteil sowie spStere Anfordengen in der Prozentrechnung (z.B.
verminderteiGrundwert).

Wie flexibel die Strukturierungsmsglichkeiten zwischen Teil, Anteil und Ganzem sind, zeigt die
Vielfalt passender Tene zu einer Bilderkarte in Abbildurig Dass Lernende sich darYber hinaus
noch weitere Freiheiten im Prozess nehnaésm nichtimmer mathematisch tragfahig sind (vgl. Ab-
schnitt 3.1), ist ein fruchtbareAnlass fiir reichhaltige mathematische Diskussionen.
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Abb. 5: Ein Bild Dviele m3glichetragfShigeStrukturierungen



Komponente 4: Erfassen struktureller Beziehungen zwisthfgaben

Beim ErkiSren der Bilderkarten k3nnen auch ZusammenhSnge zwischen Aufgaben festgestellt wel
den: So kSnnen etwa gleiche Aufgaben in verschiedenen Bildern entdeckt werden, aber auch gle
che Ergebnisse (als gefdrbter Teil im Bild) zu verschiedenen Aufgaben gehoéren. In Abbildung 5

kann man z.B. einen Zusammenhang zwischen der Karte 1/2l{thgon 4/5 herstellen, indem man

in beiden FSllen das Ganze fYr 1/2 als dlaskelgrauwei§e Rechteck interpretierDer Unter

schied in beiden Karten steakdrin, dass man im ersten Fall nur einen Teil des Rechtecks betrach
tet, also ein kleineres Ganzes nutzt als im zweiten iRadlem der als Ergebnis erhaltene Anteil 2/5
sichim Gegensatz zum Anteil 1/@ieder auf das gesamte Rechteck beziekuth kSnnenbereits
gelSste Aufghen bzw. leichtere Aufgaben dazu herangezogaden, weitere zu finden: Hat man

z.B. 1/5 + 1/5 in einem Bild gut zeigen konnen, so ist die Chance groB3, dass das auch fiir 1/5 + 2/5

klappt; dazu kann man die einmal gefundene Strukturierung z.B. in Streifen nutzen und nach einem
weiteren Fiinftel suchen.

Noch gezielter angeregt wird das Erfassen struktureller Beziehungen allerdings auf der Kalkiil-

ebene, und zwar durch die Optimiaungsmsglichkeiten bei den Laufkartddie Optimierumgsanfor

derung fYhrt dazu, dass Lernende verschiedene Einsetzm3glichkeiten ausprabig vergleichen.

Bei dieseroperativen Variation der eingesetzten Zahlen untersuchen sie die Wirkungen auf das
Ergebnis Wittmann 198 und stellerstrukturelleBeziehungen zwischen den Termen h&o setzt

Marvin in den Term&(27:' ) /' OzunSchst in beide KSstchimweils eine gewYelte 1 einund
argumentiert dann zur BegrYndung: dAlso wenn ich jetzt 27 geteilt durch 1 rechnen wYrde und de
drunter ne 1 mach, darrab ich ja 27/1 also 27 Ganze. Dann hStt ich doch 27 Schritte, oder? E
wYrd ich die 27 durch die 4 teilen und dann kSm da ja weniger raus, als wenn ich jetzt die ganze 2
hab.CGvgl. Abschnitt 3.2)

Gerade solche operativen Variationen ermsglichienEhtwicklung eines Zahlenblicksdenn das
Rechnen ist so nicht Selbstzweck, sondern trSgt dazu bei &Zahlen und ihre Eigenschaften zu versi
hen sowie algebraisches und funktionales Denken anzubalBieb@nd Wittmann 2012 S. 2)

Der Zahlenblick umfasst dabauf kognitiver Ebenegiiundlegendes Wisséfber Zahldarstellungen

und ZahleigenschaftenOfra@fShige Vorstellungernvon Zahlen und ZahlbeziehungenO und
dheuristsche Strategiemum adSquaten L3sen von AufgabenO (SiebeéMWittmann 2012, S. 4,
Hervorhebungen im Original).

3. Einblicke in initilerte Le rnprozesse

Ausgehend von dem spezifiziertéreoretische Potential des Tbungsspietsir Initiierung produk
tiver ThungsaktivitSten und Einsichten stellt sich nun die Fragé&he kognitiven AktivitSten und
Einsichtenbei Sch¥lerinnen und SchYleatsSchlich initiiert werdekSnnen Zur Beforschung der
individuellenLernprozessevurden im Rahmen desdsimaProjekts Hu8mannu.a.2011) Design
Experimente mit isgesamt119 Sch¥erinnen und Schiilern des siebterund achtenJahrgangs aus
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RealschulenGesamtschulen und Gymnasien durchgef¥igit Cobbu.a.2003sowiePredigemund
Link 2012 fYr methodologische HintergrYnde von Dediggpaimenten).Sie fandenim Rahmen
von Master und Examerarbeitenstatt Yberwigend als Paarinterviews, in Ausnahmen als Einzel
situation. Alle DesigrExperimente wurden vidgoaphiert, in Ausschnitten transkribiert undt
unterschiedlichen Fragestellunggumalitativ, kateg@ienentwickelnd ausgewertet.

Die Beforschung der Lernprozesse diente einerseits der Erweiterung empirisch abgesicherten Wis-

sens iiber Hiirden und Ressourcen von Lernenden beim Umgang mit Briichen in verschiedenen Dar-
stellungen, andererseits in einem iterativen Prozess von Forschung und Entwicklung der Weiter-
entwicklung des Designs (Prediger und Link 2012), bei dem tbungsspiel konkret der AusschSrfung
der Lernpotentiale durch Weiterentwicklung des Zahlenmaterials, der Spielregeln und der notwen
digen begleitenden ModeratiorDie folgenden Abschnitte geben kurze Einblicke in die
rekonstruieten Lernprozesseum das postulierte Potential zu belegen und die HeterogenitSt der
Vorgehenweisen aufzuzeigen.

3.1 Flexible individuelle Strukturierungen von Rechteckhldern D
Wege zu konsolidierten Vorstellungen

In Bezug auf die Darstellungsvernetzungen von Bilder- und Suchkartesind aus theoretischer Sicht
gerade die MSglichkeiten flexibler Strukturierungen von Teil, Anteil und Ganzem interessant.
Empirisch stellt sich die Frage, Vee tragfShigen und nicht tragfShigStrukturierungerder Bik
derdie Lernenden tatsSchlich vormeén, und wie sie diese zur Interpretation der Terme nutzen.

DieseFrage haberSladek (2012) und Heptner (201f¥y 37 Lernendeuntersucht und dabei in-ei
nem Prozess der qualitativen Datenlyse unterschiedliche Kategorien herausgearbeitet, die in
Tabelle 1 im tberblick zusammengestellt und vorsichtig quantifiziert sind.

Die sehr vielfSltigerindividuellen Strukturierungen lassen siziwei Oberkategorieauordnen: Bei
denStrukturieungskategoriermrgumentieren Lernende in den vorgegebenen StruktiemeBilder
kartenohne dise zu verSndern: So wird etwa versucht, durch ZShlen der KSstchen den gesuchte
Anteil im Bild in einem oder mehreren der gefSrbteiie zu identifizieren (z.B. 1/5 von 25 KSst

chen sind fYnf KSstché@wo findet man im Bild fYnf KSstchen in einer Fajbe?

Bei den RestrukturierungskategoriedagegenverSndern Lernende die gegebenen Teile, Anteile
bzw. das Ganze, um die vorgegebemerme in die so neu entstehenden Strukturen wieder hinein
zulesen: So werden z.B. ganze Teile des Rechtecks weggelassen und der Ybrig bleibende Teil
neues Ganzes fYr die Anteile im vorgegebenen Term uminterprSpetegelwidrig ist dagegen
dasUmfSrbereinzelner KSstchen wie von Anita vorgeschlagen.



Tabelle 1: Kategorienindividueller StrukturierungemBeispiele/ HSufigkeiten(nach Sladek 2012 und Heptner 2012)

Kategorie HSufigkeit Allgemeine

(in %)

ErkiSrung

zu prYfende Bild- und Suchkarte

Beispiek fYr erfolgreiche und nicht erfolgreiche Argumentation:

individuelle ErlSuterung

Strukturierungskategorien BEs wird in den vorhandenen Strukturen argumentiert

KSstchen 24 % Lernende zShlen explizi ErfolgreicheEriSuterung(Mareike)
zShlen im Rechteckbild die dWeil es sind E6 x 4 Felder, macht 24. Udavor
gesamten KSstchen odk 2/3 sind halt 16, die wei8 sind und das sind halt 2/.
einzelne Teile, um ein
Ergebnis zu ermitteln. NichtvollendeteStrukturierung(Franzi} 5
Es sind 6dunkle 2 helleund 16 wei§e KSstchen
3/4
Zeilen/ 18 % Lernende zShlen explizi ErfolgreicheEriSuterung(Daniel"#
Spalten im Rechteck die Zeilen , Die dunkleplus diehelle Zeile zusammen
zShlen Spdten, 1/5+ 1/5 entsprehen 1/5 + 1/5.
d.h. zerlegen auf spezifi
sche Weise Nicht erfolgreicheGegenagumentatiorbei
richtigemBild (Daniel):
15 + 1/5 Die Karte passt nicht. E8nd5 Zeilen da, aber
nur eine Zeile ist mit einer Farbe gefYIit.
Zerlegen  34% Lernende zerlegen das Erfolgreich: [gleiche Bild und Suchkarte wie
in andere Ganze inandere Tite vorige Zeile, nur mitichtiger Zuordnung]
Teile als Zeilen undspalten
ohne ihr Vorgehen expli Nicht erfolgreicheStrukturierung(Franzi}
zit zu erlSutern. Es sind keine 3/4, da keine 4 Teile vorhanden
3/4 sind.

Restrukturierungskategorien BEs werden neue Strukturen innerhalb des Rechtecks geschaffen

Konstruk  16% Lernende decken ganze Erfolgreiche ErlSuterung (AnnabelldWenn
tion eines Farben einer Bildkarte & manblauoder wei§ abdeckt, daririeiben einmal
neuen bzw. lassersie weg. 213 1/3 Ybrigoderdas Rote2/3.0
Ganzen Dadurch ergibt sich ein
neues Ganzes / eine ne Nicht passendetﬂJkturierung(Thomas)
Bezugsgrsse fYr die Es sind 2 1/2.
Anteile 3/4
Konstruk 8 % Lernende strukturieren Spielregelwidrige erfolgreich8trukturieung
tion neuer spielregelwidrigdie (Anita):
Anteile Anteile um,z.B. durch 3/4 dDas mYssen 15 KSstchen sein .. also muss r

UmfSrben einzelner
KSstchen

nur ein Rotes wegstreichen.O [gemeint ist weit
fSrben]
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FYr alle fYnf Kategorien gibt es mathematisch richtige und fehletdafsetzungen in den Lern
prozessendie letzte Kategorieler Konstruktion neuer Anteileerstsst allerdings gegen die Spiel
rege| denn hier werden Teile des Rechtecks neu eingefSrbt, wie von Anita

Insgesamt zeigt sich eine gro8e Vielfalt an Strukturigemnund damit ein erster Beleg, dass die
Aufgabenstellung flexibles Herstellen von BezYgen zwischen Teil, Anteil und Gaarnemt
Allerdings hSngt die Auswahl der Strukturierungen auch von dem Zusammenspiel der Aufgabe unc
den Bildkarten ab, denn manch€mbinationen von Karte und Aufgabe legen bestimmte
Interpretdionenvon Strukturen nSher als ande®é& wurden daher als Konsequenz aus den Design
Experimenten weitesptimiert.

In Bezug auf das Potential zur kognitiven Aktivierung wird zudem deuttlals viele Lerende
vorrangig schematische Strukturierungen vornehmen, nSmlich durch KSstchen zShlen ode
Betrachtung der Zeilen und Spalten. Wer&eme Umstrukturierungemorgenommen, so wird das
Ganze als das ganze Rechteck interpretiert und ledigach der Passung der Suchkarte zu diesem
direkt vorgegebenen Ganzen und den von ihm markierten Teilen geschaut. So kann der dem jeweil
gen Anteil entsprechende Teil etwa Yber den Bezug des Anteils auf die Gesamtanzahl an KSstch
des Rechtecks als Artdabenstigter KSstchen berechnet werden. Die Passung der Suchkarte zum
Bild ergibt sich dann Yber die Identifizierung der gefSrbten KSstchen im Rechteck. Seltener sin
dagegenRestrukturierungn, bei denenin dem bildlich unmittelbar gegebenen Gan neue
Strukturen und ZusammenhSnge hergestellt werden, die eine aktive Umdeutung festenani
Strukturen erfordernd.h. die neu interpretierten Strukturen &YberlagernO in gewisser Weise die
durch das Rechteck (implizit) vorgegebene Le$¥t.die beiden Kagorien dUminterpretation des
GanzenO bzw. dKonstruktion neuer AnteileO unterscheidet sich dabei die konkrete Aungpestal
dieser StrukturierungsleistunDie (spielregelgerechtdyminterpretation des Ganzen bedeutet, dass
auch die ZusamenhSnge zwihen Teil und Anteil neu gedeutet werden mYssen. Aus der Kenntnis
des Arteils auf der Sudtarte muss ein Ausschnitt des Rechteckbildes als Teil interpretiert werden,
zu dem das passende Ganze als Struktur im Béd gefunden werden muss. Bei der
spielregelwidrigen Konstrukion neuer Anteile werden die im Bild erfassten strukturellen
ZusammenhSnge ebenfalls umgedeutet; hiedemejedoch durch das AUmfSrbereDe Struturen

und ZusammenhSnge zwischen v3llig neuerheiSgeschaffen, wShrend bei der Mdion des
Gareen lediglichandere ZusammenhSnge zwischen den gegebenen Strikturssiert werden
(d.h.es werdedusschnittedes Rechteckisetrachté).

FYr solche Restrukturierungen brauchen einige Lernende erst die explizite Anregung in der Inter
aktion, wie zum Beispiel Benni, dénnabellsflexible Strukturierung des Bildes zu 2/3 zunSchst
nicht nachvollziehen kann, bnnabelltatsSchlich den ausgeschlossenen Rest mit einem Papier
abdeckt (sieche Tabelle 1undHeptner 2012, S. 30).

Insgesamt béStigen diese Einblicke die potentielle Vielfalt individueller Strukturierungen im Zu
sammenhang mit Darstellungswechseln und gezielter Mehrdeutigkeit von Darstellungen. Damit
auch die einzelnen Individuen diese Vielfalt aktivieren, sind zum Teil geheftelse in der Inter

aktion notwendig.
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3.2 Strategien zur Optimierung der TermeBDStrukturorientierte VerknYpfungen

Die Laufkartensollen die Lernenden anregebeim Operierenmit BrYchen nicht nur Rechen
anfordeungen zu bewSltigen, sondern ausirukturelle Beziehungen zwischen untersclivéen
Aufgaben herstellen und nutzen lernen Dabei sollendie WYrfelergebnisse geschickt in Terme

mit Platzhaltern eingesetzt werdarm msglichst weit laufen zu kSnnedur Rekonstruktion der
Ausschspfungdieses Potentialsrgibt sich die Forschungsfrage nach den konkreten Auswadl
Bearbeitungsstrategien von Lernenden: Nach welchen Kriterien wShlen Lernende Yberhaupt Zahle
aus? Wie SuSern sich in diesen Strategien inhaltliche Vorstellungen der legrmenden Wirkun

gen der Operationen? Wie entwickeln sich diese weiter inwiefern kommt hierbei operativen
Vorgehensweisen eine Bedeutung zu?

Tabelle 2 Entwicklung von Marvins Optimierungsstrategi@aten autremba 201p

Term Term- Marvins individuelle Einsetzung und ErlSuterung Individuelles
Nr. Karte und Optimierungsziel Z
WYrfel und Dstrategie S

&lch glaub wenn man jetzt die beiden 5 nehmen w? Z: leichte Berechenbarkeit
dann kSnnte man jetzt ja, dann kSnnte man ein S: gleiche Nenner,

rnnn rechnenO egal wie gro§
!
1l o ! | I Zhinten muss eine kleine Zahl sginO Z: keine Null erhalten
2 1 ° 1 damit nicht Null herauskommt S: msglichst kleine Zahl
12,55 subtrahieen
(VAR A 27:1 | Also wenn ich jetzt 27 geteilt durch 1 rechnen wiirde Z: Wert maximieren
1 und da drunter ne 1 mach, dann hab ich ja 27/1 also S: durch moglichst kleine Zahl
1,1,4,4 27 Ganze. Dann hitt ich doch 27 Schritte, oder? ...  dividieren
wiird ich die 27 durch die 4 teilen und dann kim da ja
weniger raus, als wenn ich jetzt die ganze 27 hab.*
Vv 1 s 1 ) f ,Dann hitte man 4/5. Man konnte jetzt auch statt der 1 Z: Wert maximieren
5 5 1 ne 4 reinsetzen, dann hétte man 4/20. [zur Begriin- S: Multiplizieren mit moglichst
1,3,4,4 dung der ersten Einsetzung] groflem 2. Faktor (durch Aus-
probieren)
vt =2 4 ! Geteilt durch, also mit dem Kehrbruch multiplizien Z: Wert maximieren
"3 6 | WSr es doch eigentlich logisaluenn ich hohe Zahle S: Dividieren eines

3446 nehmenwYrde.O m3glichst gro§emividenden
(Maximieren nicht gelunggn

alch muss ja eigentlich ne hohe Zahl nehmen, ' Z: Wert maximieren

1 wenn ich davon dann was abziehe, hab ich ja irr S: Subtrahieren von

o noch mehr, als wenn ich von ner niedrigen Zahl msglichst gro§em Minuend
selbe abziehe. Also 5/5 wSr das hichste schon  (gelingt nur durch Probieren)
nein 5/3. E[nach Intervention] Ich hab noch ne 1 t

ne5 sonstAhh, 5, das wSren dann 5 Ganze.O
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Tabelle 2 zeigt exeplarisch den Lernweg des SiebtklSsslers Marvin (Daten aus Otremba 2012),
der zunSchsianachoptimiert, m3glichst leichte Berechnungen zu erhalten. Da ddiochinden im

Term | Null herausommt (spSter wurde die Spielregel auf immer Aufrunden festgelegtimiert

erin Term Il und 11l danach, keine Null zu erhalten. Erst ab Term IV verfolgteey Ziel, den Wert

zu maximieren, was ihm zunehmend besser gelingt.

Bei den Optimierungsstrategien fSlit agss Marvin zwapperative Beziehungen fYr die Bruch
operationen erfolgreich aktivieren kann (zum Beispiel: eine Differenz wird grS8er, wenn der
Subtrenend immer kleiner wird), gleichzeitig ist es fYr ihn bis zum Schluss herausfordernd, den
gr$8ten Bruch zu finden, insbesondere wenn unechte BrYche zu beachte®osbaiit Marvin
sukzesive seine operativen und strukturellen Beziehungsnetze ah@&@rYund Operationen mit
BrYchen aus.

Das konkrete Beispiaeigtdamit exemplarischab Potential dieses Spiels, im Prozess des tbens
die Weiterentwicklung von Vorstellungen zur Wirkung von Operationen anzur&jeichzeitig
sensibilisiert es aber auckrfdie KomplexitSt und Vielfalt der Prozesse und Vorgehensweisen von
Lernenden beim Operieren mit BrYch&renzen zeigen sich mit dem dritten Einblick im folgen
den Abschnitt:

3.3 Schwierigkeiten beim Rechne®Wenn ein Tbungsspiel nicht ausreicht

Ein tbungsspiel darf trotz der in ihm angelegteeoretischen Potentiafécht alsaSelbstlSufed
zum Sichern von FertigkeiteviberschStaverden: VerfYgen Lernende nicht ausreichend Yber die
vom Spiel vorausgesetztédenntnise zur (ggf. gegenseitigen) therprYfung ihfeertigkeiten so
bedarf es gezielter UnterstYtzung und Moderaties Theprozesses, damit WissenslYchefye
griffen undbearbeitewerdenkSnnen und sich Fehler nicht verfestigen.

FYr das tbungsspiel 4Fang da&dB sind die Grundvorstellungen zu BrYchen und das Wissen um
die DurchfYhrung der Operationen wichtige Ressourcen, die aktiviert, vertieft und gefestigt werden
sollen. Werden sie jedoch noch nicht ausreichend sicher beherrscht, so k3nnen SchYlerinnen ur
SchYler mit dem Spiel allein ohne SuSere UnterstYtzung und eine Kontrolle der Prozesse un
Ergelisse diese LYcke nicht schlie§en. Ein Beispiel fYr solche Schwierigkeiten wird in Tabelle 3
fYr den Interpretationsprozess der Suchkarte-1/20 durch Lisa und Jonas (Klasse 8, Mathe
matikgrundkurs einer Gesamtschule) exemplarisch dargefiglDaten entstammen einer Master
arbeit, die mit dem Ziel durchgefYhrt wurde, eben diese Entwicklung der Operationen im
Zusammeapiel von KalkY| und inhaltlicieVorstellungen genauer zu analysieféolkmer 2013.

Larissa und Jonas haben sowohl im Hinblick auf die technische DurchfYhrung des KalkYls als auc
die Interpretation der mathematischen Strukturen in den Bildern Schwierigkeiten und keine
Ressourcensich gegenseitig zu korrigieren. Zwar kSnnen sie das von ihnen mit einer individuellen
Rechenregel (aZShler + ZShler durch Nenner plus NennerO) berechnete Ergebnis 2/6 im Bild na
einer anfSnglichen Umdeutung von &1/40 als &vier TeileO mathematisch Keri@kuldur
identifizieren, d.h. einen Darstellungswechsel vom Term zum Bild vornehmen. lhren (fYr die
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Addition in der Literatur hSufig dokumentierten) Rechenfehler, auf dem das Ergebnis 2/6 beruht,
hStten sie jedoch vermutlich ohne die Intervention désniiewers, die sich an diese Szene
anschlie8t, nicht entdecken und bearbeiten kSnnen.

Die Intervention bezieht sich auf die Aktivierung spontan abrufbarer mentaler ReprSsentationen, ir
denen sich das hier durchgefYhrte KalkY! auch fYr die beiden Lemraladehlerhaft erweist: Im

vom Interviewer vorgeschlagenen Pizdadell erkennen beide schnell, dass eine halbe Pizza und
eine Viertelpizza zusammen eine 3/4 Pizza ergeben, d.h. in diesem Kontext gelingt ediéhnen,
Aufgabe 1/2 + 1/4 nhaltlich richtig zu deuten und das Ergebnis von der zuvor genutzten
individuellen Rechenregel abzugrenzen.

Tabelle 3:LarissaqL) und Jonasd) Bearbeitngder Suchkartd/2 +1/4 (Daten aus Volkmer 2012)

Zeile/  Individuelle Deutungen und Gedeutete Struktur und Versto§ gegen fachliche Kon
Akteur  ErlSuterungenvon Larissa und Jonas Interpretation strukte: Inhalt (1), KalkY! (K)
II5 L &Das sind 2/6, ja! Term:!  Fehlermuster I ZShler und Nenner stellen
Weil man rechnet 1+1 und 2+4.0 &zShler plus ZShle  zusammerine Einheit dar.
durch Nenner plus K: Anteile dYrfen nicht kompc
NennerO nentenweise addiert werde
12 J a&Das sind doch 1/4, oder nicht, das sint  Bild:!  Fehlvorstellung I: Anteile geben eine Bezie
doch immer vier KSstchenEO Anzahl der KSst hung zwschen Teil und
L chen eineiZeile Garzem an
gibt den Nenner fY
den Anteil an
(14 =4)
17 L &Das sindL zShit mit den Fingern hell Bild:!  8ist 1/3 von 24.
gefSrbte Feld abwei, vier, sechs, acht, Also findet man
16 KSstchen. Das untete feigt auf die 2/6 im Bild.
ungeSrbtesFeld] sind acht KSstchen, de ===
ist das 1/3.Qul.h. das gesuchte 2/6]
28 | \Vielleicht hilft das, wenn ihr euch mal sc
ein Pizzamodell dazu aufmdlt und J
zeichnen je einen Kreis auf]
30 L Ja, eine halbe Piz4h zeichnet Halbie Bild: Das Viertel aus
rung ein], oh, das sind 3/4! Weil eine dem rechten Bild
halbe Pizza und eine viertel PiZta wird in das linke
zeicmet einen zweiten Kreis und kenn @@ Bild Ybertragen. Si
zeichnet 1/4. Dann YbertrSgt sie das Vi sind beide Struktu
tel in den ersten Kreigjleich 3/4 Pizza, ren in einem Bild.
3/4.
45 L 3/4, weil der Nenner bleifft. tippt mit Term:  Viertel als Einheit
dem Zeigefinger auf die Nenner] addieren sich Ybet
2, = die zShler und
% 7 7 nicht die Nenner.
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Die Deutung dr Aufgabeim konkreten Pizz#&ontext kann nun mit dem Fokus auf den
gemeinsamen Nenner in einem weiteren Schritt genutzt werden, um die inhaltliche Deutung unc
dasformaleKalkY! wieder in Einklang zu bringen.

Ohne dieBegleitungund Moderatiordes Prozesses durch die Lehrperson hStte das tbund¥spiel
diese beiden Lernenden alsiht ausgereichtden tragfShigen Umgang mit BrYchen zu sichern
und zu vertiefenDie mathematisch nicht tragfShige Interptein hat sich hier nicht aus der
Spielsituation herausn einem kognitiven Konflikt manifestiert da die beiden noch nicht
konsequent Aufgabe und Bild aufeinander beziehen. Erst die Lehrperson regt durch den
Darstellungswechsetlie Fehlerkorrekturwirklich an. So ist ein Ergebnis dieseEinblicks die
Sensibilisierung fYr die StYtzung des tbeprozesses durch die Lehrperson bzw. durch eir
spielimmanentes Hilfesystem.

4. Zusammenfassung und Ausblick fYr das Lehramtsstudium

In diesem Artikel wurde als Beim fYr ein verstehes und strukturorientiertes tbungpiel das

Spiel 4Fang das BildO vorgestellt. Im Hinblick auf die eingangs dargestellten Komponenten eine:
verstSndigen Umgangs mit BrYoheeigt sich das Potential dieses Spiels, zu einem verstehens
orientierten tben beizutragenDas operative Variieren der Zahlen in den Laufkarten, die
Mehrdeutigkeit der Bilder und die Anforderung des Optimierens von Ergebnissen im Sinne eines
produktiven tbens regen Lernende zu einem strakitentierten Umgang mi¥lathematik anDie
inhaltlichen Vorstellungen zu BrYchen und ihren Ofeman, sowie strukturelle ZusammenhSnge
zwischen Teil, Anteil und GanzerKgmponenten 1,2 und Sverden dabei im Darstellungswechsel
zwischen Bild und Term sowie in operativen @pérunganforderungen Komponente ¥
eingefordert und aktiviert.Damit leistet das Spiel einen Beitrag zumproduktiven und
vorstellungsorientierten Sichern der mathematischen Kompetenzewenn die Inter
aktionssituationen so gestaltet sind, dass die Fakusg auf Fehlerkorrektur und Umstrukturie
rungen gelingt. Diese wichtige Rahmenbedingung ist in den Dé&sigerimenten deutlich
geworden.

Die hier genutzteRrinzipienDBoperatives Variieren, gezielte Mehrdeutigkeit, Optimierung pnoed
duktives tbenb sind dabei allgemeinerer Natur und kSnnen als generelle Designprinzipien
verstehensrientierter tbungsformate verstd@n werden, die Lernenden Einblicke in stauklle
ZusammenhSnge erm3glichend ein tieferes VerstSndni§rdern k3nnen Sie k3nnen ath in
andeen mathematischen Inhaltsbereichen eingesetzt werden, um verstehensorientiert Fertigkeite
und Kenntnisse zu vertiefen. So regen z.B. Fragen zum operativen Variieren von Strukturen geziel
dazu an, ZusammenhSnge zu erforschen. Gezielt angBagtellungswechsel k3nnen wiederum

die Flexibilisierung von Vorstellungen sowie die Vernetzung von Inhalt und KalkY! fsrdern.

Neben den Chancen fYr ein selbststSndiges und verstehensorientiertedid len tbungsspiel
bietet, stellt es gleichzeitigaber auctHerausforderungen an die Gestaltung von Arbeitsproaesse



14

DasFallbeispiel in 3.3 zeigfYr das Spiel &Fang das Bijdiassunter bestimmten Voraussetzungen

ein Selbstlernen kein SelbstiSufer ist, sondasseszum Teilder gezielten Moderatiomd Hilfe-
stellungdurch die Lehrpersoim Prozess bedarkerfYgen Lernende noch nicht ausreich&ier

die fYr das tbungsspiglotwendigermathematischeKenntnisse, um sich gegenseitig korrigieren

zu ksnnen, schleifen sich schlimmstenfalls Fehler urdskthein,und das Spiel kann seinem Zweck

des Sicherns von Wissen und Fertigkeiten nicht gerecht werden. Hier bedarf es (verschiedener) g
schickter Hilfestellungen unterschiedlicher Reichweite. Im Fall des BrYchespiels, aber auch in
andeen Kontexten, l@tet sich so etwa auch der Einsatz des Taschenreaune3slbstkontrollan,

um die berechneten Ergebnisse zu YberprYfen und kognitive Konflikte zu erzeugen, die ein weitere
(auch moderiertes) Reflektieren anregaranderen FSllen ist eine tberwindudigser HYrdeond

damit ein durch die Designprinzipien angestrebteundgprozessnur durch die geschicktend
sensibleModerationweitere Persoen m3glich, zum Beispiel leistungsstSrkerer Mitlernender oder
derLehrperson.

Die skizzierten Fallbeispieleeigen darYbehinausausblickartig welche wichtige Rolle Design
Experimente im Lehramtsstudium spielen kSnésiForm praxisnaher eigener Forschusrdsh
rungen von Studierendenin Lernprozessanalysen und Evaluationen zur iterativen Weiter
entwicklung von Lehiernarrangementgzu unterschiedlichen Themenbereichen, hier exempla
risch am Thema &BrYcheO dargestellt, und unter unterschiedlichen Fragestellungen sowohl zu
Design als auch zu den Lehund Lernprozessen, hier am Beispiel versatmed Masterarbeits
projekte verdeutlicht)Diese ForschungserfahrungenBachelor, Master und Staatsarbeitelne-
wShen sich zu Ausbildungszwecken, weile kYnftige LehrkrSfte fYr die Tiefenstrukturen von
Lernprozessesensibilisieenund so einen erlséichen Beitrag zur Professionalisieruimy Bereich
fachdidaktisch fundierter Diagnose und F3ndieg leisten (Prediger 2010 Dies dokumentiert
exemplaisch dieabschlie§end abgedruckdelbstreflexion aus einemAchlussebeit:

aDurch die intensive éseinandersetzung mit den Lehernprozessen, wie sie im laufenden Unter
richt kaum mglich zu sein scheint, konnte ich in vielfSltiger und vorbereitender Weise erfahren,
wie komplex die Lernprozesse Lernender sind und welch hohes Ma§ an SensibikiS$eqiates
Lehren erfordert. Die Momente des Erkenntnisgewinns Yber die Denkprozesse der Lernenden sow
Yber eigene effektive und auch verfehlte Entscheidungen, geh3ren zu den intensivsten im Verlat
meiner Arbeit.O (Volkmer 2012, S. 45)
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