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Als unverzichtbare Verstehensgrundlagen bezeichnen wir diejenigen inhaltlichen Vorstellungen und Darstellun-
gen, die auch Lernende mit Schwierigkeiten beim Mathematiklernen in Klasse 5 beherrschen miissen, damit ver-
staindiges Weiterlernen in der Arithmetik der Sekundarstufe moglich ist. Im Artikel werden diese Verstehens-
grundlagen vorgestellt, in ihrer Bedeutung begriindet und es wird aufgezeigt, wie diese konkret gefordert werden
konnen. Die Wirksamkeit dieses Forderkonzepts, das auf die Wurzeln des Problems statt auf kurzfristige Repara-
tur setzt, wurde in dem Forschungsprojekt ,,Schwache Rechnerinnen und Rechner férdern® empirisch nachgewie-
sen.

e ,Laura war zwar in Mathe immer schlecht, kann zum Beispiel keine Textaufgabe l6sen. Aber im
letzten Grundschuljahr wurden die schriftlichen Rechenverfahren so lange geiibt, bis wirklich jeder
es konnte und sogar Laura eine 3 in Mathe bekam.*

e ,Mit Luca iiben wir an den Hausaufgaben jeden Tag mindestens zwei Stunden, manchmal kann er
es auch ein bisschen, aber so richtig kapiert er es nie. Zum Gliick fragt ihn in Klasse 6 keiner mehr,
ob 123 456 groBer ist oder 8944, das wiisste er ndmlich nicht.*

Hier muss kritisch gefragt werden, ob Laura (Klasse 5, Realschule) und Luca (Klasse 6, Gesamtschule)

in den néchsten Jahren im Mathematikunterricht erfolgreich sein konnen, auch wenn beide mit viel

Aufwand von ihren Eltern unterstiitzt werden. Denn Schiilerinnen und Schiilern, denen basale Verste-

hensgrundlagen zu Zahlen und Operationen fehlen, ist in der Regel ein Weiterlernen kaum mdglich

(Moser Opitz 2007).

* Wie soll etwa Laura jemals entscheiden, wie sie komplexere Aufgaben mathematisiert, wenn sie
schon in den Klassen 1 bis 3 nicht wusste, welche mathematischen Operationen zu welchen lebens-
weltlichen Situationen gehdrten?



*  Wie soll Jonas jemals verstdndig mit Dezimalzahlen umgehen, wenn er schon fiir natiirliche Zahlen
die Bedeutung der Stellenwerte nicht erfasst hat?
Beide Kinder zeigen groBe Liicken in den Inhalten, die eine langfristige Grundlage fiir ein verstehens-
orientiertes, kumulatives Lernen bilden sollten. Die langfristige Bedeutung dieser Art von Liicken haben
schon Lorenz und Radatz (1993) betont: ,,Fehlende Kompetenzen beziiglich spezifischer Elemente der
Grundschulmathematik scheinen verantwortlich zu sein fiir die Schwierigkeiten beim Erwerb des aktu-
ellen Schulstoffes. Wenn der basale Lernstoff der ersten vier Schuljahre erworben ist, gelingt ... der
Erwerb von weiterfithrenden mathematischen Inhalten in hoherem Maf*“ (Lorenz/Radatz 1993, S. 224).
Erfahrungen zeigen, dass eine Forderung, die auf die genannten Liicken nicht eingeht, sondern statt-
dessen zur kurzfristigen Reparatur am aktuellen Unterrichtsstoff arbeitet, ineffektiv bleibt. In diesem
Artikel wollen wir daher das Thema Basiskompetenzen quasi ,,von unten betrachten: Wir fragen also
nicht, was alle Lernenden am Ende der Sekundarstufenzeit konnen sollen, sondern welche Grundlagen
zu Beginn der Sekundarstufe notwendig sind, um dieses zu erreichen. Wir berichten dazu tiber For-
schungs- und Entwicklungsergebnisse zu zwei zentralen Fragen:
1. Zu welchen Inhalten der Grundschulmathematik muss zwingend Verstdndnis aufgebaut werden,
damit die Grundlage fiir das Weiterlernen in der Arithmetik moglich ist?

2. Wie kénnen die Schiilerinnen und Schiiler beim Aufbau der dazu notwendigen inhaltlichen Vorstel-
lungen und Darstellungen gefordert werden?

Unverzichtbare Verstehensgrundlagen im Uberblick

Moser Opitz (2007) und Humbach (2008) haben Kenntnisse von Schiilerinnen und Schiiler des 5. und 8.
bzw. 10. Jahrgangs erhoben, und zwar sowohl in Bezug auf den jeweils aktuellen mathematischen
Schulstoff als auch in Bezug auf die Grundschulmathematik. In beiden Untersuchungen zeigten sich
sehr hohe korrelative Zusammenhénge: Diejenigen Lernenden, die bestimmte grundlegende Inhalte
nicht erworben und verstanden hatten, zeigten auch im aktuellen Schulstoff schwache Leistungen. Dies
bezieht sich sowohl auf Verstehensgrundlagen wie auf inhaltliche Vorstellungen und Darstellungen im
Umgang mit Zahlen und Operation als auch auf gewisse automatisierte Fertigkeiten:

* Verstdndnis fiir Zahlen (Aufbaus des Stellenwertsystems, Orientierung auf dem Zahlenstrahl)

* Verstdndnis fiir Operationen (Grundvorstellungen zu den Grundrechenarten, Umgang mit basa-
len Textaufgaben)

* Automatisierte Fertigkeiten im Umgang mit Zahlen (Zahlzerlegungen, Zihlen in Schritten)
Bei diesen Grundlagen zeigen sich in Klasse 5 immer wieder typische Schwierigkeiten, die in Kasten I

exemplarisch zusammengestellt sind. In den folgenden Abschnitten werden Férdermdglichkeiten zu den
Verstehensgrundlagen aufgezeigt.



Fehlende Verstehensgrundlagen: Typische Beispiele von Fiinftklasslerinnen und Fiinftklasslern

Aufgabe 1: Stellenwertverstandnis und Entbiindeln Aufgabe 2: Orientierung auf dem Zahlenstrahl
a) Hier sind 57 schwarze Punkte. Wie viele .Zehnerpackchen* oder
Zehnerbiindel kannst du machen? a) Welche Zahl ist am Zahlenstrahl markiert? Kreuze die richtige Zahl im Kasten an.
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(Quelle: Basis-Math-4-8, Moser Opitz et al. 2010) (Quelle: SIMBA-Vortest 2010)
Aufgabe 3: Grundvorstellungen zur Multiplikation Aufgabe 4: Umgang mit Textaufgaben
a) ,
Schreibe cine Malaufgabe zu dem Bild. ) X . X X .
::: SZh:::bcz;t;d:qa[:rggehnii‘;azu. Ein ausgewachsenes Gorilla-Mannchen frisst in einer Woche
000 etwa 210 kg Friichte und Pflanzen.
000 3.9=81 a) Wie viele kg sind das etwa an einem Tag?
000 b) Wie viele kg sind das etwa in einem Monat? Suche dir einen
Monat aus. Schreibe auf, wie du rechnest
HBRE (Quelle: SIMBA-Vortest 2010)

b) Finde eine Rechengeschichte zur Aufgabe 6 - 3 = 18. | pauls Lésung zu b)
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(Quelle: Erstversuch aus SIMBA-Forderung)

Kasten 1: Zusammenstellung von Beispielen fiir fehlende Verstehensgrundlagen

Verstindnis fiir Zahlen

Stellenwertverstindnis als Grundlage fiir verstindiges Rechnen

Zwar konnen die meisten Schiilerinnen und Schiiler Standardfragen wie ,,Was bedeutet die Ziffer 2 in
der Zahl 12347 beantworten, doch bei etwas flexibleren Fragen wie in Aufgabe la (in Kasten I) zeigt
sich die Begrenztheit des Stellenwertverstindnis: Selbst in Klasse 8 wird die Aufgabe 1a von 25 % der
Lernenden mit Schwierigkeiten in Mathematik nicht richtig beantwortet (Moser Opitz 2007, S. 202).

Welche Auswirkungen dies auf das Rechnen und damit auch weitere aufbauende Inhalte hat, deuten
die Subtraktionen in Aufgabe 1b an, fiir die man entbiindeln kdnnen muss: Mehr als 80 % der Achtkléss-
lerinnen und —kldssler mit Schwierigkeiten in Mathematik l6sen eine solche Aufgabe falsch (Moser
Opitz 2007, S. 202), weil sie das Biindelungsprinzip nicht verstanden haben.

Kasten 2 zeigt, welche Teilaspekte daher in einer Forderung des Stellenwertversténdnisses eine Rolle
spielen miissen (van der Walle 2007). Auch wenn diese Aspekte aus curricularer Sicht in Klasse 2 zu
verorten sind, also sehr elementar erscheinen, erfordert ihre Thematisierung mit Fiinftklasslerinnen und
Fiinftkldsslern, die Schwierigkeiten beim Mathematiklernen haben, erfahrungsgemdl mehrere Schul-




stunden. Das Biindelungs- und Stellenwertprinzip wird mithilfe des Wiirfelmaterials erarbeitet, dabei
sind insbesondere Nicht-Standard-Darstellungen lehrreich, bei denen die Lernenden erst biindeln miis-
sen (siehe linkes Foto in Kasten 2).

Der Aufbau inhaltlicher Vorstellungen und Darstellungen zum Stellenwertsystem wird ergénzt durch
anschlieBende oder begleitende Automatisierungsiibungen, die die Denkprozesse beim Rechnen entlas-
ten sollen. Das rechte Foto in Kasten 2 zeigt zum Beispiel das Training additiver Zerlegungen der Hun-
dert, die fiir Additionen mit Hunderteriibergang wichtig sind, z. B. 283 +48 =283 + 17 + 31 =300 + 31
=331.

Forderung des Stellenwertverstindnisses

Zentrale Verstehensgrundlagen: Automatisierungsubungen:
* Bindelungs- und Stellenwertprinzip *  (Quasi-) simultane Erfassung von
(Wiirfel-Material und Stellentafel) Punktmengen am Hunderterfeld
*  Flexibles Blindeln e  Zahlzerlegungen
e Entbindeln e Additives Erganzen zu 10 und 100
* Dezimale Analogien (z,B. 4 + 6 und 40 + 60)
Beispielsituation fir flexibles Biindeln: Beispielsituation flir Zahlzerlegungen:
* Tausche und schreibe die Zahl in die Stellen- | «  Wie wurde die 100 zerlegt?
tafel. Wie heif3t die Zahl? Schreibe als Plusaufgabe.
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Kasten 2: Spezifizierung von Inhalten und Beispiele fiir Lernwege zum Stellenwertverstandnis

Orientierung am Zahlenstrahl

Beispiele wie in Aufgabe 2 aus Kasten 1 zeigen, dass fiir einige Schiilerinnen und Schiiler ein nochmali-
ger griindlicher Aufbau der Orientierung am Zahlenstrahl notwendig ist. In einer Stichprobe von ca. 600
Lernenden in Klasse 5 (Haupt-, Gesamt- und Forderschulen) wurde diese Aufgabe nur von 55 % der
Schiilerinnen und Schiiler richtig geldst (aus der Untersuchung zur Standardisierung des SIMBA-Tests).
Ohne Verstindnis fiir die Zahlbeziehungen am Zahlenstrahl konnen weder flexible Rechnungen durch-
gefiihrt, noch spéter Funktionsgraphen im Koordinatensystem interpretiert werden.

Fiir die nochmalige Hinfiihrung zum Zahlenstrahl (in mehreren Schritten, vgl. Kasten 3) hat sich der
Ubergang von der Hunderterkette zum Zahlenstrahl bewihrt, weil er den oft unverstandenen Zusam-
menhang zwischen Kardinalzahlen und Ordinalzahlen sichtbar macht (Hohtker/Selter 1995). Auf dieser
Basis konnen sich Lernende die dekadische Struktur des Zahlenstrahls, Beziehungen von Nachbarzahlen
und somit Grundlagen des Rundens erwerben (z. B.: Welches ist der ndchste Zehner zur 377).

Fiir den Ubergang zum Tausenderstrahl wird die Analogie zwischen Zehnern und Hundertern ge-
nutzt und so ein variables Skalieren, ein ,,Hinein- und Herauszoomen‘ vorbereitet, das dem flexiblen
Rechnen ebenso zugrunde liegt wie der spiteren Einfilhrung der Dezimalzahlen mit ihrer Idee der im-
mer feineren Skalierung auf den Zahlenstrahl.



Zentrale Verstehensgrundlagen: Von der Hunder-

terkette zum Tausenderstrahl

Hunderterkette: Dekadischer Aufbau und
Orientierungsubungen

Ubergang zum Hunderterstrahl: Dekadischer
Aufbau und Orientierungsiibungen

Ubergang zum Tausenderstrahl: Dekadischer
Aufbau und Orientierungstibungen
Zahlenstrahl: Ausschnitte und Lupenblicke

AnschlieBende Automatisierungsiibungen:

Zahlen in Schritten (erst schriftlich, dann
mit Zahlkartei in mundlicher Partner-
arbeit)

b) Zihle in Zehnerschritten riickwiirts und schreibe die Zahlen in die Kistchen.
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Beispielsituation zum dekadischen Aufbau des Tausenderstrahls:

Beispielsituation zum Ubergang von der Hunderterkette zum Zahlenstrahl:

Wo auf dem Tausenderstrahl liegen die Hunderter, Zehner, Einer? Wo liegt die Zahl 1507
Welche Nachbarzehner hat sie?
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Kasten 3: Spezifizierung von Inhalten und Beispiele fur Lernwege zum Zahlenstrahl




Verstandnis fiir die Operationen

Die meisten Lernenden in Klasse 5 haben zur Addition und Subtraktion schon tragfihigere Grundvor-
stellungen aufgebaut als zur Multiplikation und Division. Deswegen kann man fiir die meisten Fiinft-
klésslerinnen und -kldssler allein auf die Bedeutungen der Multiplikation und Division fokussieren (vgl.
z. B. Prediger et al. 2011). Fiir jene mit Schwierigkeiten beim Mathematiklernen dagegen ist zwar fiir
die Addition und Subtraktion i.d.R. kein grundlegender Neuaufbau der Grundvorstellungen notwendig,
aber eine Vertiefung der Vernetzung von Darstellungen.

Forderung der Grundvorstellungen zu den Grundrechenarten

Zentrale Verstehensgrundlagen:
e Erarbeitung / Vertiefung der relevanten Grundvorstellungen:
o Hinzufligen, Zusammenfiigen fir die Addition
o Wegnehmen und Erganzen fir die Subtraktion
o raumlich-simultane und zeitlich-sukzessive Vorstellung fur die Multiplikation:
Rechteckfeld und fortgesetzte Addition
o Verteilen, Aufteilen, Umkehrung zur Multiplikation fur die Division
e  Erkennen und Realisieren von Grundrechenarten in Handlungen,
Bildern und Rechengeschichten
*  Vernetzung von Darstellungen
e Lésen und Schreiben von Textaufgaben zu allen Grundrechenarten

Beispielsituation fir Erarbeitung Beispielsituation zur Vernetzung
der Verteil-Vorstellung: von Darstellungen zur Multiplikation:

Verteile 20 Deckel auf vier Kinder.
Wie viel bekommt dann jeder?
Welche Aufgabe passt dazu?

Kasten 4: Spezifizierung von Inhalten und Beispiele fur Lernwege zu Grundvorstellungen



Darstellungen vernetzen fiir Addition und Subtraktion

Gerade weil grundlegende Vorstellungen zur
Addition und Subtraktion einfacher erworben
werden als die zur Multiplikation und Division,
dienen erstere in der Forderung als Beispiel, um
die Vernetzung unterschiedlicher Darstellungen
zu thematisieren: Was heillt es iiberhaupt, dass
ein Bild, eine Handlung, eine Situation und eine
Rechenaufgabe zusammenpassen sollen?

Kasten 5 zeigt ein Beispiel des ersten Ver-

Sabas erste Rechengeschichte zur Aufgabe 3 +4 =7
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Kasten 5: Lernausgangslage

Wechsel der Darstellungsformen zwischen Handeln, Bild

suchs von Saba, eine Rechengeschichte zur Auf-

und Rechenaufgabe

gabe 3+4 = 7 zu formulieren (aus Eikenbusch /
Hanisch 2011). Zwar stellt Saba eine zur Grund-
vorstellung der Addition passende Frage (,,Wie
viel macht es zusammen“?), doch fiigt sie Brot-
chen mit Euro zusammen, was auf Liicken im
Operationsverstindnis hinweist, die erst durch

wiederholten Wechsel zwischen Bildern, Hand-

lungen, Situationen und Rechenaufgaben bear- Kasten 6: Lemweg
beitet werden konnen (siche Einstiegsbild des
Artikels).

Auch fiir die Passung von Bildern und Aufgaben miissen sich viele der Lernenden in der Férderung
erst bewusst werden, dass im Bild sowohl die Aufgabe als auch das Ergebnis sichtbar werden soll. Dazu
beginnen wir sehr elementar mit dem Wechsel der Darstellungen (vgl. Kasten 6) und achten dabei auf

die Vernetzung von Addition und Subtraktion von Anfang an.

Grundvorstellungen aufbauen und Darstellungen vernetzen fiir Multiplikation und Division

Noch grundlegender ist der Forderbedarf bei vielen Kindern mit Schwierigkeiten beim Mathematikler-
nen bzgl. Multiplikation und Division. Zwar haben viele nach Abschluss der Grundschule die Malreihen
auswendig gelernt, eine Bedeutung konnen sie deswegen den beiden Operationen nicht zwangslaufig
zuschreiben, wie die Losungen zur Aufgabe 3a und b in Kasten I exemplarisch zeigen. In der Untersu-
chung von Moser Opitz (2007, S. 206) konnen mehr als zwei Drittel der rechenschwachen Fiinftkléssle-
rinnen und —kléssler eine Aufgabe wie 3 - 7 nicht mit Material zeigen oder dazu eine Rechengeschichte
erfinden, bei einer Divisionsaufgabe wie 8 : 2 sind es etwa 80%.

Die Forderung muss hier daher sehr elementar | ginqe vigle Mal- und Geteilt-Aufgaben zu diesen Deckeln

ansetzen und (wie in Kasten 4 exemplarisch fiir
die Verteilvorstellung angedeutet), durch Materi-

.} o

alhandlungen, Bilder und Textaufgaben die mdg-
lichen Bedeutungen aufzeigen (vgl. Gerster /
Schultz 2004, S. 390f). Dabei wird insbesondere
auch Wert auf die Umkehrbeziehung zwischen
Multiplikation und Division gelegt, indem den-

15:5=3

§:3=15 15:3=5

selben Bildern oder Situationen sowohl eine

Kasten 7: Lernweg
Multiplikation als auch eine Division zugeschrie-

ben wird (vgl. Kasten 7).



Erst auf der Basis der so aufgebauten inhaltlichen Vorstellungen zur Multiplikation und Division
kann dann iiber Textaufgaben mit multiplikativen Situationen gesprochen werden wie der Aufgabe 4 in
Kasten 1. Beide Aspekte zusammen, Aufbau von inhaltlichen Vorstellungen der Operationen und Dar-
stellungsvernetzungen erforderten in der Foérderung ebenfalls mehrere Schulstunden. Diese Zeit ist mit
Blick auf die weiteren Inhalte der Sekundarstufe gut investiert.

Studie zur Wirksamkeit des Forderkonzepts

Im Rahmen eines Forschungsprojekts haben wir die skizzierten Férderbausteine in einer 14-wochigen
Forderung evaluiert (zu Details vgl. Freesemann 2013, Moser Opitz / Freesemann / Prediger / Grob /
Matull / Hulmann 2013). Die gefoérderten Schiilerinnen und Schiiler zeigten in einer in den Unterricht
integrierten Forderung nach diesem Konzept einen signifikant hoheren Lernzuwachs in der Arithmetik
als die Kinder der Kontrollgruppe, die nur im Rahmen des {iblichen Curriculums gefordert wurden.

Wir schlieBen daraus, dass es sich unbedingt lohnt, an den unverzichtbaren Verstehensgrundlagen zu
arbeiten.

Anmerkung

Das Forschungsprojekt ,,Schwache Rechnerinnen und Rechner fordern. Eine Interventionsstudie zur Férderung von Schiilerin-
nen und Schilern mit schwachen Mathematikleistungen an Haupt-, Gesamt- und Forderschulen® (Forderkennzeichen
01GJ0859) wurde 2009-2012 vom BMBF gefordert. Wir danken allen beteiligten Schulen und Kindern.

In dem Folgeprojekt ,,Mathe sicher konnen entwickeln wir derzeit fiir alle relevanten Verstehensgrundlagen fiir Klasse 5
und Klasse 6/7 Diagnose- und Fordermaterialien fiir die unterrichtliche Forderpraxis (Selter, Prediger, Nithrenborger, Huf3-
mann, i.V. fiir 2014).

Literatur

Eikenbusch, Kathrin / Hanisch, Annika (2011): Formulierungen von Rechengeschichten bei Kindern mit Férderbedarf — eine
Fallstudie. Masterarbeit, TU Dortmund (Betreuung Prediger)

Freesemann, Okka (2013): Schwache Rechnerinnen und Rechner fordern. Eine Interventionsstudie zur Forderung von Schiile-
rinnen und Schiilern mit schwachen Mathematikleistungen an Haupt- , Gesamtschulen und Forderschulen mit dem Forder-
schwerpunkt Lernen. Dissertation, TU Dortmund (Betreuung Moser Opitz / Prediger)

Gerster, Hans-Dieter / Schultz, Rita (2004): Schwierigkeiten beim Erwerb mathematischer Konzepte im Anfangsunterricht.
Online publizierter Bericht zum Forschungsprojekt Rechenschwiche — Erkennen, Beheben, Vorbeugen. 2. Auflage, PH
Freiburg. Online unter http://opus.bszbw.de/phfr/volltexte/2007/16/pdf/gerster.pdf

Hohtker, Barbara / Selter, Christoph (1995): Von der Hunderterkette zum leeren Zahlenstrahl. In: Miiller, Gerhard / Wittmann,
Erich Ch. (Hrsg.): Mit Kindern rechnen. Arbeitskreis Grundschule, Frankfurt, 122—137.

Humbach, M. (2008). Arithmetisches Basiskompetenzen in der Klasse 10. Dr. Koster, Berlin

Lorenz Jens Holger / Radatz, Hendrik (1993): Handbuch des Foérderns im Mathematikunterrichts. Schroedel, Hannover.

Moser Opitz, Elisabeth (2007): Rechenschwiche / Dyskalkulie. Theoretische Klarungen und empirische Studien an betroffenen
Schiierinnen und Schiilern. Haupt, Bern.

Moser Opitz, Elisabeth / Freesemann, Okka / Prediger, Susanne / Grob, Urs / Matull, Ina / HuBmann, Stephan (2013, einge-
reicht): Fostering students with mathematical learning disabilities in secondary schools — an intervention study. Zur Publi-
kation eingereicht

Moser Opitz, Elisabeth / Reusser, Lisa / Moeri-Miiller, Magdalena / Anliker, Brigitte / Wittich, Claudia / Freesemann, Okka
(2010). BASIS-MATH 4-8. Basisdiagnostik Mathematik fiir die Klassen 4-8. Huber, Bern

Prediger, Susanne (2009): Inhaltliches Denken vor Kalkiil — Ein didaktisches Prinzip zur Vorbeugung und Forderung bei Re-
chenschwierigkeiten. In: Fritz, Annemarie / Schmidt, Siegbert (Hrsg.): Férdernder Mathematikunterricht in der Sekundar-
stufe I. Rechenschwierigkeiten erkennen und iiberwinden, Beltz, Weinheim, 213-234.

Prediger, Susanne / HuBBmann, Stephan / Brauner, Uli / Matull, Ina / Seifert, Gerd / Verschraegen, Jan (2011): Rechenbaustei-
ne: Selbsttest und Training. In: HuBmann, Stephan / Prediger, Susanne / Barzel, Bérbel / Leuders, Timo (Hrsg.): Mathe-
werkstatt 5. Rechenbausteine. Cornelsen, Berlin

Selter, Christoph / Prediger, Susanne / Nithrenbdrger, Marcus / Humann, Stephan (Hrsg.) (i.V. fiir 2014). Mathe sicher kénnen
— Diagnose- und Fordermaterial fiir Klasse 3-7. Erscheint bei Cornelsen, Berlin

Van de Walle, John A. (2007): Elementary and middle school mathematics: Teaching developmentally. Pearson Education,
Boston.



