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Brüche beschreiben nicht nur Teile eines Ganzen, sondern auch 
z.B. Teile von Maßzahlen oder die Beziehung zwischen Teil-
mengen und (Gesamt-)Mengen. Berichtet wird von einem vor-
stellungsorientierten, handelnden Zugang an Bruchstreifen, mit 
dem auch schwächere Lernende tragfähige Vorstellungen zu den 
Beziehungen zwischen Teil, Anteil und Ganzem bei Mengen 
aufbauen können. Beispiele aus Lernprozessen zeigen, dass das 
Handeln am Material alleine jedoch nicht ausreicht, sondern 
durch gezielte Fokussierungen auf mathematisch relevanten 
Strukturen ergänzt werden muss.  
 
 
Wie kommt es eigentlich, dass wir zwar in Klasse 6 viele Wochen für den Aufbau von Bruchvorstellun-
gen und die Einführung der Bruchrechnung verwenden, aber dennoch in Klasse 7 zur Prozentrechnung 
lieber von vorne anfangen und ganz andere Herangehensweisen (vorzugsweise Dreisatz) unterrichten?  

Müsste die Bruchrechnung nicht so etabliert sein, dass darauf substantiell aufgebaut werden kann? 
Wozu zeichnen wir in Klasse 6 seitenweise Pizzen- und Kreisbilder, wenn diese inhaltliche Verstehens-
grundlage nicht anschlussfähig ist für den weiteren Umgang mit Brüchen und Prozenten?  

 

Typische Lücke: Grundvorstellung zu Teilen von Mengen 

Untersuchungen zufolge scheinen die Schwierigkeiten nicht erst im Übergang von Brüchen zu Prozen-
ten zu liegen, sondern im Wechsel der Qualität des Ganzen (Schink 2013), zum Beispiel  vom geomet-
risch gegebenen, kontinuierlichen Pizza- oder Kreisbild zu diskreten Ganzen in numerisch gegebenen 
Zahl, die zum Beispiel die Kardinalität einer Menge 
oder eine Maßzahl angibt.  

Diese Lücke zeigen Fehleranalysen aus verschiede-
nen Studien (z.B. Padberg 2009, Wartha 2007) sowie 
eigene Daten zu den Aufgaben in Kasten 1 (ohne Auf-
gabentitel im Test):   

Die Standardaufgaben 1 und 2 lösten in unserem 
Test aus dem MuM-Brüche-Projekt (Prediger/Wessel 
2013) 83 % bzw. 76 % der 303 getesteten Siebtklässle-
rinnen und Siebtklässler; sie konnten also ¼ in ein 
Tortenbild korrekt einzeichnen und 3/5 von einem 
graphisch gegebenen Ganzen bestimmen.  

Die in Aufgabe 3 gefragten 2/3 von 180 dagegen 
fanden nur 25 % der Lernenden. Da die Aufgabe 3 die 
gleiche Struktur hat wie Aufgabe 1 (Teil zu Anteil und 
Ganzem finden) und keinen schwereren Bruch einbe-
zieht als Aufgabe 2 (3/5 und 2/3 sind aus mathemati-
scher Sicht etwa gleich kompliziert), erweist sich die 
Qualität des Ganzen als entscheidend: Der Anteil von 
Kardinalzahlen für Mengen scheint für Lernende An-
fang Klasse 7 weit weniger geläufig zu sein als der Anteil von graphisch gegebenen Ganzen. Dabei 
scheinen zwei Schwierigkeiten zusammen zu kommen: 1. Das Ganze gibt mehr Elemente als der Nen-
ner an, und 2. der Darstellungswechsel (graphisch versus rein symbolisch gegebenes Ganzes). So for-
mulierte etwa Zeynep (Klasse 7, Gesamtschule) in einer Fördersituation: „Wieso 3/4 von 20? Unser 

1  Teil finden zum Anteil eines Ganzen (83 %) 

Zeichne den Teil zum Bruch   
farbig ein.  

 
 
2  Anteil finden zum Teil eines Ganzen (76 %) 

     Welcher Anteil des Streifens ist grau? 

       
 
3  Teil finden zum Anteil einer Menge (25 %) 

In einem Freizeitpark sind insgesamt 180 Be-
sucher.   davon haben sich selbst Essen mit-
gebracht. Wie viele Besucher haben sich Es-
sen mitgebracht?  

Kasten 1:  Unterschiedlich schwierige Testaufgaben mit 
Lösungshäufigkeiten (Wessel 2013) 

1 
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Lehrer hat gesagt, ich soll mir bei einem Bruch immer eine Pizza vorstellen, aber wo ist denn bei der 20 
der Kreis?“ Ohne die graphische Realisierung des Ganzem im Kreis kann Zeynep sich keine Brüche 
vorstellen. 

Wenn beim Aufbau der Bruchvorstellungen zu einseitig auf Teile eines Ganzen fokussiert wird, dann 
ist die Ausweitung auf Mengen für Lernende eine Herausforderung. Das gilt für 3/4 von 20 ebenso wie 
für 75 % von 20. Statt jedoch erst in Klasse 7 die Prozentrechnung neu zu erfinden, sollten auch Brüche 
für Teile von Maß- oder Kardinalzahlen (verkürzend hier: Mengen) frühzeitig thematisiert werden. 

Im Folgenden sollen vier Förderelemente zur Förderung eines Verständnisses von Teilen von Men-
gen vorgestellt werden. Sie sind entstanden durch iterative Erprobung und Beforschung im Rahmen der 
Projekte „Mathematiklernen unter Bedingungen der Mehrsprachigkeit“ (Prediger/Wessel 2013, Kräge-
loh 2011) und „Mathe sicher können“ (Schink/Prediger 2012, Kinkel/Pilger 2012), die sich beide auf die 
Förderung von Lernenden mit schwachen Mathematikleistungen an Haupt-, Real- und Gesamtschulen 
beziehen. Die vier vorzustellenden Förderelemente sind auch für andere Themen im Mathematikunter-
richt tragfähig, werden hier aber auf Teile von Mengen bezogen.  
 

Förderelement 1: Handlungsorientiertes Anknüpfen an Vorerfahrungen 

Wenn Lernende die Vorerfahrungen mit Anteilen als Teile eines Ganzen nicht von selbst mit Teilen von 
Mengen in Verbindung bringen können, ist eine explizite Anknüpfung notwendig, die eine Brücke zwi-
schen beiden Vorstellungen schlägt. Dazu haben Kurth/Vernay (1996) und Krägeloh (2011) eine hand-
lungsorientierte Realisierung vorgeschlagen.  

 Konkret wird, wie auf den Fotos in Kasten 2 angedeutet, auf die Vorerfahrungen der Lernenden im 
Umgang mit Bruchstreifen zurückgegriffen, denn am Bruchstreifen können die meisten Lernenden An-
teile wie 5/6 deuten (Aufgabe 2 in Kasten 1: 76 % der Lernenden konnten den Anteil 3/5 in einem 
Bruchstreifen ablesen).   

Die Brücke zwischen Teilen eines Ganzen und Teilen von Mengen wird hergestellt, indem zur Lö-
sung der Aufgabe „5/6 von 24“ die Menge der 24 Plättchen auf dem 6er Streifen gleichmäßig verteilt 
wird, so dass man das zu verteilende Ganze „24 Plättchen“, den Bruchstreifen und seine Strukturierung 
in 6 Felder als unterliegendes „Hilfsganzes“ gleichzeitig sehen kann.  

Diese handlungsorientierte Herangehensweise unterstützt auch schwächere Lernende dabei,  je vier 
Plättchen als neue Einheit „Sechstel“ zu begreifen. Wird danach 5/6 quasikardinal interpretiert als 5 
Sechstel, also als 5 Einheiten mit je 4 Plättchen, dann ergeben sich 5/6 von 24 als 5 · 4 = 20. Entwickelt 
wird dabei vor dem Rechenalgorithmus (Zahl durch Nenner mal Zähler) ein handlungsgestütztes Ver-
ständnis für die strukturellen Beziehungen zwi-
schen Kardinalzahl (zur Menge der 24 Plättchen), 
kleinere Einheiten, Teil und Anteil.  

Gerade für schwächere Lernende kann das 
tatsächlich handelnde Verteilen von Plättchen 
(oder Kastanien oder Nüssen oder ...) auf dem 
Streifen selbst in Klasse 7 helfen, die Vertei-
lungs-Grundvorstellung der Division und damit 
den Bezug zur Aufgabe 24 : 6 zu festigen (vgl. 
Kinkel/Pilger 2012 und die falsche rote Markie-
rung zu einer ähnlichen Aufgabe im ersten Bild 
in Kasten 6). 

Zur Strukturierung des Vorgehens wird zu 
Beginn ein Protokoll genutzt (vgl. Kasten 3), das 
die Schritte einzeln aufgliedert und gleichzeitig 
ein Angebot an sprachlichen Mitteln bereitstellt 
(s.u.).   
  

Teil finden zum Anteil von Kardinalzahlen –  
Handlungen auf dem Bruchstreifen 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Lege 5/6 von 24. 

Kasten 2:  Teile von Mengen mit Vorerfahrungen  
zu Bruchstreifen zusammen bringen 

 

 

 



 
 
 

Bereitstellung von Strukturen und sprachlichen Mitteln in einem Protokoll

  
Kasten 3:  Protokollblatt (aus Schink/Prediger 2012)  

 

Förderelement 2: Strukturen erkennen statt rein empirisches Materialhandeln 

Die Strukturierung in Schritte soll auch helfen, die Handlungen am Material sukzessive zu verinnerli-
chen und über die mentalen Handlungen zu 
einem vorstellungsbasierten Rechenweg zu 
kommen (Lorenz 1992). 

Dieser Übergang zum mentalen Handeln war 
in unseren Untersuchungen (s. XYZ) gerade für 
schwächere Lernende eine Herausforderung, die 
nicht unterschätzt werden sollte: Ohne stabile  
Divisionsvorstellung verweilten einige in der 
Arbeit am Material, ohne die Strukturen dahin-
ter zu erkennen. So zum Beispiel Paula (7. Klas-
se Hauptschule), die in der Förderung sagte, mit 
24 arbeite sie nicht so gern, „weil die Zahl so 
groß ist“.  

Doch auch Paula sah nach wiederholtem 
Verteilen irgendwann ein, dass sie auch ohne 
Verteilen der 24 Kastanien auf 6 Feldern be-
stimmen kann, wie viele Kastanien auf einem 
Feld liegen: „Sind das nicht vielleicht 24 durch 
6“? Nun war der Weg zur Formulierung eines 
verallgemeinerbaren Rechenwegs offen, der das 
Verteilen von a Elementen auf b Einheiten all-
gemein mit a : b verbindet (mit Quasivariablen 
von Ayleen in Kasten 4). 

Schwerer taten sich viele Lernende beim 
zweiten Rechenschritt: Wenn ein Sechstel von 
24 gerade 24 : 6, also 4 ist, dann sind 5 Sechstel 
zu bestimmen durch 5 · 4.  

Die intendierte quasikardinale Betrachtung 
der Sechstel als neue Einheit kann durch opera-
tive Aufgabenfolgen unterstützt werden, und 
zwar entweder handlungsorientiert in der Tabel-
le mit Material (wie in Kasten 5) oder auch in 
nur noch bildlich gestützten Aufgaben (wie in 
Kasten 6).  
 

Vom Materialhandeln zum Rechenweg 

 

  
 

Kasten 4:   Ayleens Formulierung eines verallgemeinerbaren 
Rechenwegs 

 

Operative Aufgabenfolgen fördern quasikardinale Sicht 

 

 

Kasten 5:   Operative Aufgabenfolge (aus Schink/Prediger 2012) 

 

 



 
 
 

Die verschriftlichte Lösung von Selina und 
Ardil in Kasten 6 zeigt, wie die Zusammenhän-
ge in operativen Päckchen zuweilen erst suk-
zessive entdeckt werden (aus Wessel 2013): 
Beim Übergang von der Aufgabe 1/4 von 12 
auf die Aufgabe 2/4 von 12 wechseln Selina 
und Ardil noch die Richtung des Einzeichnens 
und beginnen von links statt von rechts, sie 
bearbeiten die Aufgaben also richtig, aber jede 
für sich. Erst beim Übergang auf die dritte 
Aufgabe ¾ von 12 bemerken sie die Gesetzmä-
ßigkeit des operativen Zusammenhangs und 
nutzen ihn. 

Förderelement 3:  
Bereitstellung sprachlicher Mittel  
zum Ausdruck komplexer Relationen 

Immer wieder zeigte sich bei den Erprobungen 
der Förderung (Krägeloh 2011, Kinkel/Pilger 
2012), dass die konkreten Materialhandlungen 
begleitet werden sollten durch die Bereitstel-
lung geeigneter sprachlicher Mittel, mit der 
insbesondere auch sprachlich schwächere Ler-
nende die komplexen Beziehungen zwischen 
Anteil, Teil, Ganzes und ihren Realisierungen 
in Plättchen, Gesamtmengen, Feldern etc. aus-
drücken können. Dann können sie schließlich 
auch die sprachliche Wendung „3/4 von 12 ist 9“ verstehen und aktiv nutzen. Aus der wiederholten 
Erprobung mit schwächeren Lernenden wurde die endgültige Form des Protokollblatts (Kasten 3 aus 
Schink/Prediger 2012) entwickelt, in der die sprachlichen Mittel in den Spaltenköpfen aufgeführt sind. 

So ist es zum Beispiel für Ardil nach Entdeckung des Zusammenhangs zwischen den Aufgaben (in 
Kasten 6) eine nicht selbstverständliche Herausforderung, diesen auch sprachlich explizit auszuformu-
lieren. So schreibt er zunächst zu der ersten Frage, wie sich das Ganze verändert, „Es wird mehr“. Ver-
mutlich bezieht er seine Antwort auf den Teil, den er vom Ganzen noch nicht sprachlich unterscheidet. 
Auf den expliziten Hinweis der Förderlehrerin, es ginge um das Ganze, nutzen Ardil und Selina nun die 
strukturierte Bereitstellung sprachlicher Mittel in den Tabellenköpfen für die Sprachrezeption, um den 
Unterschied zwischen Teil und Ganzem herauszufinden und korrigieren sich zu „Es bleibt“. Erst in ei-
nem weiteren Schritt beginnen Ardil und Selina, die Begriffe dann auch aktiv zu nutzen (vgl. Wessel 
2013 für detailliertere Analysen), um das etwas unbestimmte „es“ weiter zu spezifizieren. 

 

Förderelement 4: Fokus auf weitere Zusammenhänge durch operative Päckchen 

Für einen flexiblen Umgang mit Brüchen als Teile von Mengen müssen Lernende begreifen, wie das 
Ganze (die ganze Menge), der Teil und der Anteil miteinander zusammenhängen (Schink 2013). Dass 
auch dabei operative Aufgabenfolgen (zum operativen Üben vgl. Wittmann 1985) den Lernenden zu 
nicht immer offensichtlichen Einsichten verhelfen können, zeigt das Beispiel von Ayleen und Moritz (6. 
Klasse, aus Kinkel/Pilger 2012), die in einer Übephase nach der Erarbeitung und Behandlung erster 
operativer Päckchen in Kasten 7 nun die Aufgabenfolge in Kasten 8 bearbeiten. Nachdem sie die 3/4 
von 12 in Kasten 8 schnell bestimmt haben, gehen sie zur Aufgabe 3/4 von 24 über. 

  

 

Kasten 6:   Versprachlichen operativer Zusammenhänge  
braucht Fachbegriffe 



 
 
 

 
7  Ayleen:  Drei Viertel sind dasselbe wie da (zeigt auf die 

markierten Punkte des ersten Rechtecks mit 12 
Punkten, links in Kasten 8). Du musst nur drei 
... Also ....Du musst einfach nur drei Stück von 
vier ...  

8  Moritz:  Also wieder neun anstreichen? 
9  Ayleen   (markiert neun Punkte auf dem 24er Feld) 
....  
14 Moritz:  Aber eigentlich müssen doch sechs übrig 

bleiben. 
 
Ayleen scheint zunächst in der Annahme zu 
handeln, dass der Teil zum Anteil 3/4 immer 
gleich groß ist und markiert auch für 3/4 von 24 
wieder 9 Punkte (Z. 7-9). Doch mithilfe des 
komplementären Bruchs 1/4 kontrolliert Moritz 
(Z.14), dass das erarbeitete Ergebnis nicht stim-
men kann. Nach weiterem Überlegen erkennt 
Moritz den Zusammenhang zwischen den zwei 
Ganzen:  
 
19 Moritz:  Ah. Das ist das Doppelte. Hier.  
20 Ayleen:  Ja (zustimmend)  

(beide markieren neun weitere Punkte) 
21 Moritz:  Weil das Päckchen (zeigt auf das erste Feld 

von 12 Punkten) ist ja die Hälfte hiervon (zeigt 
auf die 24 Punkte). Und davon muss man ein-
fach nur zwei.... 

22 Ayleen:  Dann sind das 18 (korrigiert das Ergebnis). 
 
Auch hier gilt: Zusammenhänge, die aus der 
Rückschauperspektive selbstverständlich er-
scheinen, müssen und können sich Lernende 
erst erarbeiten. Die operativen Aufgabenfolgen 
sind dafür ein hilfreiches Mittel, denn sie ver-
helfen den Blick wie in diesem Transkriptbei-
spiel auf die Wirkungen von Variationen der 
Grundstruktur zu lenken.  

Die dritte Aufgabe der Aufgabenfolge in 
Kasten 8 deutet an, wie Ayleen und Moritz auch 
die Invarianz des Ergebnisses bei gleichen Zah-
len erst entdecken müssen, sobald diese durch 
vertikale statt horizontale Strukturierung des 
Punktebildes nicht offensichtlich ist. 

Ausblick auf die Prozentrechnung 
Wer mit Bruchstreifen und Teilen von Mengen solide Erfahrungen sammeln konnte, muss zur Prozent-
rechnung nichts Neues lernen. Auch die Darstellung des Streifens ist für die Prozentrechnung ausbau-
fähig, wie die Abbildung in Kasten 9 (aus van den Heuvel-Panhuizen 2003, S. 22) andeutet. Dabei wird 
die diskrete Nutzung des Streifens durch eine kontinuierliche ersetzt, die Doppelskala hilft weiter beim 
Erkennen operativer und struktureller Zusammenhänge (siehe Kopiervorlage). 

Und wo ist der Kreis? 

Die Anschlussfähigkeit des (vormals Bruch-)Streifens für die Prozentrechnung ist auch der Hintergrund, 
warum wir an eine wichtige Vorerfahrung der Lernenden nur begrenzt andocken: Die Kreisdarstellung 
dominiert zwar die Einstiege in die Bruchrechnung in vielen Schulbüchern und ist für die Lernenden 
auch eine wichtige Darstellung für den Einstieg, doch ist sie wenig ausbaufähig für komplexere Vorstel-

Operative Zusammenhänge etablieren:  
Wachsendes Ganzes, gleicher Teil, schrumpfender Anteil  

 
Kasten 7:  Arbeitsblatt von Ayleen und Moritz 

 

Operative Zusammenhänge erkennen und nutzen:  
Wachsendes Ganzes, gleicher Anteil, wachsender Teil 

 

 

 

 

 

 

Kasten 8:  Fehler und Korrektur von Ayleen und Moritz 
 

Teil finden zum Anteil von Kardinalzahlen –  
Darstellung im Prozentstreifen 

 
 

Kasten 9:   Andeutung der Ausbaufähigkeit des Ansatzes  
zur Prozentrechnung 



 
 
 

lungen und Rechnungen mit Brüchen; deswegen wird der Streifen in unseren Förderansätzen gegenüber 
der Kreisdarstellung sehr bewusst bevorzugt. Zeynep, die den Kreis als gewohnte Darstellung einforder-
te (s.o.), konnte sich schnell umgewöhnen und instruktiv mit den Streifen arbeiten. 
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Zusammenhängende Aufgaben am Bruchstreifen und am Prozentstreifen 

1 Teile eines Ganzen  
 a)  Welcher Teil eines Ganzen ist hier eingezeichnet? Gib den Anteil an.  

 

          
0 1/10 2/10 3/10                        10/10 

 
b) Wie würdest du an dem Streifen 3/10 einzeichnen?  
     Beschrifte auch die restlichen Felder des Streifens.  
     Wie würdest du 4/10 und 5/10 in den gleichen Streifen zeichnen? Erkläre, was ein Zähler eigentlich zählt. 

 

2  Teile von Euros  
a)  Wie kannst du aus dem Bild ablesen, wie viel 2/10 von 30 € sind? Erkläre. 

 
0 € 3 € 6 € 9 € 12 € 15 € 18 € 21 € 24 € 27 €       30 € 

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� 
0 1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 6/10 7/10 8/10 9/10             10/10 

 
b)  Finde in dem Streifen auch 1/10 von 30 € und markiere sie mit einer anderen Farbe.  

Finde und markiere auch  3/10 von 30 €, 4/10 von 30 €, 5/10 von 30 €. Vergleiche mit 1b).  
 
c)  Zeichne 3/10 von 40 € wie in a). Wie zeichnest du die 40 €? Erkläre dein Bild und dein Ergebnis. 

0          
          

0 1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 6/10 7/10 8/10 9/10             10/10 

 

3  Teile bei Prozenten  
a)  Wie kannst du aus dem Bild ablesen, wie viel 20 % von 30 € sind? Erkläre und vergleiche mit 2a). 
  

0 € 3 € 6 € 9 € 12 € 15 € 18 € 21 € 24 € 27 €       30 € 
��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� 

0 10 %  20 % 30 % 40 % 50 % 60 % 70 % 80 % 90 %           100 % 

 
b) Wie viel sind 30 % von 700 €? Schreibe Zahlen an den Streifen, ohne alle einzuzeichnen.  

Und wie viel sind 40 % von 700 €? 50 % von 700€? 60 % von 700€? 
0 € 70 €         

          
0 10 %  20 % 30 % 40 % 50 % 60 % 70 % 80 % 90 %           100 % 

 
c) Erfindet eigene Aufgaben für Prozentstreifen und stellt sie euch gegenseitig.  

0 €          
          

0 10 %  20 % 30 % 40 % 50 % 60 % 70 % 80 % 90 %           100 % 

 

Kopiervorlage 
 


