Susanne Prediger und Gerald Wittmann

VerstSndiger Umgang mit Begriffen und Verfahren:
Zentrale Grundlage n der Kompetenzbereiche Wissen -
Erkennen -Beschreiben und Operieren -Berechnen

&ie Bildung eines Begriffs ist nicht ein isolierter
Akt, etwa die additive Vermehrung des Wissens
um eine neue Einheit, vergleichbar dem Eintra-
gen einer neuen Zeile in ein Warterbuch.O
(Heinrich Winter 1983, S. 181)

FYr die elementaren Kompetenzbereiche Wig&nkennend Beschreiben eime

seits und Operiere® Berechnen andererseits bildet der verstSndige Umgang mit
Begriffen und Verfahren eine zentrale Grundlage. Doch was genau meintrder ve
stSndige Umgang mit Begriffen und Verfahren? Wann haben SchYlerinnen und
SchYler einen mathematischen Begriff wie Primzahl oder Parallelogrammyversta
den und wie erwerben sie ihn? Wargmien Lernende mit Verfahren wie der Mult
plikation von BrYchen verstSndig umgehen und wie lernen sie diese? Da die Fragen
fYr beide Bereiche Shnlich sind, werden sie hier parallel behandelt, zunSchst fYr B
griffe, dann analog fYr Verfahren.

1 Verstandiger Umgang mit Begriffen

Begriffe sind mehr als blole Worte D sie verbinden eine sprachliche, eine semant
sche und eine gegenstSndliche Ebene miteinander. Zu einem Begriff geh3rt
> auf der gegenstSndlichen Ebene Blegriffsumfangdie Menge aller GegenstS
de(dies kSnnen in der Mathematik Objekte, aber auch Ereignisse, Lageloeziehu
gen, ZusammenhSnge 0.S. sein), die unter den Begriff fallen;
> auf der semantischen Ebene Begriffsinhalt die Menge aller Merkmale, die ein
jeder Gegenstand haben muss, der wierBegriff fSlit;
> auf der sprachlichen Ebene ddegriffsbezeichnungein (Fack)Wort, das die
GegenstSnde bezeichnet, die unter den Begriff fallen.
Ein Begrift ist D bezogen auf einen Kontext Dklar spezifiziert, wenn eindeutig ist,
welche GegenstSnilediesem Kontext unter ihn fallen und welche nicht, und wenn
eindeutig ist, welche Merkmale zum Begriffsinhalt gehoren und welche nicht. Der
Begriff, den sich Lernende von mathematischen GegenstSnden machen, kann auf
jeder der drei Ebenen mehr oder mingiark von dem entsprechenden mathemat
schen Begriff der Sprachind Kulturgemeinschaft abweichen. Beispiele fYr Begriffe
im schulischen Kontext sind folgende:
¥ Alle natYrlichen Zahlen, die durch 2 teilbar sind, werdemalade Zahlen
bezeichnet.
¥ Alle natYrlichen Zahlen, die genau 2 Teiler besitzen, hé®enzahlen



¥ Alle Vierecke, bei denen jeweils zwei Gegenseiten parallel sind, nennt man
Parallelogramne.

¥ Alle Vierecke, bei denen zwei Gegenseiten parallel sind, nennTrapez.
Begriffe fungieren alsBausteine mathematischen Wissefg strukturieren das
Wissen, indem Gleichartiges zusammengefasst und damit Verschiedenartiges klar
getrennt wird. Dies gilt sowohl fiir den individuellen Lernprozess in der Schule als
auch fYr die individuelle Theorieentwicklung der Fachwissenschaft Mathematik
(vgl. Freudenthal 1983, S. 28). Mathematische Begriffe konnen zunichst dazu be-
nutzt werden, Alltagsphdnomene zu ordnen oder auch einzuordnen: So wird durch
geometrische Begriffe wie Dreieck und weiter gleichseitiges oder gleichschenkliges
Dreieck sowie Viereck und weiter Quadrat, Rechteck, Parallelogramm oder Trapez
das Phidnomen des Umrisses ebener Figuren erfasst und schrittweise systematisiert
und hierarchisiert. Es konnen aber auch aus bereits abstrakten Begriffen neue Begrif-
fe gebildet werden, wie etwa der des Wendepunkts oder die algebraischen Struktur-
begriffe Gruppe, Ring, KSrper.

Das Lernen eines neuen Begriffs bedeutet deshalb, neue Aspekte mathemat
schen Wissens zu erfahren, zu ordnen und zu systematisieren sowie mit bekannten
Aspekten so in Beziehung zu bringen, dass letztlich ein tragfShiges Begriffgnetz en
steht. Ziel ist ein verstindiger Umgang mit Begriffen, der sich in zahlreichen inner-
und au8ermathematischen Situationen z&gts wird im Folgenden entlang dreier
Fragen an verschiedenen Beispielen konkretisiert:

¥ Was muss im Umgang mit Begriffen alles gelernt werden?
¥ Wie kann ein verstSndiger Umgang mit Begriffen diagnostiziert werden?
¥ Wie kann ein verstSndiger Umgang mit Bigni erworben werden?

1.1 Was muss im Umgang mit Begriffen alles gelernt werden?

Ein verstSndiger Umgang mit Begriffen beschrSnkt sich nicht auf das Kennen der
Bezeichnungen oder das Auswendigwissen der Definitionen. Die koBek&ith-
nung(also ein Faowort) ist nur ein kleiner Ausschnitt dessen, was einen mathem
tischen Begriff ausmacht, und die Definition erfasst stets nur einzelne Aspekte eines
Begriffs. Ein verstSndiger Umgang mit Begriffen umfasst darYber hinaus das Ne
nen bzw. Konstruieren von Bgielen und Gegenbeispielen (Begriffsumfang) und
das ErlSutern des Begriffsinhalts (vgl. Winter 1983; Vollrath 2001) sowie das Wissen
um typische innerund au8ermathematische Anwendungssituationen des Bdgriffs
Tabelle 1 werden diese Anforderungen d Begriffegerade und ungerade Zahl
sowie Trapezund Parallelogrammkonkretisiert. Sie werden dabei durch dieswi
sensfacettemxplizite Formulierung Konkretisierung AbgrenzungBedeutungund
Vernetzungstrukturiert (nach Prediger u. a. 2011).



Beispié
Facetie
des Wissens

Explizite
Formulierung

Konkretisierung

Abgrenzung

Bedeutung

Vernetzung

Gerade und ungerade Zahlen/
Primzahlen

Definition, Beschreibung, Explikation:
Eine Zahl ist gerade, wenn sie durch 2 te
ist.

Eine Zahl ist eine Primzahl, wenn sie ge!
Teiler besitzt..

Beispiel:
2, 8, 10, 698 758 sind gerade Zahlen.
3, 5, 7 und 11 sind Primzahlen.

GrenzfSlle:

0 kann als gerade Zahl gedeutet werden
1 ist keine Primzahl.

2 ist die einzige gerade Primzahl.
Fehlerwisn:

Eine Zahl, die nicht auf 1, 3, 7 oder 9 ent
kann keine Primzahl sein.

Interpretationen:

Eine gerade Anzahl von Bonbons kann ¢
zwei Kinder verteilt werden, dass beide ¢
viel erhalten und nichts Ybrig bleibt, bei ¢
ungeraden Anzahl funidibdies nicht.
ProblemzusammenhSnge:

Primzahlen tauchen auf, zum Beispiel be
multiplikativen Zerlegen von Zahlen.

Transfer/Vernetzung mit anderen Begriff
In der 4eReihe kommen nur gerade Zahl
vor, in der-8r Reihe abwechselnd gerade
ungerade Zahlen.

Die Summe zweier ungerader Zahlen ist
gerade Zahl.

Primzahlen sind die kleinsten multiplikati
Baustme, in die jede Zahl laut dem Satz
die Primfaktorzerlegung eindeutig zerleg
den kann.

Trapez und Parallelogramm

Definition, Beschreibung, Explikation:
Ein Viereck, bei dem zwei Gegenseiten
sind, ist ein Trapez.

Ein Viereck, bei dem jeweils zwei Geger
parallel sind, ist ein Parallelogramm.

Beispiel:

Trapezv /

Parallelogramfrehler! Verweisquelle
konnte nicht gefunden we-
denFehler! Verweisquelle konnte
nicht gefunden werdenFehler!
Verweisquelle konnte nicht gefun-
den werden.

GrenzfSlle:

Ein Parallelogramm ist ein Trapez.

Ein Rechteck ist ein Parallelogramm unc
Trapez.

Ein Trapez kann auch achsensymmetris
sein.

Fehlerwissen:

Ein Parallelogranohne zusStzliche Bige
schaften) ist nicht achsensymmetrisch.

Interpretation:

Wenn bei einem Gelenkviereck die gage
liegenden StSbe jeweils gleich lang sind
man ein Parallelogramm: Die
ddvere SeiteO ist immer

rallé zur dueten SeiteO. j’
ProblemzusammenhSnge:

Formen von Vierecken zu unterscheider
interessant, um beispielsweise untefsch

che AbhSngigkeiten zwischen Viereckse
schaften zu fassen.

Transfer/Vernetzung mit anderen Begrifi
Einordnung von Trapez und Parallelogre
das bekannte dHaus der ViereckeO umd
rung der Kriterien fYr dierBinung (Seiten
Winkeloder Symmetrieeigenschaften).

Tabelle 1: Facetten des Wissens fYr exemplarische Begriffe

Durch die Beispiele in Tabelle 1 wird nochmals deutlich, dass letztlich nuraalle F
cetten zusammen das Verstehen eines Begriffs ausmaedraer zeigt sich, dass
Begriffe nicht isoliert gelernt werden kSnnen, sondern erst in Begriffsnetzen lei



tungsstark sind:

¥ Die Begriffe gerade Zahl und Primzahl fassen spezifische Zahleigenschaften, die
unter anderem beim Rechnen mit natYrlichen Zahtem,aich mit Bruchzahlen
(Kiirzen von Briichen) wichtige Anwendungen finden.

¥ Mit den Begriffen Trapez und Parallelogramm verbunden sind vielféltige Seiten-
, Winkel- und Symmetrieeigenschaften der Vierecksgrundformen und deren An-
wendung auf unterschiedlicigeometrische Probleme.

1.2 Wie kann verstSndiger Umgang mit Begriffen diagnostiziert werden?

Ein verstSndiger Umgang mit Begriffen bedeutet, dass sie einerseits in allen ihren
Facetten korrekt beschrieben und andererseits zur Strukturierung mathematischen
Wissens und zur ProblemISsung herangezogen wekslemen. Diese beiden Re
spektiven sind leitend fYr die Formulierung diagnostischer Aufgaben in Tabelle

Die explizite Formulierung bezieht sich dabei im Allgemeinen auf den Begriffs
inhalt, wShrend die #hkretisierung und Abgrenzung eher den Begriffsumfang a
sprechen.

Beispiel
Facette Beispiele fYr Diagnoseaufgaben
des Wissens
Explizite Wie ist eine Primzahl definiert? Sind 27 und 29 Primzahlen?
Formulierung Wie ist ein Trapez definiert, wikaeatfielogramm?
Konkretisierung | Bei welchen Figuren handelt es sich um ein Trapez, bei welchen um ein Parallel
Abgrenzung Zeichne fYnf verschiedene Parallelogramme. BerYcksichtige dabei auch die Sor

ErgSnze jeweils so, dass (1) ein Trapez, (2) darYber hinaus auch ein Parallelogr

. —

BegrYnde, warum 2 die einzige gerade Primzahl ist..
Bedeutung aDie Summe zweier ungerader Zahlen ist stets eine gerade Zahl.O BegrYnde dit
dDas Proéit zweier gerader Zahlen ist wieder eine gerade Zahl.O BegrYnde dies

Wo tritt in der abgebildeten Briefwaage ein Parallelogramm auf? Welche Parallel
eigenschaft wird hier genutzt?

Vernetzung Zeichne in die gegebenen Vierecke jeweils die Syimseeatee. Ordne sie nachrder /
zahl der Symmetrieachsen.

Tabelle 2: Diagnose mathematischer Begriffe

Bei der Diagnose im Unterricht sind zwei Aspekte besonders relevant:

¥ Dass SchYlerinnen und SchYler eine Bezeichnung verwenden, hei§t zunSchst
nur, dasssie ein Wort kennen. Dies hei§t nicht zwangslSufig, dass sie auch den
zugehsrigen Begriff schon erworben habEarner sind Bezeichnungen (iesb
sondere geometrischer Begriffe) hSufig alltagssprachlich anders belegt in der
Mathematik Yblich.

¥ Der individuele Begrifisumfang von SchYlerinnen und SchYlern kann zu eng,
aber auch zu weit sein, und ist meist mit zu engen oder zu weiten Begrifsinha
ten verbunden. Die Beobachtung einer noch nicht voll tragfShigen Vorstellung in
einem Bereich geht meist mit einer éigen oder zu weiten Vorstellung auf der
anderen Seite einher. Erst das Zusammenspiel von Begriffsumfang und Begrifts-



inhalt macht das Verstindnis eines Begriffs aus P anhand des Begriffsinhalts
wird erkennbar, ob ein Objekt ein Beispiel oder Gegenbeispiel fiir diesen Begriff
ist.

1.3 Wie kann verstandiger Umgang mit Begriffen erworben werden?

Die verschiedenen mit Begriffen verbundenen Wissensfacetten miissen auch beim
Lernen der Begriffe zum Tragen kommen. Das Lernen eines Begriffs ist im Allge-
meinen keirkurzfristiger Vorgang, sondern diangfristiger Prozess. Es beginnt mit
dem Sammeln von Vorerfahrungen, die zunehmend verdichtet und systematisiert
werden. Daran schi sich das EinfYhren einer Bezeichnung und das gezielte E
kunden von Eigenschaftensdiaeuen Begriffs an. Ferner werden viele Begriffe im
Laufe der Schulzeit immer wieder aefgiffen und prSziser gefasst, so dass bune
mend komplexere und dichtere Begriffsnetekroy pft werden.
FYr denZugang zu neuen Begriffémssen sich zwei idealtypise Verfahren
aufzeigen, die beide im Folgenden erlSutert werden:
¥ das Systematisieren von PhSnomeBeénsbesondere das Herausarbeiten von
GemeinsamkeiteBhin zu neuen Begriffen,
¥ das Entwickeln von neuen Begriffen aus Problemen im Sinne eines preblemg
netischen Zugangs.
Der erste idealtypische Zugang, das Systematisieren von PhSnomenen als Zugang zu
neuen Begriffen, beginnt stets mit dem Sammeln vielfSltiger Erfahrungen. Es
schlie§t sich ein Beschreiben der PhSnomene an, das in ein Systematisieren (hSufig
interessierende Eigenschatft liegt vor und liegt nicht vor, also Beispiele und-Gege
beispiele) miindet. Wie die beiden Begriffe gerade Zahl und Primzahl zeigen, kon-
nen diese Vorerfahrungen verschiedenen Kontexten entstammen:
¥ Figurierte Zahlen: Am Zwanzigerfeld konnen 14 Plittchen in zwei gleich langen
Reihen angeordnet werden. Bei 11 Pléttchen klappt dies nicht. Fiir wie viele
Pléttchen ist es ebenfalls moglich, fiir wie viele nicht? 12 Pléttchen lassen sich
auf verschiedene Weise als Rechteck anordnen, 11 Pléttchen hingegen koénnen
nur in einer Reihe gelegt werden, es gibt keine andere Moglichkeit. Bei wie vie-
len Pléttchen gibt es mehrere Mdoglichkeiten? Zeichne diese. Wie viele Pléttchen
lassen sich ebenfalls nur in einer Reihe legen?
¥ Sachkontexte: Elisa und ihr Bruder wollen 15 Weihnachtsplidtzchen so aufteilen,
dass beide gleich viele erhalten. Klappt dies? Die Klasse Sc besteht aus 23 Schii-
lerinnen und Schiilern. Welche gleich grof3en Gruppen konnen im Sportunterricht
gebildet werden? Bei welchen Anzahlen von Schiilerinnen und Schiilern sieht es
anders aus?
¥ Teilbarkeitseigenschaften: Welche Zahlen sind durch 2 teilbar? Gib die Teiler-
mengen aller Zahlen bis 25 an. Wie viele Elemente besitzen sie jeweils?
¥ Zerlegung von Zahlen in Primfaktoren: Bei einem Teil der Zahlen ist der Faktor
2 enthalten, bei den anderen Zahlen nicht. Werden Zahlen in Faktoren zerlegt,
bleiben bestimmte Zahlen am Ende {ibrig, weil sie nicht weiter zerlegt werden



konnen. Welche Zahlen sind das?

Hieran kann sich das Formulieren und Notieren einer Definition anschlieen. Beim
Begriff Primzahl taucht allerdings ein nicht seltenes Phdnomen auf: Die Definition
kann nicht vollstandig aus den Phianomenen abgeleitet werden. Warum die 1 nicht
als Primzahl eingeordnet wird (andernfalls wire die Eindeutigkeit der Primfak-
torzerlegung nicht gegeben), erschlie8t sich fiir Schiilerinnen und Schiiler nur be-
dingt. Allerdings muss nicht jedes interessante Phinomen oder jedes Entdecken von
Objekten mit gleichen Eigenschaften im Unterricht bis zum Begriff gefiihrt werden,
und nicht jeder Begriff muss mit einer neuen Bezeichnung belegt werden. Vielmehr
konnen Pin allen Jahrgangsstufen Bauch Phinomene geordnet werden und dann als
solche stehen bleiben. Dies gilt insbesondere auch fiir den Begrift Primzahl.

Der zweite idealtypische Zugang ist das Entwickeln eines Begriffs aus einem
Problem. Diesen Zugang zum Begriff Primzahl bietet das Spiel ,,Wer zerlegt zu-
letzt?* (siehe Prediger, Dierks & Kersting, 2009): Eine Startzahl wird als Produkt
zweiler Zahlen dargestellt; einer der beiden Faktoren wird wiederum multiplikativ
zerlegt, anschlieBend einer der beiden Faktoren der neuen Zerlegung, und so weiter,
bis am Ende keiner der beiden Faktoren mehr zerlegt werden kann. Die Schiilerin-
nen oder Schiiler spielen zu zweit und wechseln sich mit den Zerlegungen ab; wer
zuletzt eine Zahl zerlegen konnte, hat gewonnen. Nach mehreren Spielrunden leiten
Reflexionsfragen die Schiilerinnen und Schiiler an, bestimmte Zahlen, die multipli-
kativ nicht zerlegbar sind, genauer zu beschreibéie spateren Primzahlen. Deut-
lich wird bei diesem Zugang auch die ASonderrolleO der 1, da in diesem Fail die Ze
legung ,,auf der Stelle tritt*.

Unterstiitzt wird der verstindige Umgang mit Begriffen durch Ubungsformate,
welche die Wissensfacetten immer wieddragas Neue zutage treten lassen. &Mu
ter an der HundertertafelO beispielsweise verknYpfen die Eigenschaften von Zahlen,
entweder einer EinmaleiReihe anzugehsSren oder Primzahl zu sein, mit geemetr
schen Mustern.

In Bezug auf die geometrischen Begriffe Trapez und Parallelogramm, allge-
meiner die Dreiecksund Vierecksgrundformen, lassen sich die PhSnomene anfangs
an ganzheitlichen, visuellen Schemata festmachen. Im Zuge des Systematisierens
treten dann SeitenWinkek und Symmetrieeigenschaften immerls¢sin den Vo-
dergrund (vgl. Roth & Wittmann, 2009). AdSquate tbungsformate fokussieren auch
in der Folge immer wieder auf diese Eigenschaften (vgl. Leuders & Wittmann,
2009) und unterstYtzen gleichzeitig den Aufbau tragfShiger Vorstellungendvgl. V
gel & Wittmann, 2010).

2. VerstSndige r Umgang mit Verfahren und Operationen — —
Grundlage des Operieren s und Berechnens

Der Kompetenzaspekt Operieren und Berechnen hat von jeher im Mathematikunter-



richt eine bedeutende Rolle gespielt: Schiilerinnen und Schiiler sollen lernen, Briiche
zu addieren und zu multiplizieren, negative Zahlen zu subtrahieren oder FScheni
halte von Parallelogrammen und Trapezen zu berechnen. Gleichzeitig istioft krit
siert worden, dass das Anwenden gelernter Verfahren im Unterricht zudstark
niert (Vorwurf der KalkYlorientierung, z.B. Borneleit u.a., 2001). Ein exklusiger F
kus auf Operieren und Berechnen kann in der Tat problematisch sein, wenn er auf
ein VerstSndnis der Verfahren verzichtet und sich auf die DurchfYhrung dér Verfa
ren beshrSnkt, bzw. wenn dadurch andere Kompetenzaspekte zu kurz kommen.

Ein verstSndiger Umgang mit Verfahrand Operationerlagegen wird immer
ein wichtiger Teil mathematischer Kompetenz bleiben, denn ohne kdnnen nur weni-
ge Probleme gelost und nur wenige Modellierungen durchgefiihrt werden. Es sollen
daher in diesem Abschnitt die folgenden Fragen bearbeitet werden:
¥ Was muss im Umgang mit Verfahren und Operationen alles gelernt werden?
¥ Wie kann verstSndiger Umgang mit Verfahren und Operationen diagnostiziert

werden?
¥ Wie kann verstiandiger Umgang mit Verfahren und Operationen erworben wer-
den?

Exemplarisch beschrankt sich der Abschnitt dabei auf Beispiele von Rechenverfah-
ren und -operationen. Diese Beispiele sind Ybertragbar auf andere Verfahren mit
konzeptuellen Hintergr¥nden, wie die konstruktive DurchfYhrung geometrischer
Abbildungen. Auf rein handwerkliche Verfahren wie das Nutzen eines Geodreiecks
oder der richtigen Tasten auf dem Taschenrechner sind sie dagegen nur begrenzt
Ybertragbar.

2.1 Was muss im Umgang m it Verfahren und Operationen alles gelernt werden?

Was muss man alles beherrschen, um sagen zu k3nnen, dass man verstSndig den
FIScheninhalt eines Trapezes berechnen kann? Wie bei Begriffen sind zahlreiche
Wissens und K3nnensfacetten notwendig, die irb@te 3 exemplarisch fYr dieS-|
chenberechnung von Trapezen und das Multiplizieren von BrYchen aufgefYhrt sind
(Wissens und K3nnensfacetten nach Prediger et al., 2011, speziell fYr Verfahren
Shnlich schon bei Vollrath 2001, S. 52).

Wer zur Umfangsund ASchenberechnung nur gelernt hat, fertige Formeln a
zuwenden, lauft Gefahr, dass das so erworbene Wissen zu wenig flexibel und fehler-
anfillig ist (Verwechslung von Umfang und Flicheninhalt wegen fehlender Abgren-
zung der Begriffe und Vorgehensweisen). Die Verfiigbarkeit von Interpretationen
(Bedeutung) fur Flacheninhalt und Umfang (,,Teppich und FuBleisten*) helfen, die
Verwechslung zu vermeiden und die Flachenformel in den dazu geeigneten Situatio-
nen anzuwenden. Fiir den Umfang wird keine Formel gelernt, weil sie die schlichte
Bedeutung nur verdeckt (,,einmal rundherum aufsummieren®). Auch auf die Fla-
chenformel konnte fiir kompliziertere Vierecke wie Trapeze verzichtet werden, wenn
die Herleitungsstrategien Zerlegen, Verdoppeln, Ergénzen (Vernetzung) solide be-
herrscht werden.



Fiir Rechenoperationen wie das Multiplizieren von Briichen ist der Erwerb
tragfahiger Konnens- und Wissensfacetten insofern anspruchsvoller, als die Rechen-
operation leichter durchzufiihren als mit Bedeutung zu fiillen ist. Hier liegen also
zwei zundchst getrennte Lerninhalte vor, die aber insofern nicht trennbar sind, als
nur bei Verfligbarkeit von inhaltlichen Vorstellungen zu den Operationen (Bedeu-
tung) sichergestellt ist, dass die Operation in Sachzusammenhingen richtig ange-
wandt werden kann. Hier greifen die Kompetenzaspekte Interpretieren, Modellieren
und Operieren ineinander (speziell fiir Bruchoperationen bei Malle 2004).

Beispiel
Facette BrYche multiplizieren FIScheninhalt von Trapezen berechnen
desK3nners
Explizite Anleitung: Anleitung: -

Formulierung  Um zwei BrYche zu multiplizieren, rechn Man bestimmt den @
ZShler mal ZShler durch Nenner mal Ne! FIScheninhalt des Trape

durch !- h- (a+c).

Konkretisierung Beispiel: Beispiel:
I .3 -(3+6)=13,5,also0 13,3 ¢
2/5-1/4=21/20 (Geht auch, 3| u
wenn die Figur vertikal steht.) L
Abgrenzung GrenzfSlle: Bei gemischten BrYchen mu: Fehlerwissen:
erst umformen: 31=7/2-1=7/4 Den FIScheninhalt sollte man nichthverw

seln mit dem Umfang.
Fehlerwissen: Ein typischer Fehler tauch Wenn keine zwei Seiten parallel sind, ks

gleichen Nennern auf: Formel fYr das Trapez nicht genutzt we
2/7-3/7 " 6/7, sondern =6/49
Bedeutung Interpretationen: Interpretation:
2/5-1/4 ist deutbar als FIScheninhalt gibt die Grs8e der FISche
¥ 2/5von 1/4 (Anteil vom Anteil) oder zum Beispiel wie viel Teppich man braut
¥ FIScheninhalt eines Rechtecks mit 2/5 Man kann ihn durch Zerlegen in einfach
und 1/4 LSnge. berechnende Ti&then bestimmen.
Vernetzung BegrYndung: BegrYndung:
Im Rechteck kann mat Durch Verdoppeln und Zerlegen: a+c ist
erkennen, warum man LSnge der Parallelogrammdestepultipl
den Anteil vom Anteil ziert mit h die FISche des Parallelogram
so bestimmt: gibt, das doppelt so gro§ wie das Trape:
2/51/4=2/20 e <

2.1 von 54 KSstchen
N\ h
\ c\ e \\\\

~

Tabelle 3: Facetten des Wissens und Kénnens fir zwei exemplarische Verfahren

2.2 Wie kann ein verstandiger Umgang mit Verfahren und Operationen
diagnostiziert werden?

Diagnostische Aufgaben zum verstandigen Umgang mit Verfahren und Operationen
sollten die unterschiedlichen Wissensfacetten aus Tabelle 3 beriicksichtigen. Mogli-
che Aufgabenformate sind in HuBBmann, Leuders & Prediger, 2007 zusammenge-
stellt und in Tabelle 4 fiir die oben gegebenen Beispiele exemplarisch aufgefiihrt, um
die Bandbreite zu zeigen. Dabei sind insbesondere in der Wissensfacette Vernetzung
bewusst nicht vollkommen offene Fragestellungen formuliert, sondern solche, die



durch einige Vorgaben etwas leichter zu bewiltigen sind.

Beispiel )
Facette Beispiele fYr Diagnoseaufgaben
des Wissens

Konkretisierung
und plizite
Formulierung

Berechne 2/3/4.
Finde verschiedene-Mafigaben mit dem Ergebnis 2/20.
ErkiSre, wie man den FIScheninhalt des Trapezes bestimmt.

KK K K

ErlSutere, wieso man hier nicht einfach
ZShler mal ZShler durch Nenner mal Nenner
rechnen kann: 3!

Was hat Lisa hier falsch gemath®7 = 6/7
Was ist hier falsch? TrapezflSch&@chid4,2cm+3cmyz-

Bestimme 2/5 von 1/4.

Formuliere eine Textaufgabe, fYr deren L&sung/duedBnen
musst.

Finde Situationen, in denen du den Unterschied zwischen Ur
FIScheninhaitkiSren kannst (zum Beispiel Pferdekopp&izasin
zum Fressen).

Vernetzung ¥ Bestimme 2/5 von digch Multiplikation
ErkiSre an nebenstehender Figur, wieso de
Verfahren zur Bestimmung von 2/5 von 1/4
funktioniert.
¥ ErkiSre an dem Bild unterdwvite Bestimmur
der TrapezflSche auf die eines Parallelogra
zurYckfYhren kannst.
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Tabelle 4: Aufgabenformate zur Diagnose von Verfahren
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2.3 Wie kann ein verstandiger Umgang mit Verfahren und Operationen
erworben werden?

Fiir die reine Durchfiihrung eines Verfahrens ist ,,Vormachen B Nachmachen* durch-
aus eine erfolgreiche Lehrstrategie. Wenn Lehrkréfte ein Verfahren in kleinen Schrit-
ten zeigen, konnen viele Lernende ihre Durchfiihrung kurzfristig durchaus eftektiv
nachahmen. Soll jedoch ein verstindiger Umgang nachhaltig erworben werden, ist
mehr Eigenaktivitidt und Reflexion wichtig, die nach dem didaktischen Prinzip ,,Erst
inhaltliches Denken B dann Kalkiil* (Prediger 2009) gestaltet ist.

Dies heif3t etwa fiir die Flaichenbestimmung, zunéchst die Flichen mit Hilfe der
Strategien Ergénzen, Zerlegen, Verdoppeln zu bestimmen, und erst danach Formeln
fiir Standardformen (Dreieck, Trapez, Parallelogramm) zu entwickeln, um die in-
formellen, kreativen Wege fiir die Standardformen abkiirzen zu kénnen.

Gerade fiir Rechenoperationen ist es wichtig, zundchst addquate inhaltliche
Vorstellungen zu den Operationen aufzubauen und dann zum Kalkiil iberzugehen.
So muss zum Beispiel fiir das Verfahren des Erweiterns von Briichen zuerst erarbei-
tet werden, dass es gleichwertige Anteile gibt, und wie man sie in Bildern findet,
bevor der Kalkiil des Erweiterns eingefiihrt wird. Den Kalkiil kénnen die Lernenden



nach dem Prinzip der fortschreitenden Schematisierung selbst erarbeiten, wenn sie
dafiir geeignete Impulse haben (Prediger 2006).

Ein plastisches Beispiel fiir das Prinzip der Schematisierung als Schritt von den
inhaltlichen Vorstellungen zum Kalkiil zeigen Glade & Schink (2011) fiir den eigen-
standigen Weg vom Anteilnehmen in Rechtecken zur Multiplikation von Briichen.

Fiir den Erwerb eines verstandigen Umgangs mit einem Verfahren muss nach
der griindlichen Schematisierung weiter Zeit investiert werden, um flexibel zu {iben.
Dabei sollen Schiilerinnen und Schiiler lernen, Beziehungen zwischen Aufgaben zu
sehen, ihre Rechnungen konsequent zu kontrollieren und einen Blick fiir moglichst
geschickte Rechenwege zu finden (Marxer & Wittmann, 2011; 2012; Siebel &
Wittmann, 2012).

Auftrage
1. Kdnnens- und Wissensfacetten fir die Begriffe Bruch, Wiirfel, Funktion

a) Welche Wissens- und Kénnensfacetten sind fir die Begriffe Bruch, Wiirfel und Quader
sowie kleinstes gemeinsames Vielfaches notwendig? Formulieren Sie diese entlang Ta-
belle 1 moéglichst genau.

b) Untersuchen Sie zwei Schulbtlicher, welche der Facetten in welcher Form berlicksichtigt
werden. Welche Aspekte wollen Sie nach Durchsicht der Schulbiicher in lhrer Liste er-
ganzen?

c) Formulieren Sie zu lhren Wissens- und Kénnensfacetten moglichst informative diagnos-
tische Aufgaben.

2. Lernsituationen zum Begriffserwerb
a) Stellen Sie Situationen zusammen, in denen Schiilerinnen und Schiiler Vorerfahrungen

zu den Begriffen Bruch, Wirfel und Quader sowie kleinstes gemeinsames Vielfaches
sammeln kénnen. Ordnen Sie diese jeweils den Wissensfacetten in Auftrag 1c zu.

b) Erlautern Sie (Ubungs-)Aufgaben, die Schiilerinnen und Schiiler zum verstindigen Um-
gang mit den Begriffen Bruch, Wiirfel, Funktion anregen. Ordnen Sie diese jeweils den
Wissensfacetten in Auftrag 1c zu.

3. Kdénnens- und Wissensfacetten fiir das Verfahren zum Subtrahieren negativer Zahlen
a) Welche Wissens- und Konnensfacetten sind fiir das Rechenverfahren zum Subtrahieren
negativer Zahlen notwendig? Formulieren Sie diese entlang Tabelle 3 moglichst genau.

b) Untersuchen Sie zwei Schulbtlicher, welche der Facetten in welcher Form berlicksichtigt
werden. Welche Aspekte wollen Sie nach Durchsicht der Schulbticher in lhrer Liste er-
ganzen?

c) Formulieren Sie zu lhren Wissens- und Kénnensfacetten moglichst informative diagnos-
tische Aufgaben.

4. Kinder auf dem Weg der fortschreitenden Schematisierung

a) Betrachten Sie die im Artikel von Glade und Schink (1991, siehe Zusatzmaterial) abge-
druckten Zwischenprodukte zweier Kinder auf dem Weg zur fortschreitenden Schema-
tisierung und vollziehen Sie ihren individuellen Schematisierungsprozess nach.
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