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Zusammenfassung: Zur Diskussion um das notwendige Professionswissen von Lehrkréften leistet dieser
Artikel im Geiste Arnold Kirschs einen Beitrag, indem er das Konstrukt der epistemologischen Bewusst-
heit einfiihrt, um bestimmte Aspekte und Dispositionen hinter dem konkreten fachspezifischen Wissen
und Koénnen zu fassen. Mit der methodischen Vorgehensweise der Anforderungsanalyse werden didakti-
sche Kernaufgaben bzgl. ihrer epistemologischen Anforderungen untersucht und so einige Aspekte epis-
temologischer Bewusstheit herausgearbeitet.

English Title. On the relevance of epistemological awareness for classroom practices of teachers

English Abstract. This article contributes to the discourse about teachers’ professional knowledge. Fol-
lowing early ideas of Arnold Kirsch, it introduces the construct of epistemological awareness for speci-
fying necessary aspects of reflection beyond the professional mathematical knowledge for teaching. By
the method of job analysis, didactical core tasks are analyzed with respect to their epistemological de-
mands in order to specify aspects of epistemological awareness.

Die Suche nach Bedingungen erfolgreichen Lehrverhaltens hat die Frage nach dem ,,professio-
nellen Wissen* von Lehrkréiften (Bromme 1992) in den Blick geriickt und umfangreiche Stu-
dien veranlasst (Kunter et al. 2011; Blomeke, Kaiser und Lehmann 2010; Even und Ball 2009).

Eine essentielle Teilfrage in diesem Problemkontext richtet den Fokus auf die Rolle des
fachspezifischen Wissens: In welcher Weise miissen fachliche Inhalte im Bewusstsein der
Lehrkréfte repriasentiert sein, damit diese in der Lage sind, fachbezogene Lernprozesse mog-
lichst wirksam anzustofen und zu begleiten? Diesem Fokus wendet sich die vorliegende theo-
retische Analyse zu.

Es leuchtet intuitiv ein, dass effizienter Fachunterricht mehr und anderes erfordert als die
notwendige Bedingung, dass Lehrkrifte die verwendeten Konzepte selbst richtig gebrauchen
und die Verfahren korrekt anwenden konnen. Viele Arbeiten von Arnold Kirsch lassen sich,
wie zu zeigen sein wird, als implizite Entfaltung dieser These verstehen (Kirsch 1969, 1976a,
1977, 1980, 1994). Das angedeutete ,,Mehr konzeptualisieren wir durch das Konstrukt der
,epistemologischen Bewusstheit”, und das Ziel dieses Artikels besteht darin, es in verschiede-
nen Facetten expliziter zu machen. Dazu nutzen wir die methodische Vorgehensweise der An-
forderungsanalyse in didaktischen Handlungssituationen (Bromme 1992; Bass und Ball 2004)
in Bezug auf epistemologische Anforderungen.

Nach einer ersten Anndherung an das Konstrukt in Abschnitt 1 entfalten wir in Abschnitt 2
an Beispielen, wie sich Aspekte epistemologischer Bewusstheit methodisch aus einer Analyse
didaktischer Anforderungen gewinnen lassen. In Abschnitt 3 fiihren wir im Ansatz theoretische
Anforderungsanalysen exemplarisch durch, mit dem Ziel der Explizierung relevanter Aspekte.



1. Das Konstrukt der epistemologischen Bewusstheit
im Kontext des Diskurses um Professionswissen

1.1 Aspekte des Diskurses zum fachspezifischen Professionswissen von Lehrkraften

Haufig wird das Professionswissen von Lehrkréften idealtypisch eingeteilt in fachliches, fach-
didaktisches und padagogisches Wissen und Kdnnen. Diese Bereiche werden in zahlreichen
empirischen Studien zum Professionswissen getrennt oder auch in ihrem Zusammenwirken
untersucht, so etwa in COACTIV (Krauss et al. 2008; Kunter et al. 2011) oder TEDS-M (B16-
meke et al. 2010). Zuriickgegriffen wird dabei auf die klassische Unterscheidung des US-
amerikanischen piddagogischen Psychologen Shulman (1986) in subject matter content know-
ledge, kurz content knowledge (CK), und pedagogical content knowledge (PCK). Jedoch ist
hervorzuheben, dass die Identifizierung fachdidaktischen Wissens als relevanter Teilbereich
z.B. in Deutschland eine sehr viel langere Tradition hat als das Konstrukt PCK (z.B. Kirsch
1977, 1980).

Die Bereiche des fachlichen und fachdidaktischen Wissens im Sinne Shulmans bilden Teile
der Wissenskomponente, die wir im Folgenden als fachspezifisches Professionswissens von
Lehrkriften bezeichnen. Dieses zu spezifizieren und in seinen Facetten herauszupriparieren ist
Anliegen des Forschungsprogramms ,,Mathematics for teaching*, das Bass und Ball (2004) und
ihr Team seit vielen Jahren verfolgen und das sehr breit rezipiert wird (vgl. zahlreiche Artikel
in ICMI-Study, Even und Ball 2009). Im Einklang mit dem Expertiseansatz von Bromme
(1992), der das professionelle Wissen von Lehrkriften aus einer Analyse ihrer beruflichen An-
forderungen heraus spezifiziert (dhnlich auch bei Ma 1999), haben Bass und Ball (2004) die
Methode der Anforderungsanalyse prominent gemacht: Mit Hilfe der Analyse typischer didak-
tischer Kernaufgaben (jobs) von Lehrkriften im Mathematikunterricht bestimmen sie, iiber
welche mathematischen Fahigkeiten und Einsichten Lehrkrifte verfiigen miissen (vgl. Ab-
schnitt 2.1):

.| We] observe the mathematically implicated problems that a teacher regularly has to solve. Then we analyze the mathematical
resources deployed (or potentially useful) for that problem solving, and the ways in which the teacher held and used these
mathematical resources.” (Bass und Ball 2004, S. 296)

Sie betonen dabei, dass es ithnen um zentrale Bestandteile des fachspezifischen Wissens geht,
die jedoch in ihrer speziellen Art bislang wenig thematisiert wurden:

,» This sort of mathematical knowledge is often of a kind that is not typically taught in traditional mathematics courses. Thus our
work has yielded new insights into the mathematics knowledge and resources for teaching. And it is knowledge of mathemat-
ics, not knowledge of pedagogy or of cognitive psychology. “ (Bass und Ball 2004, S. 296)

In dem Ansatz von Bass und Ball (2004) zum ,,Mathematics for teaching* werden also fach-
liche Ressourcen mit Bezug auf didaktisches Handeln bestimmt. Die Integration von fachlicher
und fachdidaktischer Perspektive ist dabei Ausgangspunkt ihres Zugangs (Ball, Thames und
Phelps 2008; Ball, Sleep, Boerst und Bass 2009). Sie steht im Einklang mit unserer eingangs
bereits formulierten Forschungsfrage (In welcher Weise miissen fachliche Inhalte im Bewusst-
sein der Lehrkréfte reprasentiert sein, damit diese in der Lage sind, fachbezogene Lernprozesse
moglichst wirksam anzustoen und zu begleiten?). Um diese zu bearbeiten, werden wir diesen
bei Bromme (1992), Ma (1999) und Bass und Ball (2004) gut begriindeten Ansatz der Anforde-
rungsanalyse in Bezug auf epistemologische Anforderungen ausbauen und dann dazu nutzen,



jeweils relevante Aspekte des fachspezifischen Wissens und Kénnens sowie der epistemologi-
schen Bewusstheit zu identifizieren (vgl. zur Herangehensweise Abschnitt 2).

Zuvor muss allerdings zundchst genauer umrissen werden, was mit epistemologischer Be-
wusstheit gemeint ist.

1.2 Das Konstrukt der epistemologischen Bewusstheit

Epistemologie war klassisch ein Gebiet der Philosophie, das sich mit Gegenstédnden, Bedin-
gungen und Prozessen der Erkenntnis beschiftigt hat, und zwar (in Abgrenzung zur Psycholo-
gie) unabhdngig vom einzelnen Individuum in iibergreifenden Strukturen (vgl. Rod 1994,
S. 52). Auch Mittelstrall beschreibt Erkenntnistheorie als ,,philosophische Grunddisziplin, de-
ren Gegenstand die Beantwortung der Frage nach den Bedingungen begriindeten Wissens ist.
Im klassischen Sinne schloss dies die Fragen nach der Entstehung, dem Wesen und den Gren-
zen der Erkenntnis ein.” (Mittelstrall 1980, S. 576)

Wihrend die philosophische Tradition der Erkenntnistheorie den Begriff Epistemologie im
Singular und jeweils mit einem gewissen Absolutheitsanspruch benutzt, ist in der internationa-
len Mathematikdidaktik ein Plural iiblicher geworden. So beschreiben zum Beispiel Sierpinska
und Lerman (1996) ,,epistemologies of mathematics and mathematics education® als die unter-
schiedlichen theoretischen und philosophischen Positionen zur Natur des Erkenntnisgegen-
stands Mathematik und zur Struktur der Prozesse der mathematischen Erkenntnis (dhnlich plu-
ralistisch auch bei Steiner 1989).

Zu einem detaillierteren Verstdndnis gelangt man, wenn man auf die Ursprungsbedeutung
des griechischen Wortstammes episteme zuriickgreift. In der antiken griechischen Philosophie
unterschied man verschiedene Formen des Wissens, und episteme galt unter diesen als die
hochste. Das Wort ,,bedeutet, dass man tiber etwas steht, vor etwas steht, in dem Sinne, dass
man es beherrscht* (Schadewaldt 1979, S. 173). Es ist ein Wissen, das sich selber ,,als Wissen
weil}”, indem es sich seiner Inhalte und Vorgehensweisen bewusst wird und dariiber stindig
Rechenschaft ablegt. ,,Dies Wissen ist der einfachen Erfahrung iiberlegen, weil [...] der Erfah-
rene nur das >dass< weily, der wirklich Wissende aber auch das ywarumc«. Dies fithrt auf ein Ver-
fligen tliber die archai und aitiai, die Prinzipien und Ursachen® (ebd. S. 30).

Diese Begriffserlduterung kann man so interpretieren, dass episteme ein Bewusstsein dessen
enthélt, wie Wissensbildung geschieht, und damit {iber eine Art Navigationssystem im Umgang
mit fachspezifischem Wissen verfiigt. Dazu gehort ein Wissen dariiber,

e welche urspriinglichen Fragen einen Wissensbildungsprozess anstoen konnen, welche
orientierenden Leitideen und Zwecksetzungen ihn weiter tragen und welche Stufen dabei
durchlaufen werden,

e welche spezifischen Denkhandlungen dabei am Werk sind,

e welche Darstellungsmittel und Sprachebenen jeweils verwendet werden konnen und welche
Konventionen dabei zu beachten sind,

e wie einzelne Komponenten eines Wissensgefiiges zueinander in Beziehung stehen und wel-
che Rolle sie dabei einnehmen,

e welche Praktiken der Vergewisserung es gibt,

e welche Reichweite und welche Grenzen ein Wissensgebiet hat.



Epistemologische Bewusstheit wird fiir diesen Artikel definiert als die Disposition, epistemolo-
gische Aspekte eines mathematischen Themas zu kennen und reflektieren zu konnen, ihr Auf-
tauchen in bestimmten didaktischen Situationen wahrnehmen und dazu geeignetes Hinter-
grundwissen zum Fach und seinen epistemologischen Aspekten aktivieren zu konnen. Wir
sprechen (in Anschluss an Neubrand 1990) von Bewusstheit und nicht von Wissen, weil neben
Kenntnissen auch Reflektionen, Sensibilitdt sowie Urteils- und Unterscheidungsvermogen
adressiert werden. In dem vorliegenden Aufsatz geht es darum, genauer auszudifferenzieren,
was zu dieser epistemologischen Bewusstheit im Einzelnen gehort.

Dass eine so verstandene und auf schulische Lehrinhalte heruntergebrochene epistemologi-
sche Dimension fiir Lehrkrédfte der Mathematik zentral ist, hat schon Dewey (1902) implizit
formuliert. Danach besteht die Aufgabe des Lehrers nicht darin,
der Wissenschaft, die er lehrt, neue Erkenntnisse hinzuzufiigen, neue Vermutungen aufzustellen oder sie zu be-
weisen. Er befasst sich mit dem Erkenntnisbestand der Wissenschaft als einem gegebenen Zustand und Abschnitt
im Prozess der menschlichen Erkenntnis. Fiir den Lehrer kommt es darauf an Wege zu entwickeln, wie ein Stoff
zuginglich gemacht werden kann, und Ankniipfungspunkte zu dem momentanen Entwicklungsstand eines Kindes
zu finden. Es kommt fiir den Lehrer weiter darauf an, seine eigenen Fachkenntnisse bei der Deutung der Bediirf-
nisse und Aktivititen des Kindes einzubringen und Lernsituationen zur zweckmiBigen Leitung des Kindes zu
schaffen. Der Lehrer befasst sich mit dem Stoff nicht an sich, sondern betrachtet ihn nur als Faktor in einem um-
fassenden Erkenntnisprozess.* (Dewey 1902, S. 14)

Zugespitzter hat Kirsch (1980) schon vor vielen Jahren darauf aufmerksam gemacht, dass
eine gewisse epistemologische Sensibilitét fiir Charakteristika der mathematischen Erkenntnis-
gewinnung einen zentralen Bestandteil des fachlichen Wissens bildet, den er als Voraussetzung
fiir fachdidaktisches Wissen im engeren Sinne bezeichnet. Bezogen auf den Geometrieunter-
richt schreibt er:

,Dies alles geht in Richtung Wissenschaftstheorie: Der Lehrer bendtigt kein einschlidgiges Spezialstudium, aber er sollte die

Geometrie nicht nur auf einem Niveau kennengelernt haben; er sollte fahig sein, sie zu reflektieren, sie ,von auflen’ zu betrach-
ten. Er benétigt ,Wissen iiber Wissen’.* (Kirsch 1980, S. 242)

Mit Wissen iiber Wissen zielt Kirsch dabei nicht auf metakognitive Aspekte im kognitionspsy-
chologischen, sondern im epistemologischen Sinne, d.h. bzgl. der Natur mathematischen Wis-
sens, der Spezifika mathematischer Praktiken und der Prozesse der mathematischen Wissens-
bildung, wie sie auch Neubrand (1986) in seinen Ebenen der Reflektion unterschieden hat.

Auch Shulman betont aus einer diszipliniibergreifenden Perspektive, dass es nicht nur um
das Wissen als solches geht, sondern um die Art und Weise, wie es in der jeweiligen Situation
generiert wird:

,»To think properly about content knowledge requires going beyond knowledge of the facts or concept domains. It requires
understanding ... both, the substantive and the syntactic structures. The substantive structures are the variety of ways in which
the basic concepts and principles of the discipline are organized to incorporate its facts. The syntactic structure of a discipline is
the set of ways in which truth or falsehood, validity or invalidity, are established.” (Shulman 1986, S. 9)

Die von Dewey (1902), Kirsch (1980) und Shulman (1986) beschriebenen epistemologischen
Aspekte umfassen mehr als bloe Stoftbeherrschung und auch mehr als die globalen Auffas-
sungen zur Natur der Mathematik und mathematischer Wissensbildung, die mit dem Konstrukt
der epistemologischen Uberzeugungen in Untersuchungen zu Beliefs von Lehrkriften unter-
schieden wurden (Schommer 1990; Stahl & Bromme 2007). In dem vorliegenden Aufsatz kon-
zeptualisieren wir dieses ,,Mehr* durch das Konstrukt der epistemologischen Bewusstheit und
differenzieren genauer aus, was im Einzelnen dazu gehort.



Viele Aufsdtze von Arnold Kirsch lassen sich als gelebtes Vorbild fiir eine solche Bewusst-
heit lesen, auch wenn diese nicht als solche expliziert wird. Wir werden das im folgenden Ab-
schnitt an Beispielen entfalten.

1.3 Epistemologische Bewusstheit in Arbeiten von Arnold Kirsch
und anderen didaktischen Ansatzen

Arnold Kirsch hat in seinen Arbeiten Sichtweisen auf die mathematischen Unterrichtsgegen-
stinde und das Umgehen mit diesen vorgelebt, die ein Dariiberstehen, ein Wissen iiber das
,Wie“ und ,,Warum* (siche oben) dokumentieren und damit im Sinne der aktuellen empiri-
schen Unterrichtsforschung wesentliche Merkmale guten Unterrichts verkdrpern (Ufer, Heinze
und Lipowski 2015), insbesondere die inhaltliche und strukturelle Klarheit:
HInhaltliche Klarheit bedeutet, dass die wesentlichen Elemente des Unterrichtsgegenstandes kohédrent, sprachlich priagnant und
verstandlich, aber auch fachlich korrekt aufbereitet werden. ... Eine klare Struktur der fachlichen Inhalte, beispielsweise in
Form iibergreifender Ideen, kann als ,Geriist’ iiber lingere Zeit der Lernbiographie tragen und es so erleichtern, immer wieder
neues Wissen zu integrieren.” (Ufer et al. 2015, S. 422f).
Fachliche Korrektheit war fiir Kirsch ein oberster Grundsatz, innerhalb dessen er die flexible
Anpassung an das Niveau der Adressaten vorsah, aber die Grenze zwischen legitimer Vereinfa-
chung und Verfilschung im Blick behielt (Kirsch 1977). ,,Es gibt eine Freiheit in der (bewuss-
ten) Wahl des Niveaus.* (Kirsch 1980, S. 242).

Zur kohidrenten und sprachlich prignanten Aufbereitung wesentlicher Elemente des Unter-
richtsgegenstandes liefert er viele Beispiele, etwa das Herauspréparieren tragfahiger Grundvor-
stellungen:

e die elementare Grundvorstellung der proportionalen Zuordnung zwischen Grofen:
,Zum n-fachen der einen Grof3e gehort das n-fache der anderen GroBe.” (Kirsch 1969);

e die lokale Linearitit als Grundvorstellung zum Ableitungsbegriff, veranschaulicht durch
das ,Funktionenmikroskop’ (Kirsch 1979).

Weiter konnte man das anschauliche Erklaren von formal dargestellten Definitionen, Regeln
und Zusammenhdngen nennen. So heifit es zum Beispiel zur Dreiecksungleichung |a + b| <
lal + |bl:

,,Die anschauliche Bedeutung dieser Ungleichung lésst sich wie folgt beschreiben: Wenn ich auf der Zahlengeraden nacheinan-
der zwei Schritte a und b in beliebiger Richtung mache, dann ist am Schluss mein Abstand |a + b| vom Ausgangspunkt hochs-
tens gleich der Summe |a| + |b| der beiden Schrittldngen.« (Kirsch 1994, S. 78).

Zur Autfbereitung der wesentlichen Elemente des Unterrichtsgegenstandes zéhlen wir weiter
folgende Aktivitéten:

e Ausweisen, in welchen Rollen mathematische Objekte in einem gegebenen Zusammen-
hang auftreten, wann zum Beispiel in Anwendungssituationen eine Zahl eine Grofe,
wann einen Operator beschreibt (Kirsch 1976b),

e Ausweisen der Schnittstellen bzw. Ubergiinge zwischen den Moglichkeiten experimen-
tellen Arbeitens und anschaulichen Argumentierens und der Notwendigkeit theoreti-
scher Reflektion, etwa beim Ubergang von den rationalen zu den reellen Zahlen. Dazu
heif3t es:

,Die Einfilhrung der reellen Zahlen lasst sich nicht aus praktischen Messaufgaben rechtfertigen. In realen Situationen,
insbesondere bei Messungen, treten irrationale Zahlen niemals direkt auf. Die Entscheidung, ob eine Mafizahl oder eine



Gleichungsldsung rational ist oder nicht, kann nicht experimentell-empirisch erfolgen, auch nicht durch Ausrechnen mit-
tels Computer, sondern nur mittels theoretischer Argumentation. Der Ubergang von den rationalen zu den reellen Zahlen
ist eine aus theoretischen Griinden zweckmdflige Erweiterung des Zahlbereichs. Durch sie wird gesichert, dass fiir gewisse
geometrische und algebraische Probleme ... anschaulich vorhandene Lésungen auch in der Theorie als wohlbestimmte
Objekte existieren (Kirsch 1994, S. 90).

e Wissen, dass und wo mathematisches Denken alltagsweltliches Denken transzendiert. So
heiflt es zu der bekannten Erzdhlung von den Reiskdrnern auf einem Schachbrett:
,Der Mangel an Kornvorriten und an Platz auf dem Brett bildet hier gleichsam ein Modell fiir die Begrenztheit unseres
Lebensraumes — der die mathematisch gesehen beliebige Fortsetzbarkeit des Prozesses gegeniibersteht. (Kirsch 1976b, S.
260).
Eine klare Struktur der fachlichen Inhalte in Form iibergreifender Ideen (siche oben) wird in
sehr pragnanter Weise in der Arbeit zur Behandlung von Wachstumsprozessen (Kirsch, 1976b)
présentiert, etwa wenn die Grundregeln zum exponentiellen Wachstum formuliert werden:
(I) Zu gleichlangen Schritten gehort immer der gleiche Wachstums-(bzw. Abnahme-)faktor.
(II) Zur n-fachen Zeitspanne gehort immer die n-te Potenz des Wachstumsfaktors. (Kirsch 1976b, S. 265)
Diese ausgewihlten Beispiele zeigen, dass Arnold Kirsch den mathematischen Unterrichtsstoff
stets variantenreich und in einer hohen inhaltlichen und strukturellen Auflésung gesehen hat
(vgl. Shulman-Zitat weiter oben) und die jeweiligen Beziehungen zwischen dem Ganzen und
seinen Teilen in inhaltlicher und fachmethodischer Hinsicht reflektieren und ausweisen und
diese Art der Bewusstheit in didaktischen Situationen fruchtbar machen konnte.

Fiir die genauere Spezifizierung, was eine so verstandene epistemologische Bewusstheit um-
fasst, kann die methodische Vorgehensweise von Bass und Ball (2004; Ball et al. 2009) gut
herangezogen werden, weil auch in ihrem Konstrukt des ,,Mathematics for teaching* die epis-
temologische Bewusstheit stets indirekt eine Rolle spielt, auch wenn sie nicht explizit als sol-
che angesprochen wird. Gerahmt werden die Uberlegungen von drei verbindlichen Vorgaben
(Bass und Ball 2004, S. 299):

1. ,,To teach substantial mathematics, and to treat the mathematics with integrity” (dhnlich
sprach Kirsch 1976a von “intellektuell ehrlich®).

2. ,,To take the student thinking seriously, and to make it an integral part of the instruction.”

3. ,,To treat the class as an intellectual collective, and the work of learning mathematics as an
intellectual work.”

Die Vermittlungsaufgabe zwischen dem Fach in seinem kulturell gewachsenen Sosein und den
intellektuellen Befindlichkeiten der Lernenden — individuell und im Kollektiv des Klassenver-
bandes — bringt daher immer wieder epistemologische Fragestellungen mit, die den didakti-
schen Tétigkeiten einer Lehrkraft inhdrent sind, gerade weil sie auf verstehendes Lernen zielen.
Beispiele fiir solche Fragen sind etwa: Was macht das jeweilige mathematische Konzept oder
die Tatigkeit aus, worin bestehen die verwendeten (mentalen) Werkzeuge, die auszubildenden
Fahigkeiten und die begleitenden Gewohnheiten und wie kann dieses Stiick Fachkultur auf den
Entwicklungsstand der Lernenden abgestimmt werden (ebd., entfaltet am Beispiel des mathe-
matischen Begriindens)?

Derartige Fragen in Lehrerausbildung und Unterricht zu reflektieren, haben neben Kirsch
(1977, 1980) auch andere Mathematikdidaktiker gefordert (z.B. Neubrand 1990 oder Artmann
1994) und dazu mathematische Lernsituationen auf ihre Reflektionsanldsse hin beleuchtet.
Neubrand (1990, S. 31) spricht in diesem Zusammenhang von ,reflektierter Bewusstheit, er-



zeugt durch das Sprechen {iber Mathematik®, das er sogar als Ziel fiir Schiilerinnen und Schiiler
postuliert. Der vorliegende Artikel steht in dieser Tradition, beschrinkt sich jedoch auf die
Lehrkréfte.

2. Analyse von didaktischen Kernaufgaben in Bezug auf
ihre inhdrenten epistemologischen Anforderungen

In diesem Abschnitt wird die konkrete Methode der sogenannten Anforderungsanalyse aufge-
griffen, mit der an empirischen und theoretischen Beispielen herausgearbeitet werden kann,
iiber welches Wissen und Konnen Lehrkréfte fiir einen erfolgreichen Unterricht verfligen miis-
sen (Bass und Ball 2004; Ball et al. 2008; dhnlich bereits Bromme 1992; Ma 1999). Nach einer
kurzen Darstellung der Anforderungsanalysen in bestehenden Ansétzen in Abschnitt 2.1 wird
an zwei exemplarischen Szenen erldutert, was dariiber hinausgehend mit epistemologischen
Anforderungen gemeint ist (Abschnitt 2.2), um dann die aus unserer Sicht zentralen epistemo-
logischen Anforderungen aufzulisten, die in verschiedenen didaktischen Kernaufgaben auftau-
chen konnen (Abschnitt 2.3). Sie werden dann die in Abschnitt 3 vorgestellten Analysen struk-
turieren.

2.1 Methode der Anforderungsanalysen

Die methodische Vorgehensweise der Anforderungsanalyse beschreiben Bass und Ball (2004)
dhnlich wie Bromme (1992): Indem sie didaktische Kernaufgaben herauskristallisieren und
analysieren, wie mit diesen didaktischen Kernaufgaben in konkreten Unterrichtssituationen
umgegangen wird, bestimmen sie, welches mathematische Wissen und Konnen und welche
Sensibilitét erforderlich ist (“substantial mathematics knowledge, skills, and sensibility”, ebd.),
um den Unterricht didaktisch addquat zu gestalten und zu moderieren.

Wihrend Bromme nur drei Anforderungssituationen unterscheidet und alle fachspezifischen
Anforderungen unter ,,die Entwicklung des fachbezogenen Wissens* fasst, gehen Bass und Ball
(2004) feingliedriger vor und listen eine Reihe von didaktischen Kernaufgaben auf, ohne An-
spruch auf Vollstindigkeit:

“Following are some examples of core tasks:

setting and clarifying goals

evaluating a textbook’s approach to a topic
selecting and designing a task

re-scaling tests

choosing and using representations
analyzing and evaluating student responses
analyzing and responding to student errors
managing productive discussions

figuring out what students are learning.” (Bass und Ball 2004, S. 296)

Die Methode der Anforderungsanalyse wird fiir den vorliegenden Artikel auf epistemologische
Aspekte zugespitzt.



2.2 Beispielbezogene Erweiterung der Anforderungsanalyse auf epistemologische Aspekte

Anhand von zwei Szenen wird exemplarisch erldutert, in welcher Hinsicht der methodische
Ansatz der Anforderungsanalyse in Bezug auf epistemologische Aspekte ausgeschérft werden
soll. Die erste Szene stammt von Bass und Ball (2004), wird aber aus der Sicht der Autorinnen
interpretiert.

Szene 1: Vollstiindigkeit der Miinzkombinationen
Die Schiilerinnen und Schiiler einer Klasse 3 bearbeiten in Gruppen folgende Aufgabe (ebd., S. 303):

“I have pennies [1 cent], nickels [5 cent] and dimes [10 cent] in my pocket.
Suppose 1 pull out two coins.
How much money might I have?”

In der Sammelphase werden die Losungsvorschldge an der Tafel notiert. Nachdem die sechs moglichen Geldbe-
trage (2 Cents, 6 Cents, 10 Cents, 11 Cents, 15 Cents, 20 Cents) genannt sind und keine weiteren mehr gefunden
werden, fragt die Lehrerin: ,,How do we know that we have them all through? How do we know that there isn't a
seventh one ... that we didn’t find yet?“. Das anschlieBende Unterrichtsgesprich zeigt, dass zwischen der Lehrerin
einerseits und den Schiilerinnen und Schiilern andererseits eine grundlegende Rahmungsdifferenz in Bezug auf die
Verortung dieser Frage besteht:

® Die Lehrerin erwartet eine auf den Sachkontext bezogene analytische Argumentation, die alle hier méglichen
Miinzkombinationen in den Blick nimmt und weitere Moglichkeiten begriindet ausschlieit. Thr geht es um
mathematische Evidenz.

e Die Schiilerinnen und Schiiler halten ihre empirisch erworbene Gewissheit fiir nicht weiter diskussionsbediirf-
tig und beziehen ihre Argumente auf die praktische Begrenzung ihrer Spielrdume: ,,Wir haben keine anderen
Miinzen (,quarters’)* oder: ,,Wir diirfen immer nur zwei Miinzen nehmen.” Ihnen geht es um praktische
Handlungsfahigkeit.

Der Lehrerin fehlen die Sprachmittel und vermutlich auch die erforderliche Bewusstheit, um

ihr Anliegen in den gedanklichen Horizont der Kinder zu riicken. Sie fordert die Kinder ledig-

lich auf, griindlich nachzudenken, ohne dem Denken explizit eine Richtung zu weisen. Ein hel-
fender Impuls konnte etwa so lauten:

Lehrerin:  Lasst uns einmal auflisten, durch welche erlaubten Miinzkombinationen die genannten Geldbetrige
zustande kommen. Wie konnen wir jetzt durch Nachdenken sicherstellen, dass wir alle Kombinatio-
nen erfasst haben?

Damit wire eine strukturierte Aufzahlung angesprochen, die zugleich als Mittel der Darstellung

und als Nachweis fiir die Vollstandigkeit dienen kann.

Aus der in Abschnitt 2.1 oben zitierten exemplarischen Auflistung von didaktischen Kern-
aufgaben sind hier wohl mindestens die folgenden relevant: Ziele kliren, AuBerungen von Ler-
nenden analysieren und auswerten, Darstellungsmittel auswéhlen, produktive Diskussionen
moderieren. Das dabei notwendige fachliche Wissen und Konnen umfasst die Kenntnis der
Grundaufgaben der elementaren Kombinatorik und zugehdriger Reprasentationsformen. Hinzu
kommen epistemologische Anforderungen, im vorliegenden Fall z.B. sich Rechenschaft dar-
iiber abzulegen, welche fachspezifischen Praktiken der Vergewisserung gefragt sind und wie
sich diese intendierten Praktiken von anderen unterscheiden.

Die Szene 2 stammt aus dem Erfahrungsbereich der ersten Autorin dieses Artikels.

Szene 2: Welche Wiirfelnetze gelten als gleich?

Lara, eine Lehramtsstudentin im fiinften Semester, absolviert ihr Unterrichtspraktikum in Klasse 5 zu Wiirfelnet-
zen. Die Klasse hat den selbstdifferenzierenden Arbeitsauftrag, alle elf Wiirfelnetze zu finden, den die Kinder mit
sehr unterschiedlicher Systematik bearbeiten (vgl. Wollring 2007). Nachdem in der anschlieBenden Sammelphase



alle 11 Wiirfelnetze als Pappmodelle auf dem Overheadprojektor liegen, kommt Mia nach vorne und beginnt eine
Diskussion, welche Netze als untereinander gleich zahlen:

Mia: Das sind aber noch nicht alle, was ist mit dem hier? Und dem? [nimmt das Wiirfelnetz (1) und klappt
und dreht es, so dass (2) und (3) entstehen]
] ]

] HE
o o
1) 22 = 206

Merve:  Der [zeigt auf (2)] ist doch gleich dem [zeigt auf (1)]

Ozan: Das erste [zeigt auf'(2)] ist anders [als (1)], das zweite [zeigt auf (3)] ist quasi gleich.

Lara: Toll, dass ihr nochmal nach weiteren Netzen sucht. Aber die, die nur gedreht oder gespiegelt sind, darf
man nicht mitz&hlen.

Lara, die Lehramtsstudentin, reagiert nicht nur pddagogisch wertschdtzend, sondern aktiviert
auch das richtige schulmathematische Wissen, welche Netze hier tiblicherweise gezéhlt werden
und findet eine altersgerechte Erkldrung von Kongruenz.

Doch was genau bedeutet ihre (im derzeitigen Mathematikunterricht erschreckend héufig
vorkommende) Bewertungskategorie ,,das darf man nicht“? ,,Diirfen* zielt auf Regeln, die ih-
ren Geltungsanspruch meist dadurch beziehen, dass die Lehrkraft sie verkiindet, also durch die
Amtsautoritit der Lehrkraft. Doch welchen logischen Status haben sie? Ist die weitere Aufzéh-
lung falsch im Sinne eines VerstoB3es gegen einen Sazz? Die Diskussion der Kinder zeigt eigent-
lich, dass hier verschiedene mdogliche Deutungen von ,,quasi gleich® diskutiert werden, also
verschiedene Aquivalenzrelationen neben der elementargeometrisch iiblichen Kongruenzrelati-
on definiert werden. Dies zu erkennen, zu beurteilen und zu steuern sind typische epistemologi-
sche Anforderungen bzgl. der Natur mathematischen Wissens, die Lara in dem Moment nicht
im Blick hat.

Wiirde Lara entsprechendes mathematisches Hintergrundwissen aktivieren, wiisste sie, dass
hier nicht nur ,,Regeln zum Zahlen angewandt werden, sondern dahinter ein typisches mathe-
matisches Vorgehen steckt: die Komplexitdt aller denkbaren Wiirfelnetze wird reduziert, indem
man eine Aquivalenzrelation definiert und lediglich die Aquivalenzklassen zihlt. Was als ,,qua-
si gleich® betrachtet wird, héingt dann von der Definition der Aquivalenzrelation ab: Wihrend
Merve Spiegelgleichheit im Blick zu haben scheint, sind es fiir Ozan die Drehungen, die Aqui-
valenz definieren. Lara konnte nun beides zusammenfassen:

Lara: Toll, dass ihr das diskutiert, was eigentlich quasi gleiche Netze sind! Das ist ja nicht sowieso klar, son-
dern man muss sich einigen. Ozan findet gleich, was nur gedreht, aber nicht gespiegelt ist, und Merve
das, was nur gespiegelt ist; habe ich euch richtig verstanden?

Die Mathematiker haben sich darauf geeinigt, dass eure beiden Ideen zusammengenommen werden: in
der Geometrie gilt als quasi gleich, was nur gedreht oder gespiegelt ist.

Damit hitte Lara nicht nur beide Lernendenperspektiven gut eingebunden, sondern auch sauber
formuliert, dass die Aquivalenzdefinition tatsiichlich eine Setzung ist. Die Kontingenz dieser
Definition und gleichzeitig ihre ZweckmiBigkeit konnte sie dadurch weiter verdeutlichen, in-
dem sie nun fragt:

Lara: Aber eure Ideen von ,,quasi gleich® sind auch interessant. Merve, wie viele Netze gidbe es denn dann

noch, wenn wir so zéhlen wie du? Und wie viel bei Ozan? Und Mia, was wére, wenn wir gar nichts als
gleich betrachten wiirden so wie du, wie viel Netze wiren es dann?



Mit einer hoheren epistemologischen Bewusstheit hétte Lara also in dieser Szene die Chancen
fiir mathematisch tiefgehende Reflektionen deutlich besser nutzen und die wichtige mathemati-
sche Idee der Aquivalenzklassenbildung anbahnen konnen. Dadurch hitte sie den Lernenden
die (im Mathematikunterricht hdufig vorkommende) Zumutung einer ,,Regel* mit unklarem
logischem Status ersparen konnen. Sie hétte auBerdem im Unterricht mit fortgeschrittener epis-
temologischer Bewusstheit die Kontingenz und ZweckmaBigkeit mathematischer Definitionen
und die Abhédngigkeit mathematischer Sitze (,,es gibt 11 Wiirfelnetze*) von zugrunde liegen-
den Definitionen erlebbar machen konnen. Damit wiirde deutlich, dass die Mathematik wie
jede Fachkultur interne Gepflogenheiten ausbildet.

2.3 Identifizierung epistemologischer Anforderungen in didaktischen Kernaufgaben
In beiden Szenen des vorangehenden Abschnitts handelte es sich jeweils um die didaktischen
Kernaufgaben
e Analysieren und Auswerten von Lernendenduf3erungen,
e Moderieren produktiver Diskussionen.
Der Vergleich hat gezeigt, dass innerhalb dieser didaktischen Handlungssituationen unter-
schiedliche epistemologische Anforderungen in inhaltsbezogener Ausgestaltung auftreten kon-
nen. Diese zu explizieren ermoglicht, Facetten epistemologischen Bewusstseins genauer zu
bestimmen, liber die Lehrkriafte neben dem fachlichen und fachdidaktischen Wissen und Kon-
nen verfligen sollten.

Ausgehend von der in Abschnitt 1.3 formulierten Bestimmung von epistemologischer Be-
wusstheit interessieren uns insbesondere die folgenden, nach Erfahrung der Autorinnen hiufig

wiederkehrenden epistemologischen Anforderungen innerhalb von didaktischen Kernaufgaben
(ohne Anspruch auf Vollstindigkeit):

Bezogen auf die Natur mathematischen Wissens und Spezifika mathematischer Praktiken:
e mathematisches Potential in AuBerungen der Lernenden identifizieren,

e Spezifika mathematischer Praktiken vermitteln,

e logischen Status mathematischer Wissenselemente kléren,

e Wissenselemente zueinander in Beziehung setzen (lokal ordnen, Phinomene / Zusammen-
hénge in anderen Kontexten wieder entdecken),

verschiedene Niveaus des mathematischen Diskurses adressieren.

Bezogen auf Prozesse der Wissensbildung:
e Zuginge erdffnen,

e Perspektiven der Lernenden in Richtung der mathematischen Begriffe, Zusammenhinge
und Verfahren weiterentwickeln,

e langfristige Lernprozesse im Blick behalten, dabei Stufen der Wissensbildung identifizie-
ren, arrangieren und die néchste Stufe forcieren.
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Im folgenden Abschnitt werden wir entlang dieser epistemologischen Anforderungen versu-
chen, relevante epistemologische Aspekte noch genauer zu fassen, zu denen Lehrkrifte episte-
mologische Bewusstheit entwickeln sollen.

3. Exemplarische Entfaltung von Aspekten epistemologischer Bewusstheit

Als Material fiir die exemplarischen und (hier nicht empirischen) Anforderungsanalysen
greifen wir insbesondere auf Beispiele aus dem Werk von Arnold Kirsch zuriick, der viele Ge-
danken bereits angelegt hat. Empirische Studien, zum Beispiel in Gestalt qualitativer Analysen
weiterer Unterrichtsszenen, konnten diesen Ansatz in Anschlussuntersuchungen verfeinern,
insofern sind die exemplarischen Anforderungsanalysen nur als erster Entwurf zu sehen.

3.1 Epistemologische Bewusstheit bzgl. der Natur mathematischen Wissens
und der Spezifika mathematischer Praktiken

3.1.1 Mathematisches Potential in AuRerungen der Lernenden identifizieren

In Szene 2 (Welche Wiirfelnetze gelten als gleich?) liegt die erste epistemologische Anforde-
rung darin, iiberhaupt die Fragestellung ,,Was gilt als gleich?* als passend zum elementargeo-
metrischen Konzept der Kongruenz (Schulmathematik) zu identifizieren. Hinzu kommt not-
wendiges mathematisches Wissen tiber die dahinter liegende allgemeinere mathematische Idee
der Aquivalenzklassenbildung, die gerade eine Sprache liefert fiir verschiedene Auffassungen
von ,,quasi gleich® (zu diesem Hintergrundwissen liefert Kirschs Uberblick zu verschiedenen
Aquivalenzrelationen fiir Figuren in der Ebene eine gute Basis, vgl. Kirsch 1994, S. 248f¥).

Wenn eine Lehrkraft dieses mathematische Wissen mit der Erwartungshaltung kombiniert,
dass Lernende in ihren AuBerungen mathematisch tiefliegende Aspekte beriihren kénnen, dann
kann sie mathematisches Potential in AuBerungen von Lernenden identifizieren. Epistemologi-
sche Bewusstheit zielt in dieser Anforderungssituation auf

e Sensibilitdt zum Identifizieren einer SchiilerduBerung als intuitive Form eines tiefliegenden
mathematischen Wissens, und somit

e Wissen, welche relativ tiefliegenden Elemente mathematischen Wissens und Problembe-
wusstseins in den AuBerungen Lernender auftauchen kénnen — in unterschiedlichen Kon-
texten und auch in unfertigen, intuitiven Artikulationsformen.

3.1.2 Logischen Status mathematischer Wissenselemente klaren

Typisch fiir Szene 2 (Welche Wiirfelnetze gelten als gleich?) ist jedoch auch, dass die ange-
hende Lehrkraft den logischen Status mathematischen Wissens zu kldren hat. Sie muss dazu
Sdtze von Definitionen unterscheiden konnen und dafiir sorgen, dass ,,Regeln® mit Geltungsan-
spruch durch Autoritit eine moglichst geringe Bedeutung haben. Epistemologische Bewusstheit
zielt hier auf eine

e Unterscheidung von begriindbarem Wissen und gesetzten Vereinbarungen.
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3.1.3 Spezifika mathematischer Praktiken vermitteln

Das Beispiel aus Szene 1 (Miinzkombinationen) macht deutlich, wie wichtig es fiir Lehrkrifte
ist, mathematische Praktiken nicht nur vollziehen zu konnen, sondern auch ihre Spezifik zu
identifizieren, gerade im Vergleich zu jenen Praktiken, die Lernende aus anderen Bereichen mit
einbringen. Epistemologische Bewusstheit zielt dabei auf

¢ Identifizierung von Spezifika mathematischer Praktiken (hier konkret: mathematisches Ar-
gumentierens als strukturell auf den Nachweis von Vollstindigkeit angelegt),

e Vergleich von Spezifika mathematischer Praktiken mit denen aus anderen Bereichen (ande-
re Facher oder Alltagspraktiken) und Vermittlung zwischen diesen (hier konkret: Wie kann
man zweifelsfrei sichtbar machen, dass innerhalb des gegebenen Handlungsrahmens alle
Moglichkeiten gefunden wurden?).

3.1.4 Wissenselemente zueinander in Beziehung setzen (lokal ordnen, Phdanomene / Zusam-
menhdnge in anderen Kontexten wiederentdecken)

Logische Abhdngigkeiten zwischen mathematischen Aussagen zu erkennen und zu begriinden,
gehort wesensmifBig zum mathematischen Denken und ist eine Grundiibung im mathemati-
schen Argumentieren schon auf frither Stufe, zum Beispiel in Form folgender Frage: Wenn
man schon weiB, dass die Innenwinkelsumme im Dreieck 180 Grad betridgt, wie kann man dann
erschlieBen, wie grof3 die Innenwinkelsumme im Viereck sein muss? Charakteristisch fiir die
Mathematik ist das Bediirfnis, vorhandenes Wissen in logischen Stammbdumen zu ordnen bis
zu einer globalen Ordnung ganzer mathematischer Disziplinen, dies ist sowohl eine zentrale
Idee des Beweisens als auch der Theoriebildung.

Dabhinter steht ein Streben nach Kohérenz in einem umfassenderen Sinne, das wissenschaft-
liches Denken im Allgemeinen und mathematisches Denken im Besonderen charakterisiert.
Dazu gehort es auch, Zusammenhénge in anderen Kontexten wieder zu entdecken und zu deu-
ten. Dazu gehort zum Beispiel zu erkennen, dass die Definition der Linearen Abbildung die
Grundeigenschaften der direkten Proportionalitit aufgreift (Kirsch 1969), dass geometrische
Folgen als Einschriankungen der Exponentialfunktionen von R auf den Definitionsbereich N
gedeutet werden konnen (Kirsch 1976b) oder dass man den Umfang des Kreises als Ableitung
des Flacheninhaltes verstehen und die Ableitung kontextbezogen deuten kann (Blum und
Kirsch 1996).

Die elementarmathematische Kenntnis eines moglichst dichten Netzes von logischen Ab-
hingigkeiten zwischen Teilen eines Gebietes der Schulmathematik sollte daher begleitet sein
von epistemologischer Bewusstheit in Bezug auf die

e Wahrnehmung von Analogien und Hierarchien zwischen Begriffsbildungen,

e Konstruktion von Anldssen, Zusammenhénge eines mathematischen Gebietes mit den be-
grifflichen Mitteln einer anderen mathematischen Theorie zu strukturieren und zu deuten.

3.1.5 Niveaus des mathematischen Diskurses adressieren

Kirsch hat in vielen Publikationen dafiir plddiert, neben dem formalen Niveau des mathemati-
schen Diskurses auch enaktive und inhaltlich-anschauliche Niveaus im Mathematikunterricht
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zu pflegen, zum Beispiel mit dem viel rezipierten Vorschlag zum inhaltlich-anschaulichen Be-
weis des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (Kirsch 1996) oder mit seinem
Vorschlag fiir eine enaktive Begriindung der Quersummenregel fiir die Zahl 9 durch Operieren
mit Pldttchen in einer Stellenwerttafel:

»Die gegebene Zahl n sei durch 9 Pléttchen dargestellt. Wir fithren die folgende Handlung aus, solange dies geht:
,Zehn Pléttchen aufnehmen, eines davon ins linke Nachbarfeld [der Stellenwerttafel], die anderen neun weglegen’.
Die verbleibenden Pléttchen bilden dann die Dezimaldarstellung der Zahl auf dem Abakus; ihre Anzahl ist die
Quersumme von n. Nun haben wir immer nur Neunerbiindel weggelegt. Also ist die Zahl n ,ebenso gut’ durch 9
teilbar wie ihre Quersumme.* (Kirsch 1977, S. 97)

Um eine solche Begriindung in Klasse 5 entwickeln zu konnen, bendtigt eine Lehrkraft einer-
seits die fachspezifischen Kenntnisse solcher enaktiven Herangehensweisen sowie der Zusam-
menhédnge zwischen Zahlen und ihren Zifferndarstellungen, andererseits auch eine epistemolo-
gische Bewusstheit dafiir, dass diese enaktive Begriindung erst mit einer Zifferndarstellung
zusammenzubringen ist, und welche wichtige Briickenfunktion dabei die Stellenwerttafel ein-
nimmt. Die Vermittlung zwischen Ebenen ist immer wieder eine eigens zu bearbeitende epis-
temologische Anforderung (vgl. Abschnitt 3.2). Zur epistemologischen Bewusstheit bzgl. die-
ser Anforderung gehort also

e Kenntnis und Identifizierung verschiedener Niveaus des mathematischen Diskurses,

e Sensibilitit fiir die Uberginge zwischen Niveaus als spezifische Herausforderungen fiir
Lernende, um zwischen ihnen vermitteln zu kdnnen.

Kirsch (1991) hat nicht nur fiir die Konzepte der Analysis, sondern z.B. auch fiir Gleichungs-
systeme betont, wie wichtig der Aufbau inhaltlicher Vorstellungen gegeniiber dem Kalkiil ist.
Der inhaltlichen Deutung von Gleichungssystemen als System von gleichzeitig giiltigen Bedin-
gungen an mehrere Unbekannte sowie der geometrischen Deutung sei deutlich der Vorzug zu
geben vor den Formalismen. Die folgende Schiilerfrage zur geometrischen Deutung des Addi-
tionsverfahrens zeigt iiber die Kenntnis inhaltlicher Vorstellungen hinaus die Wichtigkeit des
didaktisch begriindeten, flexiblen Umgangs mit verschiedenen Vorstellungen.

Jetzt haben wir in der Schule gelernt, dass wir uns so ein Lineares Gleichungssystem vorstellen konnen als Schnitt von Gera-
den. Aber was bedeutet es dann, wenn ich zwei Gleichungen dieses Systems addiere, um eine Variable wegzukriegen?* (Lars,
14 Jahre, aus Prediger 2003)

Die Frage gibt Anlass zu der Entdeckung, dass im 2x2-Fall durch Addition von zwei Geraden-
gleichungen jeweils eine weitere Gerade beschrieben wird, die durch den Schnittpunkt der zu-
gehorigen Geraden geht. Das Ziel der Addition, die Eliminierung einer Variablen, iibersetzt
sich geometrisch also darin, eine horizontale oder vertikale Gerade durch denselben Schnitt-
punkt zu finden. Diese geometrisch zu suchen ist jedoch insofern sinnlos, weil bereits durch das
Zeichnen der beiden Ausgangsgeraden die Losung bestimmt wird. Gewinnbringender ist daher
(zumindest fiir einfache Zahlenbeispiele) die inhaltlich-anschauliche Begriindung des Additi-
onsverfahrens, z.B. durch das Waagemodell, weil an ihm die Schritte des rechnerischen Ver-
fahrens unmittelbar veranschaulicht werden konnen. Fiir die Charakterisierung der Losungs-
mengen dagegen eignet sich die geometrische Vorstellung besser. Daher spielen beide inhaltli-
chen Vorstellungen zusammen und zeigen ihre Grenzen.

Neben der generellen, von Arnold Kirsch vielfach geforderten Haltung, dem inhaltlichen
Denken geniigend Raum zu geben und dieses nicht durch leere Formalismen verdringen zu
lassen, zeigt dieses Beispiel, wie wichtig es flir Lehrkréfte ist, verschiedene inhaltliche Vorstel-
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lungen nicht nur zu kennen, sondern auch flexibel auswihlen zu kénnen im Hinblick auf ihre
jeweils stiitzende Kraft fiir den Wissensbildungsprozess. Fachliches Wissen und Konnen, das
hier gebraucht wird, betrifft die Kenntnis mehrerer inhaltlicher Vorstellungen zu Gleichungs-
systemen und ihren Ldsungen sowie wiederum die Féhigkeit zum Fiihren inhaltlich-
anschaulicher Beweise (Blum und Kirsch 1989). Zur epistemologischen Bewusstheit bzgl. die-
ser Anforderung gehort also

o Sensibilitdt fiir die Relevanz inhaltlicher Vorstellungen flir Verstehensaufbau und fundier-
tes mathematisches Wissen,

e Kenntnis und kritische Reflektion der Reichweite von inhaltlichen Vorstellungen fiir unter-
schiedliche Zwecke.

3.2 Epistemologische Bewusstheit bzgl. der Prozesse der Wissensbildung

Wihrend die in Abschnitt 3.1 betrachteten Anforderungen statische Eigenheiten des mathema-
tischen Denkens in den Blick genommen haben, bezieht sich dieser zweite Abschnitt 3.2 auf
prozessuale Aspekte der Wissensbildung.

3.2.1 Zugange ertffnen

Das Zuginglich-machen hat Kirsch (1977) als eine zentrale didaktische Aufgabe beschrieben,
die auf vier Wegen erfiillbar ist: 1. durch Konzentration auf den mathematischen Kern (etwa
der proportionalen Struktur des Dreisatzes, vgl. Kirsch 1969), 2. durch Hinzunahme des Um-
feldes etwa durch Realitétsbeziige, 3. durch Anerkennen und Aktivieren des Vorwissens und 4.
durch Wechseln der Reprisentationsform.

Verkniipft man den 2. und 3. Weg im Sinne der didaktischen Phdnomenologie (Freudenthal
1983), so kommt es darauf an, Anldsse aus dem Erfahrungsbereich der Lernenden zu finden,
die zur Entwicklung der jeweiligen Begriffe fiihren.

Ein Beispiel dafiir wére etwa ein Zugang zum Ordnen von Briichen in Klasse 6 iiber eine
Kontextsituation, in der Treffer bei Wurfspielen von zwei unterschiedlich groBBen Gruppen ver-
glichen werden sollen (Prediger 2011): Wer hat bei dem Wurfspiel besser geworfen, das Méd-
chenteam mit 3 Treffern von 4 Schiissen oder das Jungenteam mit 5 Treffern von 10 Schiissen?
Ausgehend von ihrem Gerechtigkeitsbediirfnis (,,Einfach die Treffer zéhlen ist aber nicht fair*)
erfinden Kinder in dieser Kontextsituation den Vergleich in Anteilen statt absoluten Zahlen.
Diese Kernidee liegt dem Begriff der relativen Haufigkeit und dem Vergleich von Briichen zu
Grunde.

Lehrkrifte, die derartige genetische Zugidnge zu mathematischen Inhalten eréffnen wollen,
miissen nicht nur mathematische Kernideen kennen (,,Mit Anteilen vergleicht man fairer, wenn
man unterschiedliche Gesamtheiten beriicksichtigen will®), sondern diese auch aufbereiten
konnen in lernendengerechten Kontextsituationen, so dass die Lernenden die mathematischen
Begriffe angeleitet nacherfinden kdnnen. Dazu gehort eine sensible Unterscheidung von Riick-
schau aus der Perspektive der fertigen Mathematik und Vorschau aus der Perspektive der Ler-
nenden (Gallin und Ruf 1990).

Zur epistemologischen Bewusstheit bzgl. dieser Anforderung gehort also Folgendes:
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e Sensibilitdt fiir das Auffinden und Konstruieren von passenden Situationen aus dem Umfeld
der Lernenden, die zur Entwicklung von Begriffen und Verfahren fiihren, so dass die Situa-
tionen direkt die Keime des Begriffs, des Beweises, des Verfahrens enthalten,

e Identifizierung zentraler Unterschiede zwischen Vorschau-Perspektive der Lernenden und
Riickschau-Perspektive der fertigen Mathematik.

3.2.2 Perspektiven der Lernenden in Richtung der mathematischen Begriffe, Zusammenhange
und Verfahren weiterentwickeln

Nicht automatisch entwickeln alle Lernenden in Lernsituationen die intendierten Begriffe. Ge-
rade in offenen Lernsituationen kann es zuweilen geschehen, dass Lernende alternative Ansétze
verfolgen. Die Klasse 6, die an dem Kontextproblem der Trefferquote arbeitet, entwickelt zum
Beispiel neben der Idee des anteiligen Vergleichs auch folgende Strategien:

Denan: ,,Wer doppelt so oft wirft, muss auch doppelt so oft treffen.

Semra: ,,Ich finde, dass die Mddchen gewonnen haben, weil die Mddchen weniger waren und
von den Médchen hat nur einer nicht getroffen, bei den Jungen 5 nicht!* (Prediger 2011, S. 10)

Lehrkrifte miissen in einer Sammelphase schnell erkennen, welche Substanz in den Beitrdgen
der Lernenden steckt: Denan versucht, die Erfolgsquote der Madchen auf eine groflere Gesamt-
heit hochzurechnen, und ist mit seinem multiplikativ strukturierenden Proportionalitdtsargu-
ment dem mathematisch intendierten Konzept der relativen Héufigkeit und des Vergleichens
von Anteilen bereits auf der Spur. Sein Ansatz lédsst sich im Unterrichtsgespridch weiter nutzen,
etwa durch daran ankniipfende Impulse wie die folgenden: ,,Stell dir vor, beide Gruppen hitten
20 Wiirfe. Wie viele Treffer miissten dann die Madchen und wie viele die Jungen erzielen, um
auf dieselbe Leistung wie vorher zu kommen?*

Semras subtraktive Strategie dagegen fiihrt zwar hier auch zu einer im Ergebnis korrekten
Beurteilung, aber sie enthélt keine geeignete mathematische Strukturierung fiir alle Félle. Die
Lehrkraft muss hier weitere Beispiele finden, die Semra von der Untauglichkeit ihres Ansatzes
liberzeugen (wer gewinnt bei einem Treffer von zwei Wiirfen versus 99 von 100?) und ihr hel-
fen, ihre Vorstellungen weiter zu entwickeln.

Zur epistemologischen Bewusstheit bzgl. dieser Anforderung gehort also

e Sensibilitit, welche Substanz in den AuBerungen der Lernenden steckt, welche Beitriige
richtige bzw. entwicklungsfidhige Ideen enthalten und welche nur scheinbar zum Ziel fiihren
(vgl. auch Hefendehl-Hebeker 1999),

e Verfiigen iiber Strategien zur Weiterarbeit mit den von Lernenden geduBerten Vorstellun-
gen.

Beides erfordert selbstredend auch handfestes mathematisches Wissen; dies gilt fiir andere As-
pekte auch, wird hier aber besonders deutlich.

3.2.3 Langfristige Lernprozesse im Blick behalten, dabei Stufen der Wissensbildung identifizie-
ren, arrangieren und nachste Stufe forcieren

Auf Bruner (1967) geht die Idee des Lernens nach dem Spiralprinzip zuriick. Am Beispiel des
exponentiellen Wachstums hat Kirsch (1976b) gezeigt, wie ein solcher Lernprozess iiber viele
Schuljahre hinweg angelegt werden kann:
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Im 5./6. Schuljahr werden ausbaufdhige Vorerfahrungen durch die Betrachtung von Zweier-
potenzen (Wachstum einer Wasserrose, Schachbrettaufgabe) erworben. Dabei begegnet den
Lernenden erstmalig die Grundeigenschaft (I) des exponentiellen Wachstums: Zu gleichlangen
Zeiten gehort immer derselbe Wachstumsfaktor.

Im 7./8. Schuljahr ermdglichen die erworbenen Kenntnisse zur Bruch- und Prozentrechnung
eine addquate Beschreibung von exponentiellen Wachstumsprozessen mittels prozentualer
Wachstumsraten. Entscheidend ist die Einsicht, dass die vermeintlich additive Operation ,,p %

dazu* in Wirklichkeit einer Multiplikation der Ausgangsgrofle mit dem Faktor (1 + 1%) ent-

spricht. Deshalb bedeutet ,,wéachst um p % und dann um q %" nicht etwa ,,wéchst um (p+q) %".
Wachstumsprozesse unterliegen also nicht notwendig den Gesetzen der Proportionalitit und
ihre Behandlung kann das Urteilsvermdgen in Bezug auf das Vorliegen oder Nicht-Vorliegen
von Proportionalitdt schidrfen. Als Folgerung aus der Grundeigenschaft (I) des exponentiellen
Wachstums (siehe oben) ergibt sich die Grundregel (Ila): Zur n-fachen Zeitspanne gehort im-
mer die n-te Potenz des Wachstumsfaktors.

Im 9./10. Schuljahr erlauben die Verfiigbarkeit des Funktionsbegriffs und der Quadratwurzel
eine néchste Stufe der Betrachtung. Die Frage nach dem Wachstumsfaktor, der zur halben Zeit-
spanne gehort, liefert eine neue Motivation der Quadratwurzel und die Regel (IIb): Zur halben
Zeit gehort immer die Quadratwurzel des Wachstumsfaktors. Von hier aus ldsst sich jeder
Wachstumsprozess, von dem zwei Punkte gegeben sind, durch sukzessives Halbieren der Zeit-
intervalle beliebig genau darstellen. Diese experimentell gewonnene Erfahrung stirkt die Uber-
zeugung, dass durch je zwei Punkte auf der oberen Halbebene, die auf keiner Parallelen zu ei-
ner der Achsen liegen, genau eine Funktion mit der Eigenschaft (I) geht, wodurch eine eigene
Bezeichnung dieser Funktionen als ,,(exponentielle) Wachstumsfunktionen® gerechtfertigt ist.
Nach einer Erweiterung des Potenzbegriffs kann schlieBlich die Funktionsgleichung einer sol-
chen Funktion hergeleitet werden: f(t) = a - bt mit a,b e R*.

In diesem Prozess verdandern sich auch die Darstellungsebenen und die Stufen der Wissens-
bildung. Der Schachbrettaufgabe kdnnen sich die Lernenden enaktiv ndhern, das Verfolgen von
Wachstumsprozessen in diskreten Schritten kann durch Wertetabellen, Operatordiagramme und
Funktionenplots, also iiberwiegend ikonisch, dargestellt werden. Schlielich wird durch die
sprachliche und formale Fassung von beobachteten Eigenschaften das symbolische Niveau er-
reicht. Mit dem Wechsel der Darstellungsebenen verschrinken sich Stufen der Wissensbildung,
die von induktiven Formen der WissenserschlieBung durch Experimentieren und Beobachten
bis zum formalen Deduzieren reichen (Hefendehl-Hebeker 1998).

Lehrkriéfte, die solche ldngerfristigen Entwicklungen im Sinne des Spiralprinzips organisie-
ren wollen, bendtigen nicht nur das mathematische Wissen iiber einen moglichen Aufbau, son-
dern auch folgende Aspekte epistemologischer Bewusstheit:

e Erkennen der Relevanz und konkrete Nutzung des Spiralprinzips fiir den ldngerfristigen
Wissensaufbau im Spannungsfeld zwischen Ankniipfen an Bekanntem und Vordringen in
neue Bereiche,

e Sensibilitit fiir jeweilige Verdnderungen der Wissensbestinde im jeweiligen Lernkontext,
wenn neue Stufen der Wissensbildung erreicht werden.

Auch fiir diese Aspekte ist das dazu gehdrige mathematische Wissen notwendig, das jedoch nur
mit der entsprechenden epistemologischen Bewusstheit auch handlungsrelevant wird.
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4. Rickblick und Ausblick

4.1 Ruckblick

Im aktuellen Diskurs um das Professionswissen von Lehrkriften werden die Bereiche fachli-
ches und fachdidaktisches Wissen unterschieden. Interessant ist nun die Frage, wie diese beiden
Bereiche aufeinander bezogen bzw. miteinander verkniipft sind. Um solche Verkniipfungen
genauer in den Blick nehmen zu kénnen, wurde in diesem Artikel das Konstrukt der epistemo-
logischen Bewusstheit expliziert. Es wurde so gefasst, dass epistemologische Bewusstheit ein
Orientierungs- und Steuerungssystem liefert, das hilft, fachliches Wissen in den Horizont von
Lernenden zu riicken, Wege durch einen Wissensbestand zu bahnen und dabei in allen Etappen
fiir Klarheit zu sorgen.

Als epistemologische Aspekte wurden dazu solche Fragestellungen und Wissenselemente ge-
fasst, die bezogen sind auf die Natur mathematischen Wissens und Spezifika mathematischer
Praktiken oder auf Prozesse der Wissensbildung. Epistemologische Bewusstheit wurde definiert
als die Disposition, epistemologische Aspekte eines mathematischen Themas zu kennen und
reflektieren zu konnen, ihr Auftauchen in bestimmten didaktischen Situationen wahrnehmen
und dazu geeignetes Hintergrundwissen zum Fach und seinen epistemologischen Aspekten
aktivieren zu konnen.
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Tabelle 1

Anforderungen, Aspekte und Umgangsweisen

Exemplarisch herausgearbeitete Konkretisierungen fiir epistemologische Bewusstheit —

Epistemologische Anforderungen innerhalb der didaktischen Kernaufgaben

bezogen auf die Natur mathematischen Wissens

und Spezifika mathematischer Praktiken:

mathematisches Potential in AuBerungen der Lernenden identi-
fizieren

logischen Status mathematischer Wissenselemente klaren
Spezifika mathematischer Praktiken vermitteln
Wissenselemente zueinander in Beziehung setzen (lokal ord-
nen, Phinomene / Zusammenhiénge in anderen Kontexten wie-
der entdecken)

verschiedene Niveaus des mathematischen Diskurses adressie-
ren

Exemplarisch herausgearbeitete epistemologische Aspekte
... bezogen auf die Natur mathematischen Wissens

und Spezifika mathematischer Praktiken:

mathematisches Wissen kann in unterschiedlichen Kontexten
und (auch unfertigen, intuitiven) AuBerungsformen auftauchen
in der Mathematik sind begriindbares Wissen und gesetzte
Vereinbarungen klar trennbar

es gibt spezifische mathematische Praktiken, die sich von denen
aus anderen Bereichen (andere Fécher oder Alltagspraktiken)
unterscheiden und mit denen sie dennoch Gemeinsamkeiten
haben

es gibt Analogien und Hierarchien zwischen Begriffsbildungen
man kann Zusammenhénge eines mathematischen Gebietes mit
den begrifflichen Mitteln einer anderen mathematischen Theo-
rie strukturieren und deuten

es gibt verschiedene Niveaus des mathematischen Diskurses
inhaltliche Vorstellungen und die dazu gehorigen abstrakten
Begriffe dienen unterschiedlichen Zwecken, inhaltliche Vor-
stellungen haben eine grofle Relevanz fiir den Verstehens-
aufbau, aber dennoch auch eine begrenzte Reichweite

Weisen des Umgangs mit epistemologischen Aspekten

Epistemologische Aspekte...

Beispiele

... bezogen auf Prozesse

der Wissensbildung:

Zuginge erdffnen

Perspektiven der Lernenden in Rich-
tung der mathematischen Begriffe, Zu-
sammenhénge und Verfahren weiter-
entwickeln

langfristige Lernprozesse im Blick
behalten, dabei Stufen der Wissensbil-
dung identifizieren, arrangieren und die
néchste Stufe forcieren

... bezogen auf Prozesse

der Wissensbildung:

nicht alle Situationen / Probleme eignen
sich gleichermaBen, um daraus Begriffe
und Verfahren zu entwickeln

der Ubergang von der Vorschau der
Lernenden zur Riickschau der fertigen
Mathematik erfordert jeweils auszuwei-
sende Perspektivwechsel

auch nur partiell richtige AuBerungen
der Lernenden konnen richtige bzw.
entwicklungsfdhige Ideen enthalten

ein langerfristiger Wissensaufbau er-
folgt stets im Spannungsfeld zwischen
Ankniipfen an Bekanntem und Vor-
dringen in neue Bereiche, daher ist das
Spiralprinzip lernforderlich
Wissensbestinde verdndern sich im
jeweiligen Lernkontext, wenn neue Stu-
fen der Wissensbildung erreicht werden

... kennen (als Hintergrundwissen) o Kenntnis verschiedener Darstellungsebenen fiir einen Sach-

und reflektieren

verhalt und Wissen um die jeweilige Reichweite

e ... 1in didaktischen Handlungssituationen
als relevant wahrnehmen

e ... 1in didaktischen Handlungssituationen
explizit machen

e ... als Grundlage fiir Handlungsentschei-
dungen nutzen

Kenntnis von Niveaustufen des Diskurses

Sensibilitdt zum Identifizieren einer SchiilerduBerung als
intuitive Form eines tiefliegenden mathematischen Wissens
Ausweisen der konkreten Unterschiede zwischen Vorschau-
und Riickschau-Perspektive

kritische Reflektion der Reichweite von inhaltlichen Vor-
stellungen fiir unterschiedliche Zwecke

Weiterarbeit mit den von Lernenden in Vorschauperspekti-
ve geduBerten Vorstellungen hin zur Mathematik

Auffinden und Konstruieren von passenden Situationen aus
dem Umfeld der Lernenden, die zur Entwicklung von Be-
griffen und Verfahren fithren

Um diese in Abschnitt 1.2 erfolgte erste Annéherung des Konstrukts weiter auszuarbeiten,
wurde in Abschnitt 2 die methodische Vorgehensweise der Anforderungs-Analyse erweitert im
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Hinblick auf verschiedene epistemologische Anforderungen, die den didaktischen Kernaufga-
ben inhérent sind.

Exemplarisch wurden in Abschnitt 3 verschiedene epistemologische Anforderungssituatio-
nen analysiert, um zu zeigen, wie fachliches Wissen und Konnen stets von epistemologischer
Bewusstheit begleitet sein muss, um didaktisch gut genutzt zu werden. Die sich dabei ergeben-
den vielfdltigen Aspekte epistemologischer Bewusstheit sind in Tabelle 1 zusammengefasst.
Diese Liste zu vervollstindigen und weiter zu systematisieren, sollte in Zukunft Ziel weiterer
Analysen und Ausarbeitungen sein. Dazu sind auch empirische Analysen gewinnbringend an-
zuschlieBen.

Neben den Aspekten selbst wurden auch Weisen des Umgangs mit diesen expliziert, die im
letzten Teil von Tabelle 1 systematisch zusammengestellt und jeweils in bestimmten Kombina-
tionen expliziert sind. Es wird in weiteren empirischen Studien zu untersuchen sein, welche
Rolle diese Umgangsweisen im Einzelnen spielen.

Die Diskussion der Beispiele hat gezeigt, dass Arnold Kirsch viele dieser Anforderungen
und der dafiir notwendigen Konnens- und Bewusstheitsaspekte auf seine Weise bereits im
Blick hatte und implizit dafiir geworben hat (insbesondere Kirsch 1977, 1980, 1994).

4.2 Ausblick: Ausbau epistemologischer Bewusstheit in der Lehrerbildung

Kirsch hat schon 1980 betont, dass man den Ausbau epistemologischer Bewusstheit nicht be-
reits dadurch erreicht, ,,dass man irgendwelche anspruchsvolle Mathematik treibt und sich auf
einen Transfereffekt verldsst.” (Kirsch 1980, S. 246). Durch die Konkretisierungen zur episte-
mologischen Bewusstheit in den Anforderungssituationen wird noch deutlicher, dass die Etab-
lierung von Wissen und Konnen allein diese Bewusstheit nicht mit sich bringt. Daher werden
zusitzliche MaBnahmen in der Lehrerbildung aller Phasen notwendig sein, um eine entspre-
chende Bewusstheit zu erzeugen.

Fiir den fachinhaltlichen Bereich des Mathematik-Lehramtsstudiums bedeutet dies,

e mathematische Wissenselemente und Praktiken, die neu erworben werden, immer auch im
Hinblick auf ihre epistemologischen Charakteristika zu thematisieren,

e die eigenen Lernerfahrungen immer wieder epistemologisch zu reflektieren, zum Beispiel
in Bezug auf Stufen der Wissensbildung,

e die Relevanz mathematischer Wissens- und Konnenselemente fiir die Bewiltigung episte-
mologischer Anforderungen aufzuzeigen, denn nur wer etwa bestimmte mathematische
Strukturen identifiziert, kann auf dieser Basis epistemologisch sensibel mit ihnen umgehen,
wie das Beispiel zur Kongruenzrelation zeigte. Dies kann sogar fiir die Sinnstiftung der
fachinhaltlichen Ausbildung ertragreich sein (Prediger 2013).

Fiir den theoretisch-fachdidaktischen Bereich des Mathematik-Lehramtsstudiums bedeutet dies,

e die Spezifika mathematischer Praktiken und Wissensbestinde und die Prozesse der Wis-
sensbildung zum prominenten Gegenstand der Ausbildung zu machen,

e die Verkniipfung der typischen -epistemologischen Anforderungen mit didaktisch-
methodischen Aufgaben aufzuzeigen,
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e die Beziehung zu den fachlichen Wissens- und Kénnenselementen immer wieder aufzuzei-
gen (s.0.).

Fiir den schulpraktisch-fachdidaktischen Bereich des Mathematik-Lehramtsstudiums und die
didaktisch-methodische Ausbildung in der zweiten und dritten Phase bedeutet dies,

e die vielfiltigen didaktisch-methodischen Aufgaben immer wieder auch im Hinblick auf die
inhdrenten epistemologischen Anforderungen zu thematisieren,

e die didaktischen Kernaufgaben mit Blick auf epistemologische Anforderungen und Aspekte
zu diskutieren und zu reflektieren,

e das fiir die Bewiltigung der epistemologischen Anforderungen notwendige fachliche Wis-
sen und Konnen zu explizieren.

Eine stirkere epistemologische Bewusstheit konnte insgesamt bei Lehrkriften und den an ihrer
Professionalisierung beteiligten Ausbildenden aller drei Phasen die Uberzeugung stirken, dass
es flir Wissensbildungsprozesse keine einfachen Regeln der Gestaltung geben kann, sondern
diese stets komplexe und subtile Phdanomene umfassen. Mit der entsprechenden Disposition zur
eigenstidndigen Reflektion ergében sich auch lebenslang immer wieder neue Lerngelegenheiten
fiir Lehrkrifte.

Dank. Wir danken den Begutachtenden, Michael Neubrand und den Heftherausgebern Werner Blum
und Rolf Biehler, die uns durch ihre griindlichen, kritisch-konstruktiven Riickmeldungen herausge-
fordert und unterstiitzt haben, den Artikel in seine jetzige Gestalt zu bringen.
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