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1. Typische Schwierigkeiten mit Wahrscheinlichkeitsaussagen

Viele Jugendliche haben bei Aufgaben zu bedingten Wahrscheinlichkeiten Schwierigkeiten, bedingte von
kombinierten Wahrscheinlichkeiten abzugrenzen oder die Bedingung vom bedingten Ereignis zu unterschei-
den (Eichler & Vogel 2013).

A. Wi groBistdie Wahrscheinlichkeit, dass eine
zufélligangemeldete Person Videos schaut?

B. wie groB istdie Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallig
angemeldete Personmannlichist und Videos schaut?

C. Wi groR istdie Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallig
angemeldete mannliche Person Videos schaut?

Abb. 1: Typische Fragen nach einfacher (A), kombinierter (B) und bedingter (C) Wahrscheinlichkeit

So geht es z.B. auch Natascha und Cem aus einer 10. Klasse. Die Lernenden sollen die drei Fragen aus Abb. 1
bearbeiten. Schnell einigen sich beide, dass Frage B und C gleich sind. Natascha kommentiert, ,Und diese zwei
Aussagen sind ja eigentlich gleich.” Cem begriindet, ,Ja, weil es geht um die zufallig angemeldeten Personen,
die mannlich und Videos schauen. Das ist dasselbe. Nur das und, hier, sprachlich ist es verandert worden.”
Doch was Natascha und Cem als rein sprachliche Variation der kombinierten Wahrscheinlichkeit deuten, ver-
andert die Bedeutung.

Um die Bedeutungsveranderung zu verstehen, reicht es nicht, die Lernenden aufzufordern, genauer zu
lesen. Um die Unterschiede in den Fragen zu erklaren, muss analysiert werden, welche Merkmale jeweils mit-
einander in Bezug gesetzt werden. Doch vielen Lernenden fehlt die Sprache dazu, die Unterschiede zu verba-
lisieren.

Diese Form der Sprachlosigkeit beim Erkldren von Bedeutungen ist ein typisches Problem, das wir in un-
serem SiMa-Konzept (Sprachbildung im Mathematikunterricht, vgl. Prediger 2020) fir verschiedene mathe-
matische Konzepte bearbeiten. Im vorliegenden Artikel stellen wir eine sprachbildende Unterrichtseinheit flir
Klasse 9-11 vor, die Lernende auf diese sprachlichen und konzeptuellen Herausforderungen fiir bedingte
Wabhrscheinlichkeiten vorbereitet. Das zugehorige SiMa-Unterrichtsmaterial (Post & Prediger 2020) ist frei
verfligbar unter sima.dzim.de.



2. Von Wahrscheinlichkeit zuriick zu Anteilen

Wenn eine Verstandigung iber Aussagen zu Wahrscheinlichkeiten und ihren Bezligen schwer fallt, bewahrt
es sich, die Bezlige statt dessen zundchst in Anteilen von unterschiedlichen Ganzen auszudriicken:

B. Anteil der video-schauenden und mannlichen Personen an allen Personen
C. Anteil der video-schauenden (und méannlichen) Personen an allen Mannern

Viele Textaufgaben zu bedingten Wahrscheinlichkeiten sind bereits mit Aussagen zu Anteilen formuliert, wie
2.B. ,,Bei 30 % der Personen, die erkrankt sind, schlagt ein Test aus.” Doch auch diese Aussagen miissen von
den Lernenden erst verstanden und durchdacht werden. Hier ist es haufig eine Hiirde, die relevanten Gruppen
und Beziehung unter den Gruppen richtig zu dekodieren.

So erkennen z.B. viele Jugendliche nicht den Unterschied zwischen Aussage D und E in Abbildung 2, selbst
wenn ein Anteilsbild daneben gezeichnet ist.
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Abb. 2: Falsche Aussagen mit Anteilen — kleine bedeutende Unterschiede

Celina, eine Zehntklasslerin, verbessert z.B. den Bruch fur Aussage D in 280/350 und begriindet dies so:

Celina: ,,Weil man sollte sich ja diese wichtigen Sachen in der Frage markieren. Und dann habe ich mir ,treiben Sport” markiert und
,schauen Videos” [zeigt auf beide Textpassagen]. Und es treiben 280, 280 Leute schauen Sport-Videos und treiben dazu Sport
[zeigt auf Fldche/Zahl 280 oben links, dann auf Beschriftung] und sozusagen diese 350 sind alle, die dann Sportvideos gucken
[zeigt auf beide linken Fldichen].”

Celina sucht also aus der Aussage nur die Merkmale heraus, hier Sport-Treiben und Videos-Schauen und
gleicht die Zahlen ab. Die Beziehung zwischen den beiden Gruppen, die zu den Merkmalen gehdéren, klart sie
dabei nur Gber das ,,dazu” Sie verknipft diesen korrigierten Bruch nicht mit der vorgegebenen Aussage D.
Uber die Grammatik in der Aussage werden hier aber gerade die relevanten Gruppen und die Beziehung unter
den Gruppen deutlich. So Ubersieht sie auch, dass alle Jugendlichen als Ganzes zu betrachten sind. Doch was
macht es fiir Lernende eigentlich so schwer, die Aussagen richtig zu deuten?

3. Sprache beim Lesen und Sprache beim Denken

Lernende wie in den Beispielen erkennen nicht, welche Merkmale relevant sind und in welcher Beziehung
diese zueinander stehen. In Aussage D und E in Abb. 2 unterscheiden sie sich nur durch ein ,und” und einen
eingeschobenen Relativsatz. Dies ist typisch fiir die Pragnanz der Bildungssprache, in der durch sehr kleine
Unterschiede grolRe Bedeutungsveranderungen moglich sind.

Doch das Problem ist nicht nur eine sprachliche Hiirde beim Lesen dieser subtilen Unterschiede in den
Satzkonstruktionen. Meist geht es darum, dass die Sprache zum Denken fehlt, um die Bedeutungen der klei-
nen Unterschiede zu durchdenken. Auch wenn Lehrkrafte Erklarungen geben, kénnen Lernende, denen diese
bedeutungsbezogen Sprache zum Denken fehlt, auch nicht mitdenken. Daher muss eine bedeutungsbezo-
gene Denksprache bei den Lernenden erst aufgebaut werden.



3.1 Anteilsbilder als Teil der bedeutungsbezogenen Denksprache

Graphische Darstellungen haben sich bewahrt, um zunachst das Denken auch sprachentlastet zu ermaogli-
chen. Ahnlich wie in der Vier-Felder-Tafel werden in Anteilsbildern wie in Abb.2 die relevanten Merkmale
strukturiert dargestellt, die zusatzliche geometrische Umsetzung der ungefahren Zahlbeziehungen stellt je-
doch die Verkniipfung zu Rechteckfeldern der unteren Sekundarstufe besser her. Das Anteilsbild kann die
Unterscheidung einfacher, kombinierter und bedingter Anteile untersttitzen (Eichler & Vogel, 2013).
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Abb. 3: Bedeutungsbezogene Denksprache: Anteilsbild und Versprachlichung der Teil-Ganzes-Beziehung

Die empirische Forschung hat gezeigt, dass Anteilsbilder insbesondere die Bearbeitung von Aufgaben zu kom-
plexer strukturierten Teil-Ganzes-Beziehungen (Bayes) im Vergleich zu Baumdiagrammen erleichtern, was da-
rauf zurlickgefiihrt wird, dass Anteilsbeziehungen in Anteilsbildern graphisch transparenter dargestellt wer-
den. (Bocherer-Linder & Eichler, 2017). Im Anteilsbild kdnnen Teilgruppe und ganze Gruppe farbig markiert
werden, wie in Abb. 3.

3.2 Drei Fokus-Fragen

Keine Visualisierung funktioniert ohne Versprachlichung, dazu fiihrt die Lehrkraft im Unterricht folgende Fra-
gen ein und greift sie immer wieder auf:

e Welche ganze Gruppe ist gemeint?
o Welche Teilgruppe ist gemeint?
e Woran erkennst du den Anteil der Teilgruppe an der ganzen Gruppe?

Eine explizite Versprachlichung, wofiir die rot markierte Teilgruppe steht und wofiir die blau markierte ganze
Gruppe steht, ist meist der halbe Weg zur Bearbeitung der Fragen. Fiir Lernende wie Celina ist auch die expli-
zite Versprachlichung des Anteils als Teil-Ganzes-Beziehung wichtig, um Fehler zu vermeiden. Dazu wird er
auch herausgezeichnet und mit einer Handbewegung erst die Teilgruppe und dann die ganze Gruppe ange-
deutet. Und dazu wird erklart, ,Der Anteil ist dann dieser Teil von diesem Ganzen®. Dieser durch die drei Fra-
gen ritualisierte Umgang mit dem Anteilsbild ist ein wesentlicher Bestandteil unserer sprachbildenden Unter-
richtseinheit zu bedingten Wahrscheinlichkeiten.

3.3 Sprachmittel fiir Anteile und Wahrscheinlichkeiten

Damit die Lernenden nicht nur ,hier das im Bild“ sagen kdnnen, sondern Teilgruppe, ganze Gruppe und die
Teil-Ganzes-Beziehung expliziert beschreiben konnen, lohnt es sich, einige Satzbausteine zu sammeln wie in
Abb. 4. erforderlich sind einerseits bedeutungsbezogene Sprachmittel, um Teil-Ganzes-Beziehungen (auch
im Kontext) prazise zu beschreiben und zu erklaren, andererseits spater auch formalbezogene Sprachmittel
der Wahrscheinlichkeiten und Sprachmittel des erweiterten Lesewortschatzes, in denen bedingte Wahr-
scheinlichkeiten ausgedriickt werden (vgl. Prediger 2020 zur genaueren Erlduterung der Unterscheidung). Die
linke Seite wird benétigt, um die Bedeutungen der rechten zu klaren. Sie werden daher vorher aufgebaut.



Bedeutungsbezogene Sprachmittel, Formalbezogene Sprachmittel der Wahrscheinlichkeiten
um Teil-Ganzes-Beziehungen prazise

zu beschreiben und zu erklaren: * Ereignis, Bedingung

o einfache Wahrscheinlichkeit, kombinierte Wahrscheinlichkeit, bedingte

e ... istdie Teilgruppe Wahrscheinlichkeit

e ... ist die ganze Gruppe

e Anteil der...ander ... e Wahrscheinlichkeit, dass eine mannliche Person sportlich ist

e ..von...sind .., ODER der ...sind ... e Wahrscheinlichkeit, dass eine Person sportlich ist, wenn sie mannlich ist

e Anteil bezieht sich auf Teilgruppe .../ e Wahrscheinlichkeit, dass eine Person sportlich ist unter der Bedingung, dass
gesamte Gruppe als Ganzes sie mannlich ist

o Die Bezugsgruppe ist ... e Eine Person ist mannlich. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist sie sportlich?

e Teilgruppe hat ein/zwei Merkmale o Bei einer mannlichen Person ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie sportlich ist...

Einen Teil von ... betrachten
Einfache Aussage, kombinierte Aus-
sage, Teil-vom-Teil-Aussage

Abb. 4: Ubersicht zu relevanten Sprachmitteln

4. Die SiMa-Unterrichtseinheit im Uberblick

Um diese Denksprache sukzessive aufzubauen und die formale Sprache der Wahrscheinlichkeiten spater da-
ran anzukniipfen, haben wir eine Unterrichtseinheit von ca. xxx Unterrichtstunden entwickelt. Sie nutzt einen
statistischen Kontext, denn die Arbeit mit Umfrage-Daten kann die Vorstellung von Gruppen und Beziehungen
unter Gruppen fordern. Zwei Prinzipien sind zentral fiir die Gestaltung der Unterrichtseinheit (vgl. Prediger
2020):

e Aufbau einer bedeutungsbezogenen Denksprache
e Vernetzung vielfaltiger Darstellungs- und Sprachebenen

Im ersten Teil der Lernumgebung bestimmen die Lernenden entlang der drei Fokus-Fragen ganze Gruppen
und Teilgruppen, markieren sie im Anteilsbild farbig und erklaren die Anteilsbeziehung am Anteilsbild (wie in
Abb. 3).

Um fiir sprachliche Feinheiten zu sensibilisieren, werden danach weitere vorgegebene schriftliche Aus-
sage genauer untersucht: Lernende halten anhand von Markierungen und miindlichen Erklarungen fest, wo-
ran sie nun die relevanten Gruppen erkannt haben und wie die Beziehung zwischen diesen sprachlich ausge-
driickt wird. Insgesamt sollen so unterschiedliche Ebenen miteinander vernetzt werden. Selmas Bearbeitung
der Aufgabe in Abb. 5 machte ihr bewusst, dass es die kleinen unscheinbaren Wérter sind, mit denen die
Beziehungen zwischen Teil und Ganzen ausgedrtickt werden.

In Zeitungsartikeln findet man verschiedene Formulierungen fiir Anteile:

Wie viele unter 195/¥o),der) 576 ) Ungeféhr jedes dritte Madchen

den Midchen weiblich (576) mannlich (624) weiblichen Jugendlichen

treibt keinen Sport.
sind nicht sportlich.

sind nicht : —
i Tean | 381 opiich Bei ca. 33,9% der weiblichen
sportlich? (831) 450 | (831) (1)
(3)| Befragten wurde
nich nicht-sportlich angekreuzt.
195 074 ot 576 Frauen wurden B g

(369)

befragt. In ca. einem
Drittel dieser Falle
wurde Nicht-Sportler
angeben.

Gesamt: 1200
(5)| Der Anteil der Nicht-Sport-Treiber
65
Tor"

(4)
an den Méadchen betragt

Q Was ist die Teilgruppe? Was ist die ganze Gruppe? Wie wird der Anteil ausgedriickt?
Q Markiere im Anteilsbild und in den Aussagen wie in und erklare.
Tipp: Formuliere erst in deinen eigenen Worten.

Abb. 5: Teilgruppe, ganze Gruppe und Teil-Ganzes-Beziehung in den Texten identifizieren — Losung der Schiilerin Selma



Erst nach einiger Erfahrung mit solchen Aufgaben werden die Aufgabentypen der einfachen, kombinierten
und Teil-vom-Teil-Aussagen (letztere nach der bedingten Wahrscheinlichkeit) (vgl. Abb. 1) auch flr die Ler-
nenden systematisiert. Auch hier ist es wichtig, den Unterschied, d.h. den Bezug der Anteile an verschiedene
Ganzen genau prazise sprachlich zu fassen.

1\, Speicherkiste 1: Prézises Beschreiben und Bestimmen von Anteilen
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Abb. 6: Speicherkiste fiir einfache, kombinierte und Teil-vom-Teil-Aussage (bedingte Wahrscheinlichkeit)



Das Ergebnis wird in der Speicherkiste in Abb. 6 festgehalten. Diese bildet auch den Sprachspeicher fiir Dar-
stellungen, Sprachmittel und Vorgehen, um Teil-Ganzes-Beziehung prazise erklaren und unterscheiden zu
kénnen.

Mit dieser inhaltlichen Idee werden die Schiler dann an Wahrscheinlichkeiten herangefiihrt. Auch hier
steht die Vernetzung zum Anteilsbild und genaue Betrachtung der Teil-Ganzes-Beziehung im Mittelpunkt, wie
das Beispiel in Abb. 7 zeigt. Besonders wichtig ist hier die Riickiibersetzung und Anbindung an die Anteile und
die dortige Idee der Unterscheidung an verschiedenen Ganzen. Zuletzt folgt die Vernetzung zum Baumdia-
gramm und der Vier-Felder-Tafel als weitere Darstellungen.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass eine zufiillig angemeldete Person Videos schaut?

Wie grofB ist die Wahrscheinlichkeit, ) ,
dass eine zufdllig angemeldete Person mannlich ist und Videos schaut? : -

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, { 9
dass eine zufdllig angemeldete mdnnliche Person Videos schaut?

Welche Wahrscheinlichkeit ist groRer und welche ist kleiner?
Ordne ohne zu rechnen der GréRe nach an und begriinde am Anteilsbild.

Abb. 7: Verkniipfung der formaleren Wahrscheinlichkeits-Sprache mit der bedeutungsbezogenen Anteilssprache



Fazit

Wer Mathematik verstehen will, braucht eine bedeutungsbezogene Denksprache. Fiir bedingte Wahrschein-
lichkeiten ist diese durch die Erklarung von Anteilen und ihrer Teil-Ganzes-Beziehungen gegeben. Dadurch ist
der Beginn der Unterrichtseinheit deutlich aufwendiger, die Zeit wird jedoch erfahrungsgemaf’ bei Fehlerkor-
rekturen und Wiederholungsschleifen im weiteren Verlauf wieder eingespart. Mit der Verbalisierung der Teil-
Ganzes-Beziehungen erhalten die Lernenden ein Denkwerkzeug, mit dem sie auch in anderen Darstellungen
und komplexeren Texten die Situation und gefragte Wahrscheinlichkeiten strukturiert erfassen und denken
koénnen. Wichtig ist, dass die inhaltliche Vernetzung der verschiedenen Darstellungs- und Sprachebenen zum
tragenden Teil des Unterrichts wird.

Formeln werden nicht gebraucht, denn die Erstellung des Anteilsbild und die Reflexion der zugrundelie-
genden Teil-Ganzes-Beziehung ist fiir die Lernenden der sicherere Weg zur richtigen Mathematisierung.
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