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Wissenschaftlerinnen und Wissenschaftler in der Mathematikdidaktik entwickeln
und nutzen Theorien, um Phinomene und Probleme sowie Handlungsoptionen im
komplexen Feld des Mathematiklehrens und -lernens zu beschreiben, zu verstehen
oder zu erkldren, um Ziele zu spezifizieren und zu erreichen oder Wirkungen mog-
licher Handlungsoptionen vorherzusagen. Diese verschiedenen Funktionen von
Theorien sollen in diesem Kapitel erlautert werden.

Theorien sind jedoch nicht nur Ergebnisse wissenschaftlichen Arbeitens, son-
dern auch eine wichtige Rahmenbedingung. Jede wissenschaftliche Forschungs-
und Entwicklungsarbeit erfordert eine theoretische Fundierung, dies ist ein Kenn-
zeichen von Wissenschaftlichkeit, das sich in den letzten 40 Jahren auch in der Ma-
thematikdidaktik als wissenschaftlicher Disziplin durchgesetzt hat (Silver & Herbst
2007, S. 41f; fiir die deutsche Entwicklung Bikner-Ahsbahs & Vohns 2019). Die
Bedeutung von theoretischer Fundierung lédsst sich mit Isaac Newtons Metapher
verstehen: ,,If I have seen further it is only by standing on the shoulders of giants.”
(Isaac Newton 1675, zit. nach Westfall 1996, S. 143). Eine theoretische Fundierung
bietet ndmlich insofern ,,Shoulders of giants®, als erst durch sie eine Kohérenz und
Kontinuitit von wissenschaftlicher Arbeit ermdglicht wird, in der verschiedene Stu-
dien und Entwiirfe aufeinander aufbauen, sich abgrenzen und beitragen zu einem
langfristigen Aufbau von kumulativen, aber dennoch multiperspektivischen Wis-
sensbesténden.

Aufgrund dieser doppelten Relevanz von Theorien fiir Wissenschaft und fiir Pra-
xis ist die Entwicklung von Theorien (Entwicklung im Sinne von Neu- oder Wei-
terentwicklung, von Bestitigung oder Widerlegung und vor allem von Ausdifferen-
zierung von Theorien) ein zentrales Ziel mathematikdidaktischer Forschung (Bru-
der 1989; Mason & Waywood 1996; Silver & Herbst 2007). In diesem Kapitel wer-
den Rollen von Theorien und wissenschaftlichen Praktiken zur Theoriebildung so-
wohl fiir mathematikdidaktische Forschung reflektiert (d.h. fiir die Analyse von
Lehr-Lernprozessen, ihren Gegenstdnden und Rahmenbedingungen) als auch fiir
mathematikdidaktische Entwicklung (d.h. z.B. fiir das Design von Lehr-Lernarran-
gements und dahinterliegenden allgemeinen Prinzipien).



Waihrend in den anderen Kapiteln dieses Buches mathematikdidaktische Theo-
rien gebiindelt nach ihren Gegenstandsbereichen vorgestellt wurden, werden sie
hier hinsichtlich ihrer Rollen in wissenschaftlichen Praktiken und Bereiche, zwi-
schen denen sie vermitteln (Abschnitt 1), bzgl. unterschiedlicher Funktionen und
Strukturen einzelner Theorieelemente (Abschnitt 2) sowie der Wege der Theorie-
bildung (Abschnitt 3) genauer charakterisiert.

1. Unterschiedliche Konzeptualisierungen von Theorien
und ihre Rolle in wissenschaftlichen Praktiken

Was sind iiberhaupt Theorien? Es ldge nahe, ein Handbuchkapitel zur Rolle von
Theorien fiir wissenschaftliche Praktiken in der Mathematikdidaktik mit einer all-
gemeingiiltigen Definition von Theorie zu beginnen. Ein Vergleich der Uber-
blicksliteratur zum Thema (etwa Sriraman & English 2010; Steffe et al., 1996; As-
sude, Boero, Herbst, Lerman & Radford 2008) zeigt jedoch, wie unterschiedlich der
Begriff Theorien verwendet wird, weil Theorien aus unterschiedlichen Gegen-
standsbereichen in verschiedenen Rollen herangezogen werden, wie im Folgenden
genauer erldutert werden soll.

1.1 Theorien als Ergebnis und als Rahmenbedingung
wissenschaftlicher Praktiken

Die Existenz unterschiedlicher Konzeptualisierungen von Theorien wird in der Ma-
thematikdidaktik immer wieder explizit betont (z.B. Assude et al. 2008, S. 1); diese
Vielfalt ist dennoch nicht spezifisch fiir diese Disziplin. Wissenschaftstheoretiker
betonen auch fiir andere Disziplinen, dass jede wissenschaftliche Schule ,,in Abhin-
gigkeit von den Grundpositionen ... unterschiedliche Theoriebegriffe verwendet*
(Thiel 1996, S. 266).

Dabei werden vor allem zwei grundsétzliche Rollen von Theorien als Vorder-
grund- und Hintergrundtheorien unterschieden (vgl. Assude et al. 2008, S. 11ff,
Mason & Waywood 1996, S. 1058f):

Einerseits sind Theorien in Mathematikdidaktik Ergebnisse von Forschung mit
der Funktion, die beforschten Phinomenbereiche zu durchdringen und Handlungs-
orientierungen fiir die Unterrichtspraxis zu bieten (Vordergrundtheorien). Diese
Funktion wird im Abschnitt 2 erlautert.

Andererseits bilden Theorien éiber Mathematikdidaktik und mathematikdidakti-
sche Forschung grundlegende Orientierungen (Hintergrundtheorien), die explizite
oder implizite Rahmenbedingungen fiir Forschungsprozesse bieten (vgl. Assude et
al. 2008, S. 11ff) und in diesem Abschnitt 1 genauer betrachtet werden. Mason und
Waywood (1996) charakterisieren die Hintergrundtheorien in ihrer Funktion als
Rahmenbedingungen von Forschung so:



A background theory is a (mostly) consistent philosophical stance of or about mathemat-
ics education which plays an important role in discerning and defining what kind of ob-
jects are to be studied, indeed, theoretical constructs act to bring these objects into being.
Background theories encompass an object, aims, and goals of research including what
constitutes a researchable question, methods, and situation as perceived by the researcher*
(Mason & Waywood 1996, S. 1058).

Diese impliziten und expliziten theoretischen Grundannahmen der Hintergrundthe-
orien pragen und begrenzen nicht nur die Forschungspraktiken, wie Mason und
Waywood (1996) beschreiben, sondern auch wissenschaftliche Entwicklungsprak-
tiken, wie im Abschnitt 1.2 genauer erldutert wird. Sie zielen insbesondere auf

o ontologische Aspekte (bzgl. der Abgrenzung und Natur des Gegenstandsbe-
reichs),

o epistemologische Aspekte (Annahmen zu Erkenntnisweisen und Wahrheitsge-
halten) (grundlegend etwa Steiner 1989),

o Normen iiber wissenschaftliche Praktiken (vor allem bzgl. Zielsetzungen und
Intentionen, paradigmatischer Forschungsfragen und Qualitdtskriterien) (vgl.
Cobb 2007),

o generelle normative Aspekte, die den Entwicklungsbereich betreffen, wie das
Menschenbild, Ziele mathematischer Bildung etc.

In methodologischen Hintergrundtheorien wie dem kritischen Rationalismus oder
dem symbolischen Interaktionismus werden explizite Aussagen zu jeweils einigen
dieser Aspekte gemacht (vgl. Sierpinska & Lerman 1996 fiir einen Uberblick).
Lehr-lerntheoretische Orientierungsrahmen wie der Konstruktivismus und allge-
meine Gestaltungsprinzipien explizieren in der Regel einige der epistemologischen
und normativen Aspekte. Andere Aspekte bleiben dagegen implizit, sind aber den-
noch handlungsleitend.

Die enge Verbindung zwischen Theorien einerseits und wissenschaftlichen Prak-
tiken andererseits fithrt Radford (2008) so weit, beides zu identifizieren und Theo-
rien als ,,a way of producing understandings and ways of action zu definieren, die
jeweils durch drei Aspekte zu charakterisieren sind: 1. durch ihre expliziten und
impliziten Grundprinzipien, 2. durch ihre Methoden und Methodologie, 3. durch die
paradigmatischen Forschungsfragen (Radford 2008, S. 320).

Die enge Verkniipfung zwischen Theorien und wissenschaftlichen Praktiken
lasst sich in sozialer Perspektive erldutern, nach der Wissenschaft meist in ,com-
munities of practice’ entsteht, die jeweils liber sozial geteilte Erkenntnisse, Arbeits-
weisen, Umgangs- und Kommunikationsformen und explizite oder implizite theo-
retische Grundannahmen verfiigen (Wenger 1998, S. 47). Wissenschaftliche Prak-
tiken sind in Wengers Perspektive somit stets soziale Praktiken, die in communities
of practice als wissenschaftliche Denkschulen (im Sinne von Fleck 1935) verankert
und durch sozial geteilte explizite und implizite Hintergrundtheorien geprégt sind
(genauer in Prediger 2010).

Der Zusammenhang zwischen Hintergrundtheorien und wissenschaftlichen
Praktiken wurde auch in der Geschichte der Mathematikdidaktik stark diskutiert
(vgl. Bikner-Ahsbahs & Vohns 2019; Bruder 1989). In Prediger (2010) ist er an



einem Beispiel herausgearbeitet, an dem insbesondere die Wechselseitigkeit der Be-
ziehung zwischen Theorien und wissenschaftlichen Praktiken deutlich wird: (Hin-
tergrund-)Theorien bilden als erkenntnisleitende explizite oder implizite Orientie-
rungen die Rahmenbedingungen fiir Forschung und Entwicklung, gleichzeitig dient
die Forschung (u.a.) der Weiterentwicklung von Vorder- und Hintergrundtheorien.

1.2. Hintergrundtheorien als Rahmenbedingungen: Vermittlung
zwischen verschiedenen Bereichen der Mathematikdidaktik

Hintergrundtheorien als Rahmenbedingun-
gen von Forschung und Entwicklung zu be-
zeichnen, weist sie insbesondere aus in ihrer
Rolle zur Vermittlung zwischen Phinome- Brobler:
nen des Mathematiklernens und -lehrens
und deren Beforschung. Dabei dienen sie, so \
Silver und Herbst (2007), als ,,means to \ = /
transform a commonsensical problem into a
researchable problem* oder als ,,lens to an- l
alyze data and produce results of research Forschung
on a problem* (Silver & Herbst 2007, S. 50).

Silver und Herbst ergénzen weitere typi- Abb. 1: Theo.rien vermitteln zwischen
sche Funktionen zur Vermittlung zwischen Bereichen
anderen Bereichen und beziehen dabei
(wenn auch in anderen Vokabeln) den Entwicklungsbereich der Didaktik sowie die
Unterrichtspraxis mit ein, von denen die zu behandelnden Phénomene einen Aus-
schnitt bilden (vgl. Abb. 1 nach Prediger 2010 und Silver & Herbst 2007, S. 46).

Die Beziehungen zwischen Forschung und Phédnomenen des Mathematiklehrens
und -lernens sind auf dem linken Pfeil anzusiedeln. Theorien fundieren Forschungs-
praktiken bzgl. mehrerer iibergreifender methodologischer Fragen, wie z.B.:

Unterrichtspraxis

Phanomen,

¢ N Entwicklung

o Allgemeines Forschungsparadigma und Forschungsprogramm: Welche For-
schungsfragen sind in welcher Perspektive zu bearbeiten? In welchem gréfleren
Zusammenhang gelten gerade diese Fragen als relevant? Welche grundlegenden
Annahmen leiten das Vorgehen?

e Methodenlehre: Welche Methode ist flir welche Forschungsfrage geeignet und
warum? Welche Qualitdtsstandards sind bei ihrer Nutzung zu beachten?

o Konkreter Analyserahmen: Welche bereichsspezifischen Theorien ermoglichen
die ErschlieBung des Bereichs und liefern Orientierungen zur konkreten Ana-
lyse? Zum Beispiel, welche grundlegenden Annahmen und Erkenntnisse iiber
Lehren und Lernen prégen die Analyse der Lernangebote, -stéinde und -wege
und ihrer Beziehungen zueinander und wie sind ihre Zusammenhénge theore-
tisch begriindet?

Auf dem rechten Pfeil beschreiben Silver und Herbst Theorien als mogliche Ver-
mittler zwischen Phdnomenen bzw. Problemen und Entwicklungsansitzen, denn



Theorien bieten mogliche Problemldsungen und Designwerkzeuge (,,tool which can
help design new practices, Silver & Herbst 2007, S. 59), aber auch Beschreibungs-
sprachen, inwiefern bestimmte Phénomene ein Problem darstellen, und wie eine
mogliche Verbesserung eigentlich erfasst werden kann (ebd; zur Entwicklungsauf-
gabe der Mathematikdidaktik vgl. Wittmann 1992, Prediger & Link 2012). Zum
Beispiel

o Lehr-lerntheoretische Bereiche: Wie lésst sich das praktische Phdnomen / Prob-
lem konzeptualisieren und einordnen, bevor es einer Bearbeitung zugefiihrt wer-
den kann?

Mit dem unteren Pfeil verweisen die Autoren auf die Rolle der Theorien als Ver-
mittler zwischen Forschung und Entwicklung, indem sie eine ,,language of descrip-
tions of an educational practice* als Hintergrund fiir Forschung bieten oder ein eva-
luiertes ,,system of best practices* fiir forschungsbasierte Entwicklung (Silver &
Herbst 2007, S. 56). Ich erweitere die Rolle der Theorien als Hintergrund zur Fun-
dierung von Entwicklungspraktiken, dazu gibt es einige Uberlappungen, aber auch
weitere Bereiche:

o Lehr-lerntheoretische Bereiche: Welche grundlegenden Annahmen und Er-
kenntnisse liber Lehren und Lernen stehen hinter den konkreten Lehr-Lernar-
rangements, und wie sind sie theoretisch begriindet?

o Ubergeordnete Ziele: Zu welchen Bildungszielen sollen die Lehr-Lernarrange-
ments beitragen, und wie sind sie theoretisch begriindet?

e Handlungsbezogene Bereiche: Welche allgemeinen und fachdidaktischen Ge-
staltungsprinzipien und préaskriptiven Theorieelemente iiber Wirkungen von
Prinzipien leiten die Entwicklung, und wie sind sie theoretisch begriindet?

o Gegenstandsspezifische lokale Lehr-Lerntheorie: Welche Lerninhalte, didakti-
sche Strukturierung, Sequenzierung und welche geeigneten Unterstiitzungsmit-
tel werden aufgegriffen, und wie sind sie theoretisch begriindet?

All diese verschiedenen zu fundierenden Aspekte werden in der einen oder anderen
Forschungsschule Theorie genannt (Bruder 1989; Silver & Herbst 2007; Sriraman
& English 2010).

In dieser Perspektive der Theorien als Vermittler zwischen verschiedenen Berei-
chen wird deutlich, wie schwer Vordergrund- und Hintergrundtheorien im Einzel-
nen zu trennen sind. Es ist im Gegenteil gerade typisch fiir die dialektische Rolle
von Theorien, dass sie im wissenschaftlichen Weiterverarbeitungsprozess je nach
Situation beide Rollen einnehmen kénnen. Im Folgenden werden vorrangig Theo-
rien als Ergebnisse von Forschung beleuchtet, die erst langerfristig wieder zu Rah-
menbedingungen von Forschung werden.



2. Theorien als Ergebnisse von Forschung:
Struktur und Funktionen von Theorieelementen

Theorien — im Sinne von begriindeten Aussagenzusammenhdngen tiber die den For-
schenden zugdnglichen Wirklichkeitsbereiche — bilden in allen wissenschaftlichen
Disziplinen ein zentrales Ergebnis von Forschung, weil nur iiber sie die Kohdrenz
zwischen verschiedenen Forschungsarbeiten hergestellt werden kann. Der Wissen-
schaftstheoretiker Thiel definiert Theorie durch ihre Struktur und Funktion fiir alle
Disziplinen als

,,sprachliches Gebilde, das in propositionaler oder begrifflicher Form die Phinomene
eines Sachbereichs ordnet und die wesentlichen Eigenschaften der ihm zugehdrigen
Gegenstinde und deren Beziehungen untereinander zu beschreiben, allgemeine Ge-
setze fiir sie herzuleiten sowie Prognosen iiber das Auftreten bestimmter Phénomene
... aufzustellen ermoglicht (Thiel 1996, S. 262).

Die logische Struktur von Theorien (im Sinne der Vordergrundtheorien) besteht
also nicht nur aus ,,Propositionen®, also Aussagen in Form von Hypothesen oder
Gesetzen, sondern ganz wesentlich auch aus Begriffen bzw. zentralen Konstrukten,
deren wirklichkeitserschlieBende Bedeutung auch fiir die Mathematikdidaktik
mehrfach beschrieben wurde:

,,Theories... delineate classes of phenomena that are worthy of inquiry and specify how to
look and what to see in order to understand them. ... Epigrammatically, ,teaching us how
to see’.” (diSessa & Cobb 2004, S. 79, dhnlich Mason & Johnston-Wilder 2004)

Fiir diese deskriptive Funktion von Theorieelementen dienen einzelne Begriffe und
(auf der niachsten Komplexitdtsstufe) strukturierte und kohédrente Systeme von Be-
griffen (Assude et al. 2008, S. 4; Mason & Johnston-Wilder 2004). Als Beispiel sei
der Begriff des Interaktionsmusters genannt, der zusammen mit umliegenden Be-
griffen eine Erfassung von Tiefenstrukturen unterrichtlicher Interaktion ermédglicht
(Voigt 1984).

Wie im Folgenden genauer erldutert werden soll, sind in Tabelle 1 fiinf Funktio-
nen von Theorieelementen im Uberblick aufgefiihrt (1. Spalte) und mit einer allge-
meinen Frage (2. Spalte) sowie einer exemplarischen Aussage aus der Mathematik-
didaktik (3. Spalte) konkretisiert. In der vierten Spalte werden die von Beck und
Krapp zu den jeweiligen Funktionen spezifizierten logischen Strukturen der Aussa-
gen der Theorien aufgefiihrt, von rein begrifflichen Strukturen iiber propositionale
Strukturen in Um-Zu-Aussagen, bis hin zu Wenn-Dann-Aussagen (4. Spalte) (vgl.
Beck & Krapp 2006, S. 40f£f).



Tabelle 1: Theorieelemente und ihre Funktionen und Strukturen

Funktion der Typische allgemeine Exemplarische Struktur der
Theorieelemente Frage Aussagen Theorieelemente
Deskriptive Worauf muss man bei Die folgenden Fehler- Rein begriffliche
Theorieelemente: dieser Lage der Dinge muster tauchen typi-  Struktur, d.h. Begriffe
Differenziertes Wahr- achten? scherweise auf... und Beziehungen zuei-

nehmen und Beschrei-
ben

Welche Phanomene
und Beziehungen las-
sen sich unterschei-
den? Wie héufig tau-
chen sie auf?

Folgende Interaktions-
muster dominieren
den deutschen Unter-
richt...

nander

(gegeben: Phanomene;
Theoriebegriffe dienen
zur differenzierten
Erfassung)

Erklirende bzw.

Warum ist dieses Phé-

Lernende rechnen

Aussagen in Ursache-

verstehende nomen eingetreten? Zihler plus Zahler Wirkungs-Struktur

Theorieelemente: bzw. Welche Hinter-  durch Nenner plus bzw. Phinomen-Hin-

Riickschauendes griinde konnte dieses ~ Nenner, weil sie keine tergrund-Struktur

Begreifen Phanomen haben? Vorstellung zum Zu-  (gegeben: Phdnomene;
sammenfassen von Theorie dient zur Spe-
Anteilen aktivieren...  zifizierung von Hinter-

griinden)
Normative Welche Ziele sollen Fiir die Ausbildung Aussagen in Ziel-
Theorieelemente: erreicht werden von Miindigkeit sind ~ Grund-Struktur

Ziele festlegen
und begriinden

und in welchen
Begriindungszusam-
menhéngen stehen
sie?

Reflexions- und An-
wendungsfihigkeiten
wesentlich, weil...
Folgende Grundvor-
stellungen zu Briichen
sollen erworben wer-
den, weil ...

(gegeben: allgemeine
Zielorientierung; Theo-
rie dient zur Begriin-
dung konkreter Ziele)

Priskriptive Was muss man tun, Um tragfahige Vor- Aussagen in Um-Zu-
Theorieelemente: um ein bestimmtes stellungen zur Gleich- Struktur
Zielerreichendes Ziel zu erreichen? wertigkeit von Brii- (gegeben: Ziel; Theo-
Handeln Welche Bedingungen chen aufzubauen, ist  rie dient zur Findung
sind dabei zu beach-  die Streifentafel lern-  addquater Mittel)
ten? wirksam, wenn ihre
Struktur auch verbali-
siert wird...
Prognostische Was wird als Folge Wenn Klassengrolen  Aussagen in Wenn-
Theorieelemente: bestimmter Bedingun- reduziert werden, Dann-Struktur oder

Vorhersagen von Fol-
gen

gen geschehen?

dann sinkt das Belas-
tungsempfinden der
Lehrkrifte, aber die
Leistungen steigen
nicht per se...

Je groBer die Klasse,
desto belastender fiir
Lehrkrifte...

Je-Desto-Struktur
(gegeben: Bedingun-
gen; Theorie dient zur
Abschitzung der Fol-
gen)




Als Funktionen von Theorien nennt Thiel in dem obigen Zitat die des Beschrei-
bens, Erkldrens bzw. Verstehens (je nach wissenschaftstheoretischem Standpunkt)
und des Prognostizierens, die auch fiir die Mathematikdidaktik von grof3er Bedeu-
tung sind. Mit Blick auf den Entwicklungsbereich der Mathematikdidaktik fiigen
Bigalke (1984, S. 145) und Bruder (1989) eine weitere Funktion hinzu, und zwar
Handlungsrahmen fiir Unterrichtsentwicklung und unterrichtliches Handeln zu bie-
ten. Auch die padagogischen Psychologen Beck und Krapp (2006, S. 39ff) betonen
in ihrem Aufsatz zur Wissenschaftstheorie diese préskriptive Funktion fiir pidago-
gisches Handeln (dort ,technologische’ Funktion genannt) und unterscheiden somit
den anderen erwidhnten Funktionen der Theorieanwendung. Als fiinfte Funktion
wird hier die normative Funktion erginzt, die zwar Beck und Krapp sowie Thiel
nicht erwidhnen, aber Bruder (1989).

Praskriptive und prognostische Theorieelemente in ihren Um-Zu-Strukturen
oder Wenn-Dann-Strukturen sind also diejenigen, die Hintergriinde fiir Handlungs-
orientierungen bieten. Warum sie wirken, wird oft auch mittels deskriptiver Theo-
rieelemente artikuliert und mit erklarenden/verstehenden Theorieelementen be-
griindet. Die meisten etwas breiteren Theorien umfassen somit mehrere Theorieele-
mente mit je unterschiedlichen Strukturen und Funktionen. Insbesondere gehort de-
skriptives Beschreibungswissen zu jeder Theorie dazu, weil geeignete phdnomen-
erschlieBende Begriffe zur differenzierten Formulierung der Bedingungen bei Prog-
nose- oder Erklérungswissen notwendig sind. Auch werden oft Ketten unterschied-
licher Theorieaussagen gebildet. Im Unterschied zu Beck und Krapp (2006), die
ganze Theorien charakterisieren, wird hier daher von Theorieelementen mit spezi-
fischen Funktionen und Strukturen gesprochen, die innerhalb umfassenderer Theo-
rien verortet sein konnen. Ein Theorieelement ist damit die kleinste strukturelle Ein-
heit innerhalb einer Theorie und stellt anfanglich ggf. erst einen Keim einer Theorie
dar, die erst in weiteren Forschungsprozessen in eine umfassendere Theorie inte-
griert wird.

Funktion und Struktur von Theorieelementen sind eng verbunden und haben
Auswirkungen auf unterschiedliche Formen der Theorieanwendung, je nachdem,
ob von spezifischen Phdnomenen, von Bedingungen oder von Zielen ausgegangen
wird. So unterscheidet sich etwa ein prognostisches Theorieelement von einem pré-
skriptiven dadurch, dass bei préskriptiven Theorieelementen ein zu erreichendes
Ziel den Ausgangspunkt bildet, fiir das addquate Mittel gefunden werden sollen,
wihrend ein prognostisches Theorieelement die Bedingungen als gegeben annimmt
und davon ausgehend eine Abschitzung der Folgen ermoglicht.

3. Theoriebildung als Prozess

Ein zentrales Ziel von Forschung ist die Bildung oder Weiterentwicklung von The-
orien bzw. Theorieelementen. In diesem Prozess spielt die empirische Absicherung
von Theorien in den letzten Jahren eine zunehmend wichtigere Rolle (vgl. Assude



et al. 2008). Dabei eignen sich unterschiedliche empirische Forschungsdesigns je-
weils nur fiir Theorieelemente spezifischer Funktionen; dieser methodologische Zu-
sammenhang soll in Abschnitt 3.1 exemplarisch konkretisiert werden (vgl. dazu
auch die Methodenkapitel dieses Handbuchs 24 und 25).

Nicht alle neuen Theorieelemente werden jedoch empirisch abgesichert, dies be-
trifft insbesondere normative Theorieelemente und solche deskriptiven Elemente,
die sich auf Struktur und Bildungsgehalte mathematischer Inhalte beziehen. Daher
werden in Abschnitt 3.2 alternative Wege der Absicherung durch Vernetzung und
Argumentation vorgestellt.

Abschnitt 3.3 geht auf die Frage ein, wo die empirisch oder durch Vernetzung
abzusichernden Theorieelemente {iberhaupt herkommen koénnen, denn Theorie-
elemente entstehen nicht voraussetzungslos durch empirische Forschung. Stattdes-
sen stehen sie in umfassenderen Entstehungs- und Begriindungszusammenhéngen
und sind Resultate von Prozessen der Verallgemeinerung, Synthese oder Integration
von Theorien sowie Adaption und Ubertragung (entweder aus Bezugsdisziplinen
oder nur innerhalb der Mathematikdidaktik) von einem Lerngegenstand oder Kon-
text auf den néchsten. Abschnitt 3.4 skizziert umfassendere Theorieentwicklung
iiber mehrere Projekte hinweg.

3.1 Empirische Absicherung von Theorieelementen
in unterschiedlichen Forschungsdesigns

Manchmal werden Theorieelemente schlicht aus allgemeineren Theorien durch ge-
genstandsbezogene Konkretisierung gewonnen, dann sind oft unmittelbar hypothe-
seniiberpriifende empirische Vorgehensweisen moglich. An anderen Stellen miis-
sen die Begriffe und Hypothesen erst generiert werden, dann sind qualitative Vor-
gehensweisen notwendig (vgl. z.B. Schoenfeld 2007, Lincoln & Guba 1985).

Wie genau die Theorieelemente in empirischen hypothesengenerierenden und
hypothesentiberpriifenden Forschungsprozessen gebildet bzw. weiterentwickelt,
ausdifferenziert und abgesichert werden, hangt von ihrer Struktur und Funktion ab.
So erfordern prognostische Theorieelemente andere Forschungsdesigns als rein de-
skriptive, weil auch Zusammenhénge zwischen Phdnomenebenen bzw. Variablen
methodisch abgesichert werden miissen. Tabelle 2 fiihrt ohne jeglichen Anspruch
auf Vollstandigkeit fiir qualitative und quantitative Forschungsparadigmen exemp-
larisch mogliche Forschungsdesigns auf, mit denen man Theorieelemente der je-
weiligen Funktion hervorbringen kann (mehr dazu in Bortz & Déring 2006, Flick,
von Kardoff & Steinke 2000 sowie Prediger 2019).

Die exemplarische Ubersicht zeigt, wie stark die Forschungsfragen und —designs
mit den zu generierenden Theorieelementen variieren, auch wenn es natiirlich keine
exklusive Zuordnung gibt und in der Forschungspraxis oft mehrere Theorieele-
mente unterschiedlicher Funktion gemeinsam entwickelt werden.



Tabelle 2: Theoriebildung verlduft unterschiedlich - Exemplarische Forschungsdesigns

Beispiele fiir Elemente
rekonstruktiver, hypothesen-
generierender
Forschungsdesigns

Beispiele fiir Elemente
quantitativer, hypothesen-
iiberpriifender
Forschungsdesigns

Deskriptive
Theorieelemente:
Differenziertes Wahrnehmen
und Beschreiben
(Begriffliche Struktur)

Typenbildung nach Einzelfall-
studie z.B. im Interview

Komparative Leistungsstu-
dien

Unterrichtsforschung:
Rekonstruktion von
Unterrichtsskripts

Erklirende bzw. Verste-
hende Theorieelemente:
Riickschauendes Begreifen
(Ursache-Wirkungsstruktur
bzw. Phinomen-Hintergrund-
struktur)

individuelle
Sinnrekonstruktionen

Interpretative Interaktionsana-
lysen

Pfadmodelle im Large Scale
Assessment oder
Mehrebenenanalysen

Priskriptive
Theorieelemente:
Zielerreichendes Handeln
(Um-Zu-Struktur)

Design-Experimente
Lernprozessstudien

Interventionsstudie im
(quasi-)experimentellen
Design

Prognostische
Theorieelemente:
Vorhersagen von Folgen
(Wenn-Dann-Struktur; Je-
desto-Struktur)

Rekonstruktion von Hand-
lungsmustern und ihren
Bedingungskonstellationen

Regressionsmodelle wie z.
B. in der
Unterrichtsqualitétsfor-
schung

Normative
Theorieelemente

Nicht genuin empirisch, siehe ndchster Abschnitt

,.Empirische Absicherung® bedeutet dabei in hypotheseniiberpriifenden For-
schungsdesigns meist, zugehorige Nullhypothesen zu widerlegen, oder (in differen-
tiellen Designs) Bedingungen auszudifferenzieren, unter denen eine Theorieaussage
gilt. In rekonstruktiv-explorativen Verfahren meint ,,Absicherung meistens Aus-
differenzierung eines zuvor nur grober gegebenen Theoriegeriists (z.B. mit empi-
risch nicht gehaltvollen Begriffen allgemeiner Rahmentheorien hin zu empirisch
gehaltvollen, vgl. Kelle & Kluge 1999). Diese Ausdifferenzierung kann sich auf
bereichsspezifische Konkretisierungen allgemeinerer Theorien beschrénken oder
auch substantiell neue Begriffe (diSessa & Cobb 2004) oder Einsichten in Zusam-
menhinge liefern.

Mit diesem kurzen Uberblick wird deutlich, wie sehr die Entwicklungsprozesse
fiir Vordergrundtheorien (sowohl die Gewinnung von Ansétzen als auch ihre syste-
matische Absicherung) in den unterschiedlichen wissenschaftlichen Praktiken vari-
ieren, weil sie mit unterschiedlichen Philosophien dariiber verbunden sind, wie wis-
senschaftliche Erkenntnis generiert wird und was relevante Fragen sind (vgl. Cobb
2007). Dies sind Teilaspekte der in Abschnitt 2.2 angesprochenen Hintergrundthe-
orien.
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3.2 Absicherung von Theorieelementen durch Vernetzung und
Argumentation statt Empirie

Nicht empirisch abgesichert werden vor allem normative Theorieelemente, die z.B.
curriculare Entscheidungen aus bildungstheoretischer Sicht begriinden, d.h. was ge-
lernt werden soll und warum. Normative Elemente sind von tragender Bedeutung
fiir die Mathematikdidaktik, denn die Relevanz von wissenschaftlichen Erkenntnis-
sen dariiber, wie etwas am besten gelernt wird, hdngt erheblich von curricularen
Entscheidungen ab, was in welcher Perspektive gelernt werden soll. Einige curricu-
lare Entscheidungen konnen durch empirische Befunde abgesichert werden, (z.B.
welche Wissenselemente oder Verstehengrundlagen essentiell sind, um andere Wis-
senselemente erwerben zu koénnen, vgl. Kohler 2019), die Priorisierung von Bil-
dungszielen ist dagegen eher durch argumentative Vernetzung zu begriinden.

Ebenso wie andere Theorieelemente haben normative Theorieelemente unter-
schiedliche Reichweiten und Konkretisierungsgrade, von iibergeordneten Konzep-
ten mathematischer Bildung bis hin zu konkreten themenspezifischen Festlegungen
iiber zentrale Lerninhalte, ihre Priorisierung und Anordnung. Danach unterscheiden
sich auch die Wege ihrer Gewinnung und die Bezugspunkte ihrer Absicherung
durch Vernetzung und Argumentation (beschrieben als Weg wissenschaftlicher Ab-
sicherung durch Fischer 1993).

Die iibergeordneten Konzepte mathematischer Bildung werden meist durch
Riickgriff auf allgemeine epistemologische Analysen und Vernetzung mit bildungs-
theoretischen oder bildungsphilosophischen Begriindungszusammenhéngen abge-
sichert (z.B. bei Heymann 1996 oder Fischer 2001). Fiir die konkreten themenspe-
zifischen Entscheidungen sind dagegen inhaltsbezogene Arbeiten notwendig. Dazu
dienen stoffdidaktische Arbeiten im breit verstandenen Sinne (vgl. Blum 1996, Rei-
chel 1995), die sich unterschiedlicher konkreter Zugénge bedienen, um den Bil-
dungsgehalt mathematischer Inhalte herauszuarbeiten: zum Beispiel durch Kon-
struktion mathematischer Hintergrundtheorien (Vollrath 1979), durch Analysen der
lokalen Bedeutungen, Grundvorstellungen und globalen Ideen (z.B. Blum 1996,
Kropfl, Peschek & Schneider 2000, Salle & Cliiver 2021), durch Referenz auf all-
gemeine Bildungsziele (Winter 1996), durch Kontextanalysen oder durch herme-
neutische, epistemologische oder mathematikhistorische Erwdgungen (z.B. Hefen-
dehl-Hebeker 2001). Theoriebildung umfasst also nicht nur empirische Arbeiten,
sondern bedient sich auch der geisteswissenschaftlichen Methoden der Hermeneu-
tik, Geschichte, Mathematik und der Epistemologie. Dabei wird (trotz der géngigen
Bezeichnung didaktische Analyse), nicht nur analysiert, denn es werden insbeson-
dere auch neue Gegenstinde geschaffen, also restrukturierend konstruiert (ausge-
fithrt in Prediger 2005, als klassisches Beispiel dafiir gilt Kirsch 1968).

Bei der inhaltsbezogenen themenspezifischen Konstruktion normativer Theorie-
elemente wird auf deskriptive Theorieelemente zuriickgegriffen, z.B. wenn sich die
Festlegung zentraler Lerninhalte in der Analysis an deskriptiven Spezifikationen
von Grundvorstellungen orientiert, mit denen das Feld des verstindnisbezogenen
Analysis-Treibens konzeptuell erfasst und gegliedert wird (vgl. Blum 1996). Auch
andere fachlich-epistemologische Arbeiten sind zunéchst deskriptiver Art, etwa die
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Formulierung mathematischer Ideen auf unterschiedlichen Abstraktionsstufen (He-
fendehl-Hebeker 2001). Sie analysieren mathematische Inhalte nach Vorgehens-
weisen, wie sie etwa Kirsch (1977) beschrieben hat.

Eine weitere Form des Riickgriffs auf deskriptive Theorieelemente ist der Ein-
bezug von Einsichten aus der empirischen Erfassung von Lernendenperspektiven
bei der Restrukturierung fachlicher Themen. Vernetzung und Argumentation kann
in diesem Fall zum Beispiel die gezielte Gegeniiberstellung individueller und fach-
licher Perspektiven in der Didaktischen Rekonstruktion bedeuten (Prediger 2005).
Auch die Gegeniiberstellung der epistemologischen Apriori-Analysen mit empiri-
schen Aposteriori-Analysen in Entwicklungsforschungsansitzen (erldutert z.B. in
StraBer 1996) bildet einen geeigneten Zugang, der ein neues Verstiandnis oder alter-
native Strukturierungsmoglichkeiten von fachlichen Inhalten erzeugen kann.

Sind die normativen Theorieelemente ausgewdhlt, so kann sich empirische For-
schung daran ausrichten, z.B. durch Generierung deskriptiver Befunde zur Errei-
chung eines zuvor spezifizierten Lerngegenstands oder préskriptive Befunde, wel-
che unterrichtlichen Ansitze zum Erwerb eines Lerngegenstands lernwirksam sind
(z.B. Kohler 2019; Schukajlow, Blomberg, Rellensmann & Leopold 2021).

3.3 Unterschiedliche Wege zur Gewinnung empirisch
beforschbarer Ansatze: Importe und innerdisziplindre Diskurse

Auch wenn fiir deskriptive, erklarende, verstehende, prognostische und préskriptive
Theorieelemente eine empirische Absicherung inzwischen zum wissenschaftlichen
Standard gehort, bedarf es zum Finden und Einordnen der Ansitze theoretische
Uberlegungen, die nicht allein empirisch gewonnen werden konnen. Daher stellt
sich die wichtige Frage, wo die Ansétze fiir die empirische Forschung herkommen.
Die Frage stellt sich parallel fiir unterschiedliche Forschungsdesigns: In einem hy-
pothesentiberpriifenden Vorgehen miissen bereits bei der Planung empirischer Un-
tersuchungen prézise operationalisierte Hypothesen vorliegen. In einem theorieent-
wickelnden explorativen Vorgehen dagegen ist zwar die genauere Ausdifferenzie-
rung erst Resultat von Forschung, gleichwohl startet auch eine explorative Studie
immer von einer mehr oder weniger weit ausdifferenzierten Theoriebasis, mindes-
tens in Form von allgemeinen Hintergrundtheorien oder einzelnen sensibilisieren-
den Konzepten mit zunéchst niedrigem empirischem Gehalt (Kelle & Kluge 1999).
Wenn auch auf unterschiedlichen Ausdifferenzierungsstufen, so sind jeweils
Ausgangstheorieelemente erforderlich, die unter anderem auf folgenden Wegen ge-
wonnen werden konnen (Prediger 2019):

1. Abstraktion oder Verallgemeinerung von praktischem Erfahrungswissen so-
wohl iiber zu beforschende Phanomene als auch Losungsansitze

2. Bereichsspezifische Konkretisierung oder Adaption allgemeiner Theorien aus
Nachbardisziplinen (Psychologie, Soziologie, Erziehungswissenschaft, Philoso-
phie, andere Fachdidaktiken...)
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3. Weiterentwicklung/Verallgemeinerung/Ubertragung von empirisch begriinde-
ten mathematikdidaktischen Theorieelementen auf neue/erweiterte Gegen-
standsbereiche

4. Ubernahme aus der mathematikdidaktischen Literatur (zum Beispiel bei quan-
titativer Uberpriifung der Wirksamkeit priskriptiver Theorieelemente, die in
Entwicklungsforschungsdesigns qualitativ gewonnen wurden)

5. Vernetzung bestehender Theorien durch Integrieren, Synthetisieren oder Kom-
binieren von Theorieelementen.

Fiir diese Wege ldsst sich eine gewisse historische Entwicklung der Mathematikdi-
daktik als wissenschaftlicher Disziplin nachzeichnen, bei denen immer mehr mog-
liche Wege hinzukamen, ohne die schon existierenden vollstindig zu verdringen:

Bis in die 1960er Jahre wurden Theorieelemente vor allem aus praktischen Er-
fahrungen von Lehrkriften gewonnen (Weg 1). Aus solchem Erfahrungswissen
kann durch Reflexion reflektiertes Handlungswissen gewonnen werden, das Hand-
lungsanleitungen und systematisiertes Praxiswissen umfasst. Wird dieses weiter
abstrahiert oder verallgemeinert, entsteht eine erste Form von Theorieansitzen, die
spéter auch einer empirischen Absicherung zugénglich gemacht wurden.

Insbesondere mit der Rezeption lernpsychologischer Theorien (Piaget, Leontjev,
Vygotski u.a.) in den 1970er Jahren begann in der Mathematikdidaktik die Erschlie-
Bung einer zweiten Quelle fiir Theorieansédtze (Weg 2): Importe psychologischer
Theorien in die Mathematikdidaktik, mit denen die kognitiven Prozesse beim Ler-
nen genauer beleuchtet werden. Sie erfuhren zunehmend auch empirische Absiche-
rungen. Seit den spaten 1980er Jahren kamen auch Importe aus der Soziologie hinzu
(z.B. Bauersfeld 1993). Dieser zweite Weg hat die Fundierung der Mathematikdi-
daktik im Hinblick auf psychologische und soziale Dimensionen des Lernens inso-
fern deutlich vorangebracht, als durch Riickgriff auf bestehende psychologische
bzw. soziologische Theorien auch grofere Begriindungszusammenhinge herge-
stellt werden konnten (bis hin zu grundlegenden Erkenntnistheorien wie dem sym-
bolischen Interaktionismus bei Bauersfeld). Durch die Ubernahme von Perspekti-
ven aus den Bezugsdisziplinen wurden zudem zahlreiche neue Forschungsgegen-
stdnde erschlossen, die zuvor nicht thematisiert worden waren.

Importierte Theorien stoBen allerdings dort an Grenzen, wo es um mathematik-
spezifische Phdnomene geht, und so wurden die importierten Theorien zunehmend
auch gezielt fiir mathematikspezifische Fragestellungen adaptiert (Steiner 1985,
S. 13f; Bruder 1989).

Mit zunehmender Etablierung der Mathematikdidaktik als eigenstdndiger Dis-
ziplin konnte die Entwicklung von Theorieansitzen auch auf innermathematikdi-
daktische Ankniipfungspunkte zuriickgreifen (Weg 3), was zu einer weiteren Aus-
differenzierung der lokalen gegenstandsspezifischen Theorien gefiihrt hat (z.B.
Dietz 1984; Sierpinska & Kilpatrick 1998), ohne dabei die Impulse aus den Nach-
bardisziplinen zu vernachlassigen.

Als Resultat der Ausweitung von Wegen zur Gewinnung moglicher Theoriean-
sdtze sieht sich die didaktische Disziplin heute mit einer Vielfalt von Theorien un-
terschiedlicher Reichweite und Herkunft konfrontiert, deren Heterogenitit selbst
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wieder zur Quelle der Gewinnung neuer Ansitze werden kann. Dies erfolgt zum
einen durch quantitative Uberpriifung qualitativ gewonnener Hypothesen (Weg 4),
zum anderen durch langfristige Theorienvernetzung (Weg 5): Wie aus der metho-
dologisch reflektierten Vernetzung von Theorien Impulse fiir Weiterentwicklungen
gewonnen werden konnen, ist Gegenstand aktueller methodologischer Erwdgungen
(Prediger, Bikner-Ahsbahs & Arzarello 2008). Dies erfolgt z.B. durch lokale In-
tegration einiger Theorieelemente in eine andere Theorie oder durch eine koordi-
nierte Analyse eines Datensatzes aus zwei theoretischen Perspektiven mit dem Ziel,
diese zu synthetisieren und damit an Erklédrungskraft zu gewinnen.

Fiir alle skizzierten Wege zur Gewinnung empirisch erforschbarer Theoriean-
sdtze spielen die Hintergrundtheorien als Filter oder Katalysator eine entscheidende
Rolle: Welche Fragen gestellt werden, welche Wege der Erkenntnisgewinnung ge-
nutzt werden, welche Wege der Theoriegenerierung genutzt werden, ist abhéngig
von expliziten und impliziten Bestandteilen der jeweiligen Hintergrundtheorien.

3.4 Von isolierten Theorieelementen zu umfassenderen Theorien

Zuweilen wird schon eine einzelne begriffliche Unterscheidung als Theorie be-
zeichnet (als Beispiel sei Shulmans (1986) Konstrukt des pedagogical content
knowledge genannt, das in der derzeitigen Forschung zum Lehrerprofessionswis-
sens eine groBe Rolle spielt), oder ein einzelner Zusammenhang. Ublicher sind The-
orien, die Theorieelemente unterschiedlicher Funktion miteinander biindeln und zu
einem begrenzten Gegenstandsbereich substantielle Aussagen machen (z.B. durch
praskriptive und erklarende Theorieelemente).

Eher selten im deutschsprachigen Raum sind dagegen umfassende Theorien auf
unterschiedlichen Ebenen (Schiiler-, Lehrer-, Unterrichtsebene), die sowohl grund-
legende lehr-lerntheoretische Aussagen generieren als auch umfassende normative
und préskriptive Orientierungen fiir die Planung und Untersuchung von Lehr-Lern-
prozessen und die Aufbereitung mathematischer Inhalte geben. Auf diese Liicke
wird fiir die deutsche Didaktik von Bruder (2003) hingewiesen. Ein eindrucksvolles
Beispiel einer solchen umfassenden Theorie ist die ,,théorie des situations didac-
tiques* (Brousseau 1997) oder noch umfassender Chevallards Anthropologische
Theorie (Chevallard 1991).

Es ist ein wichtiges Ziel langerfristiger mathematikdidaktischer Theoriebildung
(nicht einzelner Projekte), existierende isolierte Theorieelemente zu umfassenderen
Theorien zu integrieren. Dass dabei keine allumfassende globale Einheitstheorie
anzustreben ist, wurde in der wissenschaftstheoretischen Diskussion deutlich her-
ausgearbeitet, weil einerseits Forschungsergebnisse zu stark durch divergierende
Hintergrundtheorien geprégt sind, andererseits diese Vielfalt der Zugriffe auch dau-
erhaft benétigt wird, um der Komplexitét des Feldes gerecht zu werden (Prediger,
Bikner-Ahsbahs & Arzarello 2008).
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