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Inhalt der Vorlesung

,Gitter und Codes” hat sich in den letzten Jahren als Bezeichung eines Gebietes ein-
gebirgert, das in erster Linie in der Tradition der vor Gber 100 Jahren von Minkowski
und Voronoi begrindeten ,Geometrie der Zahlen” gehort, aber auch starke Beziehun-
gen zur algebraischen Codierungstheorie, algebraischen Zahlentheorie und zur Grup-
pentheorie hat (siehe unten). Wir geben eine kurze Beschreibung der Thematik.

Ein Gitter im n-dimensionalen euklidischen Raum R”™ besteht definitionsgemal aus
den ganzzahligen Linearkombinationen einer (frei wahlbaren) Basis des R", etwa fur
n = 2 aus den Vektoren xv + yw,z,y € Z, fur fest gewahlte v, w € R2. Zwei Gitter
werden als ,im wesentlichen gleich” angesehen, wenn sie kongruent (im Sinne der
Geometrie) sind, also durch eine isometrische Abbildung ineinander Gberfuhrt werden
konnen.

3v+2w In der Dimension 2 wird ein Gitter

durch drei Parameter beschrieben,

. . . namlich die beiden Langen zweier
kiirzestmoglicher Basisvektoren (in

w . .
v der Zeichnung v und w) sowie den

Winkel zwischen ihnen. Beispiele
fur Gitter der Dimension 2 liefern
die Ringe ganzer Zahlen in quadra-
tischen Zahlkorpern.
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Gitter treten in verschiedenen mathematischen Fragestellungen auf: in der mathema-
tischen Kristallographie als Mengen (sogar Gruppen) von Translationsvektoren einer
kristallographischen Gruppe, in der Zahlentheorie als geometrische Realisierung von
ganzzahligen quadratischen Formen, d.h. Ausdriicken des Typs > a;;jz;z;, x; € Z, in



der Struktur- und Darstellungstheorie von Lie-Gruppen und Lie-Algebren als soge-
nannte Wurzelgitter und Gewichts-Gitter, in der diskreten Geometrie im Zusammen-
hang mit der dichtestmoglichen Packung von Kugeln im R™.

Die nebenstehende Zeichnung
zeigt die bestmdgliche Packung

von Kreisen in der Ebene: etwa 90
% der Ebene sind durch die Vereini-
gung der Kreisscheiben tberdeckt.
Die Mittelpunkte bilden ein Gitter,
das sogenannte hexagonale Gitter,
identisch mit dem Wurzelgitter vom
Typ A,. Zahlentheoretisch kann
dieses Gitter auch als der Ring
Z[(s] ¢ C aufgefasst werden. Die

zugehdrige quadratische Form ist
%+ Ty + y2.

Gewisse Gitter existieren in unendlichen Serien wachsender Dimension, also L,, C R",
n=1,2,3,...;soetwa das Standardgitter Z" C R", oder die erwadhnten Wurzelgitter A,,
und D,,. Andere Gitter sind ,Einzelstticke”, sporadische Phanomene, die nur in wenigen
oder sogar nur einer einzigen Dimension n auftreten.

Die Gitter in den Dimensionen 2, 3 und 4 sind sind unter geometrischem Aspekt in
der mathematischen Kristallographie intensiv untersucht worden (Stichwort: Bravais-
klassen); unter zahlentheoretischem Blickwinkel besteht ein enger, in der Literatur gut
belegter Zusammenhang mit quadratischen Zahlkoérpern und Quaternionenalgebren.

Ein besonders wichtiges sporadisches Gitter ist das exzeptionelle Wurzelgitter Eg in
Dimension 8, dieses hat u.a. mit dem aus der Codierungstheorie bekannten erwei-
terten Hamming-Code der Blocklange 8 zu tun, aber auch mit Modulformen: Seine
Thetareihe (siehe unten) stimmt mit der Eisensteinreihe von Gewicht 4 Uberein. Seine
Automorphismengruppe ist die grof3te endliche Gruppe aus 8 x 8-Matrizen. Es liefert
die dichteste gitterformige Kugelpackung in Dimension 8.

Das unumstritten spektakularste sporadische Gitter ist das Leech-Gitter in der Dimen-
sion n = 24. Die zugehdrige Kugelpackung hat eine aufR3erordentlich hohe Dichte, die
sehr nahe an den theoretischen Schranken liegt und fur Gitter beweisbar bestmdglich
ist. Seine Automorphismengruppe ist (modulo +1d) eine 26 sporadischen einfachen
endlichen Gruppen, namlich die Conway-Gruppe Co;.

Verbindungen zu anderen mathematischen Gebieten

e Diskrete Geometrie: dichteste Packungen und Uberdeckungen des n-dimensio-
nalen euklidischen Raumes durch Kugeln

e Zahlentheorie: ganzzahlige quadratische Formen, insbesondere explizite Kon-
struktionen und Automorphismengruppen



¢ algebraische Codierungstheorie: das Problem optimaler fehlerkorrigierender Co-
des in endlichen Vektorraumen als Analogon des euklidischen Packungspro-
blems; explizite Konstruktion von Gittern mittels Codes

e Algebra (Gruppentheorie): Permutationsgruppen und ihre geometrische Realisie-
rung, sporadische einfache Gruppen (Mathieu-Gruppen, Conway-Gruppen)

e Kombinatorik: Designs und Steiner-Systeme

¢ Algebra (Lie-Algebren und Darstellungstheorie): Wurzelsysteme und Spiegelungs-
gruppen; diese treten als Invarianten diverser algebraischer Strukturen auf

e Funktionentheorie (Modulformen): die Transformationseigenschaften und die Fou-
rierentwicklung von Thetareihen sind ein Mittel zur Abzahlung von Gitterpunkten;
Anzahlformeln fir klassische Probleme der Zahlentheorie.

gewlnschte Vorkenntnisse

Gute Kenntnisse der Grundvorlesungen Lineare Algebra und Analysis;
Algebrakenntnisse im Rahmen einer Vorlesung Algebra I,

Theorie der freien abelschen Gruppen, insbesondere der Elementarteilersatz (dieses
ggf aus Algebra I1).

Grundkenntnisse aus der algebraischen Codierungstheorie kann man sich nebenbei
aneignen (Skript, Kapitel 2). Kenntnisse in (algebraischer) Zahlentheorie sowie Uber
Modulformen sind an einigen Stellen nitzlich, aber nicht notwendig.
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