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1.2 Gitter: Grundlegende Konzepte

Es sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Auf V' sei ein Skalarprodukt gegeben,
dessen Werte mit (z,y) € R, dabei x,y € V, bezeichnet werden. Wie {iblich heif3t
||v|]| :== +/{v,v) die Léinge eines Vektors v € V; die Zahl (v,v) wird auch als

Quadratlinge oder Norm von v bezeichnet.

Definition 1.2.1 Eine Teilmenge L C V heifit Gitter in V, falls linear un-
abhéngige Vektoren vy, ...,v,, in V existieren mit

L:ZU1++ZUm:{Z$ZU2‘SL’Z€Z}
i=1

L hei3t Gitter auf V, falls dariiberhinaus m = n ist, d. h. L den Vektorraum V'
erzeugt. Das m-Tupel (vy, ..., v,,) heiBt auch Basis des Gitters L.

Die folgende Zeichnung zeigt einen Ausschnitt aus einem typischen Gitter in der
Dimension 2. Natiirlich soll man sich die gezeichnete Punktmenge als in beide
Richtungen periodisch ins Unendliche fortgesetzt vorstellen.

3v + 2w
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Abb. 1.2.1: Ein Gitter in der Dimension 2

Definition und Bemerkung 1.2.2 Die Matrix
G .= ((UZ','U]'>>

heifit Gram-Matrixz des Gitters L beziiglich der Basis vy, .. ., v,,. Die Determinante
det L := det G ist unabhéngig von der Wahl der Basis und heifit Determinante
von L (beziiglich des fixierten Skalarproduktes).

’L,j:l 7777 m
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BEWEIS: Es sei wy, ..., w,, eine weitere Basis von L und S = (s;;) die Matrix

des Basiswechsels:
m
wj = E sijvi.
j=1

Dann hat zuniichst einmal S ganzzahlige Koeffizienten. Die Matrix S~! driickt
umgekehrt die Gittervektoren v; durch die Gitterbasis w; aus, hat also ebenfalls
ganzzahlige Koeffizienten. Insbesondere sind die Determinanten det S und det S—*
ganze Zahlen. Wegen det S -det S~ = 1 folgt det S = &1. Ferner gilt H = S!'GS
fiir die Gram-Matrix H beziiglich wy, . . ., w,, (siehe Formel 1.1.4), womit det G =
det H sofort folgt. d

Wir schliefen an den letzten Beweis an und bemerken noch folgendes: Wenn S
eine beliebige ganzahlige quadratische Matrix mit det S = =41 ist, dann ist .S
invertierbar, und die bekannte, sich aus der Cramer’schen Regel fiir lineare Glei-
chungssysteme ergebende Formel fiir die inverse Matrix zeigt, dafl S~! ebenfalls
ganze Koeffizienten hat. Wir haben insgesamt folgendes gesehen:

Bemerkung 1.2.3 Die Gruppe aller invertierbaren ganzahligen Matrizen mit
ganzzahliger Inverser kann folgt beschrieben werden:

GLnW(Z) := {S € Z™™ | det § = £1}.

Isometrie von Gittern. Wir kliren in diesem Unterabschnitt, wann zwei Gitter
,isomorph”, man sagt ,,isometrisch”, sind.

Definition 1.2.4 Eine Isometrie eines Gitters K in ein Gitter L ist ein Homo-
morphismus ¢ : K — L mit

(px, py) = (z,y) fiir alle z,y € K .

Zwei Gitter K und L heiflen isometrisch, in Zeichen K = [, falls eine bijektive
[sometrie ¢ : K — L existiert.

Beachte, dass eine Isometrie automatisch injektiv ist. Wie {iblich ist ,,Isometrie”
im Sinne von , isometrisch-sein” eine Aquivalenzrelation auf den Gittern. Die be-
trachteten Gitter liegen definitionsgeméf in euklidischen Vektorrdumen, nennen
wir sie U bzw. V. Eine Isometrie ¢ : K — L setzt sich eindeutig zu einer linearen
Isometrie (orthogonalen Abbildung) ¢ : (K)r — (L)r zwischen den erzeugten
Vektorraumen (K)r C U und (L)g C V fort. Im Fall der Gleicheit kann man al-
so eine Isometrie von zwei Gittern K, L auf euklidischen Vektorrdumen U bzw. V
auch definieren als eine isometrische lineare Abbildung ¢ : U — V mit ¢(K) C L.
Insbesondere gilt:

Bemerkung 1.2.5 Zwei Gitter L, M auf demselben euklidischen Vektorraum
V sind isometrisch genau dann, wenn ein Element ¢ € O (V') der orthogonalen
Gruppe von V existiert mit p(L) = M.
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Das ist der iibliche Begriff von Isometrie oder ,,Kongruenz” fiir Punktmengen im
euklidischen Raum V.

Ein handhabbares Kriterium fiir Isometrie ergibt sich aus folgendem einfachen
Resultat:

Proposition 1.2.6  a) Zwei Gitter L und M sind isometrisch genau dann,
wenn es Basen von L und M ¢ibt, die dieselbe Gram-Matrix liefern.

b) Zwei Gitter L und M seien gegeben durch Gram-Matrizen G bzw. H beziiglich
irgendwelcher Basen. Dann sind L und M isometrisch genau dann, wenn
eine Matriz S € GL,(Z) existiert mit S'GS = H.

Die Isometrie-Klassen von n-dimensionalen Gittern entsprechen somit bijektiv
den Aquivalenzklassen positiv-definiter reeller symmetrischer n x n-Matrizen mit
der gerade unter b) beschriebenen Aquivalenzrelation. Diese Relation ist genau
die in Abschnitt 1.1 im Zusammenhang mit quadratischen Formen beschriebene
ganzzahlige Kongruenz. Ganzzahlige Gitter entsprechen dabei den Kongruenz-
klassen ganzzahliger Matrizen. Wir werden spéter noch sehen, wie das zunéchst
nur prinzipielle Kriterium 1.2.6 b) angewendet wird, mit anderen Worten, ,,wo”
man die Matrix S suchen muss und wie man sie findet, oder auch nicht. Es han-
delt sich hier um ein subtiles Problem der algorithmischen Algebra, das auch zu
aktuellen Forschungsfragen Anlass gibt.

Mit den symmetrischen (Gram-)Matrizen als Bindeglied ergibt sich aus Pro-
position 1.2.6 der folgende grundlegende Zusammenhang zwischen Gittern (im
euklidischen Raum) und (positiv definiten) quadratischen Formen:

Proposition 1.2.7 Es gibt eine bijektive Korrespondenz zwischen den Isome-
trieklassen von n-dimensionalen Gittern in euklidischen Vektorrdumen und den
Aquivalenzklassen von positiv definiten quadratischen Formen in n Unbestimm-
ten.

In der Diskreten Geometrie interessiert man sich fiir geometrische (auch topolo-
gische oder analytische) Eigenschaften diskreter Punktmengen, von denen Gitter
eine wichtige Teilklasse sind. In der Zahlentheorie interessiert man sich fiir die
Losbarkeit, die Losungsanzahlen und die Gréfle der Losungen von diophantischen
Gleichungen. Die Proposition 1.2.7 erkldrt (zumindest fiir quadratische Gleichun-
gen), wieso diese beiden Problemfelder eng miteinander zu tun haben.

Geometrische Interpretation der Determinante eines Gitters. Es sei L
ein Gitter, vy,...,v, eine Basis von L und @) wie frither der von dieser Basis
aufgespannte Quader (siehe 1.1.2). Sei # € V ein beliebiger Vektor. Schreibe x =
> xv;, xp € R und weiter x; = my; +t;, m; € Z, 0 < t; < 1. Setze v := > mv;
und y = > t;v;. Dann gilt

r=v+ymitve Lundy e Q.
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Anders aufgefat, V' ist die Vereinigung aller Mengen v + @, v € L, also aller
Translate von () um Gittervektoren. Eine kleine Weiterfithrung dieser Uberlegung
zeigt, dass () ein Fundamentalbereich fiir L im Sinne der folgenden Definition ist.

Definition 1.2.8 Eine Teilmenge F' C V' heifit Fundamentalbereich fiir ein Git-
ter L, falls folgendes gilt:

(F1) V=|Jv+F,

veL

(F2) F ist mefibar,
(F3) vol(FN(v+ F)) =0 fir v € L ~ {0}.

Hierbei bezeichnet vol X das Volumen oder Maf3 einer mef3baren Teilmenge X C
V. Die Giiltigkeit von (F3) fiir Quader folgt daraus, dass F'N(v+ F) im Rand von
I enthalten ist, also in einer Hyperebene von V', und deshalb eine Nullmenge. Es
ist anschaulich plausibel und auch nicht allzu schwer zu beweisen, dass je zwei
Fundamentalbereiche dasselbe Volumen haben. Dieses verallgemeinert die obige,
bei der Definition von det L gemachte Feststellung, dass die Determinanten von
je zwei Gram-Matrizen iibereinstimmen, denn dieses sind ja die Volumina der
von den beiden zugehorigen Basen aufgespannten Fundamentalquader,

Dieses Volumen nennt man iibrigens auch das Covolumen von L; es ist das
ynatiirliche* Volumen von V/L, einer kompakten, n-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit, die gleichzeitig Gruppe ist.

Kurze Vektoren in Gittern Das folgende Lemma beinhaltet eine grundlegen-
de, zumindest in der Dimension 2 {ibrigens anschaulich vé6llig einsichtige geometri-
sche (genauer: topologische) Eigenschaft von Gittern, ndmlich deren Diskretheit.
Mehr dazu in Abschnitt 1.4.

Lemma 1.2.9 Es sei L ein Gitter und « eine reelle Konstante. Dann existieren
nur endlich viele v € L mit Quadratliange (v,v) < a.

Beweis: Wihle irgendeine Basis vy, ...,v, von L und V, und betrachte die zu-
gehorige Maximumsnorm ||v|| = max;—;__, |z;|, wobel v = Y v, € V, x; € R.
Da bekanntlich je zwei Normen auf V' dquivalent sind, gibt es ein C' mit ||v|| <
Cy/(v,v) firallev € V. Firv e L, v = ) zu;, z; € Z mit (v,v) < « gilt also
|zi| < Cy/a. Also existieren hochstens (2C'va + 1)™ solcher Gittervektoren v. [

Eine effektive Version dieses Lemmas, die zur expliziten Bestimmung aller v be-
schrankter Quadratldnge fithrt, geben wir spéter an; siehe auch schon das folgende
Beispiel 1.3.1.

Die folgende Aussage ist eine unmittelbare Konsequenz des Lemmas 1.2.9.

Proposition 1.2.10 Jedes Gitter L besitzt kiirzeste Vektoren, d.h. die Menge
aller Quadratlingen {(v,v) | v € L~ {0}} besitzt ein kleinstes Element.

Beweis?
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Die Lénge eines kiirzesten Gittervektors und die Konfiguration aller kiirzesten
Vektoren, insbesondere ihre Anzahl, sind wichtige, intensiv studierte Invarianten
eines Gitters. Deswegen gibt es hierfiir eigene Bezeichnungen:

Bezeichnung 1.2.11

min L = min{(v,v) |v € L~ {0}}
MinL := {vel|(v,v)=minL}

Die Zahl min L heifit auch das Minimum von L. Die Elemente von Min L heiflen
Minimalvektoren. Die Anzahl s(L) := |Min L| der Minimalvektoren heifit die
Kontaktzahl von L.

Der Grund fiir die Bezeichnung ,, Kontaktzahl* wird im Abschnitt 1.4 néher er-
klart: in der zum Gitter gehorigen Kugelpackung ist es die Anzahl der Kugeln,
die eine gegebenen Kugel beriihren.

Wir wollen schliellich noch festhalten, dass die frithere Proposition 1.2.6 zu-
sammen mit Lemma 1.2.9 zumindest im Prinzip eine effektives Verfahren fiir das
Testen von Gittern auf Isometrie liefert:

Bemerkung 1.2.12 (Prinzipieller Isometrietest) Gegeben seien zwei Gitter
L und M der gleichen Dimension n und G die Gram-Matrix von L beziiglich einer
Basis vy, ..., v,. Es sei A das Maximum der Werte g;; = (v;,v;), i = 1,...,n, also
das grofite Diagonalelement von G. Bestimme in M die endliche Menge M, aller
Vektoren w € M mit (w,w) < A. Uberpriife fiir alle n-Tupel (wy,...,w,) mit
(Wi, w;) = ¢ii, © = 1,...,n, ob auch (w;,w;) = g;; ist fur alle i < j. Wenn
ein Tupel (wy,...,w,) dieses erfiillt, so wird durch v; — w;, i = 1,...,n eine
Isometrie von L auf M definiert. Wenn kein solches Tupel existiert, so sind L und
M nicht isometrisch.

Schliellich noch eine naheliegende Definition, die die zahlentheoretisch relevanten
Gitter hervorhebt:

Definition 1.2.13 FEin Gitter L heifit ganzzahlig, falls (z,y) € Z fiir alle z,y €
L. Es heifit gerade, falls (z,z) € 27Z fiir alle x € L.

Wegen

(o,9) = 54,7 +9) — (@.0) — (0,0)

gilt: jedes gerade Gitter ist ganzzahlig. Man iiberlegt sich leicht, dafl ein Git-
ter genau dann ganzzahlig ist, wenn die Gram-Matrix bzgl. einer beliebigen Ba-
sis ganze Eintrage hat und gerade, wenn zusétzlich die Diagonaleintrige gerade
Zahlen sind. (Wenn dieses fiir eine Gram-Matrix gilt, dann auch fiir alle ande-
ren.) Die ganzzahligen symmetrischen Matrizen mit gerader Diagonale sind uns
bereits aus dem Schluss von Abschnitt 1.1 bekannt; geméfl Formel 1.1.10 entspre-
chen sie bijektiv den ganzzahligen quadratischen Formen. Proposition 1.2.7 liefert
also eine bijektive Korrespondenz zwischen den Aquivalenzklassen ganzzahliger
quadratischer Formen und den Isometrieklassen gerader Gitter.



