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1.3 Wichtige Beispiele von Gittern

Wir besprechen zunéchst ein wichtiges, ndmlich in mehrfacher Hinsicht ,,optima-
les* Gitter in der Dimension 2.

Beispiel 1.3.1 (Das hexagonale Gitter) Es sei A = Zv + Zw. wobei (v,v) =
(w,w) =: p, (v,w) = p/2. D.h., L besitzt zwei gleich lange Basisvektoren im
Winkel von 60°. Dann gilt

min L = p
Min L = {£v, tw, £(v — w)}
s(L) = 6.

Der Beweis ergibt sich leicht mittels der Formel
[lzv + ywl|* = pu(@® + 2y +y°) = p((z + 39)° + §9°). (1.3.1)

Der letzte Ausdruck kann namlich fiir ganzahliges  und y offenbar nicht kleiner
als p sein, und man sieht schnell, welche Paare (z,y) genau zu p fithren. Wir
werden diese Umformung, die sogenannte Dreieckszerlegung einer quadratischen
Form?, spiiter in allgemeiner Form besprechen.

—w v—w
Abb. 1.3.1: Die Minimalvektoren des hexagonalen Gitters

Die Minimalvektoren von A bilden ein reguléres Sechseck; daher die Bezeichnung
,hexagonales Gitter“. Die Anzahl der Minimalvektoren eines zweidimensionalen
Gitters kann nicht grofier als 6 sein. Das zeigt die folgende elementargeometrische
Uberlegung, die nicht mehr viel mit Gittern zu tun hat: Die Minimalvektoren
vy, ..., v liegen alle auf einem Kreis von Radius g = v min L; sie seien zyklisch
durchnummeriert. Da v;,1 — v; im Gitter liegt, also mindestens die Lénge u hat,
mufl der Winkel zwischen v; und v;;; mindestens 60° sein. Hieraus folgt sofort
k <6.

2Die entsprehende Zerlegung einer symmetrischen Matrix ist in der Numerischen Mathema-
tik auch als Cholesky-Zerlegung bekannt
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Im Fall s(L) = 6 ist die Konfiguration der Minimalvektoren im Wesentlichen
eindeutig bestimmt; wir werden spéter sehen (das ist nicht schwer), dass das Git-
ter von seinen Minimalvektoren erzeugt wird. Das gilt fiir alle zweidimensionalen
Gitter, die iiberhaupt zwei linear unabhéngige Minimalvektoren enthalten. Somit
ist das hexagonale Gitter das im wesentlichen eindeutig bestimmte Gitter in der
Ebene mit 6 Minimalvektoren.

Die Gitter aus dem folgenden Beispiel sind ganzzahlig und besitzen eine Basis
aus , kurzen” Vektoren, ndmlich Vektoren der Quadratlange 1 oder 2. Mehr iiber
solche Gitter (sog. Wurzelgitter) erfahren wir in Abschnitt 1.6.

Beispiel 1.3.2 Die Wurzelgitter von Typ A, und D,

a) I, :=7" C R” mit dem Standardskalarprodukt,
I, =Ze + -+ ZLe,, (e;,e;) =e;-€e =
Gram-Matix ist die Einheitsmatrix
I, ist ,unimodular” : det I,, = 1.
min/, =1

Min 7, = {+ey,..., te,}

b) D, :={(x1,...,x,) € L, | D 2, =0(2)}

eine Basis von D, ist z.B. e; — ey, €3 —€3,...,€e,_1 —e,,e,_1 + e, Gram-
Matrix hierzu

2 -1
—1 2 —1
-1 2 O
2 -1 -1
O -1 2 0
—1 0 2
min D,, = 2
Min D, = {+e; +e; |1 <i,j5 <n}
D, ist gerade: x - x € 27 fiir alle x € D,;
det D,, = 4.
c) An ={(x1,...,2n11) € Lny1| D x; = 0} ist ein Gitter der Dimension n im

R"*!. Eine Basis von A, ist z.B. e; —es, €3 —€3,....€, — €,.1



Gitter und Codes (©Rudolf Scharlau 20. April 2009 12

Gram-Matrix hierzu

2 -1
-1 2 -1
-1 2 O
O 2 -1

det A, =n-+1

min A4,, = 2

Min A4, ={*(e; —¢;) |1 <i<j<n+1}
A, ist gerade: x - x € 27 fiir alle x € A,,;

Das Gitter I3 wird aus naheliegenden Griinden als kubisches Gitter bezeichnet,
entsprechend I,,, n > 4 als hyperkubisch. Die behaupteten Eigenschaften der an-
gegebenen Gitter sind recht leicht nachzupriifen: Zunéchst einmal iiberlegt man
sich, daf die angegebenen Vektoren in der Tat eine Basis des Gitters bilden. Die
Lineare Unabhéngigkeit bewegt sich im bekannten Rahmen der elementaren Li-
nearen Algebra; fiir die Erzeugenden-Eigenschaft muss man dann zeigen, dafl die
Koeffizienten von Gittervektoren bzgl. der angegebenen Vektoren (Vektorraum-
Basis) wirklich ganze Zahlen sind. Die Determinante von A, und D,, berechnet
man dann aus der angegebenen Gram-Matrix durch Induktion. Fiir D,, werden
wir in Kiirze noch eine andere Methode kennenlernen, die darauf beruht, dafl
D,, ein Teilgitter in [, ist, dessen Determinante trivialerweise bekannt ist. Es
handelt sich um die sogenannte Determinanten-Index-Formel, siehe 1.5.2. Die
Bestimmung des Minimums und aller Minimalvektoren der Gitter aus 1.3.2 ist
offensichtlich, da wir im Z" mit dem Standardskalarprodukt arbeiten. Die Details
einiger Behauptungen werden unten noch einmal als Ubungsaufgaben formuliert.

Das gerade Teilgitter eines Gitters. Das Teilgitter D,, war in [,, = Z™ durch
eine lineare Kongruenz modulo 2 definiert worden. Wir wollen diese Konstruktion
noch etwas anders interpretieren. Fiir x = (zq,...,x,) € Z" gilt

(x,x) = Zx? = (Z xi>2 mod 2.

Das Teilgitter D,, besteht also aus allen denjenigen Vektoren x von I,,, die eine
gerade Quadratlinge haben: (x,x) = 0 mod 2. Diese Konstruktion von D,, aus
I, wird im folgenden Satz verallgemeinert.

Bemerkung 1.3.3 Es sei L ein ganzzahliges Gitter. Setze
L :={x € L|{(x,z) € 2Z}.

Dann ist L ein Teilgitter von L, das gerade Teilgitter von L. Falls L nicht selbst
gerade ist, ist [L : L°] = 2 und det L° = 4 det L.
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Zum Beweis stellt man fest, dafi die Abbildung L — Z/27Z, v — (v, v) 4+ 27Z ein
Gruppenhomomorphismus ist. (Das klappt modulo keiner anderen Zahl als mo-
dulo 2, und nur fiir ganzzahlige Gitter.) Ly ist der Kern dieses Homomorphismus,
also eine Untergruppe, und zwar vom Index 1 oder 2, und man kann wieder die
schon erwdhnte Determinanten-Index-Formel benutzen.

Wir wollen nun noch ein weiteres Gitter mit Determinante 1 kennen lernen,
auBer dem offensichtlichen I,. Es existiert in jeder geraden Dimension, ist je-
doch nur in den durch 4 teilbaren Dimensionen ganzzahlig. Es wird spéater noch
mehrfach, in unterschiedlichen Zusammenhéngen auftauchen.

Beispiel 1.3.4 (Die Erweiterung D des Wurzelgitters D,,)

D;f := D, + Zu, wobei u = (e, +---+e,)

det D =1, wenn n =0 (mod 2) ist;

D" ist ganzzahlig genau dann, wenn n =0 (mod 4) ist;
Dt ist gerade genau dann, wenn n =0 (mod 8) ist;
min D =2 firn >4, n =0 (mod 2).

Der Beweis aller Behauptungen beruht im wesentlichen darauf, daf§ fiir n = 0
(mod 2) der Index [D;" : D,] von D; iiber D,, gleich 2 ist (wegen 2u € D,,), sowie
der daraus resultierenden Zerlegung Dt = D,, U (u+ D,,). Niheres iiberlassen wir
wiederum den Ubungen.

Fiir die folgenden Beispiele kehrem wir zu der frither erlduterten Moglichkeit
zuriick, ein Gitter bzw. einen quadratischen Modul bis auf Isometrie direkt durch
Angabe einer Matrix G € Z"*" (symmetrisch, positiv definit) zu spezifizieren,
die dann als Gram-Matrix fungiert. D.h. es ist dann L = Z"™ mit dem Skalarpro-
dukt (x,y)q = x'Gy. Man wiirde gern moglichst viele Eigenschaften des Gitters
direkt an dieser Matrix ablesen konnen, insbesondere sein Minimum. (Das sollte
némlich das kleinste, 0.B.d.A. erste Diagonalelement sein.) Eine solche Gram-
Matrix existiert immer:

Bemerkung 1.3.5 Jeder kiirzeste Vektor v € Min L eines Gitters L kann als
(erster) Vektor einer Basis von L benutzt werden.

Nach der Theorie freier abelscher Gruppen reicht es hierzu, dass v ein primitiver
Vektor von L ist, also kein echtes Vielfaches v = cvg, ¢ € N, ¢ > 1 eines Vektors
vy € L. Dann wére aber vy ein kiirzer Gittervektor als v. 0

Wir kldaren die angesprochene Frage der “optimalen” Gram-Matrizen zunéchst in
der Dimension 2.
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Beispiel 1.3.6 (Binire Gitter)

a) Das binére (zweidimensionale) Gitter L sei durch eine symmetrische positiv
definite (2 x 2)-Matrix

<Z [;) mit 2|b| < a <c¢ (sog. reduzierte Matrix) (1.3.2)

gegeben. Dann gilt min L = a und

2, falls a < ¢,
|Min L| = ¢ 4, falls 2|b| < a = ¢, (1.3.3)
6, falls 2|b| = a = c.

b) Jedes bindre Gitter besitzt eine Basis, deren Gram-Matrix den unter a)
aufgefithrten Ungleichungen geniigt. Man nennt eine solche Basis auch re-
duzierte Basis.

Fiir den Beweis von a) benutzt man die Umformung

b v?
(v,v)? = ax?® + 2bxy + cy® = a(z + ay)2 + (c— E)y2, (1.3.4)

(vergleiche Formel 1.3.1) fiir jeden Spaltenvektor v = (%) € Z* In den ersten
beiden Féllen von 1.3.3 ist klar, welches die 2 bzw. 4 Minimalvektoren sind; im
dritten Fall hat man das hexagonale Gitter (siehe Beispiel 1.3.1) mit seinen bereits
bekannten 6 Minimalvektoren.

Fiir den Beweis von b) wihlt man zunéchst v; € Min L. Dann ergédnzt man
nach Bemerkung 1.3.5 v; zu einer Basis vy,v von L. Dann ist auch vy, vy eine
Basis fiir jeden Vektor vy der Gestalt v = v 4 tvy, t € Z. Wéhle t so, dass
|va|| kleinstmoglich ist. Dann gilt |Jus|| < ||vg + toy| fur alle t € Z. Fiir die
Gram-Matrix bzgl. vy, vy liefert das mit wenig Rechnung die zweite gewiinschte
Ungleichung 2|b| < a. O

Einige Gitter mit Minimum 3. Wir haben oben ganzzahlige Gitter kennen-
gelernt, die das Minimum 2 haben und eine Basis aus Vektoren der Quadratlénge
2 besitzen. Im dem abschlieBenden Beispiel dieses Abschnittes wollen wir direkt
auf der Ebene der Gram-Matrizen dieses Beispiel so variieren, dass wir eine Basis
aus Vektoren der Quadratldnge 3 erhalten und 3 auch tatséchlich das Minimum
ist.

Wir betrachten also positive symmetrische Matrizen G mit Diagonalelemen-
ten g;; = 3 fiir alle 2. Wir schreiben kurz min G und Min G C Z" fiir das Minimum
und die Minimalvektoren des zugehorigen Gitters. Wie konnen die Nebendiago-
nalelemente g;; aussehen? Da die (2 x 2)-Minoren ebenfalls positive Determinan-
te haben. muss |g;;| < 3 sein, wegen der Ganzzahligkeit also g;; € {0, £1, £2}.



Gitter und Codes (©Rudolf Scharlau 20. April 2009 15

(Dieses folgt genauso gut natiirlich aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung.)
Unsere Annahme min G' = 3 impliziert nun eine weitere Einschrinkung: der Fall
gi; = £2 kann namlich nicht auftreten. Dieses wissen wir aus der Analyse der
Dimension 2. (Der Gittervektor v = v; F vy hétte ndmlich die Quadratlinge
Gii F2¢i; + 9, =3 —2-2+4+ 3 = 2.) Es ist eine diffizile Frage, ob und wann ei-
ne symmetrische Matrix mit Diagonale konstant 3 und Nebendiagonalelementen
0,1, —1 positiv definit ist und wirklich das Minimum 3 hat. Wir beschrianken uns
deshalb auf die Dimension 3. Hier priift man die gewiinschten Eigenschaften mit
der schon angesprochenen Dreieckszerlegung direkt nach.

Wir benutzen hier und im Folgenden die Notation L = G, wenn das Gitter L
(genauer sein Skalarprodukt) wie oben durch die Matrix G gegeben ist.

Beispiel 1.3.7 (Ternére Gitter mit Minimum 3) Die folgenden dreidimensiona-
len Gitter haben das Minimum 3 und die Determinante 21,20, 16. Die Anzahl
der Minimalvektoren ist 6,6, 8.

310 31 1 3 1 —1
v 13 1), me|131], Tme|l1 31
01 3 113 ~1 1 3

Die orthogonale Gruppe eines Gitters. Wir beschlieen diesen Abschnitt
mit einem kleinen Nachtrag zu den Grundlagen (Abschnitt 1.2):

Definition 1.3.8 Wenn L ein Gitter in einem euklidischen Vektorraum ist, so
ist die Menge aller bijektiven Isometrien ¢ : L — L eine Gruppe, die sogenannte
orthogonale Gruppe von L, bezeichnet mit O (L).

Falls L ein Gitter auf V ist, also (L)g = V, so konnen wir wie vor Bemerkung
1.2.5 erlautert, O (L) als Untergruppe von O (V') auffassen:

O(L)=0(V,L):={¢eO(V)|(L) =L}

Wir haben in Bemerkung 1.2.12 im Prinzip alle Isometrien eines Gitters L auf ein
Gitter M bestimmt, was fiir L = M den Fall der orthogonalen Gruppe einschlief3t.
Insbesondere haben wir gesehen:

Satz 1.3.9 Die orthogonale Gruppe O (L) eines Gitters ist endlich.

Beweis (Wiederholung): Wihle eine Basis (vy, ..., v,) von L, setze A gleich dem
Maximum der Werte (v;,v;), 7 =1,...,n}. Nach Lemma 1.2.9 gibt es nur endlich
viele Vektoren v € L mit (v,v) < A. Also gibt es fiir die Bilder ¢(v;) der Ba-
sisvektoren unter einer gegebenen Isometrie nur endlich viele Moglichkeiten und
damit auch fiir ¢ nur endliche Moglichkeiten. U

Bemerkung In der Definition der orthogonalen Gruppe reicht es, (L) C L zu
fordern. Denn dann ist (L) ein Teilgitter mit der gleichen Determinante wie L,
also nach der verschiedentlich erwéhnten Determinanten-Index-Formel gleich L.
Siehe unten Folgerung 1.5.3.
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Ubungsaufgaben zu Abschnitt 1.3

Aufgabe 1.3.1

a) Zeige, dal die Vektoren e; — ey, ey — €3,...,€, — €,41 eine Basis von A,
bilden.

b) Berechne aus der zugehorigen Gram-Matrix mittels Induktion iiber n die
Determinante von A,,.

Aufgabe 1.3.2

a) Setze fiir den Augenblick

1
E, ;:{(ml,...,xn)\xi€§Z, SL’Z'—LL’]'GZ,ZSL’Z'E2Z}.

Zeige, daB E,, = D" ist.
b) Bestimme alle Vektoren der Norm (Quadratldnge) 2 in A,,, D,, D;.
(Beachte: Die Fille n = 4, 8 fir D;} sind Sonderfille.)
Aufgabe 1.3.3

a) Zeige, dass die orthogonale Gruppe O(Iy) des Quadrate-Gitters I5 isomorph
zur Diedergruppe Diy der Ordnung 8 ist (und zwar in deren kanonischer
zweidimensionaler Realisierung).

b) Bestimme entsprechend die orthogonale Gruppe des hexagonalen Gitters
(siche auch Aufg. 1.3.4 a)).

¢)* Bestimme die orthogonalen Gruppen aller anderen bindren Gitter. (Die
Fallunterscheidung aus Formel 1.3.3 muss hierzu etwas verfeinert werden,
da es nicht nur auf die Minimalvektoren, sondern auch auf die kiirzesten
hierzu linear unabhéngigen Vektoren ankommt.)

Aufgabe 1.3.4
Zeige die folgenden Gitter Isometrien von Gittern:

a) As =2 A (hexagonales Gitter)
b) Ag = Dg.
C) I4 = DZ_
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In der Literatur wird Dj oft als das flachenzentrierte kubische Gitter bezeichnet.
Warum?

Aufgabe 1.3.5
a) Beweise alle in Beispiel 1.3.4 aufgestellten Behauptungen iiber das Gitter
Di.

b) Zeige, daf die Vektoren

n

>

i=1

|~

€1 — €2, €2 —€3, ...,€p_2 ~ €Ep_1, €n_2—|—€n_1, U =

eine Basis von D, bilden.

Aufgabe 1.3.6
Fiir diese Aufgabe benutzt man zweckméfiigerweise die Funktion qfminim aus
PARI).

a) Bestimme die Menge der Minimalvektoren Min(7;) fiir die drei Gram-
Matrizen aus Beispiel 1.3.7.

b) Uberpriife fiir die entpsrechenden 4 x 4-Matrizen (symmetrisch, 3 auf der
Diagonale), welche hiervon positiv definit sind, und bestimme die Isome-
trieklassen, die Determinante, das Minimum und Minimalvektoren der zu-
gehorigen Gitter.

Anmerkungen und Literaturhinweise

Fiir die Berechnung von orthogonalen Gruppen von Gittern (Erzeuger und Grup-
penordnung) und fiir den Isometrietest gibt es effiziente und implementierte Al-
gorithmen, insbesondere von BERND SOUVIGNIER (Universiteit Nijmegen, Refe-
renzen auf seiner Homepage). Die derzeit besten Implementierungen findet man
in MAGMA.

Die orthogonalen Gruppen von Gittern werden in der Kristallographie als
Punktgruppen bezeichnet. Die volle Symmetriegruppe eines Gitters ist das se-
midirekte Produkt seiner Punktgruppe mit seiner Translationsgruppe. (Nicht
alle kristallographischen Gruppen besitzen eine solche relativ einfache Strukur
als semidirektes Produkt). Gemifl der affinen Konjugationsklasse ihrer Sym-
metriegruppen werden Gitter in sogenannte Bravais-Klassen eingeteilt, die die
Klassifizierung nach Punktgruppen wesentlich verfeinern. Fiir eine ausfiihrliche
Einfithrung in diese Thematik siehe mein Vorlesungsskript Diskrete Geometrie,
Dortmund 2007.

Die orthogonalen Gruppen der Gitter I, und A, kann man ohne weiteres
auch in beliebiger Dimension bestimmen. Es handelt sich um sogenannte Coxeter-
Gruppen, die (in der gegebenen geometrischen Realisierung) von Spiegelungen an
Hyperebenen erzeugt werden. Eng verwandt ist der Begriff des Wurzelsystems.



