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1.4 Die Packungsdichte und die Hermite-Zahl eines Git-
ters

Unter einer Kugelpackung in einem euklidischen Vektorraum V' verstehen wir
eine Menge von gleich groflen Kugeln

B(v,r)={x €V ||z —v| <r}, dabeiv € V, r € Ry,

die paarweise hochstens Randpunkte gemeinsam haben. Die Vereinigungsmenge
dieser Kugeln wird ebenfalls als Kugelpackung bezeichnet. Eine Kugelpackung
KC wird also spezifiziert durch die Menge D der Kugelmittelpunkte sowie durch
einen gemeinsamen Radius 7:

K= U B(v,r).

veD

In dieser Vorlesung wird D meistens ein Gitter sein, es sind aber auch allgemeinere
Mengen geeignet. In der folgenden Definition sammeln wir einige hierfiir relevante
Begriffe.

Definition 1.4.1 Eine Teilmenge D C V heifit diskret, wenn zu jedem Punkt
x € V eine Umgebung U C V existiert mit U N D C {z}. Der Minimalabstand
von D wird definiert als

Amin(D) = inf{||v —w|| | v,w € D,v # w}.
Eine Teilmenge D C V heiit gleichmdfig diskret, falls dyn (D) > 0 ist.

Damit eine Menge D fiir eine Kugelpackung geeignet ist, muf sie offenbar gleich-
méaBig diskret sein. Die optimale, d.h. grofitmogliche Wahl des gemeinsamen Ra-
dius aller Kugeln ist dann 7 := dpin(D)/2.

Fiir die Diskretheit reicht zu fordern, dass jeder Punkt x € V' eine Umgebung
U besitzt derart, dass U N D endlich ist. Wenn wir ndmlich U als offene Kugel
B°(z,¢) nehmen, so kénnen wir dann durch Verkleinern von e die gewiinschte
Bedingung B°(x,e) N D C {x} erreichen.

Aus dieser Bemerkung folgt insbesondere, dass jede gleichméflig diskrete Men-
ge wirklich diskret ist. Denn die offene Kugel B°(z, ) mit Radius € := dpin(D)/2
kann hochstens einen Punkt aus D enthalten.

Es reicht nicht, die Forderung in der Definition der Diskretheit nur fiir z € D
zu stellen. Als Beispiel fiir eine solche Situation betrachte man in V = R die
Menge {1/n | n € N}, die nach unserer Definition nicht diskret ist.

Nach Proposition 1.2.10 ist jedes Gitter gleichméfBig diskret; in der Tat ist die
Wurzel der in Definition 1.2.11 definierten positiven Zahl min L gleich dem eben
fiir allgemeinere Mengen definierten Minimalabstand: d,(L) = v/min L. Dieses
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folgt einfach daraus, dass der Abstand d(v, w) zweier Gitterpunkte die Lénge des
Differenzvektors ||v — w]|| ist, und dass dieser Vektor wieder in L liegt.

Wir betrachten im folgenden nur Kugelpackungen, bei denen D unendlich ist
und sogar ,,in alle Richtungen”des Raumes ausgedehnt ist. Es soll ,iiberall” ein
gewisser Prozentsatz des Raumes durch Kugeln {iberdeckt sein. Das Problem der
dichtesten Kugelpackungen fragt nun nach Packungen mit grofitmoglicher Dichte,
wobei die Dichte anschaulich der Prozentsatz des iiberdeckten Raumes ist.
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Abb. 1.4.1: Die Kreispackung zum hexagonalen Gitter

So zeigt etwa fiir n = 2 die obenstehende Zeichnung die bestmogliche Packung
von Kreisen in der Ebene: etwa 90 % der Ebene (sieche Tabelle 1.4.1) sind durch die
Vereinigung der Kreisscheiben iiberdeckt. Die Mittelpunktsmenge der gezeigten
Kreispackung ist ein Gitter, ndmlich das frither (siehe Beispiel 1.3.1) besprochene
hexagonale Gitter mit zwei gleich langen Basisvektoren im Winkel von 60°.

Die genaue Definition der Dichte ist wie folgt:
Definition 1.4.2 Die untere Dichte einer Kugelpackung K ist definiert durch

e . VOl(B(0,t) N K)
AT =l it —

Man sagt, dass K eine Dichte besitzt, falls lim der rechten Seite existiert. In

t—o0

diesem Fall wird diese Zahl als Dichte A(K) bezeichnet.

Wenn K = Kp durch eine gleichméfig diskrete Punktmenge D gegeben ist (mit
dem halben Minimalabstand als Kugelradius), so sprechen wir auch von der (un-
teren) Dichte von D und schreiben A~ (D) bzw. A(D). Der Deutlichkeit halber

bezeichnen wir diese Zahl manchmal auch als Packungsdichte von D.
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Die Packungsdichte ist zu unterscheiden von der gewissermaflen dual definierten
Uberdeckungsdichte, oft mit (D) bezeichnet. Fiir deren Definition wird der
Kugelradius R minimal so gew&hlt, dass die Kugeln um die Punkte aus D den
Raum iiberdecken; dann wird die Summe der Volumina aller Kugeln in einem
gegen unendlich gehenden Bereich geteilt durch das Volumen dieses Bereichs.
Man erhélt im Limes (oder zumindest im Limes Inferior) eine Zahl > 1; je ndher
diese bei 1 liegt, umso 6konomischer ist die Uberdeckung durch die Kugeln.
Wir wollen nun eine einfache hinreichende Bedingung an eine gleichméfig diskrete
Menge D angeben, die garantiert, dass iiberall im Raum , geniigend viele” Punkte

aus D liegen, also die zugehorige Kugelpackung eine positive untere Dichte hat.

Definition 1.4.3 Eine Teilmenge D NV heifit gleichmdfig ausgedehnt, 3 falls
eine Konstante R existiert, so dass zu jedem Punkt z € V ein v € D existiert
mit d(x,v) < R.

Mit anderen Worten, es soll d(z, D) < R sein, wobei wie iiblich der Abstand
d(x, D) vom Punkt z zur Teilmenge D definiert ist als d(x, D) := inf,cp d(z, v).

Wenn D ein Gitter ist, so folgt aus der Existenz eines kompakten Funda-
mentalbereichs F' fiir D sofort, dass D gleichméflig ausgedehnt ist. Man nehme
ndmlich R := maxyer ||y]|. Wenn = € V beliebig ist, so folgt mit z =v+y, v €
D, y € F, dass d(x,v) = ||y|]| < R ist.

Der folgende Satz ist nicht schwer zu beweisen.

Proposition 1.4.4 Jede gleichmdf$ig diskrete und gleichmdflig ausgedehnte Teil-
menge D C V' hat eine positive untere Packungsdichte: A~ (D) > 0.

Insbesondere besitzt jedes Gitter eine positive untere Dichte. Dieses Resultat wird
im folgenden Satz verschérft und préazisiert.

Satz 1.4.5 Jedes Gitter L besitzt eine Packungsdichte. Diese ist gegeben durch

(min L)"/?
"ony/det L

Hierbei bezeichnet w,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel.

A(L)=w

Beweis: Man benutzt einen Fundamentalbereich (siche 1.2.8), z.B. den durch
eine Basis definierten Quader ). Man iiberlegt sich dann (diesen analytischen
Teil des Beweises fithren wir nicht aus), dass die Packungsdichte existiert und
einfach durch den Quotienten vol(;, N @)/ vol @ geben ist. D.h. man kann die
Dichte, wie zu erwarten, als Anteil des iiberdeckten Raumes innerhalb des Fun-
damentalbereiches berechnen. Das Volumen von Kp N @ ist aber genau gleich
dem Volumen einer Kugel, also w,r™, wobei r = v/min L /2 ist.

3in der englischsprachigen Literatur uniformely dense, also ,gleichmiBig dicht”, was mir
weniger treffend erscheint
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Abb. 1.4.2: Bestimmung der Dichte des hexagonalen Gitters innerhalb eines
Fundamentalbereiches

Dieses folgt daraus, dass alle anderen Kugeln aus einer Kugel durch Translation
um Gittervektoren hervorgehen, und aus der Definition eines Fundamentalbe-
reichs. Die in ) enhaltenen Teilstiicke der Kugel (an den verschiedenen Ecken
von () setzen sich bis auf Randpunkte genau zu einer Vollkugel zusammen, wie
die obige Zeichnung 1.4.2 in der Ebene illustriert. 0

Aus der mehrdimensionalen Analysis (Integrationstheorie) bzw. der Geometrie
ist bekannt, wie man das Volumen der Einheitskugel w, berechnet (Gamma-
Funktion). Insbesondere weifl man, dass w, fiir n — oo gegen Null geht. Dieses
ist bereits ein Hinweis darauf, dass auch die bestmogliche Kugelpackungsdich-
te A, im n-dimensionalen euklidischen Raum mit wachsender Dimension gegen
Null geht, ein klassisches Resultat, das wir spéter beweisen werden. Neben der
Packungsdichte gemafl Satz 1.4.5 betrachtet man die sogenannte Zentrumsdichte
bzw. center density
: n/2

(L) := % Zentrums-Dichte (1.4.1)
eines Gitters L (wie immer mit n = dim L), also den gleichen Ausdruck, jedoch
ohne den dimensionsabhéngigen Faktor w,. Wenn man den Kugelradius auf 1
normiert, ist die Zentrumsdichte die (ungefihre) Anzahl von Zentren (Gitter-
punkten) pro Volumeneinheit.

Wir notieren eine einfache, aber weitreichende Folgerung des Dichtekonzeptes:
Bemerkung und Definition 1.4.6

a) Fiir jede Dimension n gibt es eine Konstante C,, so, dass
min L < C,(det L)= (1.4.2)

fiir alle Gitter L mit dim L = n gilt. Die kleinste solche Konstante heift
auch Hermite-Konstante 7, in der Dimension n.
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b) Die Hermite-Zahl eines Gitters L der Dimension n ist definiert als

min L

W) = e (1.4.3)

Die Hermite-Konstante ~, ist also das Supremum (in der Tat: Maximum) der
Hermite-Zahlen (L), wobei L alle Gitter der Dimension n durchléuft.

Beweis: Da die Dichte einer Packung definitionsgeméfl < 1 ist, folgt aus Satz
1.4.5 unmittelbar durch Umstellen die Ungleichung

: 4 n
min L < o (det L)Y (1.4.4)

fiir jedes Gitter L, und weiter die Abschéitzung

T < —5 (Minkowski) (1.4.5)
w n

fiir die Hermite-Konstante in Dimension n. O

Wir haben diese Abschéitzung Minkowski zugeschrieben, weil sie (ohne explizi-
te Benutzung des Konzeptes der Dichte, aber mit der gleichen Grundidee) auch
aus dem spéter zu behandelnden Minkowski’schen Gitterpunktsatz folgt. Sobald
man eine Abschétzung fiir die in Dimension n maximal erreichbare Packungsdich-
te hat, resultiert hieraus eine entsprechende Verbesserung der eben gegebenen
Abschéatzung fiir die Hermite-Konstante ,,. Die folgende klassiche Abschéatzung
von Hermite* wird auf mehr algebraische Weise unabhingig von Dichten bewie-
sen. Sie ist nur fiir n < 8 besser als die Minkowski-Schranke, hat allerdings den
Vorteil, dass sie auch fiir indefinite Formen gilt.

Satz 1.4.7 (Hermite) Fir das Minimum eines Gitters L vom Rang n in einem
euklidischen Vektorraum gilt die Abschdtzung

n—1

4\ T
min L < (5) -det L™

Der Beweis wird durch Induktion nach der Dimension gefiihrt und beruht auf
folgendem allgemeinen Hilfssatz.

Lemma 1.4.8 Es sei L ein Gitter vom Rang n in einem euklidischen Vektorraum
V, v € L~ {0} ein primitiver Vektor und pr die orthogonale Projektion auf
V' := vt Dann ist L' ;= pr(L) ein Gitter in V’ und det L = (v, v) det L.

4Charles Hermite, 1822-1901
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Beweisskizze: Erginze v, := v zu einer Basis vy, vy, ..., v, von L. Dann wird
einerseits L' offensichtlich von pruw,, ..., pruv, erzeugt, andererseits bilden diese
Vektoren eine Basis von V’. Somit ist L’ ein Gitter auf V/. Wenn wir mit G’ die
Gram-Matrix von pr vy, . .., pr v, bezeichnen, so ist nun das Ziel, die Gram-Matrix
G der Vektoren vy, ..., v, durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen auf

eine Blockgestalt
(v,0) 0
0o G

zu bringen, woraus sich dann die Behauptung unmittelbar ergibt. Hierzu benutzt
man die explizite Beschreibung der orthogonalen Projektion:

(z,0)

<U,'U>U.

Die Details iiber lassen wir als Ubungsaufgabe. U

pre=ux—

Beweis von 1.4.7 durch Induktion nach n. Der Induktionsanfang n = 1 ist
klar. Fiir n > 1 wihle ein v € Min L. Sei 2’ € L' zunéchst beliebig und =z € L
ein Urbild beziiglich der Projektion pr. D.h. es ist x — 2’ € Rov. Wir koénnen
x um ein ganzzahliges Vielfaches von v so abdndern, dafl immer noch x € L
und x = 2’ + tv mit [¢| < § ist. Wihle nun speziell 2/ € Min L'. Schreibe kurz
m :=min L, m' := min L'. Dann ist

(z,2) = (', 2') +t* - (v,0v),

also
, 1
m < {(z,z) <m +Zm,

also m < %m’ . Aus der Induktionsannahme

n—2

4\ 2 1
m' < (g) (det L')n—1
und dem Lemma 1.4.8 folgt

<4> <detL)"11
m< | = .
—\3 m

Wenn man die (n—1)-erste Potenz bildet und anschliefend noch mit m erweitert,
erhdlt man

[SIE]

n(n—1)

4 2
m' < (5) det L,

n—1

m < (é)jr(dazgi

schlie3lich

3
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Die folgende Tabelle enthilt die wichtigsten Daten der ,besten” Gitter bis zur
Dimension 8. Es handelt sich um die Gitter mit der beweisbar grofiten Packungs-
dichte (fiir Gitter, nicht unbedingt fiir beliebige Kugelpackungen) in der jeweili-
gen Dimension. Die Gitter Eg, F; und Eg werden im folgenden Unterkapitel 1.6
eingefiihrt.

n 1 2 3 4 9 6 7 8

L Ay A As Dy Dy Ly Er Eg
min L | 2 2 2 2 2 2 2 2
detL | 2 3 4 4 4 3 2 1

(L) | 1 4731 V2 | VA | V8 | ¢/64/3 | V64 | 2
(L) 1 | 1.155 | 1.260 | 1.414 | 1.516 | 1.665 | 1.811 2

O(L) |1/2 | 1/2v3 | 1/4v2 | 1/8 | 1/8V2 | 1/8/3 | 1/16 | 1/16
(L) | 5| 289 | .177 | .125 | .088 | .072 |.0625 | .0625
A(L) | 1 907 | 740 | 617 | .465 373 295 | 254

Tabelle 1.4.1: Die dichtesten Gitter bis zur Dimension 8:
Hermite-Zahlen, Zentrumsdichten und Dichten

Ubungsaufgaben zu Abschnitt 1.4
Aufgabe 1.4.1

a) Man gebe eine Teilmenge D C R™ an, die diskret, aber nicht abgeschlossen
ist.

b) Man gebe eine Teilmenge D C R™ an, die diskret und abgeschlossen, aber
nicht gleichmafBig diskret ist.

Aufgabe 1.4.2
Wie viele Tischtennisbille passen (gut durchgeriittelt) in einen grofien wiirfelfrmi-
gen Container der Kantenldnge 1 m?

Aufgabe 1.4.3
Man fithre den Beweis von Lemma 1.4.8 im Detail aus.

Aufgabe 1.4.4

Das kartesische Produkt bzw. die direkte Summe zweier euklidischer Vektorrdume
(Vi,b1) und (Va, by) ist mit dem natiirlichen Skalarprodukt b((z1, x2), (y1,y2)) :=
bi(x1,y1) + ba(x2,y2), m;,y; € V; ein euklidischer Vektoraum; in diesem Sinne ist
das kartesische Produkt L; x Ly von zwei Gittern der Dimensionen n; und ns, ein
Gitter der Dimension n = n; + ne.
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a) Was ist det(L; x Lo)?

b) Wie sieht die Isometriegruppe des dreidimensionalen Gitters Ay x A; aus
(Ordnung und Struktur)?

c¢) Warum konnte man das Gitter Ay x A; als das , hexagonal-zylindrische”
Gitter bezeichnen?

Aufgabe 1.4.5 , Direkte Produkte sind geometrisch suboptimal’

a) Um wie viel Prozent ist die Packungsdichte A von Az grofer als die von
A2 X Al?

b) In der Situation von Aufgabe 1.4.3 sei zusitzlich min L; = min Ly. Wie
bestimmt man A(L; X L) aus den beiden einzelnen Dichten A(L;) und
A(Ly)?

c) Man vergleiche die Dichte des besten 6-dimensionalen Gitters Eg mit der
grofBtmoglichen Dichte eines als Produkt zerlegbaren 6-dimensionalen Git-
ters.

Aufgabe 1.4.6
Fiir ungerades n ist D;7, wie es in Definition 1.3.4 definiert wurde, ein Obergitter

von I, hat also das Minimum 1. Deswegen modifizieren wir die Definition zu
D} :=D,U(u+ D,), dabei u wie friiher.

a) Zeige, dass fiir n > 9 die Punktmenge D} den Minimalabstand /2 hat.
b) Berechne alle Daten aus Tabelle 1.4.1 fiir Dy und Dy.

c) Erginze Tabelle 1.4.1 um die oberen Abschétzungen fiir ,, nach Minkowski
und nach Hermite.

Aufgabe 1.4.7 , Wie viel Uberlappung hat eine optimale lickenlose Pflasterung
mit runden Kacheln?”:
Bestimme die Uberdeckungsdichte ¥(Az) des hexagonalen Gitters.
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Anmerkungen und Literaturhinweise

Der beste Uberblick iiber Kugelpackungen ist vermutlich immer noch Kapitel 1
Sphere Packings and Kissing Numbers von Conway und Sloane aus ihrem be-
kannten Buch SpLaG. Dort viele weitere Zeichnungen, Diagramme und Tabellen.

Sehr klar, kompakt und fliissig geschrieben ist auch Chapter II, §7, The
Packing of Equal Balls in R™ aus dem Klassiker

John Milnor, Dale Husemoller: Symmetric Bilinear Forms,
Springer-Verlag 1973.

Dort wird auch die (oben nur angedeutete) Tatsache bewiesen, dass dichteste
Gitter tatséchlich exitieren (d.h. das Supremum der Hermite-Zahlen wird ange-
nommen). Diese Tatsache ergibt sich im weiteren Verlauf unserer Vorlesung aus
der Reduktionstheorie. Der Beweis von Milnor und Husemoller ist nicht wirklich
anders.

Ab Dimension sind die dichtesten Gitter bzw. periodischen Packungen (ver-
gleiche Aufgabe 1.4.6) nicht mehr (beweisbar) bekannt. Die besten Kandidaten
bis zur Dimension 24 werden wir nach und nach in dieser Vorlesung kennenler-
nen. in den néchsten Dimensionen 9 und 10 bendtigen wir die sog. geschichteten
Gitter bzw. Laminated Lattices.



